Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 309, 2004 g.

L. ı. Kolotilina

REXENIE PROBLEMY OPTIMAL^NOGO DIAGONAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ DL˚ KVAZIVEWESTVENNYH �RMITOVYH POLOȷITEL^NO OPREDELENNYH 3�3 MATRIC

§1. Vvedenie

Pust~ A ∈ C^{n×n} , n > 2 – ffrmitova poloßitel~no opredelennaØ matrica. Pod problemoæ optimal~nogo diagonal~nogo masxtabirovaniØ A my budem ponimat~ sledu¸wu¸ zadaqu: naæti nevyroßdennu¸ diagonal~nu¸ matricu D_0 ∈ C^{n×n} taku¸, qto

k(D^∗_0 AD_0) = inf_{D∈D(n,} C) k(D^∗AD), (1.1) gde qerez D(n, C ) oboznaqena gruppa vseh nevyroßdennyh diagonal~nyh matric iz C^{n×n} , a

k(B) = λ_1(B)/λ_n(B) (1.2)

– ffto spektral~noe qislo obuslovlennosti ffrmitovoæ poloßitel~no opredelennoæ matricy B, sobstvennye znaqeniØ kotoroæ poloßitel~ny i zanumerovany v porØdke nevozrastaniØ:

λ_1(B) > λ_2(B) > · · · > λ_n(B) > 0.

V dal~neæxem my budem govorit~, qto matrica A optimal~- no otmasxtabirovana, esli dlØ nee spravedlivo ravenstvo (1.1) pri D_0 = I_n, gde qerez I_n oboznaqaetsØ ediniqnaØ matrica porØdka n. Krome togo, esli verno ravenstvo (1.1), to qislo obuslovlennosti k(D^∗_0 AD_0) my budem nazyvat~ optimal~nym qislom obuslovlennosti dlØ A (otnositel~no preobrazovaniæ podobiØ s nevyroßdennymi diagonal~nymi matricami) i budem oboznaqat~ ego qerez k_{opt}(A).

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke grantov RFFI 03-01- 00349 i NX-2268.2003.1. 84

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 85 V deæstvitel~nosti, pri izuqenii problemy optimal~nogo masxtabirovaniØ nas interesuet ne tol~ko problema nahoßdeniØ matricy D_0, osuwestvlØ¸weæ optimal~noe simmetriqnoe masxtabirovanie, no i sledu¸wie svØzannye s neæ zadaqi:

(i) vyØsnit~, ØvlØetsØ li dannaØ matrica optimal~no otmasxtabirovannoæ;

(ii) opisat~ vse optimal~no otmasxtabirovannye matricy (v

terminah, dopuska¸wih praktiqesku¸ proverku);

(iii) naæti k_{opt}(A);

(iv) opredelit~ spektral~nu¸ strukturu matricy D^∗_0 AD_0 (v

qastnosti, opredelit~, ØvlØetsØ li spektr D^∗_0 AD_0 prostym).

Oqerqennyæ krug zadaq, svØzannyh s zadaqeæ (1.1), imeet kak samostoØtel~noe znaqenie v ramkah teorii matric, tak i vaßnye priloßeniØ. Otmetim, preßde vsego, qto esli B – nevyroßdennaØ n×n matrica, to, v silu sootnoxeniæ DB(DB)^∗ = D(BB^∗ )D^∗, (BD)^∗ BD = D^∗(B^∗B)D, zadaqa minimizacii spektral~nogo qisla obuslovlennosti B za sqet ee odnostoronnego diagonal~nogo masxtabirovaniØ ffkvivalentna minimizacii qisla obuslovlennosti ffrmitovoæ poloßitel~no opredelennoæ matricy BB^∗ ili B^∗B za sqet ee simmetriqnogo diagonal~nogo masxtabirovaniØ. Otmetim dalee, qto rexenie zadaqi (1.1) daet optimal~nyæ diagonal~nyæ pereobuslavlivatel~ D_0, kotoryæ moßet byt~ ispol~zovan dlØ povyxeniØ skorosti shodimosti pri iteracionnom rexenii sistemy lineænyh uravneniæ s matriceæ A. Nakonec, upomØnem, qto spektral~noe qislo obuslovlennosti igraet kl¸qevu¸ rol~ v teorii vozmuweniæ dlØ sistem lineænyh uravneniæ i zadaq na sobstvennye znaqeniØ, poskol~ku harakterizuet quvstvitel~nost~ rexeniØ k vozmuweniØm naqal~nyh dannyh i oxibkam okrugleniØ.

Zadaqa (1.1) issledovalas~ vo mnogih rabotah i, v qastnosti, v [4, 5, 7–10]. Napomnim, qto v stat~e [5] bylo predstavleno uslovie, formuliruemoe v terminah sobstvennyh vektorov matricy A, otveqa¸wih ee naibol~xemu i naimen~xemu sobstvennym znaqeniØm, pri vypolnenii kotorogo matrica A ØvlØetsØ optimal~no otmasxtabirovannoæ. Krome togo, bylo pokazano, qto esli kraænie sobstvennye znaqeniØ prostye, to ffto uslovie

86 L. ı. KOLOTILINA ØvlØetsØ i neobhodimym (toqnaØ formulirovka fftogo rezul~tata budet predstavlena niße, sm. lemmu 3.6). V rabote [8] dlØ ffrmitovyh poloßitel~no opredelennyh matric byli poluqeny neobhodimye i dostatoqnye usloviØ optimal~noæ otmasxtabirovannosti, kotorye obobwa¸t rezul~tat Forsaæta–Xtrausa na sluqaæ matric, ime¸wih kratnye kraænie sobstvennye znaqeniØ. Tem samym zadaqa (ii) teoretiqeski rexena, hotØ ime¸weesØ rexenie obladaet ograniqennoæ praktiqeskoæ znaqimost~¸.

Naibolee prostoæ sposob diagonal~nogo masxtabirovaniØ matric – ffto ih masxtabirovanie po ˚kobi, v rezul~tate kotorogo vse diagonal~nye fflementy matricy stanovØtsØ ravnymi edinice. Horoxo izvestno [5], qto v sluqae 2-cikliqeskih ffrmitovyh poloßitel~no opredelennyh matric masxtabirovanie po ˚kobi optimal~no v smysle zadaqi (1.1). Bolee togo, kak ukazano v [5], poloßitel~no opredelennaØ matrica vida [ c_1I_p B B^∗ c_2I_q ] (1.3)

optimal~no otmasxtabirovana togda i tol~ko togda, kogda c_1 =

c_2.

V sluqae ße proizvol~nyh ffrmitovyh poloßitel~no opredelennyh matric porØdka n masxtabirovanie po ˚kobi ØvlØetsØ kvazioptimal~nym, t.e. spravedlivo neravenstvo

k(D^{−1/2}_A AD^{−1/2}_A ) 6 nk_{opt}(A),

gde D_A – ffto diagonal~naØ qast~ A [10].

V obwem sluqae nadeØt~sØ na polnoe teoretiqeskoe rexenie zadaqi optimal~nogo masxtabirovaniØ, pod kotorym my ponimaem rexenie zadaqi (1.1) i zadaq (i)–(iv), vrØd li vozmoßno. K fftomu vyvodu privodit uße analiz sluqaØ kvazivewestvennyh matric porØdka 3, predstavlennyæ v dannoæ rabote.

Zdes~ i niße, matrica A ∈ C^{n×n} , n > 1, nazyvaetsØ kvazivewestvennoæ, esli suwestvuet takaØ unitarnaØ diagonal~naØ matrica S, qto S^∗AS ∈ R^{n×n}; v protivnom sluqae matrica A nazyvaetsØ suwestvenno kompleksnoæ.

Osnovnye rezul~taty, kasa¸wiesØ rexeniØ problemy optimal~nogo diagonal~nogo masxtabirovaniØ dlØ neprivodimyh kvazivewestvennyh ffrmitovyh poloßitel~no opredelennyh matric porØdka 3, predstavleny v §3. DlØ fftogo sluqaØ my pri-

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 87 vodim Øvnoe opisanie vseh optimal~no otmasxtabirovannyh matric, kotorye (s toqnost~¸ do poloßitel~nogo mnoßitelØ i preobrazovaniØ podobiØ s unitarnoæ diagonal~noæ matriceæ) isqerpyva¸tsØ vewestvennymi simmetriqnymi matricami qetyreh kanoniqeskih tipov, a dlØ zadannoæ matricy C my privodim formuly dlØ opredeleniØ k_{opt}(C), matricy D_0, rexa¸weæ zadaqu (1.1), a takße sobstvennyh znaqeniæ optimal~no otmasxtabirovannoæ matricy D^∗_0 CD_0. Ukazannye rezul~taty pozvolØ¸t nam takße issledovat~ vopros ob optimal~nosti masxtabirovaniØ po ˚kobi dlØ neprivodimyh kvazivewestvennyh 3×3 matric.

Zdes~ kaßetsØ umestnym napomnit~ rezul~taty po probleme optimal~nogo masxtabirovaniØ, poluqennye dlØ sluqaØ 3 × 3 matric k nastoØwemu vremeni.

Teorema 1.1 [7]. Pust~ A – ffrmitova poloßitel~no opredelen-

naØ matrica porØdka 3. Matrica A optimal~no otmasxtabirovana togda i tol~ko togda, kogda naædutsØ takie ee sobstvennye vektory x = (x_i) i y = (y_i), otveqa¸wie naibol~xemu i naimen~- xemu sobstvennym znaqeniØm sootvetstvenno, qto |x_i| = |y_i|, i = 1, 2, 3. (1.4) Zametim, qto esli v usloviØh teoremy 1.1 matrica A vewestvenna i imeet kratnoe sobstvennoe znaqenie, to otveqa¸wiæ emu sobstvennyæ vektor, dlØ kotorogo vypolneno uslovie (1.4), moßet okazat~sØ kompleksnym.

Teorema 1.2 [9]. Pust~ C = (cij ) – vewestvennaØ simmetriqnaØ

poloßitel~no opredelennaØ 3 × 3 matrica takaØ, qto

(a) a_i > 0 i c_{ii} − a_i > 0, i = 1, 2, 3, gde

a_i = c_{ik}c_{ij} c_{jk} (i, j, k vse razliqny), (1.5) (b) a_i c_{ii} − a_i 6 ∑ j≠i a_j c_{jj} − a_j , i = 1, 2, 3. (1.6)

Togda matrica

D_0 = diag (( c_{11} − a_1 )_{−1/2} , ( c_{22} − a_2 )_{−1/2} , ( c_{33} − a_3 )_{−1/2}) (1.7)

88 L. ı. KOLOTILINA

ØvlØetsØ rexeniem zadaqi (1.1).

V §3 my poluqim nezavisimoe dokazatel~stvo teoremy 1.1 v neprivodimom kvazivewestvennom sluqae, osnovannoe na opisanii vseh optimal~no otmasxtabirovannyh 3 × 3 matric. Rezul~- tat ße teoremy 1.2, otnosØwiæsØ k sluqa¸ matric, diagonal~no podobnyh optimal~no otmasxtabirovannym matricam, ime¸wim kratnoe sobstvennoe znaqenie, budet polnost~¸ perekryt.

Pri vyvode rezul~tatov §3 my budem ispol~zovat~ vspomogatel~nye rezul~taty, predstavlennye v §2.

V zakl¸qenie ße fftogo vvodnogo paragrafa my privedem rexenie problemy optimal~nogo diagonal~nogo masxtabirovaniØ dlØ sluqaØ 2 × 2 matric i dlØ sluqaØ privodimyh 3 × 3 matric.

S pomow~¸ upomØnutogo vyxe rezul~tata Forsaæta–Xtrausa dlØ matric vida (1.3) ili ße rezul~tatov rabot [1–3], v kotoryh issleduetsØ bloqnyæ 2 × 2 sluqaæ, netrudno dokazat~ sledu¸- wu¸ prostu¸ teoremu, da¸wu¸ rexenie problemy optimal~nogo masxtabirovaniØ dlØ matric porØdka 2.

Teorema 1.3. Pust~ matrica A =^{[ a b}_{b c}^] ffrmitova i polo-

ßitel~no opredelena. Togda A optimal~no otmasxtabirovana v tom i tol~ko tom sluqae, kogda a = c, tak qto D_0 = αD^{−1/2}_A , gde α ≠ 0, α ∈ C , i

k_{opt}(A) = √ ac + |b| √ ac − |b| . (1.8)

Rassmotrim sluqaæ privodimyh ffrmitovyh poloßitel~no opredelennyh matric porØdka 3. Esli matrica C diagonal~na, to, oqevidno, ona optimal~no otmasxtabirovana togda i tol~ko togda, kogda vse ee diagonal~nye fflementy sovpada¸t; pri fftom

k_{opt}(C) = 1. Esli ße matrica C ne ØvlØetsØ diagonal~noæ, to,

kak sleduet iz privodimoæ niße teoremy, uslovie c_{11} = c_{22} = c_{33} dostatoqno dlØ togo, qtoby C byla optimal~no otmasxtabirovannoæ, no ne ØvlØetsØ neobhodimym, kak v sluqae 2 × 2 matric.

Teorema 1.4. Pust~ C = (cij) – privodimaØ ffrmitova poloßi-

tel~no opredelennaØ matrica porØdka 3, priqem fflement c_{ij}, gde i < j, otliqen ot nulØ. Togda C optimal~no otmasxtabirovana togda i tol~ko togda, kogda c_{ii} = c_{jj} i √c_{ii}c_{jj} − |c_{ij}| 6 c_{kk} 6 √c_{ii}c_{jj} + |c_{ij}|, (1.9)

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 89 i k_{opt}(C) = √c_{ii}c_{jj} + |c_{ij}| √c_{ii}c_{jj} − |c_{ij}| . (1.10) Dokazatel~stvo. Zametim, qto s uqetom teoremy 1.3 my imeem

k_{opt}(C) 6 k ( D^{−1/2}_c CD^{−1/2}_c )

=k ([_{(cii)}�_{1/2 0}

(c_{jj} )�1^/2 0 (c_{kk})�1^/2 ][_{cii cij 0} c_{ji} c_{jj} 0 0 0 c_{kk} ][_{(cii)}�_{1/2 0}

(c_{jj} )�1^/2 0 (c_{kk})�1^/2 ])

=k ([_1 c_{ij√cii cjj 0} cji √_{cii cjj} 1 0 0 0 1 ]) = √c_{ii}c_{jj} + |c_{ij}| √c_{ii}c_{jj} − |c_{ij}|

=k_{opt} ([ c_{ii} c_{ij} c_{ji} c_{jj} ])

6 kopt(C). (1.11)

Tem samym ravenstvo (1.10) ustanovleno.

Sledovatel~no, matrica C optimal~no otmasxtabirovana togda i tol~ko togda, kogda k(C) = √c_{ii}c_{jj} + |c_{ij}| √c_{ii}c_{jj} − |c_{ij}|. (1.12) Pokaßem, qto ravenstvo (1.12) ravnosil~no usloviØm (1.9). Esli (1.12) spravedlivo, to s uqetom (1.11) my imeem

k(C) = k_{opt} ([ c_{ii} c_{ij} c_{ji} c_{jj} ])

6 k^{([ cii cij}

c_{ji} c_{jj} ])

6 k(C), (1.13)

otkuda, v qastnosti, sleduet, qto podmatrica [_{cii cij} c_{ji} c_{jj} ] optimal~- no otmasxtabirovana. Togda po teoreme 1.3 my neobhodimo ime- em c_{ii} = c_{jj}. (1.14)

Vvidu neravenstv

λ_1(C) > λ_1 ([ c_{ii} c_{ij} c_{ji} c_{jj} ]) i λ_3(C) 6 λ_2 ([ c_{ii} c_{ij} c_{ji} c_{jj} ]) ,

90 L. ı. KOLOTILINA iz sootnoxeniæ (1.13) i (1.14) takße sleduet, qto

λ_1(C) = λ_1 ([ c_{ii} c_{ij} c_{ji} c_{jj} ]) = √ c_{ii}c_{jj} + |c_{ij}|,

λ_3(C) = λ_2 ([ c_{ii} c_{ij} c_{ji} c_{jj} ]) = √ c_{ii}c_{jj} − |c_{ij}|. (1.15)

Poskol~ku v usloviØh teoremy c_{kk} est~ sobstvennoe znaqenie matricy C, to λ_1(C) > c_{kk} > λ_3(C), qto s uqetom (1.15) i oznaqaet, qto oba neravenstva v (1.9) verny.

Nakonec, esli vypolneny usloviØ (1.9), to ravenstvo (1.12), oznaqa¸wee, qto C optimal~no otmasxtabirovana, trivial~no sleduet iz sootnoxeniæ

λ_1(C) = max { λ_1 ([ c_{ii} c_{ij} c_{ji} c_{jj} ]) , c_{kk} } = max {√ c_{ii}c_{jj} + |c_{ij}|, c_{kk} } ,

λ_3(C) = min { λ_2 ([ c_{ii} c_{ij} c_{ji} c_{jj} ]) , c_{kk} } = min {√ c_{ii}c_{jj} − |c_{ij}|, c_{kk} } .

�

§2. Vspomogatel~nye rezul~taty

V fftom paragrafe vvodØtsØ v rassmotrenie nekotorye skalØrnye i matriqnye veliqiny, svØzannye s zadannoæ 3 × 3 ffrmitovoæ poloßitel~no opredelennoæ matriceæ i invariantnye otnositel~no preobrazovaniæ podobiØ s nevyroßdennymi diagonal~- nymi matricami. Issledu¸tsØ svoæstva fftih veliqin i ih svØz~ so svoæstvami ishodnoæ matricy. Rezul~taty fftogo paragrafa budut ispol~zovany pri vyvode osnovnyh rezul~tatov raboty, soderßawih rexenie problemy optimal~nogo masxtabirovaniØ dlØ neprivodimyh kvazivewestvennyh ffrmitovyh poloßitel~no opredelennyh matric v 3 × 3 sluqae.

Opredelim na kompleksnoæ ploskosti funkci¸ sign x standartnoæ formuloæ

sign x = { x/|x|, x ≠ 0, 0, x = 0.

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 91 Pust~ C = (c_{ij}) – ffrmitova poloßitel~no opredelennaØ 3 × 3 matrica. Vvedem v rassmotrenie sledu¸wie skalØrnye veliqi- ny: α(C) = c_{12}c_{23}c_{31}, ε(C) = sign α(C), (2.1)

γ_i(C) = 1 − 1 c_{ii}c^′_{ii} , i = 1, 2, 3, (2.2)

a v predpoloßenii, qto vnediagonal~nye fflementy i-oæ stroki matricy C otliqny ot nulØ, poloßim

ζ_i(C) = c_{ii}|c_{kj}| |c_{ki}| |c_{ij}| , j ≠ i, k ≠ i, j ≠ k, 1 6 i 6 3. (2.3) Zdes~ i niße dlØ fflementov obratnoæ matricy ispol~zuetsØ oboznaqenie

C^{−1} = (c^′_{ij} ).

Opredelim matricu

I(C) ≡ C ∘ C^{−T} = (c_{ij} c^′_{ji}), 1 6 i, j 6 3, (2.4)

gde ∘ oboznaqaet pokomponentnoe (adamarovskoe, ili xurovskoe) proizvedenie matric.

Spravedlivy sledu¸wie oqevidnye rezul~taty.

Lemma 2.1. DlØ l¸boæ ffrmitovoæ poloßitel~no opredelennoæ

3 × 3 matricy C i l¸boæ nevyroßdennoæ diagonal~noæ 3 × 3 matricy D spravedlivy ravenstva

ε(D^∗CD) = ε(C); (2.5)

γ_i(D^∗CD) = γ_i(C), i = 1, 2, 3; (2.6)

esli veliqina ζ_i(C) opredelena, to

ζ_i(D^∗CD) = ζ_i(C), 1 6 i 6 3; (2.7)

krome togo, I(D^∗CD) = I(C); (2.8)

I(C) = [I(C)]^∗. (2.9)

92 L. ı. KOLOTILINA

Ravenstva (2.5)–(2.8) oznaqa¸t, qto skalØrnye veliqiny ε(C),

γ_i(C) i ζ_i(C), a takße matrica I(C) vse invariantny otnosi-

tel~no preobrazovaniæ podobiØ s nevyroßdennymi diagonal~- nymi matricami, qto i obuslovlivaet ih znaqenie pri issledovanii interesu¸weæ nas problemy. V qastnosti, iz sootnoxeniæ (2.5)–(2.8) sleduet, qto ukazannye veliqiny invariantny otnositel~no umnoßeniØ ishodnoæ matricy C na l¸boe poloßitel~noe qislo.

Kak legko ponØt~, dlØ privodimoæ ffrmitovoæ 3 × 3 matricy C ni odna iz veliqin ζ_i(C), i = 1, 2, 3, ne opredelena, poskol~ku znamenateli v (2.3) vse ravny nul¸. Veliqiny ζ_i(C) nam potrebu- ¸tsØ pri issledovanii neprivodimyh ffrmitovyh (poloßitel~no opredelennyh) matric C, dlØ kotoryh spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 2.2. Pust~ 3 × 3 matrica C = (cij) neprivodima i ffr-

mitova. Togda suwestvuet takoæ indeks i, 1 6 i 6 3, qto ζ_i(C) opredelena.

Dokazatel~stvo. Kak legko ponØt~, iz neprivodimosti i ffrmi-

tovosti 3 × 3 matricy sleduet, qto hotØ by v odnoæ iz ee strok, skaßem i-oæ, oba vnediagonal~nyh fflementa otliqny ot nulØ, a togda ζ_i(C) opredelena. �

Sledu¸waØ tehniqeskaØ lemma moßet byt~ ustanovlena neposredstvennoæ proverkoæ.

Lemma 2.3. Pust~ 3×3 matrica C kvazivewestvenna i ffrmitova.

Togda α(C) = c_{ij} c_{jk}c_{ki} (2.10)

dlØ vseh naborov razliqnyh i, j i k, gde 1 6 i, j, k 6 3.

OsnovyvaØs~ na horoxo izvestnoæ formule

c^′_{ij} = ±C_{ji}/ det C, i, j = 1, 2, 3, (2.11)

gde C_{ji} – ffto algebraiqeskoe dopolnenie fflementa c_{ji} v matrice C, legko ubedit~sØ v spravedlivosti sledu¸wih rezul~tatov.

Lemma 2.4. Pust~ C = (cij) – nevyroßdennaØ 3×3 matrica. Togda

c^′_{21} = c_{23}c_{31} − c_{21}c_{33} det C

, c^′_{31} = c_{32}c_{21} − c_{31}c_{22} det C , c^′_{32} = c_{31}c_{12} − c_{32}c_{11}

det C ; (2.12)

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 93 c^′_{ii} = c_{jj}c_{kk} − |c_{jk}|^2 det C , j ≠ i, k ≠ i, j ≠ k, i = 1, 2, 3, (2.13) a dlØ ffrmitovoæ matricy C spravedlivy sootnoxeniØ

c_{12}c^′_{21} = α(C) − |c_{12}|^2c_{33} det C

, c_{13}c^′_{31} = α(C) − |c_{13}|^2c_{22} det C , c_{23}c^′_{32} = α(C) − |c_{23}|^2c_{11} det C . (2.14)

Zametim, qto poskol~ku dlØ ffrmitovoæ matricy C matrica

I(C) takße ffrmitova v silu (2.9), to I(C) vpolne opredelØetsØ

ravenstvami (2.14).

Sledu¸waØ teorema pokazyvaet, qto kvazivewestvennye nevyroßdennye ffrmitovy 3 × 3 matricy mogut byt~ oharakterizovany v terminah ε(C) i I(C).

Teorema 2.1. Pust~ C = (cij) – nevyroßdennaØ ffrmitova 3 × 3

matrica. Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

(i) C kvazivewestvenna; (ii) C^{−1} kvazivewestvenna; (iii) ε(C) ∈ R; (iv) ε(C^{−1}) ∈ R; (v) I(C) ∈ R^{3×3}; (vi) I(C^{−1}) ∈ R^{3×3}.

Dokazatel~stvo. Pokaßem sperva, qto (i) =⇒ (iii). Deæstvitel~-

no, esli matrica C kvazivewestvenna, a unitarnaØ diagonal~naØ matrica S takova, qto S^∗CS ∈ R^{3×3}, to, oqevidno, ε(S^∗ CS) ∈ R, a v silu lemmy 2.1 i ε(C) ∈ R.

Dokaßem, qto (iii) =⇒ (i). Zametim, qto esli C diagonal~na, to ona vewestvenna v silu ffrmitovosti. Esli matrica C privodima, no otliqna ot diagonal~noæ, to pri nekotoryh razliqnyh i, j i k my imeem c_{ij} ≠ 0, c_{ik} = 0, c_{jk} = 0, a togda pri

S = diag (s_1, s_2, s_3), gde s_i = sign c_{ij}, s_j = s_k = 1,

94 L. ı. KOLOTILINA i ~C = S^∗CS my, oqevidno, imeem ~c_{ji} = ~c_{ij} = s_ic_{ij}s_j = sign c_{ij}c_{ij} = |c_{ij}| ∈ R, a tak kak ostal~nye vnediagonal~nye fflementy ~C ravny nul¸, to ~C ∈ R^{3×3}. Esli ße matrica C neprivodima, to ona neobhodimo imeet stroku, ne soderßawu¸ nulevyh fflementov. Pust~ c_{ij}c_{ik} ≠ 0, gde j ≠ i, k ≠ i, j < k. Togda, poloßiv

s_i = 1, s_j = sign c_{ji}, s_k = sign c_{ki},

my budem imet~ ~c_{ij} = s_ic_{ij}s_j = c_{ij}sign c_{ji} = |c_{ij}|, ~c_{ik} = s_ic_{ik}s_k = c_{ik}sign c_{ki} = |c_{ik}|, ~c_{jk} = s_j c_{jk}s_k = sign c_{ij}c_{jk}sign c_{ki} = sign (c_{ij} c_{jk}c_{ki})|c_{jk}|.

Po lemme 2.3, sign (c_{ij} c_{jk}c_{ki}) = ε(C). Tem samym my pokazali, qto esli ε(C) ∈ R, to matrica ~C = S^∗CS vewestvenna, a matrica C kvazivewestvenna.

Ravnosil~nost~ utverßdeniæ (iii) i (v) sleduet iz vyraßeniæ (2.14) dlØ fflementov matricy I(C) i togo fakta, qto det C ∈ R v silu ffrmitovosti C.

Ravnosil~nost~ (iv) i (vi) sleduet iz uße ustanovlennoæ ravnosil~nosti (iii) i (v).

Ravnosil~nost~ (i) i (ii) oqevidna, a ravnosil~nost~ (v) i (vi) vytekaet iz trivial~nogo sootnoxeniØ

I(C^{−1}) = [I(C)]^T .

�

Lemma 2.5. Pust~ A = (aij ) – ffrmitova poloßitel~no oprede-

lennaØ matrica porØdka n > 2. Togda a_{ii}a^′_{ii} > 1, i = 1, . . . , n, (2.15) gde A^{−1} = (a^′_{ij} ), priqem vse neravenstva v (2.15) ØvlØ¸tsØ strogimi togda i tol~ko togda, kogda kaßdyæ stolbec A imeet, po kraæneæ mere, dva nenulevyh fflementa. V qastnosti, esli matrica A neprivodima, to vse neravenstva v (2.15) strogie.

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 95

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto dostatoqno ustanovit~ neravenstvo

(2.15) dlØ i = 1. Predstavim matricu A v sledu¸wem bloqnom

2 × 2 vide: A = [ a_{11} A^∗_{21} A_{21} A_{22} ] . Togda, kak horoxo izvestno,

a^′_{11} = ( a_{11} − A^∗_{21}A^{−1}_{22} A_{21} )_{−1} , otkuda, vvidu poloßitel~noæ opredelennosti A, sleduet, qto

(a^′_{11})^{−1} 6 a_{11}. (2.16)

Tem samym neravenstvo (2.15) dokazano. Dalee, neravenstvo (2.16) ØvlØetsØ ravenstvom v tom i tol~ko tom sluqae, kogda

A^∗_{21}A^{−1}_{22} A_{21} = 0, gde A^∗_{21} = [a_{12}, . . . , a_{1n}].

Poskol~ku glavnaØ podmatrica A_{22} matricy A poloßitel~no opredelena, poslednee ravenstvo spravedlivo togda i tol~ko togda, kogda A_{21} = 0, t.e. togda i tol~ko togda, kogda pervyæ stobec matricy A imeet edinstvennyæ nenulevoæ fflement. � Iz lemmy 2.5 nemedlenno vytekaet sledu¸wee nußnoe nam utverßdenie.

Sledstvie 2.1. Esli C – ffrmitova poloßitel~no opredelennaØ

3 × 3 matrica, to

γ_i(C) > 0, i = 1, 2, 3,

priqem esli C neprivodima, to vse ffti neravenstva ØvlØ¸tsØ strogimi.

Sledu¸wiæ rezul~tat trivial~nym obrazom vytekaet iz opredeleniØ (2.4), kotoroe estestvennym obrazom obobwaetsØ na proizvol~noe n > 1.

Lemma 2.6. Pust~ matrica A = (aij ) ∈ C^{n×n} , n > 1, nevyroßde-

na. Togda I(A)e = e, (2.17)

gde e = [1, . . . , 1]^T .

Zameqanie 2.1. Iz lemmy 2.6 sleduet, qto λ = 1 ØvlØetsØ sob-

stvennym znaqeniem matricy I(A) dlØ l¸boæ nevyroßdennoæ A.

96 L. ı. KOLOTILINA Esli ße matrica A ffrmitova i poloßitel~no opredelena, to (sm., naprimer, [6, teorema 5.4.3(b)]) λ = 1 v deæstvitel~nosti ØvlØetsØ naimen~xim sobstvennym znaqeniem I(A).

Lemma 2.7. Pust~ 3 × 3 matrica C kvazivewestvenna, neprivo-

dima, ffrmitova i poloßitel~no opredelena. Togda libo

α(C) < |c_{ij}|^2c_{kk} dlØ vseh razliqnyh i, j i k, 1 6 i, j, k 6 3, (2.18)

libo naædutsØ takie razliqnye i, j i k, 1 6 i, j, k 6 3, qto

|c_{jk}|^2c_{ii} 6 α(C) < min { |c_{ij}|^2c_{kk}, |c_{ik}|^2c_{jj} } . (2.19)

Dokazatel~stvo. Zametim sperva, qto v usloviØh lemmy matri-

ca I(C) korrektno opredelena. V silu teoremy 2.1, kak α(C), tak i I(C) vewestvenny. Predpoloßim, qto usloviØ (2.18) ne vypolneny, t.e. dlØ nekotoryh razliqnyh i, j i k spravedlivo neravenstvo

|c_{jk}|^2c_{ii} 6 α(C). (2.20)

Vvidu sootnoxeniæ (2.14) iz lemmy 2.4 i neravenstva det C > 0, iz (2.20) vytekaet, qto

c_{jk}c^′_{kj} > 0, (2.21)

a togda s uqetom lemm 2.6 i 2.5 my imeem c_{ji}c^′_{ij} = ( 1 − c_{jj}c^′_{jj} ) − c_{jk}c^′_{kj} < −c_{jk}c^′_{kj} 6 0. Sledovatel~no, po lemme 2.4, α(C) − |c_{ij}|^2c_{kk} det C = c_{ji}c^′_{ij} < 0, otkuda sleduet, qto α(C) < |c_{ij}|^2c_{kk}. Analogiqno, v silu lemm 2.6 i 2.5 i neravenstva (2.21) my imeem c_{ki}c^′_{ik} = ( 1 − c_{kk}c^′_{kk} ) − c_{kj}c^′_{jk} < −c_{kj}c^′_{jk} = −c_{jk}c^′_{kj} 6 0, tak qto po lemme 2.4 α(C) − |c_{ik}|^2c_{jj} det C = c_{ki}c^′_{ik} < 0 i, sledovatel~no, α(C) < |c_{ik}|^2c_{jj}. Lemma 2.7 dokazana polnost~¸. �

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 97

§3. Osnovnye rezul~taty V fftom paragrafe my rexaem problemu optimal~nogo diagonal~nogo masxtabirovaniØ dlØ neprivodimyh kvazivewestvennyh ffrmitovyh poloßitel~no opredelennyh 3 × 3 matric.

PervaØ teorema fftogo paragrafa daet opisanie neprivodimyh ffrmitovyh poloßitel~no opredelennyh 3 × 3 matric, kotorye diagonal~no podobny optimal~no otmasxtabirovannym matricam, ime¸wim dvukratnoe sobstvennoe znaqenie.

Teorema 3.1. NeprivodimaØ ffrmitova poloßitel~no opredelen-

naØ 3 × 3 matrica C = (c_{ij} ) diagonal~no podobna optimal~no otmasxtabirovannoæ matrice A, ime¸weæ dvukratnoe sobstvennoe znaqenie, togda i tol~ko togda, kogda C ne imeet nulevyh fflementov, ε(C) = ±1, (3.1) i γ_i(C)ζ^2_i (C) > 1, i = 1, 2, 3. (3.2)

Pri fftom diagonal~naØ matrica D = diag (d_1, d_2, d_3), gde

d_i = |c_{jk}| [c_{ii}|c_{jk}|^2 − α(C)]^{1/2} , j ≠ i, k ≠ i, j ≠ k, i = 1, 2, 3, (3.3) korrektno opredelena i imeet poloßitel~nye diagonal~nye fflementy, a matrica A = DCD optimal~no otmasxtabirovana,

Spec(A) = { 1, 1, − α(C)/ det C α(C^{−1})/ det C^{−1} } , (3.4) i k_{opt}(C) = k(A) = [ − α(C)/ det C α(C^{−1})/ det C^{−1} ]_{ε(C)} . (3.5)

Dokazatel~stvu teoremy 3.1 my predpoxlem tri lemmy, pervaØ iz kotoryh ØvlØetsØ neznaqitel~nym obobweniem teoremy 5.2 iz [9].

Lemma 3.1. �rmitova poloßitel~no opredelennaØ matrica vi- da A = I_n + ξxx^∗,

98 L. ı. KOLOTILINA

gde ξ ∈ R, ξ ≠ 0 i x = (x_i)^n_{i=1} ∈ C^n , optimal~no otmasxtabirovana togda i tol~ko togda, kogda

2|x_i|^2 6 ‖x‖^2, i = 1, . . . , n. (3.6)

Dokazatel~stvo. Predpoloßim sperva, qto ξ > 0. Opredelim

unitarnu¸ matricu S = diag (s_1 , . . . , s_n) po formule

s_i = { sign x_i, x_i ≠ 0,

1, x_i = 0, i = 1, . . . , n. Oqevidno, qto matrica A_S = S^∗AS optimal~no otmasxtabirovana togda i tol~ko togda, kogda fftim svoæstvom obladaet A. Pri fftom

A_S = I_n + yy^T ,

gde y = (y_i) i y_i = ξ^{1/2}|x_i| > 0, i = 1, . . . , n. V silu teoremy 5.2 iz [9], matrica A_S optimal~no otmasxtabirovana togda i tol~ko togda, kogda spravedlivy neravenstva

y^2_i 6 n∑ j=1 j≠i y^2_j , i = 1, . . . , n. (3.7)

Poskol~ku ξ > 0, neravenstva (3.7) oqevidno ravnosil~ny neravenstvam

|x_i|^2 6 ∑ j≠i |x_j|^2 = ‖x‖^2 − |x_i|^2, i = 1, . . . , n, kotorye, v svo¸ oqered~, ravnosil~ny neravenstvam (3.6).

Esli ße ξ < 0, to, kak legko ubedit~sØ,

A^{−1} = I_n + ηxx^∗, gde η = −ξ 1 + ξ‖x‖^2 = −ξ x^∗Ax/‖x‖^2 > 0. V silu uße dokazannogo, matrica A^{−1} optimal~no otmasxtabirovana togda i tol~ko togda, kogda vypolneny usloviØ (3.6). Teper~ utverßdenie lemmy sleduet iz togo fakta, qto matricy A i

A^{−1} ØvlØ¸tsØ optimal~no otmasxtabirovannymi odnovremenno.

�

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 99

Lemma 3.2. Pust~ 3 × 3 matrica

A = I_3 + ξxx^∗, (3.8)

gde ξ ≠ 0, x = (x_i) i x_i ≠ 0, i = 1, 2, 3, ffrmitova i poloßitel~no opredelena. Togda dlØ l¸bogo i, 1 6 i 6 3,

γ_i(A) ζ^2_i (A) > 1 ⇐⇒ 2|x_i|^2 6 ‖x‖^2. (3.9)

Dokazatel~stvo. Iz ravenstva (3.8) legko sleduet, qto 1+ξ‖x‖^2 = x^∗Ax ‖x‖^2 > 0 i

A^{−1} = I_3 − ξ 1 + ξ‖x‖^2 xx^∗. (3.10)

V silu sootnoxeniæ (3.8) i (3.10) my imeem:

γ_i(A) = 1 − 1 a_{ii}a^′_{ii} = 1 − 1 (1 + ξ|x_i|^2) ( 1 − ξ|x_i|^2 1 + ξ‖x‖^2 ) , (3.11)

a iz (3.8) takße sleduet, qto

ζ_i(A) = a_{ii}|a_{kj}| |a_{ij}| |a_{ki}| = |ξ|(1 + ξ|x_i|^2)x_k x_j |ξ|^2x_i x_j x_k x_i = 1 + ξ|x_i|^2 |ξ| |x_i|^2 , i = 1, 2, 3. (3.12)

S pomow~¸ sootnoxeniæ (3.11) i (3.12) netrudno ubedit~sØ v spravedlivosti ravenstv

γ_i(A)ζ^2_i (A) =

(‖x‖^2 − |x_i|^2)(1 + ξ|x_i|^2) |x_i|^2(1 + ξ‖x‖^2 − ξ|x_i|^2) , i = 1, 2, 3, iz kotoryh legko sleduet ravnosil~nost~ neravenstv v (3.9). � Iz lemm 3.1 i 3.2 nemedlenno vytekaet sledu¸wiæ rezul~tat, kotoryæ i budet ispol~zovan pri dokazatel~stve teoremy 3.1.

Lemma 3.3. �rmitova poloßitel~no opredelennaØ 3×3 matrica

vida A = I_3 + ξxx^∗,

100 L. ı. KOLOTILINA

gde ξ ≠ 0, x = (x_i) i x_i ≠ 0, i = 1, 2, 3, optimal~no otmasxtabirovana togda i tol~ko togda, kogda spravedlivy neravenstva

γ_i(A)ζ^2_i (A) > 1, i = 1, 2, 3. (3.13)

Dokazatel~stvo teoremy 3.1. Neobhodimost~. Pust~ λ > 0 –

dvukratnoe sobstvennoe znaqenie optimal~no otmasxtabirovannoæ matricy

A = D^∗CD. (3.14)

Togda, oqevidno, C diagonal~no podobna i matrice λ^{−1}A, kotoraØ takße optimal~no otmasxtabirovana i imeet dvukratnoe sobstvennoe znaqenie, ravnoe 1. Pofftomu, ne terØØ obwnosti, srazu ße budem predpolagat~, qto Spec(A) = {1, 1, μ}, μ > 0. Zametim, qto iz neprivodimosti matric C i A nemedlenno sleduet, qto μ ≠ 1, tak kak v protivnom sluqae ffrmitova matrica A byla by diagonal~noæ.

˚sno, qto matricu A moßno predstavit~ v vide

A = I_3 + (μ − 1)xx^∗, ‖x‖ = 1, (3.15)

gde x = (x_i) – ffto normirovannyæ sobstvennyæ vektor A, otveqa¸wiæ ee prostomu sobstvennomu znaqeni¸ μ. Zametim takße, qto x_i ≠ 0, i = 1, 2, 3,

poskol~ku v protivnom sluqae matrica A byla by privodimoæ. Sledovatel~no, vse fflementy matric A i C otliqny ot nulØ.

S pomow~¸ lemmy 2.1 iz (3.14) i (3.15) my vyvodim:

ε(C) = ε(A) = sign (a_{12}a_{23}a_{31}) = sign [ (μ − 1)^3|x_1|^2|x_2|^2|x_3|^2 ] = sign (μ − 1) = ±1.

(3.16)

Takim obrazom, v silu teoremy 2.1 matrica C ØvlØetsØ kvazivewestvennoæ.

Poskol~ku matrica A optimal~no otmasxtabirovana, iz lemmy 3.3 sleduet, qto spravedlivy neravenstva

γ^2_i (A)ζ^2_i (A) > 1, i = 1, 2, 3,

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 101 kotorye, v silu lemmy 2.1, ravnosil~ny neravenstvam (3.2).

Dostatoqnost~. Pust~ matrica C ne soderßit nulevyh fflementov i udovletvorØet usloviØm (3.1) i (3.2). Zametim, qto iz neravenstv (3.2) s uqetom kvazivewestvennosti C, lemmy 2.3 i opredeleniØ 2.2 vytekaet, qto ( c_{ii}|c_{jk}|^2 α(C) )_2 = c^2_{ii}|c_{jk}|^4 |c_{ij}|^2|c_{jk}|^2|c_{ki}|^2 = ζ^2_i (C) > γ^{−1}_i (C) > 1, i = 1, 2, 3,

tak qto dlØ matricy C my imeem c_{ii}|c_{jk}|^2 > |α(C)| > α(C), i = 1, 2, 3. (3.17) Neravenstva (3.17) pokazyva¸t, qto vse znamenateli v formulah (3.3) strogo poloßitel~ny, a znaqit matrica D korrektno opredelena i imeet poloßitel~nye diagonal~nye fflementy. Poloßim A = DCD. (3.18) Togda, v silu (3.3), my budem imet~:

a_{ii} = d^2_i c_{ii} = c_{ii}|c_{jk}|^2 c_{ii}|c_{jk}|^2 − α(C) = 1 + α(C) c_{ii}|c_{jk}|^2 − α(C) , i = 1, 2, 3, (3.19)

i a_{ij} = d_ic_{ij} d_j = |c_{jk}| c_{ij} |c_{ki}| [ c_{ii}|c_{jk}|^2 − α(C) ]_{1/2}[ c_{jj}|c_{ki}|^2 − α(C) ]_{1/2} , i ≠ j. (3.20)

Ispol~zuØ vyraßeniØ (3.19) i (3.20) i lemmu 2.3, netrudno ubedit~sØ, qto pri

x =

[ c_{11}|c_{23}|^2 − α(C) ]_{−1/2} sign c_{21} ε(C) [ c_{22}|c_{13}|^2 − α(C) ]_{−1/2} sign c_{31} ε(C) [ c_{33}|c_{12}|^2 − α(C) ]_{−1/2} (3.21)

spravedlivo ravenstvo

A = I_3 + α(C)xx^∗. (3.22)

102 L. ı. KOLOTILINA Deæstvitel~no, ravenstvo (3.22) oqevidno verno dlØ diagonal~- nyh fflementov A i dlØ moduleæ ee vnediagonal~nyh fflementov. Sledovatel~no, nam nußno proverit~ ego lix~ dlØ znakov vnediagonal~nyh fflementov a_{ij} pri i < j. Pri i = 1 my oqevidno imeem

sign [ α(C)x_1 x_j ] = ε(C) sign c_{j1} ε(C) = sign c_{1j} = sign a_{1j}, j = 2, 3,

a dlØ i = 2 i j = 3 trebuemoe ravenstvo ustanavlivaetsØ sledu- ¸wim obrazom:

sign [ α(C)x_2 x_3 ] = ε(C) sign c_{21} ε(C) sign c_{31} ε(C) = sign (c_{21} c_{13}) sign (c_{21}c_{13}c_{32})

= sign c_{23} = sign a_{23}.

Zdes~ my vospol~zovalis~ sootnoxeniem (3.1), lemmoæ 2.3, ffrmitovost~¸ matricy C i poloßitel~nost~¸ diagonal~nyh fflementov D.

Itak, matrica A udovletvorØet sootnoxeni¸ (3.22). Poskol~- ku po uslovi¸ C ne soderßit nulevyh fflementov, to ne soderßit ih i A. Sledovatel~no, α(C) ≠ 0 i vse komponenty vektora x otliqny ot nulØ, tak qto matrica A udovletvorØet uslovi- Øm lemmy 3.3. Pofftomu optimal~naØ otmasxtabirovannost~ A ravnosil~na spravedlivosti neravenstv

γ_i(A)ζ^2_i (A) > 1, i = 1, 2, 3,

kotorye, v silu lemmy 2.1, ravnosil~ny neravenstvam (3.2), spravedlivym po predpoloßeni¸.

Iz predstavleniØ (3.22) sleduet, qto

Spec(A) = {1, 1, 1 + α(C)‖x‖^2}.

Prostoe sobstvennoe znaqenie

μ = 1 + α(C)‖x‖^2 (3.23)

matricy A moßno naæti, vospol~zovavxis~ ravenstvom

μ = det A = d^2_1d^2d^2_3 det C

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 103 i prinØv vo vnimanie sootnoxenie

d^2_1d^2d^2_3 = − α^2(C) c_{12}c^′_{21}c_{23}c^′_{32}c_{31}c^′_{13}(det C)^3 = − α(C)/(det C)^2 α(C^{−1})/ det C^{−1} , kotoroe vytekaet iz formul (3.3) s uqetom ravenstv (2.14) iz lemmy 2.4 i togo fakta, qto α(C) ∈ R. Tem samym ravenstvo (3.4) dokazano.

Nakonec, dlØ dokazatel~stva (3.5) zametim, qto iz cepoqki ravenstv

ε(C) = ε(A) = sign [ α^3(C)|x_1|^2|x_2|^2|x_3|^2 ] = sign α(C) = sign μ − 1 ‖x‖^2 = sign (μ − 1),

osnovannoæ na sootnoxeniØh (3.22) i (3.23), sleduet, qto

ε(C) = 1 ⇐⇒ μ > 1 i ε(C) = −1 ⇐⇒ μ < 1. (3.24)

Teper~ v silu (3.4) i (3.24) my imeem k(A) = − α(C)/ det C α(C^{−1})/ det C^{−1} pri ε(C) = 1, − α(C^{−1})/ det C^{−1} α(C)/ det C pri ε(C) = −1,

qto i dokazyvaet ravenstvo (3.5). Teorema 3.1 dokazana polnost~¸. �

Zametim, qto v usloviØh teoremy 3.1 spravedlivy neravenstva (3.17), iz kotoryh, vvidu sootnoxeniæ (2.14) iz lemmy 2.4, sleduet, qto α(C)α(C^{−1}) < 0, tak qto ε(C) i ε(C^{−1}) ime¸t protivopoloßnye znaki. Iz fftogo fakta vytekaet, qto, kak i dolßno, formula (3.5) dlØ optimal~nogo (otnositel~no preobrazovaniæ podobiØ s diagonal~nymi nevyroßdennymi matricami) qisla obuslovlennosti invariantna otnositel~no obraweniØ matric. S drugoæ storony, formula (3.5), kak i sledovalo oßidat~, invariantna takße i otnositel~no rassmatrivaemyh preobrazovaniæ podobiØ, poskol~ku α(D^∗CD) det(D^∗CD) = α(C) det C . Niße my privodim nekotorye prostye, no vaßnye sledstviØ teoremy 3.1.

104 L. ı. KOLOTILINA

Sledstvie 3.1. Esli neprivodimaØ ffrmitova poloßitel~no op-

redelennaØ 3 × 3 matrica C suwestvenno kompleksna, to l¸- baØ optimal~no otmasxtabirovannaØ matrica vida D^∗CD imeet tri razliqnyh sobstvennyh znaqeniØ.

Sledstvie 3.2. Esli neprivodimaØ ffrmitova poloßitel~no op-

redelennaØ 3 × 3 matrica C kvazivewestvenna, a matrica I(C) imeet neotricatel~nyæ vnediagonal~nyæ fflement, to l¸baØ optimal~no otmasxtabirovannaØ matrica vida D^∗CD imeet tri razliqnyh sobstvennyh znaqeniØ.

Dokazatel~stvo. V silu teoremy 3.1, esli by optimal~no ot-

masxtabirovannaØ matrica D^∗CD imela dvukratnoe sobstvennoe znaqenie, to C ne imela by nulevyh fflementov i byli by vypolneny usloviØ (3.1) i (3.2). V fftom sluqae, kak bylo pokazano pri dokazatel~stve teoremy 3.1 v qasti dostatoqnosti, byli by verny neravenstva (3.17), iz kotoryh vvidu sootnoxeniæ (2.14) iz lemmy 2.4 sledovalo by, qto c_{ij}c^′_{ji} < 0, i ≠ j, i, j = 1, 2, 3, tak qto vse vnediagonal~nye fflementy matricy I(C) byli by strogo otricatel~nymi. �

S uqetom togo fakta, qto, v silu teoremy 2.1, ffrmitova poloßitel~no opredelennaØ matrica C suwestvenno kompleksna togda i tol~ko togda, kogda I(C) /∈ R^{3×3}, utverßdeniØ sledstviæ 3.1 i 3.2 moßno takße sformulirovat~ i v sledu¸wem vide.

Sledstvie 3.3. Esli C – neprivodimaØ ffrmitova poloßitel~no

opredelennaØ 3 × 3 matrica, a sredi vnediagonal~nyh fflementov matricy I(C) hotØ by odin ne ØvlØetsØ otricatel~nym qislom, to l¸baØ optimal~no otmasxtabirovannaØ matrica, diagonal~- no podobnaØ C, imeet prostoæ spektr.

Sledu¸wie dve lemmy nußny dlØ opisaniØ vseh optimal~- no otmasxtabirovannyh neprivodimyh kvazivewestvennyh ffrmitovyh poloßitel~no opredelennyh matric i dlØ dokazatel~- stva edinstvennosti rexeniØ zadaqi (1.1) pri sootvetstvu¸wih ograniqeniØh na vid optimal~no otmasxtabirovannoæ matricy.

Lemma 3.4. Pust~ vektor x = (xi) ∈ C^3 , gde xi ≠ 0, i = 1, 2, 3,

udovletvorØet uslovi¸

2|x_i| 6 ‖x‖^2, i = 1, 2, 3. (3.25)

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 105 Togda suwestvuet takoæ vektor y = (y_i) ∈ C^3 , qto

x^∗y = 0 i |y_i| = |x_i|, i = 1, 2, 3. (3.26)

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto utverßdenie lemmy dostatoqno do-

kazat~ dlØ sluqaØ

x_1 = 1, |x_i| 6 1, i = 2, 3. (3.27)

V predpoloßeniØh (3.27) neravenstva (3.25), oqevidno, ravnosil~ny neravenstvu

1 6 |x2|^2 + |x3|^2. (3.28)

Poloßim y = 1 ( α_2 + i √ 1 − α^2 ) x_2 ( α_3 − i

|x_2|^2 |x_3|^2 √ 1 − α^2 ) x_3 ,

gde α_2 =

|x_3|^4 − |x_2|^4 − 1

2|x_2|^2

, α_3 =

|x_2|^4 − |x_3|^4 − 1 2|x_3|^2

. (3.29)

Kak legko ubedit~sØ, v predpoloßenii, qto |x_2| 6 1 i |x_3| 6 1, usloviØ |α_2| 6 1 i |α_3| 6 1 ravnosil~ny neravenstvu (3.28), tak qto √ 1 − α^2 ∈ R. Teper~ ravenstvo |x_i| = |y_i| oqevidno vypolnØ-

etsØ pri i = 1, 2, a pri i = 3 ono legko dokazyvaetsØ s pomow~¸ sootnoxeniØ

α_3 =

−1 − α_2|x_2|^2 |x_3|^2 , sledu¸wego iz (3.29). Nakonec, ortogonal~nost~ vektorov x i y ustanavlivaetsØ neposredstvennoæ proverkoæ. �

Lemma 3.5. Pust~ ffrmitova poloßitel~no opredelennaØ matri-

ca A porØdka n > 2 optimal~no otmasxtabirovana i imeet takie sobstvennye vektory x = (x_i) i y = (y_i), otveqa¸wie ee starxemu i mladxemu sobstvennym znaqeniØm sootvetstvenno, qto |x_i| = |y_i| ≠ 0, i = 1, . . . , n, (3.30) i pust~ D = diag (d_1, . . . , d_n) – nevyroßdennaØ diagonal~naØ matrica. Togda matrica D^∗AD optimal~no otmasxtabirovana v

106 L. ı. KOLOTILINA tom i tol~ko tom sluqae, kogda D = βS, gde β ≠ 0, a S – unitarnaØ diagonal~naØ matrica.

Dokazatel~stvo. V silu svoæstva ffkstremal~nosti kraænih

sobstvennyh znaqeniæ ffrmitovyh matric my imeem

λ_1(D^∗AD) >

(D^{−1}x)^∗D^∗AD(D^{−1} x) (D^{−1}x)^∗(D^{−1}x) = x^∗Ax x^∗D^{−∗}D^{−1}x = λ_1(A)‖x‖^2 x^∗D^{−∗}D^{−1}x , λ_n(D^∗AD) 6 (D^{−1}y)^∗ D^∗AD(D^{−1} y) (D^{−1}y)^∗(D^{−1}y) = y^∗Ay y^∗D^{−∗}D^{−1}y = λ_n(A)‖y‖^2 y^∗D^{−∗}D^{−1} y ,

(3.31)

priqem neravenstva v (3.31) obrawa¸tsØ v ravenstva togda i tol~ko togda, kogda vektory D^{−1}x i D^{−1}y ØvlØ¸tsØ sobstvennymi dlØ matricy D^∗AD i otveqa¸t ee kraænim sobstvennym znaqeniØm. Poskol~ku, v silu (3.30), ‖x‖ = ‖y‖ i x^∗D^{−∗}D^{−1}x = y^∗D^{−∗}D^{−1}y, to iz (3.31) sleduet, qto k(D^∗AD) > k(A), priqem ffto neravenstvo obrawaetsØ v ravenstvo (t.e. obe matricy A i D^∗AD optimal~no otmasxtabirovany) togda i tol~ko togda, kogda

D^∗AD · D^{−1} x = D^∗Ax = λ_1(A)D^∗x = λ_1(D^∗AD)D^{−1} x, D^∗AD · D^{−1} y = D^∗Ay = λ_n(A)D^∗y = λ_n(D^∗AD)D^{−1} y. (3.32)

SootnoxeniØ (3.32), oqevidno, ravnosil~ny ravenstvam

|d_i|^2 = λ_1(D^∗AD) λ_1(A) = λ_n(D^∗AD) λ_n(A) , i = 1, . . . , n, oznaqa¸wim, qto D = βS, gde β ≠ 0, a S – unitarnaØ diagonal~- naØ matrica. �

Kak bylo ustanovleno (sm. (3.21) i (3.22)), matrica C, udovletvorØ¸waØ usloviØm teoremy 3.1, diagonal~no podobna optimal~no otmasxtabirovannoæ matrice vida

I_3 + α(C)xx^∗, gde 0 < 2|x_i|^2 6 ‖x‖^2, i = 1, 2, 3, α(C) ∈ R,

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 107 a togda, oqevidno, C diagonal~no podobna i optimal~no otmasxtabirovannoæ vewestvennoæ simmetriqnoæ matrice A = I_3 + α(C)|x| |x|^T, 0 < 2|x_i|^2 6 ‖x‖^2, i = 1, 2, 3, α(C) ∈ R,

(3.33)

gde |x| = (|x_i|), otliqa¸weæsØ ot predyduweæ unitarnym diagonal~nym preobrazovaniem podobiØ.

V dal~neæxem optimal~no otmasxtabirovannye 3 × 3 matricy A vida (3.33), otliqa¸wiesØ ot ediniqnoæ na matricu ranga 1, vse vnediagonal~nye fflementy kotoroæ otliqny ot nulØ i sovpada¸t po znaku s ε(A), my budem nazyvat~ matricami I-go kanoniqeskogo tipa.

Pust~ A – 3 × 3 matrica vida (3.33). V sootvetstvii s lemmoæ 3.4 suwestvuet vektor y = (y_i) takoæ, qto y ⊥ |x| i |y_i| = |x_i|,

i = 1, 2, 3. Poskol~ku |x| – sobstvennyæ vektor A i otveqaet ee

prostomu sobstvennomu znaqeni¸ μ = 1 + α(C)‖x‖^2, a λ = 1 – dvukratnoe sobstvennoe znaqenie A, to y – sobstvennyæ vektor A i otveqaet λ = 1. Togda, v silu lemmy 3.5, matrica D^∗AD, gde

D = diag (d_1, d_2, d_3) nevyroßdena, optimal~no otmasxtabirovana

togda i tol~ko togda, kogda D = βS, gde β ≠ 0, a S – unitarnaØ diagonal~naØ matrica. Zametim teper~, qto pri |β| ≠ 1 dvukratnoe sobstvennoe znaqenie matricy D^∗AD otliqno ot edinicy, a pri βS ≠ εI_3 , gde |ε| = 1, matrica D^∗|x| |x|^T D ne ØvlØetsØ poloßitel~noæ. Tem samym my pokazali, qto v usloviØh teoremy 3.1 matrica C diagonal~no podobna edinstvennoæ optimal~no otmasxtabirovannoæ matrice I-go tipa.

Ustanovlennyæ fakt v soqetanii s teoremoæ 3.1 i ravenstvami (3.21) i (3.22) pozvolØet nam sformulirovat~ sledu¸wee utverßdenie.

Sledstvie 3.4. �rmitova poloßitel~no opredelennaØ 3 × 3 ma-

trica C diagonal~no podobna optimal~no otmasxtabirovannoæ matrice D^∗_0 CD_0 I-go kanoniqeskogo tipa togda i tol~ko togda, kogda ona kvazivewestvenna, ne soderßit nulevyh fflementov i udovletvorØet neravenstvam (3.2). Pri fftom matrica podobiØ D_0 = diag (d^{(0)}_1 , d^{(0)}_2 , d^{(0)}_3 ) edinstvenna s toqnost~¸ do skalØrnogo

108 L. ı. KOLOTILINA mnoßitelØ ε, |ε| = 1, i moßet byt~ vyqislena po formulam

d^{(0)}_1 = |c_{23}| [ c_{11}|c_{23}|^2 − α(C)

]_{1/2} = ( − c_{23} c^′_{23} det C )_{1/2} , (3.34)

d^{(0)}_i = ε(C) sign c_{i1}|c_{jk}| [ c_{ii}|c_{jk}|^2 − α(C) ]_{1/2} = sign (cij cj1) ( − c_{1j} c^′_{1j} det C )_{1/2} , j ≠ 1, i, i = 2, 3. DlØ opisaniØ neprivodimyh kvazivewestvennyh ffrmitovyh poloßitel~no opredelennyh 3 × 3 matric, diagonal~no podobnyh optimal~no otmasxtabirovannym matricam s prostym spektrom, nam ponadobØtsØ vspomogatel~nye rezul~taty, privodimye niße. Pervyæ iz nih horoxo izvesten i byl vpervye opublikovan v rabote [5] (sm. takße [7–9]).

Lemma 3.6. Pust~ matrica A porØdka n > 2 ffrmitova i polo-

ßitel~no opredelena i pust~ x = (x_i) i y = (y_i) – ee sobstvennye vektory, otveqa¸wie ee starxemu i mladxemu sobstvennym znaqeniØm sootvetstvenno. Uslovie |x_i| = |y_i|, i = 1, . . . , n, (3.35) dostatoqno dlØ togo, qtoby matrica A byla optimal~no otmasxtabirovana, a esli kraænie sobstvennye znaqeniØ A oba ØvlØ¸tsØ prostymi, to uslovie (3.35) takße i neobhodimo.

Sledu¸waØ lemma opisyvaet, v qastnosti, vewestvennye neprivodimye optimal~no otmasxtabirovannye matricy s prostym spektrom, kotorye my budem otnosit~ k kanoniqeskomu tipu II_1.

Lemma 3.7. VewestvennaØ simmetriqnaØ poloßitel~no oprede-

lennaØ 3 × 3 matrica vida

A = a_{11} a_{12} a_{13}

a_{12} a_{11} − a_{13}a_{23} a_{12} a_{23}

a_{13} a_{23} a_{11} − a_{12}a_{23} a_{13}

, a_{12} ≠ 0, a_{13} ≠ 0, (3.36)

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 109 optimal~no otmasxtabirovana togda i tol~ko togda, kogda spravedlivo neravenstvo

a^2_3 6 a^2_{12} a^2_{13} a^2_{12} + a^2_{13}

. (3.37)

Pri fftom sobstvennye znaqeniØ A, zanumerovannye v porØdke nevozrastaniØ, opredelØ¸tsØ po formulam

λ_1(A) = a_{11} + √ a^2_{12} + a^2_{13}, λ_3(A) = a_{11} − √ a^2_{12} + a^2_{13},

λ_2(A) = a_{11} − a_{23} a^2_{12} + a^2_{13} a_{12} a_{13}

(3.38)

i ØvlØ¸tsØ prostymi togda i tol~ko togda, kogda neravenstvo (3.37) vypolneno strogo, a sootvetstvu¸wie sobstvennye vektory A opredelØ¸tsØ sootnoxeniØmi

x^{(1)} = √ a^2_{12} + a^2_{13}

a_{12} a_{13}

, x^{(3)} = √ a^2_{12} + a^2_{13} −a_{12} −a_{13} ,

x^{(2)} = 0 a_{13} −a_{12} ; (3.39)

krome togo, spravedlivy strogie neravenstva a_{11}a^′_{11} > a_{ii}a^′_{ii}, i = 2, 3, (3.40) gde qerez a^′_{ij} oboznaqeny fflementy obratnoæ matricy A^{−1}.

Dokazatel~stvo. Ravenstva

Ax^{(i)} = λ_i(A)x^{(i)}, i = 1, 2, 3,

gde λ_i(A) i x^{(i)} opredelØ¸tsØ po formulam (3.38) i (3.39), ustanavliva¸tsØ neposredstvennoæ proverkoæ. Dalee, kak netrudno ubedit~sØ, neravenstva

a_{11} − √ a^2_{12} + a^2_{13} 6 a_{11} − a_{23} a^2_{12} + a^2_{13} a_{12} a_{13} 6 a_{11} + √ a^2_{12} + a^2_{13} (3.41)

v toqnosti ravnosil~ny neravenstvu (3.37), priqem odno iz neravenstv v (3.41) obrawaetsØ v ravenstvo (t.e. A imeet dvukratnoe sobstvennoe znaqenie) togda i tol~ko togda, kogda neravenstvo (3.37) obrawaetsØ v ravenstvo. Pri fftom, poskol~ku komponenty vektorov x^{(1)} i x^{(3)} ravny po absol¸tnoæ veliqine, matrica A optimal~no otmasxtabirovana v silu lemmy 3.6. Esli

110 L. ı. KOLOTILINA ße neravenstvo (3.37) neverno, to neravenstva (3.41) naruxeny, i λ_2(A) ØvlØetsØ kraænim sobstvennym znaqeniem A, priqem spektr matricy A prostoæ. Poskol~ku komponenty vektorov x^{(2)} i x^{(i)} pri i = 1 ili i = 3 ne ravny po absol¸tnoæ veliqine, A ne moßet byt~ optimal~no otmasxtabirovannoæ opØt~ ße v silu lemmy 3.6.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva lemmy 3.7 nam ostaetsØ ubedit~sØ v spravedlivosti neravenstv (3.40). My imeem:

a_{11}a^′_{11} = a_{11} a_{22}a_{33} − a^2_3 det A = a_{11} det A [( a_{11} − a_{13}a_{23} a_{12} )( a_{11} − a_{12}a_{23} a_{13} ) −a^2_3 ]

= ( a^3_{11} − a^2_{11}a_{23} a^2_{12} + a^2_{13} a_{12}a_{13} )/ det A,

a_{22}a^′_{22} = a_{22} a_{11}a_{33} − a^2_{13} det A = ( a_{11} − a_{13}a_{23} a_{12} )[ a_{11} ( a_{11} − a_{12}a_{23} a_{13} ) −a^2_{13} ]/ det A = ( a^3_{11} − a^2_{11}a_{23} a^2_{12} + a^2_{13} a_{12}a_{13}

+ a_{11}a^2_3 − a_{11}a^2_{13} + a^3_{13}a_{23} a_{12} )/ det A, tak qto neravenstvo

a_{11}a^′_{11} > a_{22}a^′_{22} (3.42)

ravnosil~no neravenstvu

a_{11}a^2_3 < a_{11}a^2_{13} − a^3_{13}a_{23} a_{12} . Vvidu (3.37), dlØ dokazatel~stva poslednego neravenstva nam dostatoqno ubedit~sØ, qto spravedlivo sootnoxenie

a_{11} a^2_{12}a^2_{13} a^2_{12} + a^2_{13}

< a_{11}a^2_{13} − a^3_{13}a_{23} a_{12} , kotoroe posle deleniØ na a^2_{13} > 0 moßno zapisat~ v vide

a_{13}a_{23} a_{12}

< a_{11} ( 1 − a^2_{12} a^2_{12} + a^2_{12} ) = a_{11} a^2_{13} a^2_{12} + a^2_{13} . Kak legko ubedit~sØ, poluqennoe neravenstvo ravnosil~no neravenstvu λ_2(A) > 0 (sm. formulu (3.38)), kotoroe spravedlivo

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 111 v silu poloßitel~noæ opredelennosti matricy A. Tem samym neravenstvo (3.42) dokazano.

Neravenstvo

a_{11}a^′_{11} > a_{33}a^′_{33}

ustanavlivaetsØ analogiqno. Lemma dokazana polnost~¸. �

Zameqanie 3.1. V usloviØh lemmy 3.7 sobstvennye vektory x^{(1)}

i x^{(3)} simmetriqnoæ poloßitel~no opredelennoæ matricy A, otveqa¸wie ee starxemu i mladxemu sobstvennym znaqeniØm sootvetstvenno, svØzany sootnoxeniem

x^{(3)} = Sx^{(1)}, gde S =

1 0 0 0 −1 0 0 0 −1 . Pofftomu, kak sleduet iz teoremy 2.2 raboty [1] (sm. takße [2, teorema 4] i [3, teorema 3.1]), matrica A ne tol~ko optimal~no otmasxtabirovana otnositel~no diagonal~nyh preobrazovaniæ podobiØ, no i obladaet bolee sil~nym svoæstvom optimal~nosti, a imenno:

k(A) 6 k(Δ^∗AΔ),

gde Δ – proizvol~naØ nevyroßdennaØ bloqno diagonal~naØ matrica vida Δ = ∗ 0 0 0 ∗ ∗ 0 ∗ ∗ .

Sledu¸waØ teorema opisyvaet neprivodimye ffrmitovy poloßitel~no opredelennye matricy, kotorye diagonal~no podobny optimal~no otmasxtabirovannym matricam vida (3.36), udovletvorØ¸wim uslovi¸ (3.37).

Teorema 3.2. �rmitova poloßitel~no opredelennaØ 3×3 matri-

ca C = (c_{ij} ) diagonal~no podobna simmetriqnoæ matrice A vida (3.36), udovletvorØ¸weæ uslovi¸ (3.37), togda i tol~ko togda, kogda vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(i) c_{12}c_{13} ≠ 0;

(ii) matrica C kvazivewestvenna; (iii) |c_{12}|^2c_{33} > α(C) i |c_{13}|^2c_{22} > α(C); (3.43)

112 L. ı. KOLOTILINA (iv) γ_1(C)ζ^2_1 (C) 6 1. (3.44)

Dalee, esli vypolneny usloviØ (i)–(iv), to diagonal~naØ matrica D = diag (d_1, d_2, d_3), opredelennaØ sootnoxeniØmi

d_1 = ( c_{22}c_{33} − |c_{23}|^2 c_{11} )_{1/2} = ( c^′_{11} c_{11} det C )_{1/2} , d_2 = sign c_{21} ( c_{33} − c_{13}c_{32} c_{12} )_{1/2} = sign c_{21} ( − c^′_{12} c_{12} det C )_{1/2} , d_3 = sign c_{31} ( c_{22} − c_{12}c_{23} c_{13} )_{1/2} = sign c_{31} ( − c^′_{13} c_{13} det C )_{1/2} , (3.45)

nevyroßdena, matrica D^∗CD optimal~no otmasxtabirovana, ee sobstvennye znaqeniØ opredelØ¸tsØ po formulam

λ_1(D^∗CD) = c^′_{11} det C [ 1 + √ γ_1(C) ] , λ_2(D^∗CD) = (det C)^2 c^′_{12}c^′_{13} c_{12}c_{13} , λ_3(D^∗CD) = c^′_{11} det C [ 1 − √ γ_1(C) ] , (3.46)

priqem oni vse razliqny togda i tol~ko togda, kogda neravenstvo (3.44) ØvlØetsØ strogim, a dlØ optimal~nogo qisla obuslovlennosti matricy C spravedlivy sootnoxeniØ

k_{opt}(C) = 1 + √ γ_1(C) 1 − √ γ_1(C)

> max_{i=2,3} 1 + √ γ_i(C) 1 − √ γ_i(C) . (3.47)

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~. Predpoloßim, qto

D^∗CD = A, (3.48)

gde A – vewestvennaØ simmetriqnaØ poloßitel~no opredelennaØ matrica vida (3.36), udovletvorØ¸waØ uslovi¸ (3.37). V fftom predpoloßenii usloviØ (i) i (ii) dlØ C oqevidno vypolneny. Pokaßem, qto spravedlivy neravenstva (3.43). Pervoe iz nih,

|c_{12}|^2c_{33} > α(C) = c_{12}c_{23}c_{31}, (3.49)

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 113 ravnosil~no neravenstvu 1 > c_{23}c_{31} c_{33}c_{21} , a poskol~ku, v silu (3.48), my imeem

c_{23}c_{31} c_{33}c_{21} = a_{23}a_{31} a_{33}a_{21} , to neravenstvo (3.49) ravnosil~no neravenstvu

a_{33} > a_{23}a_{31} a_{21} , kotoroe s uqetom ravenstva (3.36) moßet byt~ zapisano v vide

a_{11} > a_{12}a_{23} a_{13} + a_{23}a_{13} a_{12}

= a_{23} a^2_{12} + a^2_{13} a_{12}a_{23}

. (3.50)

Analogiqno dokazyvaetsØ, qto i vtoroe neravenstvo iz (3.43) ravnosil~no neravenstvu (3.50). Teper~ dlØ dokazatel~stva oboih neravenstv iz (3.43) ostaetsØ lix~ zametit~, qto, vvidu lemmy 3.7,

a_{11} − a_{23} a^2_{12} + a^2_{13} a_{12}a_{13}

= λ_2(A) > 0. (3.51)

DlØ dokazatel~stva neravenstva (3.44) my vospol~zuemsØ invariantnost~¸ γ_1(C) i ζ_1(C) otnositel~no diagonal~nyh preobrazovaniæ podobiØ (sm. lemmu 2.1), kotoraØ daet nam ravenstvo

γ_1(C)ζ^2_1 (C) = γ_1(A)ζ^2_1 (A). (3.52)

DlØ matricy A my imeem sootnoxeniØ

a_{11}a^′_{11} = a_{11}(a_{22}a_{33} − a^2_3) det A i a_{22}a_{33} = ( a_{11} − a_{13}a_{23} a_{12} )( a_{11} − a_{12}a_{23} a_{13} ) = a^2_{11} − a_{11}a_{23} a^2_{12} + a^2_{13} a_{12}a_{13}

+ a^2_3,

iz kotoryh s uqetom (3.51) sleduet, qto

a_{11}(a_{22}a_{33} − a^2_3) = a^2_{11} ( a_{11} − a_{23} a^2_{12} + a^2_{13} a_{12}a_{13} ) = a^2_{11}λ_2(A).

114 L. ı. KOLOTILINA Ispol~zuØ poluqennoe ravenstvo i formuly (3.38) dlØ sobstvennyh znaqeniæ A, my vyvodim

γ_1(A) = 1 − 1 a_{11}a^′_{11}

= 1 − det A a^2_{11}λ_2(A)

= 1 − λ_1(A)λ_3(A) a^2_{11}

= 1 − a^2_{11} − (a^2_{12} + a^2_{13}) a^2_{11} = a^2_{12} + a^2_{13} a^2_{11} , (3.53)

otkuda, vvidu (3.37), sleduet, qto

γ_1(A)ζ^2_1 (A) = a^2_{12} + a^2_{13} a^2_{11} a^2_{11} a^2_3 a^2_{12}a^2_{13}

= a^2_3 a^2_{12} + a^2_{13} a^2_{12}a^2_{13} 6

1, (3.54)

priqem ffto neravenstvo ØvlØetsØ strogim togda i tol~ko togda, kogda neravenstvo (3.37) strogoe. Neravenstvo (3.54) i ravenstvo (3.52) ustanavliva¸t neravenstvo (3.44), qto i zaverxaet dokazatel~stvo neobhodimosti.

Dostatoqnost~. Pust~ matrica C udovletvorØet usloviØm (i)–(iv). S uqetom fftih usloviæ i lemmy 2.3 my imeem

c_{33}c_{12} − c_{13}c_{32} c_{12} = c_{33}|c_{12}|^2 − c_{13}c_{32}c_{21} |c_{12}|^2 = c_{33}|c_{12}|^2 − α(C) |c_{12}|^2 > 0 i, analogiqno,

c_{22}c_{13} − c_{12}c_{23} c_{13} = c_{22}|c_{12}|^2 − α(C) |c_{13}|^2 > 0. Ustanovlennye neravenstva pokazyva¸t, qto matrica D, opredelennaØ v (3.45), imeet nenulevye diagonal~nye fflementy i, sledovatel~no, nevyroßdena. Poloßim

A = D^∗CD. (3.55)

˚sno, qto matrica A ffrmitova i poloßitel~no opredelena. Dalee, poskol~ku

a_{12} = d_1|d_2| |c_{12}| > 0 i a_{13} = d_1|d_3| |c_{13}| > 0, (3.56)

a po lemme 2.1 i teoreme 2.1 α(A) ∈ R, poskol~ku matrica C kvazivewestvenna, to i a_{23} ∈ R, a znaqit matrica A v deæstvitel~nosti ØvlØetsØ vewestvennoæ i simmetriqnoæ. Neravenstva

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 115

a_{12} ≠ 0 i a_{13} ≠ 0 uße oqevidny. Nado udostoverit~sØ, qto matri-

ca A imeet vid (3.36) i qto dlØ nee vypolneno uslovie (3.37). Deæstvitel~no, v silu (3.55) i (3.45), my imeem

a_{11} = d^2_1c_{11} = c_{22}c_{33} − |c_{23}|^2, (3.57)

tak qto

a_{11} − a_{13}a_{32} a_{12}

= c_{22}c_{33} − |c_{23}|^2 − |d_3|^2 c_{13}c_{32} c_{12}

= c_{22}c_{33} − |c_{23}|^2 − ( c_{22} − c_{12}c_{23} c_{13}

) c_{13}c_{32}

c_{12}

= c_{22} ( c_{33} − c_{13}c_{32} c_{12} ) = c_{22}|d_2|^2 = a_{22}.

Ravenstvo

a_{33} = a_{11} − a_{12}a_{23} a_{13}

dokazyvaetsØ analogiqno.

Poskol~ku, kak bylo pokazano pri dokazatel~stve neobhodimosti, dlØ matricy A vida (3.36) spravedlivo ravenstvo (sm. (3.54))

γ_1(A)ζ^2_1 (A) = a^2_3 a^2_{12} + a^2_{13} a^2_{12}a^2_{13} , to neravenstvo (3.37) ravnosil~no neravenstvu

γ_1(A)ζ^2_1 (A) 6 1,

kotoroe, v svo¸ oqered~, ravnosil~no neravenstvu (3.44) v silu lemmy 2.1. Pri fftom, po lemme 3.7, sobstvennye znaqeniØ matricy A vse razliqny togda i tol~ko togda, kogda neravenstvo (3.44) ØvlØetsØ strogim.

Dalee, s uqetom invariantnosti γ_1(C) i cepoqki ravenstv (3.53) my imeem

γ_1(C) = γ_1(A) = a^2_{12} + a^2_{13} a^2_{11} , tak qto

a^2_{12} + a^2_{13} = a^2_{11}γ_1(C)

116 L. ı. KOLOTILINA i, sledovatel~no, v silu lemmy 3.7, ravenstva (3.57) i formuly (2.13) iz lemmy 2.4, my imeem:

λ_{1,3}(A) = a_{11} ± √ a^2_{12} + a^2_{13} = a_{11} ( 1 ± √ γ_1(C) )

= ( c_{22}c_{33} − |c_{33}|^2 )( 1 ± √ γ_1(C) )

= c^′_{11} det C ( 1 ± √ γ_1(C) ) . (3.58)

OstavxeesØ ravenstvo iz (3.46) vyvoditsØ s pomow~¸ (3.58), (3.55), (3.45) i lemmy 2.4 sledu¸wim obrazom:

λ_2(A) = det A λ_1(A) λ_3(A) = d^2_1|d_2|^2|d_3|^2 det C

(c^′_{11})^2(det C)^2 [ 1 − ( 1 − 1 c_{11}c^′_{11} )]

= c_{11} c^′_{11} det C d^2_1|d_2|^2|d_3|^2 = c_{11} c^′_{11} det C c^′_{11}c^′_{12}c^′_{13} c_{11}c_{12}c_{13}

(det C)^3 = c^′_{12}c^′_{13} c_{12}c_{13}

(det C)^2.

Nakonec, ravenstvo v (3.47) oqevidno sleduet iz formul (3.46), a neravenstvo vytekaet iz neravenstv (3.40) lemmy 3.7, ravenstv a_{ii}a^′_{ii} = c_{ii}c^′_{ii}, i = 1, 2, 3, i togo fakta, qto funkciØ f(x) = ( 1 + √ 1 −^1_x )/( 1 − √ 1 −^1_x ) ØvlØetsØ strogo vozrasta¸weæ pri x > 1. Teorema 3.2 dokazana polnost~¸. �

Pri opredelenii kanoniqeskogo tipa optimal~no otmasxtabirovannyh matric, sootvetstvu¸wih matricam vida (3.36), my potrebuem, qtoby neravenstvo (3.37) vypolnØlos~ strogo, qto obespeqit nam prostotu spektra, i, krome togo, naloßim dopolnitel~nye ograniqeniØ, obespeqiva¸wie odnoznaqnu¸ opredelennost~ matricy, osuwestvlØ¸weæ diagonal~noe podobie v usloviØh teoremy 3.2.

Budem govorit~, qto vewestvennaØ simmetriqnaØ poloßitel~- no opredelennaØ optimal~no otmasxtabirovannaØ matrica vida (3.36), udovletvorØ¸waØ strogomu neravenstvu (3.37), imeet kanoniqeskiæ tip II_1, esli

a_{12} > 0, a_{13} > 0 i λ_2(A) = 1.

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 117 V silu lemmy 3.7, uslovie na λ_2(A) ravnosil~no ravenstvu

a_{23} = (a_{11} − 1) a_{12}a_{13} a^2_{12} + a^2_{13}

. (3.59)

S uqetom (3.59) my moßem perepisat~ (3.36) v vide

A = a_{11} a_{12} a_{13}

a_{12} a_{11} +^{(1−a11)a213}

a212+a213

(a11−1)a12a13 a212+a213

a_{13}^{(a11−1)a12a13}

a212+a213 a11 +

(1−a11)a212 a212+a213 ,

a_{12} > 0, a_{13} > 0,

(3.60)

a strogoe neravenstvo (3.37) v vide

(a_{11} − 1)^2 < a^2_{12} + a^2_{13}. (3.61)

Zametim, qto (3.61), oqevidno, ravnosil~no neravenstvam

λ_3(A) = a_{11} − √ a^2_{12} + a^2_{13} < 1 < a_{11} − √ a^2_{12} + a^2_{13} = λ_1(A).

Kak sleduet iz (3.60), matrica kanoniqeskogo tipa II_1 vpolne opredelØetsØ svoeæ pervoæ strokoæ, fflementy kotoroæ dolßny byt~ poloßitel~nymi i udovletvorØt~ uslovi¸ (3.61).

V silu lemm 3.5 i 3.7, esli A imeet vid (3.36) i udovletvorØet strogomu neravenstvu (3.37), a D – nevyroßdennaØ diagonal~- naØ matrica, to matrica D^∗AD optimal~no otmasxtabirovana togda i tol~ko togda, kogda D = βS, gde β ≠ 0, a S – unitarnaØ diagonal~naØ matrica. Pri fftom, esli matrica A imeet kanoniqeskiæ tip II_1, to pri |β| ≠ 1 λ_2(D^∗AD) ≠ 1, a pri βS ≠ εI_3, gde

|ε| = 1, odin iz vnediagonal~nyh fflementov pervoæ stroki D^∗AD ne ØvlØetsØ poloßitel~nym. Pofftomu v usloviØh teoremy 3.2 matrica C diagonal~no podobna edinstvennoæ optimal~no otmasxtabirovannoæ matrice kanoniqeskogo tipa II_1.

Teper~ s uqetom neravenstv (3.56) i formuly (3.46) dlØ

λ_2(D^∗CD) my moßem pereformulirovat~ teoremu 3.2 sledu¸wim

obrazom.

118 L. ı. KOLOTILINA

Sledstvie 3.5. �rmitova poloßitel~no opredelenna 3 × 3 ma-

trica C diagonal~no podobna optimal~no otmasxtabirovannoæ matrice D^∗_0 CD_0 kanoniqeskogo tipa II_1 togda i tol~ko togda, kogda ona udovletvorØet usloviØm (i)–(iv) teoremy 3.2, priqem neravenstvo (3.44) vypolneno strogo. Pri fftom matrica D_0 = diag (d^{(0)}_1 , d^{(0)}_2 , d^{(0)}_3 ) s toqnost~¸ do skalØrnogo mnoßitelØ ε, |ε| = 1, opredelØetsØ sootnoxeniØmi

d^{(0)}_i = d_i det C ( c_{12}c_{13} c^′_{12}c^′_{13} )_{1/2}

=

( c^′_{11}c_{12}c_{13} c_{11}c^′_{12}c^′_{13} det C )_{1/2} , i = 1, sign c_{21} ( − c_{13} c^′_{13} det C )_{1/2} , i = 2, sign c_{31} ( − c_{12} c^′_{12} det C )_{1/2} , i = 3,

(3.62)

gde d_i, i = 1, 2, 3, vyqislØ¸tsØ po formulam (3.45); sobstvennye znaqeniØ matricy D^∗_0 CD_0 prostye i opredelØ¸tsØ ravenstvami

λ_{1,3}(D^∗_0 CD_0) = c^′_{11}c_{12}c_{13}[1 ± √ γ_1(C)] c^′_{12}c^′_{13} det C

, λ_2(D^∗_0 CD_0) = 1; (3.63)

k_{opt}(C) = k(D^∗_0 CD_0) = 1 + √ γ_1(C) 1 − √ γ_1(C)

. (3.64)

Zameqanie 3.2. Kak sleduet iz (3.46), qislo^{c12 c13}_{c′12c′13} , stoØwee pod

znakom kvadratnogo kornØ v formulah (3.62), poloßitel~no.

Nam potrebuetsØ ewe odna fflementarnaØ lemma.

Lemma 3.8. �rmitova poloßitel~no opredelennaØ matrica A

porØdka n > 2 optimal~no otmasxtabirovana togda i tol~ko togda, kogda optimal~no otmasxtabirovana matrica P^T AP , gde P – proizvol~naØ matrica-perestanovka porØdka n.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim B = P^T AP

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 119 i dopustim, qto matrica A optimal~no otmasxtabirovana. Togda dlØ proizvol~noæ nevyroßdennoæ diagonal~noæ matricy D i diagonal~noæ ße matricy ~D, opredelennoæ sootnoxeniem ~D = P DP^T , my imeem k(D^∗BD) = k(D^∗P^T AP D) = k(P^T ~D^∗A ~DP ) = k( ~D^∗A ~D) > k(A) = k(B), tak qto matrica B optimal~no otmasxtabirovana. Obratnoe utverßdenie, qto iz optimal~noæ otmasxtabirovannosti B sleduet optimal~naØ otmasxtabirovannost~ A, vytekaet iz uße dokazannogo, poskol~ku A = P BP^T . �

Opredelim teper~ optimal~no otmasxtabirovannye 3 × 3 matricy kanoniqeskih tipov II_i, i = 2, 3. Budem govorit~, qto vewestvennaØ simmetriqnaØ poloßitel~no opredelennaØ 3 × 3 matrica A imeet kanoniqeskiæ tip II_i, i = 2, 3, esli matrica P^T AP , gde P – matrica perestanovki stepeni 3, menØ¸weæ mestami i i 1, imeet kanoniqeskiæ tip II_1. Takim obrazom, matricy tipov

II_i, i = 2, 3, ime¸t vid: pri i = 2

A = a_{22} +

(1 − a_{22})a^2_3 a^2_{12} + a^2_3 a_{12}

(a_{22} − 1)a_{12}a_{23} a^2_{12} + a^2_3 a_{12} a_{22} a_{23}

(a_{22} − 1)a_{12}a_{23} a^2_{12} + a^2_3 a_{23} a_{22} +

(1 − a_{22})a^2_{12} a^2_{12} + a^2_3

,

a_{12} > 0, a_{13} > 0,

(3.65)

a pri i = 3

A = a_{33} +

(1 − a_{33})a^2_3 a^2_{13} + a^2_3

(a_{33} − 1)a_{13}a_{23} a^2_{13} + a^2_3 a_{13}

(a_{33} − 1)a_{13}a_{23}

a^2_{13} + a^2_3 a_{33} +

(1 − a_{33})a^2_{13} a^2_{13} + a^2_3 a_{23}

a_{13} a_{23} a_{33} ,

a_{13} > 0, a_{23} > 0,

(3.66)

120 L. ı. KOLOTILINA i udovletvorØ¸t strogim neravenstvam

(a_{22} − 1)^2 < a^2_{12} + a^2_3 pri i = 2, (a_{33} − 1)^2 < a^2_{13} + a^2_3 pri i = 3.

(3.67)

Pri fftom, oqevidno,

λ_{1,3}(A) = { a_{22} ± √ a^2_{12} + a^2_3, i = 2, a_{33} ± √ a^2_{13} + a^2_3, i = 3, i λ_2(A) = 1, i = 2, 3, (3.68)

a po lemme 3.8 matricy tipov II_i, i = 2, 3, optimal~no otmasxtabirovany, poskol~ku optimal~no otmasxtabirovany matricy tipa II_1.

Teper~ my gotovy predstavit~ polnoe rexenie problemy optimal~nogo diagonal~nogo masxtabirovaniØ dlØ neprivodimyh kvazivewestvennyh 3 × 3 matric.

Teorema 3.3. Pust~ 3×3 matrica C = (cij) neprivodima, kvazive-

westvenna, ffrmitova i poloßitel~no opredelena. Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) matrica C diagonal~no podobna optimal~no otmasxtabirovannoæ matrice odnogo iz kanoniqeskih tipov;

(ii) C diagonal~no podobna matrice tipa I togda i tol~ko togda, kogda γ_i(C)ζ^2_i (C) > 1, i = 1, 2, 3, (3.69) i matrice tipa II_i, i ∈ {1, 2, 3}, togda i tol~ko togda, kogda γ_i(C)ζ^2_i (C) < 1, (3.70) priqem znaqenie i opredeleno odnoznaqno;

(iii) diagonal~naØ matrica D_0 = diag (d^{(0)}_1 , d^{(0)}_2 , d^{(0)}_3 ), takaØ qto D^∗_0 CD_0 – optimal~no otmasxtabirovannaØ matrica odnogo iz kanoniqeskih tipov, s toqnost~¸ do skalØrnogo mnoßitelØ ε, |ε| = 1, opredelØetsØ sootnoxeniØmi

d^{(0)}_1 = ( − c_{23} c^′_{23} det C )_{1/2} , d^{(0)}_i = sign (c_{ij}c_{j1}) ( − c_{1j} c^′_{1j} det C )_{1/2} , j ≠ 1, i, i = 2, 3, (3.71)

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 121 v sluqae (3.69) i sootnoxeniØmi

d^{(0)}_i = ( c^′_{ii}c_{ij}c_{ik} c_{ii}c^′_{ij} c^′_{ik} det C )_{1/2} , j ≠ i, k ≠ i, k ≠ j, (3.72) d^{(0)}_j = sign c_{ji} ( − c_{ik} c^′_{ik} det C )_{1/2} , v sluqae (3.70);

(iv) esli vypolneny usloviØ (3.69), to

k_{opt}(C) = [ − α(C)/ det C α(C^{−1})/ det C^{−1} ]_{ε(C)} , (3.73)

a esli vypolneno uslovie (3.70), to

k_{opt}(C) = 1 + √ γ_i(C) 1 − √ γ_i(C) > max_{j≠i} 1 + √ γ_j (C) 1 − √ γ_j (C)

. (3.74)

Dokazatel~stvo. Zametim preßde vsego, qto v sootvetstvii s

lemmoæ 2.7 vypolneno odno iz sledu¸wih usloviæ: libo

α(C) < |c_{ij}|^2c_{kk} dlØ vseh razliqnyh i, j, k, (3.75)

libo

|c_{jk}|^2c_{ii} 6 α(C) < min { |c_{ij}|^2c_{kk}, |c_{ik}|^2c_{jj} } pri nekotorom i i j ≠ i, k ≠ i, j ≠ k.

(3.76)

Predpoloßim sperva, qto vypolneno uslovie (3.75). V fftom sluqae vse vnediagonal~nye fflementy matricy C otliqny ot nulØ, tak kak inaqe hotØ by odno iz neravenstv v (3.75) obrawalos~ by v ravenstvo 0 = 0. Sledovatel~no, α(C) ≠ 0, i vse veliqiny ζ_i(C), i = 1, 2, 3, opredeleny. Pri fftom obØzatel~no vypolneno libo uslovie (3.69), libo uslovie (3.70) pri nekotorom i.

Esli matrica C udovletvorØet usloviØm (3.75) i (3.69), to dlØ nee spravedlivy vse predpoloßeniØ teoremy 3.1 i sledstviØ 3.4, v silu kotoryh matrica D_0 opredelØetsØ (s toqnost~¸ do ε,

|ε| = 1) formulami (3.71), a optimal~noe qislo obuslovlennosti moßet byt~ vyqisleno po formule (3.73).

122 L. ı. KOLOTILINA

Pust~ teper~ vypolneny usloviØ (3.75) i (3.70). Esli i = 1, to my nahodimsØ v usloviØh teoremy 3.2, priqem neravenstvo (3.44) vypolnØetsØ strogo. V fftom sluqae spravedlivost~ formul (3.72) i (3.74) obespeqivaetsØ sledstviem 3.5.

Esli ße i ≠ 1, to opredelim P kak matricu perestanovki, menØ¸weæ mestami i i 1. Kak legko videt~, v fftom sluqae usloviØ teoremy 3.2 so strogim neravenstvom (3.44) vypolneny dlØ matricy P CP . Sledovatel~no, matrica ~D = diag ( ~d_1, ~d_2, ~d_3), poluqennaØ s pomow~¸ formul (3.62) v primenenii k ~C = P CP i opredelØemaØ ravenstvami

~d_1 = ( c^′_{ii}c_{i1}c_{ij} c_{ii}c^′_{i1}c^′_{ij} det C )_{1/2} , ~d_i = sign c_{1i} ( − c_{ij} c^′_{ij} det C )_{1/2} , ~d_j = sign c_{ji} ( − c_{i1} c^′_{i1} det C )_{1/2} , (3.77)

gde j ≠ 1, i, nevyroßdena, a matrica A = ~D^∗ ~C ~D = ~D^∗P CP ~D (3.78) optimal~no otmasxtabirovana, imeet kanoniqeskiæ tip II_1, i

k_{opt}(P CP ) = k(A) = 1 + √ γ_i(C) 1 − √ γ_i(C) > max_{j≠i} 1 + √ γ_j (C) 1 − √ γ_j (C)

. (3.79)

Zametim, qto znaqenie i, dlØ kotorogo spravedlivo neravenstvo (3.70) i, sledovatel~no, takße i strogoe neravenstvo v (3.79), moßet byt~ tol~ko odno, poskol~ku funkciØ f(x) =

(1 + √ x)/(1 − √ x) strogo monotonna pri 0 < x < 1.

Opredelim teper~ matricu D_0 = diag (d^{(0)}_1 , d^{(0)}_2 , d^{(0)}_3 ) s pomow~¸ ravenstva

D_0 = P ~DP. (3.80)

˚sno, qto matrica D_0 nevyroßdena, a ee diagonal~nye fflementy, poluqaemye perestanovkoæ diagonal~nyh fflementov ~D, udovletvorØ¸t ravenstvam (3.72). V silu (3.80) i (3.78), my takße imeem ravenstvo D^∗_0 CD_0 = P ~D^∗P CP ~DP = P AP. (3.81)

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 123 Tem samym pokazano, qto matrica C diagonal~no podobna matrice P AP , kotoraØ imeet kanoniqeskiæ tip II_i, i pri fftom, v silu (3.79),

k_{opt}(C) = k(D^∗_0 CD_0) = k(P AP ) = k(A) = 1 + √ γ_i(C) 1 − √ γ_i(C) . SootnoxeniØ (3.74) dokazany.

Nakonec, pust~ spravedlivy neravenstva (3.76). V fftom sluqae, oqevidno,

α(C) > 0, c_{ij} , c_{ki} ≠ 0, (3.82)

i, v silu lemmy 2.3 i (3.76), my imeem

γ_i(C)ζ^2_i (C) < ζ^2_i (C) = c^2_{ii}|c_{kj}|^2 |c_{ij}|^2|c_{ki}|^2 = c^2_{ii}|c_{kj}|^2|c_{jk}|^2 α^2(C) = [ c_{ii}|c_{jk}|^2 α(C) ]_2

6 1.

Takim obrazom, esli matrica C udovletvorØet usloviØm (3.76), to ona udovletvorØet i neravenstvu (3.70). No togda matrica

P CP , gde P = I_3 pri i = 1 i P est~ matrica perestanovki, menØ-

¸weæ mestami i i 1, pri i ≠ 1, udovletvorØet usloviØm teoremy 3.2 so strogim neravenstvom (3.44). Kak uße bylo pokazano, v fftom sluqae sootvetstvu¸wie utverßdeniØ iz (iii) i (iv) spravedlivy. Teorema dokazana polnost~¸. �

Zameqanie 3.3. Poskol~ku veliqiny γi(C) i ζi(C) invariant-

ny otnositel~no diagonal~nyh preobrazovaniæ podobiØ matricy C, a v silu teoremy 3.3 tip optimal~no otmasxtabirovannoæ matricy, k kotoroæ privoditsØ C, odnoznaqno opredelØetsØ odnim iz usloviæ (3.69), (3.70), to optimal~no otmasxtabirovannye matricy razliqnyh kanoniqeskih tipov ne mogut byt~ diagonal~no podobny drug drugu.

Zameqanie 3.4. V silu opredeleniØ kanoniqeskih tipov IIi,

i = 1, 2, 3, i zameqaniØ 3.1, optimal~no otmasxtabirovannye ma-

tricy fftih tipov optimal~no obuslovleny ne tol~ko otnositel~no diagonal~nyh preobrazovaniæ podobiØ, no i otnositel~- no preobrazovaniæ podobiØ s nevyroßdennymi matricami Δ ta-

124 L. ı. KOLOTILINA kimi, qto P ΔP imeet vid

∗ 0 0 0 ∗ ∗ 0 ∗ ∗ . Zdes~. kak i vyxe, P = I_3 pri i = 1 i P est~ matrica perestanovki, menØ¸weæ mestami 1 i i, pri i ≠ 1.

Teorema 3.3 pozvolØet nam opisat~ vse neprivodimye kvazivewestvennye ffrmitovy poloßitel~no opredelennye 3 × 3, ime- ¸wie optimal~noe qislo obuslovlennosti.

Sledstvie 3.6. Mnoßestvo neprivodimyh kvazivewestvennyh

ffrmitovyh poloßitel~no opredelennyh optimal~no otmasxtabirovannyh 3 × 3 matric sovpadaet s mnoßestvom matric vida βS^∗ AS, gde β > 0, S – unitarnaØ diagonal~naØ matrica, a A – matrica odnogo iz kanoniqeskih tipov I, II_i, i = 1, 2, 3. Pri fftom spektr βS^∗AS prostoæ togda i tol~ko togda, kogda A imeet kanoniqeskiæ tip II_i, 1 6 i 6 3.

Dokazatel~stvo. V silu teoremy 3.3, l¸baØ matrica C, udo-

vletvorØ¸waØ usloviØm sledstviØ, diagonal~no podobna nekotoroæ optimal~no otmasxtabirovannoæ matrice A odnogo iz kanoniqeskih tipov. Poskol~ku matricy vseh kanoniqeskih tipov ime¸t takie sobstvennye vektory, otveqa¸wie kraænim sobstvennym znaqeniØm, qto ih komponenty ravny po absol¸tnoæ veliqine, to lemma 3.5 garantiruet nam, qto C = βS^∗ AS, gde β > 0. �

Iz sledstviØ 3.6 nemedlenno vytekaet sledu¸wiæ rezul~tat.

Sledstvie 3.7. Pust~ C – neprivodimaØ kvazivewestvennaØ ffr-

mitova poloßitel~no opredelennaØ 3 × 3 matrica, ime¸waØ optimal~noe qislo obuslovlennosti. Togda C imeet sobstvennye vektory x = (x_i) i y = (y_i), otveqa¸wie ee starxemu i mladxemu sobstvennym znaqeniØm sootvetstvenno, takie, qto |x_i| = |y_i|, i = 1, 2, 3. Sledstvie 3.6 pozvolØet nam takße dat~ opisanie teh sluqaev, v kotoryh masxtabirovanie po ˚kobi optimal~no dlØ neprivodimyh kvazivewestvennyh 3 × 3 matric.

PROBLEMA OPTIMAL^NOGO MASXTABIROVANI˚ 125

Sledstvie 3.8. NeprivodimaØ kvazivewestvennaØ ffrmitova po-

loßitel~no opredelennaØ 3 × 3 matrica C = (c_{ij} ), udovletvorØ¸- waØ uslovi¸ c_{11} = c_{22} = c_{33} = c, (3.83)

optimal~no otmasxtabirovana togda i tol~ko togda, kogda libo C perestanovoqno podobna 2-cikliqeskoæ matrice, libo imeet vid C = β(I_3 + τ xx^∗),

gde β > 0, τ > −1/3, x = (x_i) i |x_i| = 1, i = 1, 2, 3.

Dokazatel~stvo. Po sledstvi¸ 3.6 matrica C optimal~no ot-

masxtabirovana togda i tol~ko togda, kogda

C = βS^∗ AS, (3.84)

gde β > 0, S – unitarnaØ diagonal~naØ matrica, a A = (a_{ij}) – matrica odnogo iz kanoniqeskih tipov. Iz (3.83) i (3.84) sleduet, qto a_{ii} = c/β, i = 1, 2, 3. Esli A imeet tip II_i, to neobhodimo

a_{jk} = 0 pri j ≠ i, k ≠ i, j ≠ k, tak qto A perestanovoqno podobna

2-cikliqeskoæ matrice. Esli ße A – matrica tipa I, to

A = I_3 + ξyy^T ,

gde y = (y_i) – poloßitel~nyæ vektor, i neobhodimo y_1 = y_2 = y_3, tak qto y = δe, gde e = [1, 1, 1]^T. V fftom sluqae matrica C imeet vid C = β(I_3 + ξδxx^∗), gde |x_i| = 1, i = 1, 2, 3. Neravenstvo τ = ξδ > −1/3 sleduet iz poloßitel~nosti prostogo sobstvennogo znaqeniØ C, ravnogo β(1 + τ ‖x‖^2) = β(1 + 3τ ). �

Literatura

1. L. ı. Kolotilina, Optimal~no obuslovlennye bloqnye 2 � 2 matricy.

— Zap. nauqn. semin. POMI, 268 (2000), 72–85.

2. L. ı. Kolotilina, O kraænih sobstvennyh znaqeniØh bloqnyh 2 � 2 ffr-

mitovyh matric. — Zap. nauqn. semin. POMI, 296 (2003), 27–38.

3. L. ı. Kolotilina, Ocenki dlØ kraænih sobstvennyh znaqeniæ bloqnyh

2 � 2 ffrmitovyh matric. — Zap. nauqn. semin. POMI, 301 (2003),

172–194.

4. F. L. Bauer, Optimally scaled matrices. — Numer. Math., 5 (1963), 73–87.

126 L. ı. KOLOTILINA

5. G. E. Forsythe, E. G. Straus, On best contioned matrices. — Proc. Amer. Math.

Soc., 6 (1955), 340–345.

6. R. Horn, C. R. Johnson, Topics in Matrix Analysis. Cambridge Univ. Press (1991).

7. C. McCarthy, G. Strang, Optimal conditioning of matrices. — SIAM J. Numer.

Anal., 10 (1973), 370–388.

8. A. Shapiro, Optimally scaled natrices, necessary and sufficient conditions. — Numer. Math., 39 (1982), 239–245.

9. A. Shapiro, Optimal block diagonal l2-scaling of matrices. — SIAM J. Numer.

Math., 22 (1985), 81–94.

10. A. Van Der Sluis, Condition numbers and equilibration of matrices. — Numer.

Math., 14 (1969), 14–23.

Kolotilina L. Yu. Solution of the problem of optimal diagonal scaling for quasireal Hermitian positive-definite 3 × 3 matrices.

The paper completely solves the problem of optimal diagonal scaling for quasireal Hermitian positive-definite matrices of order 3. In particular, in the most interesting irreducible case, it is demonstrated that for any matrix C from the class considered there is a uniquely determined optimally scaled matrix D^∗_0 CD_0 of one of the four canonical types, and formulas for the entries of the diagonal matrix D_0 are presented as well as formulas for the eigenvalues and eigenvectors of D^∗_0 CD_0 and for the optimal condition number of C, which is equal to k(D^∗_0 CD_0). The optimality of the Jacobi scaling is analyzed.

Postupilo 5 maØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN