Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 308, 2004 g.

V. B. Filippov, N. ˚. Kirpiqnikova, N. G. Vlas¸k

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ TOQEQNOGO ISTOQNIKA V VOLNOVODE. (PLOSKO–SLOISTA˚ SREDA)

Rabota posvØwaetsØ P. V. Krauklisu v svØzi s ego semidesØtiletiem

NastoØwaØ stat~Ø posvØwena primeneni¸ asimptotiqeskih metodov k issledovani¸ zadaq rasprostraneniØ zvuka v volnovodah. Takie zadaqi mogut voznikat~, naprimer, v morskoæ akustike, v seæsmiqeskih sredah, v teorii rasprostraneniØ voln v ionosfere.

Pri vvedenii osnovnyh parametrov zadaqi, po kotorym stroitsØ asimptotika, uqityvaetsØ, preßde vsego, maloe izmenenie skorosti zvuka v srede (naprimer, v okeane) na dline volny (naqinaØ s qastot porØdka desØtkov, a inogda i edinic gerc) i malost~ otnoxeniØ gorizontal~nyh gradientov skorosti zvuka v srede k vertikal~nym. Na vysokih qastotah (sotni gerc) asimptotiqeskim metodam voobwe ne suwestvuet udovletvoritel~noæ al~ternativy.

Osnovnoe vnimanie budet udeleno poluqeni¸ otnositel~no prostyh vyraßeniæ dlØ “osevoæ” volny.

Esli istoqnik pomewen vblizi osi volnovoda, to luqi (ffkstremali integrala Ferma ∫_{ds} c(x,y,z) ), vyhodØwie iz istoqnika pod

dostatoqno malymi uglami k osi, besqislenno mnogo raz pereseka¸t lini¸ minimuma skorosti. V okrestnosti linii minimuma budet raspoloßeno bol~xoe qislo kaustik (ogiba¸wih semeæstva luqeæ), kaßdaØ iz kotoryh imeet toqku vozvrata na osi volnovoda i sostoit iz dvuh vetveæ. InterferenciØ volnovyh

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI) (grant 02-01-00260). 197

198 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA, N. G. VLASıK poleæ, sootvetstvu¸wih luqam, kotorye raspoloßeny v okrestnosti kaustik vblizi linii minimuma, privodit k obrazovani¸ osoboæ volny, rasprostranØ¸weæsØ vdol~ fftoæ linii. V dal~- neæxem fftu volnu nazovem “osevoæ volnoæ”. OsevaØ volna predstavlØet bol~xoæ interes v razliqnyh zadaqah [1]–[5].

Imenno issledovani¸ povedeniØ voln, sosredotaqiva¸wihsØ vblizi osi glubinnogo volnovoda na dostatoqno bol~xom rasstoØnii po gorizontal~nym koordinatam ot istoqnika, posvØwena nastoØwaØ stat~Ø.

DlØ poluqeniØ polØ toqeqnogo istoqnika v issleduemoæ oblasti neobhodimy suwestvennye usloßneniØ luqevogo metoda (sm. [6]–[7]). Primenenie metoda normal~nyh voln takße natalkivaetsØ na trudnosti, poskol~ku pri vysokih qastotah voznikaet neobhodimost~ summirovaniØ bol~xogo qisla mod.

V svØzi s fftimi trudnostØmi zdes~ volnovoe pole naædeno asimptotiqeskim kombinirovannym metodom, vpervye razrabotannym i primenennym V. B. Filippovym [8] dlØ zadaq rasseØniØ fflektromagnitnyh voln ot neploskih ffkranov.

Pole v volnovode naædeno v vide summy normal~nyh, geometrooptiqeskih voln i ostatka. Poluqeny dostatoqnye usloviØ na koliqestvo otweplennyh normal~nyh i geometrooptiqeskih voln. Ostatok vyraßaetsØ prostoæ formuloæ. Blizkie rezul~- taty (s nekotorymi otliqiØmi) ime¸tsØ v rabotah [9]–[12].

1. ObwaØ postanovka zadaqi

MatematiqeskaØ postanovka zadaqi o rasprostranenii zvuka zavisit ot vybora fiziqeskoæ modeli. SleduØ rabotam [13]–[19], budem rassmatrivat~ prosteæxu¸ model~, naprimer, v okeane: vodnyæ sloæ 0 6 z 6 H peremennoæ glubiny H = H(x, y) leßit nad ßidkim dnom z > H. Budem sqitat~ skorost~ rasprostraneniØ zvukovyh voln v vodnom sloe nepreryvno differenciruemoæ funkcieæ glubiny z i gorizontal~nyh koordinat x, y:

c = c(x, y, z). FunkciØ c = c(x, y, z) = c(M) kak funkciØ glubiny z

pri fiksirovannyh x, y imeet po kraæneæ mere odin minimum c_∗. Skorost~ zvukovyh voln v dne c_H = c_M (x, y) nepreryvno differenciruemaØ funkciØ lix~ gorizontal~nyh koordinat x, y, priqem dlØ vseh x i y vypolnØetsØ neravenstvo c(x, y, H) < c_M (x, y). Plotnost~ vody i ßidkogo dna budem sqitat~ postoØnnymi veli-

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 199 qinami. Otnoxenie plotnosti dna k plotnosti vody na granice ßidkost~-dno oboznaqim bukvoæ –, – > 1.

Toqeqnyæ istoqnik zvukovyh kolebaniæ qastoty ω pomestim v toqku M_0(x = 0, y = 0, z = z_0). Zavisimost~ zvukovogo polØ ot vremeni, zadavaemaØ mnoßitelem exp(−iωt), v posledu¸wem ne vypisyvaetsØ.

IskomaØ funkciØ u = u(x, y, z) predstavlØet soboæ davlenie zvukovogo polØ, sozdavaemoe istoqnikom v vodnom sloe i dne, i udovletvorØet uravneniØm

Δu + k^2n^2(M)u = − δ(M, M_0), 0 6 z 6 H; (1.1)

Δu + k^2n^2_H(M)u = 0, z > H; k = ω c_∗ , n^2(M) = c_∗ c^2(M)

. (1.2)

Na svobodnoæ poverhnosti okeana budem sqitat~ vypolnenym ravenstvo

u |_{z=0} = 0. (1.3)

Na granice razdela ßidkosti i dna postavim usloviØ u |_{z=H−0} = u |_{z=H+0}, ∂u ∂n | | |_{z=H−0} = 1 –^{∂u}∂n | | |_{z=H+0}, – > 1, (1.4)

gde n – normal~ k poverhnosti dna, (n > 0 dlØ toqek dna). Oqevidno, qto ∂u ∂n = (∇u, n) = ∂u ∂z − ( ∂u ∂x ∂H ∂x + ∂u ∂y ∂H ∂y ) . UsloviØ (1.4) vyraßa¸t ravenstvo davleniæ i nepreryvnost~ vertikal~nyh sostavlØ¸wih skorosti qastic ßidkosti v zvukovoæ volne na poverhnosti dna.

Pri postoØnnoæ plotnosti ßidkosti ρ skorost~ qastic ßidkosti v zvukovoæ volne v(M; t) svØzana s davleniem u(M; t) sootnoxeniem v_t(M; t) = −ρ^{−1} grad u(M; t),

v sluqae garmoniqeskoæ zavisimosti ot vremeni skorost~ qastic ßidkosti udovletvorØet sootnoxeni¸ v(M) = [iωρ]^{−1} grad u(M).

Krome togo, funkciØ u(M) dolßna udovletvorØt~ principu predel~nogo pogloweniØ: u(M) → 0, |M, M_0| → ∞, Im k > 0. (1.5)

200 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA, N. G. VLASıK Pri postroenii i issledovanii povedeniØ rexeniØ zadaqi (1.1)–(1.5) dolßny byt~ uqteny tipiqnye osobennosti povedeniØ skorosti zvuka c(x, y, z), kak funkcii koordinat, ([13–16, 18, 19]).

Kak pravilo dlØ melkogo morØ funkciØ c(x, y, z) pri fiksirovannyh x, y ØvlØetsØ monotonnoæ funkcieæ glubiny z. V zimnee i osennee vremØ monotonno vozrasta¸weæ, v letnee – monotonno ubyva¸weæ. DlØ glubokih moreæ funkciØ c(x, y, z) obyqno imeet minimum c_∗(x, y) = min_06_{z<H}c(x, y, z), a v bolee redkih sluqaØh – dva

minimuma: pripoverhnostnyæ i glubinnyæ.

Harakternoæ osobennost~¸ zadaq o rasprostranenii zvuka v okeane ØvlØetsØ malaØ veliqina gradienta skorosti, priqem gorizontal~nyæ gradient skorosti ∇_{x,y}c v svo¸ oqered~ moßet sqitat~sØ mnogo men~xe (priblizitel~no v 10^2 ÷ 10^3 raz) vertikal~nogo ∇_zc. Krome togo budem sqitat~, qto otnoxenie^{∇H}_H , harakterizu¸wee uklon dna, po porØdku veliqiny sovpadaet s ∇_{x,y}c c ∼ ∇_{x,y}c_H c_H . Malost~ gorizontal~nyh i vertikal~nyh gra-

dientov dolßna byt~ uqtena pri perehode k bezrazmernyh peremennym.

Bezrazmernye peremennye x, y, z vyberem tak, qtoby v fftih peremennyh vypolnØlis~ sootnoxeniØ: | | ∂c ∂x | | ∼ | | ∂c ∂y | | ∼ | | ∂c ∂z | | 6 c,^{| ∂cH}_{∂x}^| ∼^{|∂cH}_{∂y}^| 6 cH,^{| ∂H}_{∂x}^| ∼^{| ∂H}_{∂y}^| 6 H. Vvedem vertikal~nyæ m_v i gorizontal~nyæ m_h masxtaby po formulam

m_v = c_∗ max | | ∂c ∂z | | , m_h = c_∗ max √ ( ∂c ∂x )_2 + ( ∂c ∂y )_2 , gde c_∗ ØvlØetsØ fiksirovannym znaqeniem minimuma skorosti, a maksimumy vyqislØ¸tsØ po vsem 0 6 z 6 H i −∞ < x, y < +∞.

Togda bezrazmernye peremennye ravny x = x m_h , y = y m_h , z = z m_v . (1.6)

Oboznaqim otnoxenie masxtabov^{mv}_{mh} bukvoæ ε. Tak kak max | | | | ∂c ∂z | | | | ∼ max √( ∂c ∂x )_2 + ( ∂c ∂y )_2 (10^2 ÷ 10^3),

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 201 to ε ∼ 10^{−2} ÷ 10^{−3} ØvlØetsØ malym parametrom zadaqi.

Pereædem v uravneniØh (1.1)–(1.2) i usloviØh (1.3)–(1.5) k bezrazmernym peremennym (1.6). V rezul~tate poluqim

∂^2u ∂z^2 +ε^2Δ_⊥u+k^2n^2(z, x, y)u =− ε^2 m_v δ(x)δ(y)δ(z−z_0), 0 < z < H, (1.7) ∂^2u ∂z^2 + ε^2Δ_⊥u + k^2n^2_H (x, y)u = 0, z > H, H(x, y) = H m_v , (1.8)

u(0, x, y) = 0, lim z→∞ u(z, x, y) = 0, (1.9) u|z_{=H(}x_,y_{)−0} = u|z_{=H(}x_,y_{)+0}, (1.10) [ ∂u ∂z −ε^2(∇_⊥u, ∇_⊥H) ]| | | z=H−0 = –^{−1} [ ∂u ∂z −ε^2(∇_⊥u, ∇_⊥H) ]| | | z=H+0 , (1.11) gde Δ_⊥ =^{∂2}_{∂x2} +^{∂2}_{∂y2} est~ operator Laplasa; ∇_⊥ =^∂_{∂x} i +^∂_{∂y}j ØvlØetsØ gradientom medlennyh peremennyh x i y; k budet parametrom, proporcional~nym qastote: k = ω m_v c_∗ = ω max | | ∂c ∂z | | ; a veliqiny n(z, x, y) = c_∗ c(x, y, z) i n_H (x, y) = c_∗ c_H(x, y) ØvlØ¸tsØ pokazatelØmi prelomleniØ vodnogo sloØ i dna sootvetstvenno; H est~ bezrazmernaØ glubina vodnogo sloØ. Veliqi-

nu – v obwem sluqae takße moßno sqitat~ funkcieæ medlennyh

peremennyh x i y.

DlØ osnovnogo ob¨ema vodnyh mass okeana vertikal~nyæ gradient skorosti prinimaetsØ ravnym 1.7 · 10^{−2}sek^{−1}. Odnako, v poverhnostnom sloe on moßet prevoshodit~ ukazannoe znaqenie

v neskol~ko raz. PrinimaØ max | | ∂c ∂z | | ravnym 6 · 10^{−2}sek^{−1}, poluqaem dlØ veliqiny parametra k orientirovoqnu¸ formulu

k ∼ 100ν, gde ν est~ qastota kolebaniæ v gercah. Ots¸da sle-

duet, qto uße dlØ qastoty v 10 gc parametr k ØvlØetsØ bol~xim qislom, priblizitel~no ravnym 10^3. Takim obrazom, v zadaqah rasprostraneniØ zvuka v okeane mogut byt~ vydeleny dva bol~- xih parametra k i ε^{−1}.

202 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA, N. G. VLASıK MalaØ veliqina parametra ε pozvolØet obobwit~ metody poluqeniØ polØ toqeqnogo istoqnika v volnovode na sluqaæ skorosti, zavisØweæ ot gorizontal~nyh koordinat.

Poskol~ku gorizontal~nye gradienty skorosti mnogo men~- xe vertikal~nyh i uklony dna maly, qasto issledovanie rasprostraneniØ zvuka v okeane vypolnØetsØ v predpoloßenii, qto skorost~ zvuka ØvlØetsØ lix~ funkcieæ glubiny: c = c(z) i glubina vodnogo sloØ postoØnna H = const (plosko-sloistaØ model~ okeana).

Esli skorost~ zavisit lix~ ot glubiny, vvedenie gorizontal~nogo masxtaba ne imeet smysla. V fftom sluqae celesoobrazno pereæti k bezrazmernym cilindriqeskim koordinatam z = z m_v , ρ = √ x^2 + y^2 m_v , φ = arctan^y_x , x > 0, y ¿ 0,

arctan^y_x + π, x < 0,

arctan^y_x + 2π, x > 0, y < 0.

(1.12)

V koordinatah z, ρ, φ uravneniØ (1.7), (1.8) prinima¸t vid

∂^2u ∂z^2 + ∂^2u ∂ρ^2 + 1 ρ ∂u ∂ρ + 1 ρ^2

∂^2u ∂φ^2 +k^2n^2(z)u = −m^{−1}_v δ(ρ)δ(z − z_0), 0 < z< H, (1.13)

∂^2u ∂z^2 + ∂^2u ∂ρ^2 + 1 ρ ∂u ∂ρ + 1 ρ^2

∂^2u ∂φ^2 + k^2n^2_H u = 0, z > H. (1.14)

DobavlØØ k uravneniØm (1.13), (1.14) graniqnye usloviØ (1.9)–(1.11), (1.5), poluqim zadaqu, kotoraØ metodom razdeleniØ peremennyh moßet byt~ predstavlena v vide razloßeniØ po sobstvennym funkciØm “glubinnoæ” qasti uravneniØ (1.13).

2. Sobstvennye funkcii i sobstvennye qisla zadaqi Xturma–LiuvillØ

Model~ plosko-sloistoæ sredy pozvolØet postroit~ rexenie zadaqi metodom razdeleniØ peremennyh v vide razloßeniØ po sobstvennym funkciØm, udovletvorØ¸wim obyknovennomu differencial~nomu uravneni¸ po peremennoæ z s razryvnym pokazatelem prelomleniØ i zatem skonstruirovat~ iz nih rexenie zadaqi o pole toqeqnogo istoqnika, [13–16, 17].

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 203 Rassmotrim “glubinnu¸” qast~ odnorodnyh uravneniæ (1.13), (1.14) v qastnom sluqae, kogda pokazatel~ prelomleniØ zavisit tol~ko ot glubiny z, t.e. n = n(z), i H = const.

Sootvetstvu¸waØ zadaqa moßet byt~ opisana uravneniem:

∂^2ψ ∂z^2 + k^2(n^2(z)−ζ^2)ψ = 0, n(z) = { n(z), 0 < z < H, n_H , H < z < ∞, (2.1)

s graniqnymi usloviØmi

ψ(0) = 0, i ∂ψ ∂z | | | | z=H−0 = –^{−1 ∂ψ}_{∂z} | | | | z=H+0 , (2.2)

i usloviem izluqeniØ (1.5). Zdes~ ζ^2 est~ spektral~nyæ parametr zadaqi (postoØnnaØ razdeleniØ).

Pokazatel~ prelomleniØ n(z) =^{c∗}_{c(z)} imeet odin maksimum na promeßutke 0 6 z < H, (sm. ris. 1), priqem

n_H = c_∗ c_H , n_∗ = c_∗ min 06z<H^{c(z)} = max 06z<H^{n(z) = 1,} n_{bot} = n(H − 0), n_s = n(z)|z_{=0} = n(0), n_s > n_{bot} . (2.3)

Ris. 1.

Vewestvennyæ spektr zadaqi Xturma–LiuvillØ (2.1)–(2.2) soderßit koneqnoe qislo sobstvennyh znaqeniæ ζ_n, n = 0, 1, ..., N − 1, leßawih vnutri intervala [n_H , n_∗ = 1]. Nepreryvnyæ spektr zapolnØet interval 0 6 ζ 6 n_H i mnimu¸ poluos~ Im ζ ¿ 0.

204 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA, N. G. VLASıK Rassmotrim dva lineæno nezavisimyh rexeniØ f_1(z, ζ), f_2(z, ζ) uravneniØ (2.1) na intervale 0 6 z < H. FunkciØ f(z, ζ), udovletvorØ¸waØ uravneni¸ (2.1), usloviØm izluqeniØ pri z → ∞ i usloviØm soglasovaniØ (2.2) na granice z = H, zapixetsØ v vide f(z, ζ) = f_1(z, ζ)[f^′_2(H, ζ) + –^{−1}k √ ζ^2 − n^2_H f_2(H, ζ)]−

−f_2(z, ζ)[f^′_1(H, ζ)+–^{−1}k √ ζ^2 − n^2_H f_1(H, ζ)]; 0 6 z< H,

W [f_1, f_2] exp{−k √ ζ^2 − n^2_H (z − H)}, H < z < ∞. (2.4) Vetv~ kornØ fiksirovana usloviem Re √ ζ^2 − n^2_H > 0 pri ζ^2 > n^2_H , W [f_1, f_2] = f_1f^′_2 − f_2f^′_1 opredelØet vronskian lineæno nezavi-

simyh rexeniæ f_1(z, ζ) i f_2(z, ζ).

Uslovie na poverhnosti f(0, ζ)|_{z=0} = 0 daet dispersionnoe uravnenie dlØ nahoßdeniØ sobstvennyh znaqeniæ ζ_n, n = 0, 1, ..., N − 1: f_1(0, ζ_n)[f^′_2(H, ζ_n) + –^{−1}k √ ζ^2_n − n^2_H f_2(H, ζ_n)]−

−f_2(0, ζ_n)[f^′_1(H, ζ_n) + –^{−1}k √ ζ^2_n − n^2_H f_1(H, ζ_n)] = 0. (2.5)

Sobstvennye funkcii ψ_n(z) zadaqi (2.1), (2.2), ime¸wie n nuleæ na promeßutke [0, H], poluqim, podstavlØØ v formuly (2.4) ζ_n vmesto ζ i domnoßaØ f(z, ζ_n) na normirovoqnu¸ postoØnnu¸ A_n. Funkcii ψ_n(z) ortogonal~ny v sledu¸wem smysle (^H∫ 0 + –^{−1} ∞∫ H ) ψ_n(z) ψ_n′ (z) = 0, n ≠ n^′. (2.6)

Budem normirovat~ sobstvennye funkcii ψ_n usloviem (^H∫ 0 + –^{−1} ∞∫ H ) ψ^2_n(z) = 1, (2.7)

vybiraØ sootvetstvu¸wim obrazom postoØnnye A_n.

Rexenie radial~no-uglovoæ qasti uravneniØ (1.13), ne zavisØwee ot φ i udovletvorØ¸wee principu predel~nogo pogloweniØ, imeet vid i 4 m_v H^{(1)}_0 (k ζ_n ρ),

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 205 gde H^{(1)}_0 (k ζ_n ρ) ffto est~ funkciØ HankelØ pervogo roda.

FunkciØ u_n(z, ρ) = i 4 m_v H^{(1)}_0 (k ζ_n ρ) ψ_n(z) (2.7)

nazyvaetsØ normal~noæ volnoæ nomera n.

Volnovoe pole toqeqnogo istoqnika v plosko-sloistoæ srede, t.e. rexenie zadaqi (1.13), (1.14) s graniqnymi usloviØmi (1.9)– (1.11), (1.5) pri H = const i ε = 0, moßet byt~ zapisana v vide koneqnoæ summy normal~nyh voln, kaßdaØ iz kotoryh beretsØ so svoim kofffficientom vozbußdeniØ (ravnym ψ_n(z_0)), i vklada nepreryvnogo spektra u_ζ : u = N−1∑ n=0 ψ_n(z_0)u_n(z, ρ) + u_ζ . (2.8)

Vklad nepreryvnogo spektra moßet byt~ predstavlen integralom u_L, otveqa¸wim za golovnu¸ (bokovu¸) volnu, i summoæ togo ße vida, qto i (2.8). Slagaemye fftoæ summy sootvetstvu¸t “rezonansam” zadaqi Xturma–LiuvillØ (2.1), (2.2). “Rezonansy” ØvlØ¸tsØ kompleksnymi kornØmi dispersionnogo uravneniØ s poloßitel~noæ mnimoæ qast~¸. Oboznaqim rezonansy qerez

ζ_n, n = N, N + 1, .... Togda rexenie imeet vid u = ∑ n¿0^{ψn(z0)un(z, ρ) + uL.} (2.9)

DlØ glubinnogo volnovoda, kogda z, z_0 ≪ H i k ≫ 1, vkladom golovnoæ volny moßno prenebreq~. Pri dostatoqno bol~- xih znaqeniØh kρ funkci¸ HankelØ moßno zamenit~ asimptotikoæ. Okonqatel~no poluqim priblißennoe znaqenie dlØ rexeniØ

u(z, ρ) v vide normal~nyh voln N_n(z_0, z) nomera n u ∼ 1 √ m_v ρ ∑ n¿0^e ikζ_nρN n(z_0, z);

N_n(z_0, z) = e^{iπ/4} √ 8πm_vk ψ_n(z_0)ψ_n(z) √ ζ_n , (2.10)

kotoroe ispol~zuetsØ obyqno v teoretiqeskih i qislennyh issledovaniØh zvukovogo polØ v plosko-sloistoæ srede.

206 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA, N. G. VLASıK Pri bol~xom parametre zadaqi k ≫ 1 moßno ispol~zovat~ asimptotiqeskoe predstavlenie dlØ lineæno nezavisimyh rexeniæ f_i(z, ζ), i = 1, 2. �to uprostit dispersionnoe uravnenie, a v zavisimosti ot nomera n i intervala izmeneniØ z, pozvolit poluqit~ predstavlenie sobstvennyh funkciæ ψ_n(z) qerez ffksponenty, funkcii �æri i funkcii paraboliqeskogo cilindra.

DlØ naxih celeæ (poluqenie osevoæ volny) i profilØ skorosti s odnim minimumom po glubine z moßno ograniqit~sØ tol~ko funkciØmi paraboliqeskogo cilindra, kotorye asimptotiqeski perehodØt v sootvetstvu¸wih oblastØh v ffksponenty ili funkcii �æri.

Privedem ([13, 16]) asimptotiqeskie formuly pri k ≫ 1 rexeniØ zadaqi (2.1), (2.2) dlØ profilØ pokazatelØ prelomleniØ na promeßutke 0 6 z < H s odnim maksimumom v toqke z^∗, ravnym edinice n_∗ = 1, (sm. ris. 1).

Prostymi toqkami povorota differencial~nogo uravneniØ (2.1) nazyva¸tsØ korni z_n, n = 1, 2, ..., uravneniØ n^2(z) − ζ^2 = 0 pervoæ kratnosti.

Rassmotrim uravnenie fftalonnoe k uravneni¸ (2.1)

Φ^{′′}(Z) + k^2[Π − R(Z)]Φ(Z) = 0. (2.11)

Esli uravnenie (2.1) ne imeet toqek povorota, to funkciØ

R(Z) v fftalonnom uravnenii (2.11) polagaetsØ ravnoæ nul¸, a

esli uravnenie (2.1) imeet odnu prostu¸ toqku povorota, to funkciØ R(Z) polagaetsØ ravnoæ Z. V sluqae dvuh toqek povorota R(Z) =^{Z2}_4 .

V sootvetstvii s fftimi tremØ sluqaØmi funkciØ Φ(Z) moßet byt~ predstavlena kak lineænaØ kombinaciØ

1) ffksponent (net toqek povorota):

Φ(Z) = A cos(k √ (Π)Z) + B sin(k √ (Π)Z), (2.12)

2) funkciæ �æri (odna toqka povorota):

Φ(Z) = A v(k^{2/3}(Z − Π)) + B u(k^{2/3}(Z − Π)), (2.13)

3) funkciæ paraboliqeskogo cilindra (dve toqki povorota):

Φ(Z) = A D_{kΠ−1/2}( √ kZ) + B D_{kΠ−1/2}(− √ kZ). (2.14)

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 207 V formulah (2.12)-(2.14) A i B ØvlØ¸tsØ proizvol~nymi postoØnnymi. Funkcii �æri u(t), v(t) ØvlØ¸tsØ vewestvennymi rexeniØmi uravneniØ w^{′′}(t) − tw(t) = 0, s asimptotikoæ v(t) ∼_{t→∞} 1 2 t^{− 14} e^{− 23 t3/2} , u(t) ∼_{t→∞} t^{− 14} e^{23 t3/2} .

Funkcii paraboliqeskogo cilindra D_t(±Z) udovletvorØ¸t uravneni¸

d^2D_t(Z) dZ^2 + (t + 1 2 − 1 4 Z^2)D_t(Z) = 0, (2.15)

a pri Z → ∞ ime¸t asimptotiku D_t(Z) ∼_{Z→∞} e^{−1/4 Z2} Z^t, D_t(−Z) ∼_{Z→∞} √ 2π Γ(−t) e^{+1/4 Z2} Z^{−t−1}. (2.16)

SvØz~ meßdu uravneniem (2.1) i fftalonnym k nemu uravneniem (2.11) legko proverØetsØ, esli predstavit~ rexenie Ψ(z) qerez

Φ(Z) v sledu¸wem vide

Ψ(z) = [Z^′(z)]^{− 12} Φ(Z(z)).

FunkciØ Z(z) ØvlØetsØ rexeniem v neØvnoæ forme Z(z)∫

Z0 √ Π − R(s)ds = z∫

z0 √ n^2(s) − ζ^2ds. V sootvetstvii s tremØ sluqaØmi toqek povorota funkciØ Z(z) moßet byt~ predstavlena odnoæ iz sledu¸wih formul.

1) V otsutstvii toqek povorota R(s) = 0, Z_0 = 0 i funkciØ

Z(z) imeet vid Z(z) = 1 √ Π z∫

z0 √ n^2(s) − ζ^2ds. (2.17)

2) Esli uravnenie (2.1) imeet odnu toqku povorota, z = z_2(ζ), to fftalonnoe uravnenie (2.11) imeet toße odnu toqku povorota

Z = Π, priqem R(s) = s. VybiraØ z_0 = z_2 i Z_0 = Π, poluqim

Z(z) = Π − [ − 3 2 z∫

z2 √ n^2(s) − ζ^2ds ]_{2/3} . (2.18)

208 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA, N. G. VLASıK 3) Esli uravnenie (2.1) imeet dve toqki povorota z_1, z_2, to u uravneniØ (2.11) est~ dve toqki povorota Z = ±2 √ Π, a R(s) =

s^2/4. Pri z_0 = z_1 i Z_0 = −2 √ Π funkciØ Z(z) ravna Z(z)∫

−2 √ Π

√ Π − s^2 4 ds = z∫

z1 √ n^2(s) − ζ^2ds. (2.19)

DlØ togo qtoby vypolnØlis~ neravenstva Z^′(z_1) ≠ 0 i Z^′(z_2) ≠ 0, parametr Π dolßen byt~ vybran sledu¸wim Π = 1 π z2∫

z1 √ n^2(s) − ζ^2ds. Pereædem teper~ k voprosu o perehode odnogo asimptotiqeskogo predstavleniØ rexeniØ uravneniØ (2.1) v drugoe v zavisimosti ot mestonahoßdeniØ sobstvennyh znaqeniæ ζ_i na intervale

(n_H , 1). Razob~em interval (n_H , 1), na kotorom raspoloßen dis-

kretnyæ spektr ζ_n, n = 0, 1, ..., N − 1, na 6 zon: Δ_jζ, j = 1, 2, ..., 6, (sm. ris. 1).

Opredelim ffti zony intervalami

Δ_1ζ = (1 − ε_1, 1); Δ_2ζ = [1 − ε_1, n_s − ε_3);

Δ_3ζ = [n_s − ε_3, n_s + ε_3); Δ_4ζ = [n_s + ε_3, n_{bot} − ε_5);

Δ_5ζ = [n_{bot} − ε_5, n_{bot} + ε_5); Δ_6ζ = [n_{bot} + ε_5, n_H ). (2.20)

Veliqiny ε_1, ε_3, ε_5 mogut byt~ utoqneny (sm. [13, 16]).

DlØ ζ ∈ Δ_6ζ (sm. ris. 1) differencial~noe uravnenie (2.1) ne imeet toqek povorota i asimptotika ego rexeniØ predstavlØetsØ qerez trigonometriqeskie funkcii po formulam (2.12), (2.17).

Pri ζ ∈ Δ_4ζ dlØ odnoæ toqki povorota rexenie opredelØetsØ qerez funkcii �æri formulami (2.13), (2.18).

Esli ζ ∈ (Δ_1ζ ∪ Δ_2ζ), uravnenie (2.1) imeet dve toqki povorota i ego rexenie vyraßaetsØ qerez funkcii paraboliqeskogo cilindra po formulam (2.14),(2.19).

V perehodnyh zonah ζ ∈ Δ_5ζ i ζ ∈ Δ_3ζ, postupim sledu¸wim obrazom.

V zone Δ_5ζ prodolßim funkci¸ n(z) gladko na znaqeniØ z > H tak, qtoby uravnenie (2.1) imelo odnu toqku povorota, a ego rexenie vyraßalos~ by funciØmi �æri. ZamenØØ pri ζ = n_{bot} − ε_5

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 209 funkcii �æri ih asimptotikoæ, poluqim nepreryvnyæ perehod asimptotiqeskih formul iz zony Δ_5ζ v zonu Δ_6ζ.

Analogiqno, prodolßim funkci¸ n(z) gladko na znaqeniØ

z < 0 tak, qtoby uravnenie (2.1) imelo dve toqki povorota v

zone Δ_3ζ. Togda rexenie sostoit iz funkciæ paraboliqeskogo cilindra. Pri ζ = n_s − ε_3, ispol~zuØ asimptotiku funkciæ paraboliqeskogo cilindra dlØ bol~xogo argumenta, poluqim nepreryvnyæ perehod iz zony Δ_3ζ v zonu Δ_4ζ.

3. Predstavlenie rexeniØ model~noæ zadaqi

My poædem ewe dal~xe v uprowenii zadaqi. Rassmotrim plosku¸ model~ volnovoda. Davlenie zvukovogo polØ v volnovode budet zaviset~ tol~ko ot dvuh koordinat u(x, z), glubina vodnogo sloØ postoØnna H = const (plosko-sloistaØ model~ okeana). Predpoloßim, qto dlØ issleduemoæ sredy skorost~ imeet odin minimum c_∗. Budem izuqat~ dve modeli povedeniØ skorosti zvuka. V pervom sluqae skorost~ zvuka ØvlØetsØ funkcieæ tol~ko glubiny c = c(z), (nastoØwaØ stat~Ø). Vo vtorom sluqae skorost~ slabo zavisit ot gorizontal~noæ sostavlØ¸weæ c = c(εx, z), (sm. stat~¸ teh ße avtorov v dannom sbornike).

DlØ skorosti, zavisØweæ proizvol~nym obrazom ot glubiny

c = c(z) libo slabo zavisisØweæ ot x, c = c(εx, z), kombinirovan-

nym metodom naædem pole “osevoæ volny” ot toqeqnogo istoqnika v volnovode. Dalee sravnim ego s polem fftalonnoæ zadaqi rasprostraneniØ voln v volnovode pri special~no podobrannom pokazatele prelomleniØ [8]

n = n(z) = √ 1 − ( z l_⊥ )_2 , |z| < l_⊥, n(z) = c(z)^{−1}. Pust~ zvukovoe davlenie u(x, z) udovletvorØet uravneni¸ Gel~mgol~ca

(Δ + k^2n^2(z))u = −δ(x)δ(z − z_0), 0 < z < H; (3.1)

(Δ + k^2n^2_H )u = 0, z > H; k = ω c_∗ , n(z) = c_∗ c(z) , c(z^∗) = c_∗, (3.2)

Na svobodnoæ poverhnosti budet vypolneno uslovie Dirihle

u |_{z=0} = 0. (3.3)

210 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA, N. G. VLASıK Na granice razdela z = H ßidkosti i dna postavim usloviØ soprØßeniØ u |_{z=H−0} = u |_{z=H+0}, ∂u ∂z | | | |_{z=H−0} = 1 – ∂u ∂z | | | |_{z=H+0}, – > 1. (3.4)

UsloviØ (3.4) opredelØ¸t ravenstvo davleniæ i nepreryvnost~ vertikal~nyh sostavlØ¸wih skorosti qastic ßidkosti v zvukovoæ volne na poverhnosti dna.

Krome togo, funkciØ u(x, z) dolßna udovletvorØt~ principu predel~nogo pogloweniØ: u(r) → 0, r = √ x^2 + z^2 → ∞, Im k > 0. (3.5)

Grafik zavisimosti pokazatelØ prelomleniØ n(z) ot glubiny volnovoda predstavlen na ris.1. RassmotreniØ provedem dlØ toqek istoqnika i nabl¸datelØ z_0, z ≪ H, prinadleßawih okrestnosti (ee radius budet priveden) toqki maksimuma z^∗ pokazatelØ prelomleniØ.

V real~nyh usloviØh dlØ glubinnogo volnovoda v rassmatrivaemyh sredah pokazatel~ prelomleniØ pri z < H slabo otklonØetsØ ot n(z^∗) = n_∗ = 1, (sm. ris. 1). �to obstoØtel~stvo moßno zapisat~ usloviem ϵ = H max_{z<H} |n^′(z)| ≪ 1, kotoroe otliqaet glubinnyæ volnovod ot poverhnostnogo (n^′(z) > 0). V okrestnosti maksimuma z^∗, gde budut provedeny issledovaniØ osevoæ volny dlØ z, z_0 ≪ H, kvadrat pokazatelØ prelomleniØ

n^2(z)n^{−2}(z^∗) moßet byt~ predstavlen v vide (sm. ris.1)

n^2(z)n^{−2}(z^∗) = 1 + 2 n^′(z^∗) n(z^∗) (z − z^∗) +

[n^{′2}(z^∗) + n(z^∗)n^{′′}(z^∗)] n^2(z^∗)

(z − z^∗)^2+

+ [3n^′(z^∗)n^{′′}(z^∗) + n(z^∗)n^{′′′}(z^∗)] 3n^2(z^∗)

(z − z^∗)^3 + ... =

= 1−(z −z^∗)^2 [−n^{′′}(z^∗)] n(z^∗) + n^{′′′}(z^∗) 3n(z^∗)

(z −z^∗)^3 +..., [−n^{′′}(z^∗)] > 0. (3.6)

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 211 Sledovatel~no, v okrestnosti maksimuma pokazatelØ prelomleniØ my nahodimsØ v usloviØh fftalonnoæ zadaqi s pokazatelem blizkim k takomu

n = n(z) = √ 1 − ( z l_⊥ )_2 , |z| < l_⊥, (3.7) dlØ kotorogo vozmoßno toqnoe rexenie zadaqi. Priqem v razloßenii (3.6) slagaemye, naqinaØ so stepeni (z − z^∗)^3 i vyxe, mnogo men~xe qem (z − z^∗)^{2 [−n′′(z∗)]}_{n(z∗)} , | |^{(z−z∗)n′′′(z∗)} 3[−n^{′′}(z^∗)] | | ≪ 1. Oboznaqim otnoxenie^{n(z∗)}_{[−n′′(z∗)]} qerez l^2_⊥ v sootvetstvii s fftalonnoæ zadaqeæ.

DlØ plosko-sloistoæ sredy luqi ØvlØ¸tsØ ffkstremal~¸ funkcionala ∫_{n(z)} n(z^∗) ds i leßat v ploskostØh parallel~nyh osi z, na-

primer, v ploskosti (x, z). Zametim, qto luq, upavxiæ na dno

z = H pod uglom, bol~xim ugla polnogo vnutrennego otraße-

niØ, otraßaetsØ ot dna. Luq, upavxiæ na dno pod uglom, men~- xim ugla polnogo vnutrennego otraßeniØ, ne tol~ko otraßaetsØ ot dna, no i prelomlØetsØ v nego. Poskol~ku podstila¸- wee dno predpolagaetsØ odnorodnym, luq, prelomivxiæsØ v dno, ne vozvrawaetsØ bolee v vodnyæ sloæ. �to obstoØtel~stvo daet vozmoßnost~ ograniqit~sØ rassmotreniem luqeæ tol~ko v sloe

0 6 z < H.

Primenim preobrazovanie Fur~e po x k uravneni¸ (3.1) i usloviØm (3.3)–(3.5) u(x, z) = 1 2π +∞∫ −∞ e^{ikxζ}Ψ(z, ζ) dkζ, k = ωn_∗. (3.8) DlØ funkcii Ψ poluqim sledu¸wu¸ zadaqu Xturma–LiuvillØ:

∂^2Ψ ∂z^2 + k^2 [ n^2(z)n^{−2}_∗ − ζ^2 ] Ψ = − δ(z − z_0), 0 < z < H, (3.9)

s graniqnymi usloviØmi na poverhnosti z = 0, usloviØmi soprØßeniØ na dne z = H Ψ(0, ζ) = 0; Ψ(z, ζ)|_{z=H−0} = Ce^{−k} √_{n2H −ζ2(z−H)} |_{z=H+0}, ∂Ψ(z, ζ) ∂z | | | |_{z=H−0} = − –^{−1}k √ n^2_H − ζ^2Ce^{−k} √_{n2H −ζ2(z−H)} |_{z=H+0} (3.10)

212 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA, N. G. VLASıK i s usloviem tipa predel~nogo pogloweniØ (3.5).

Vvedem vmesto z i ζ novye peremennye Z i t, a takße bol~xoæ parametr zadaqi K sledu¸wim obrazom

Z = 2 √ K [−n^{′′}(z^∗)] n_∗ (z − z^∗) = 2 √ K(z − z^∗) l_⊥ , t + 1 2 = (1 − ζ^2)K,

K = k 2 √ n_∗ [−n^{′′}(z^∗)] = k l_⊥ 2 ≫ 1. (3.11)

Togda uravnenie (3.9) pereædet v uravnenie Vebera dlØ funkciæ paraboliqeskogo cilindra D_t(Z), D_t(−Z) s del~ta funkcieæ v pravoæ qasti. Postroim iz dvuh lineæno-nezavisimyh rexeniæ uravneniØ Vebera funkci¸ Grina Ψ(Z, Z_0, ζ) zadaqi Xturma- LiuvillØ (3.9)–(3.10) s zamenoæ uravneniØ (3.9) takim

∂^2Ψ ∂Z^2 + ( t + 1 2 − Z^2 4 ) Ψ = − l_⊥ 2 √ K δ(Z − Z_0), (3.12)

FunkciØ Grina Ψ(Z, Z_0, ζ) zadaqi (3.12),(3.10) imeet vid

Ψ(Z, Z_0, ζ) =

{_{Ψ1(Z0)Ψ2(Z)} W (Ψ1 Ψ2) , Z1 < Z < Z0, Ψ1(Z)Ψ2(Z0) W (Ψ1 Ψ2) , Z2 > Z > Z0, (3.13)

gde parametry Z_0, Z_1, Z_2 opredeleny formulami

Z_0 = 2 √ K (z_0 − z^∗) l_⊥ , Z_1 = 2 √ K (−z^∗) l_⊥ , Z_2 = 2 √ K (H − z^∗) l_⊥ . Funkci¸ Grina (3.13) moßno zapisat~ v bolee kompaktnoæ forme

Ψ(Z_>, Z_<, ζ) =

Ψ_1(Z_>)Ψ_2(Z_<) W (Ψ_1Ψ_2)

. (3.14)

Zdes~ qerez Z_>, (Z_<) oboznaqeny naibol~xee, sootvetstvenno, (naimen~xee) znaqenie argumentov (Z, Z_0), W (Ψ_1Ψ_2) – opredelitel~ Vronskogo dvuh lineæno nezavisimyh rexeniæ Ψ_1, Ψ_2.

Lineæno nezavisimye rexeniØ Ψ_1, Ψ_2 opredeleny formulami

Ψ_1(Z) = D_t(Z)D_t(−Z_1) − D_t(−Z)D_t(Z_1), Ψ_2(Z) = A D_t(Z) + B D_t(−Z), } (3.15)

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 213 v kotoryh kofffficienty A i B naædeny iz usloviæ soglasovaniØ (3.10) i sovpada¸t s sootvetstvu¸wimi kofffficientami v (2.4)

A = [D^′_t(−Z_2) − k √ ζ^2 − n^2_H

–^{Dt(−Z2)];}

B = [D^′_t(Z_2) + k √ ζ^2 − n^2_H –^{Dt(Z2)].} Togda opredelitel~ Vronskogo W (Ψ_1Ψ_2) dvuh lineæno nezavisimyh rexeniæ Ψ_1, Ψ_2 imeet vid

W (Ψ_1Ψ_2) = Ψ_1

∂Ψ_2 ∂Z − Ψ_2

∂Ψ_1 ∂Z = = −W (D_t(Z)D_t(−Z))[A D_t(Z_1) + B D_t(−Z_1)]. (3.16)

W (D_t(Z)D_t(−Z)) – vronskian funkciæ paraboliqeskogo cilin-

dra D_t(Z) i D_t(−Z) ravnyæ

W (D_t(Z)D_t(−Z)) = 2D_t(0) D^′_t(0) = 2 √ 2π Γ(t + 1) sin πt. (3.17)

Rexenie zadaqi (3.1)–(3.5) o vyqislenii polØ toqeqnogo istoqnika v volnovode s pokazatelem prelomleniØ blizkim k (3.6), (3.7) opredelØetsØ sledu¸wim integralom u(x, z) = 1 4π √ K +∞∫ −∞ e^{ikxζ}Ψ_1(Z_>)Ψ_2(Z_<) D_t(0)D^′_t(0)[A D_t(Z_1) + B D_t(−Z_1)]

dζ. (3.18)

Vyraßenie, stoØwee v kvadratnyh skobkah znamenatelØ formuly (3.18), ravno funkcii Ψ_2(Z_1). Sledovatel~no, korni znamenatelØ vyraßeniØ (3.18) sovpada¸t s kornØmi vronskiana

D_t(0)D^′_t(0) i funkcii Ψ_2(Z_1).

Odnako, naxi issledovaniØ kasa¸tsØ znaqeniæ Z i Z_0, prinadleßawih okrestnosti toqki minimuma skorosti. Ispol~zuØ asimptotiku funkciæ paraboliqeskogo cilindra pri Z_1 ≫ 1 i Z_2 ≫ 1, formuly perehoda (2.12)-(2.14) fftih asimptotik v funkcii �æri ili trigonometriqeskie funkcii i zony nahoßdeniØ sobstvennyh qisel (sm. Ris. 1), poluqim iskomu¸ funkci¸

u(x, z) v vide u(x, z) = 1 4π √ K +∞∫ −∞ e^{ikxζ}D_t(Z_<)[D_t(Z_>)D − D_t(−Z_>)] D_t(0)D^′_t(0)

dζ, (3.19)

214 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA, N. G. VLASıK gde D est~ nekotoroe otnoxenie funkciæ �æri na poverhnosti volnovoda v toqke Z_1. �to otnoxenie budet malo i v rexenii (3.19) moßno iskl¸qit~ iz rassmotreniæ slagaemoe v qislitele pri D_t(Z_>), [20].

Okonqatel~no budem issledovat~ integral u(x, z) = − 1 4π √ K +∞∫ −∞ e^{ikxζ}D_t(Z_<)D_t(−Z_>) D_t(0)D^′_t(0)

dζ. (3.20)

4. Vydelenie iz toqnogo rexeniØ “osevoæ” volny

Rexenie zadaqi (3.1)–(3.5) privedeno k vidu (3.20), polnost~¸ sovpada¸wemu s predstavleniem polØ toqeqnogo istoqnika fftalonnoæ zadaqi dlØ pokazatelØ prelomleniØ (3.7). SleduØ rabotam [8], [21], [22], sdelaem pervyæ xag v preobrazovanii rexeniØ (3.20).

Zapixem polnoe pole u(x, z) v vide summy normal~nyh voln, otveqa¸wih N vyqetam podintegral~noæ funkcii, i nekotorogo konturnogo integrala. Kontur γ_N ohvatyvaet poloßitel~nu¸ qast~ vewestvennoæ osi, gde raspoloßeny pol¸sa podintegral~- noæ funkcii, naqinaØ s N + 1, N + 2, ..., i t.d., i poloßitel~nu¸ mnimu¸ os~ na ploskosti kompleksnogo peremennogo ζ: u = N∑ n=0 u^{norm}_n − 1 4π √ K ∫ γ_N e^{ikxζ} D_t(Z_>)D_t(−Z_<) D_t(0)D^′_t(0) dζ, (4.1) gde u^{norm}_n = i 2 √ π (−1)^n n! e^{ikx} √_{1− 2n+12K} √ 2K − (2n + 1)

D_n(Z_>)D_n(−Z_<). (4.2)

UsloviØ na vybor veliqiny N budut ukazany pozße, (sm. formuly (4.11), (5.12)).

Vtoroæ xag preobrazovaniØ integrala (4.1) sostoit v sledu- ¸wem. V formule (3.17) dlØ vronskiana D_t(0)D^′_t(0), stoØwego v znamenatele podintegral~nogo vyraßeniØ (4.1), razloßim funkci¸ (sin πt)^{−1} v geometriqesku¸ progressi¸ s ostatoqnym qle- nom 1 sin πt = −2i [_{M−1}∑ m=0 e^{iπt(2m+1)} + e^{iπt(2M+1)} 1 − e^{i2πt} ] . (4.3)

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 215 PodstavlØØ (3.17) i rØd (4.3) vmesto (sin πt)^{−1} v integral (4.1), poluqim predstavlenie dlØ polØ u v vide summy normal~nyh voln, summy M integralov i ostatoqnogo integrala. Oqevidno, qto integraly, stoØwie v summe po m ot 0 do M −1, ravny nul¸, poskol~ku podyntegral~noe vyraßenie ne imeet osobennosteæ, i kontur integrirovaniØ γ_N stØgivaetsØ v toqku. Togda dlØ rexeniØ zadaqi poluqaem formulu: u = N∑ n=1 u^{norm}_n + i 2 √ 2K π ∫ γ_N e^{i[kxζ+πt(2M+1)]} Γ(t + 1)(1 − e^{i2πt})

D_t(Z_>)D_t(−Z_<)dζ. (4.4)

Na tret~em xage preobrazovaniØ v integrale (4.4) zamenim funkcii paraboliqeskogo cilindra na novye po formule

D_t(Z) =

Γ(t + 1) √ 2π [ e^{iπt/2}D_{−t−1}(iZ) + e^{−iπt/2}D_{−t−1}(−iZ) ] . (4.5)

Predpoloßim, qto kontur γ_N nastol~ko udalen ot toqki ζ =

1, (t = 0), qto na nem vypolnØ¸tsØ usloviØ: | | |t + 1 2 | | | ≫ 1, Re √ t + 1 2 − Z 2 ≫ | | |t + 1 2 | | |^{−1/6}. (4.6)

UsloviØ (4.6) oznaqa¸t, qto issleduetsØ oblast~ vblizi toqki povorota uravneniØ Vebera.

Togda funkcii paraboliqeskogo cilindra moßno zamenit~ na ih asimptotiqeskie razloßeniØ: D_{−t−1}(iZ) ∼ [ 1− Z^2 4(t +^1_2 ) ]_{−1/4} exp { −i ( t+ 1 2 ) P ( Z 2 √ t +^1_2 )} D_{−t−1}(0), (4.7) gde P (x) = x √ 1 − x^2 + arcsin x.

Ispol~zuØ asimptotiqeskie razloßeniØ (4.7), asimptotiki dlØ Gamma funkciæ i D_{−t−1}(0), zapixem integral (4.4) v vide u = N∑ n=1 u^{norm}_n + i 4π √ K ∑ α,β=±1 ∫ γ_N φ(t, Z_>, Z_<)e^{ikΦMαβ} 1 − e^{i2πt} dζ, (4.8)

Φ_{mαβ} = xζ + tπ k [ 2m + 1 + 1 2 (α + β) ] − t +^1_2 k [ αP ( Z_> 2 √ t +^1_2 ) −

216 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA, N. G. VLASıK −βP ( Z_< 2 √ t +^1_2 )] , (4.9)

φ = ( t + 1 2 − Z^2_> 4 )_{−1/4}( t + 1 2 − Z^2_< 4 )_{−1/4} . (4.10)

Osuwestvim qetvertyæ xag v preobrazovanii integrala, predstavlØ¸wego rexenie.

Integral po konturu γ_N v formule (4.8) razob~em na dva: na integral po konturam γ^1 i γ^2_N . Kontury γ^1 i γ^2_N pri Im ζ < 0 uhodØt na beskoneqnost~ v sektore −π/2 < arg ζ < −π/4, a pri

Im ζ > 0 kontur γ^1 uhodit na beskoneqnost~ v sektore π/2 < arg, ζ < 3π/4, a kontur γ^2_N – v sektore π/4 < arg ζ < π/2. Shematiqeski

kontury γ^1 i γ^2_N pokazany na ris. 2.

Ris. 2.

Kontur γ^2_N peresekaet vewestvennu¸ os~ pri ζ = a_N , tak qto

ζ_{N+1} < a_N < ζ_N , (4.11)

gde ζ_n = √ 1 −^{2n+1}_{kl⊥} . Moßno pokazat~, qto integraly po konturu γ^1 i γ^2_N suwestvu¸t po otdel~nosti.

Na pØtom xage preobrazovaniØ rexeniØ (4.1) v integrale po γ^1 razloßim znamenatel~ v geometriqesku¸ progressi¸ 1 1 − e^{i2πt} = ∞∑ m=0 e^{i2mπt},

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 217 togda formula (4.8) primet vid u = N∑ n=1 u^{norm}_n + ∞∑ m=M ∑ α,β=±1 I^{(1)}_{mαβ} + ∑ α,β=±1 I^{(2)}_{Mαβ}, (4.12) gde I^{(1)}_{mαβ} = i 4π √ K ∫ γ1 φ(ζ, Z_>, Z_<)e^{ikΦmαβ (ζ,x,Z>,Z<)}dζ, (4.13)

I^{(2)}_{Mαβ} = i 4π √ K ∫ γ2_N φ(ζ, Z_>, Z_<) e^{ikΦMαβ(ζ,x,Z>,Z<)} 1 − e^{i2πt} dζ, (4.14)

Slagaemoe ∑ α,β=±1 I (2) Mαβ formul (4.12), (4.14) budet sootvetstvovat~ osevoæ volne, kotoraØ vbiraet v sebØ sloßnoe interferencionnoe pole, sosredotoqennoe v okrestnosti linii minimuma skorosti po glubine volnovoda, (sm. Ris. 3).

Ris. 3.

Perehodim k osnovnomu (xestomu) xagu v cepi preobrazovaniæ integrala (4.1).

5. Vyqislenie integralov I^{(1)}_{mαβ} , I^{(2)}_{Mαβ}

Integraly I^{(1)}_{mαβ} mogut byt~ vyqisleny metodom stacionarnoæ fazy. Uravnenie dlØ stacionarnoæ toqki imeet vid (v peremennyh ζ, z – maloe) Φ^′_{mαβ} = x − ζ l_⊥ {[ 2m + 1 + 1 2 (α + β) ] π−

218 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA, N. G. VLASıK

−α arcsin ( (z − z^∗)_> l_⊥ √ 1 − ζ^2 ) +β arcsin ( (z − z^∗)_< l_⊥ √ 1 − ζ^2 )} = 0. (5.1)

Rexenie fftogo uravneniØ ζ = ζ_{mαβ} imeet naglØdnu¸ luqevu¸ interpretaci¸. Vypustim luq iz istoqnika x = 0, z = z_0 (predpoloßim, qto z_0 − z^∗ = (z − z^∗)_>) tak, qtoby on popal v toqku nabl¸deniØ (x, z − z^∗).

DlØ qastnogo zakona izmeneniØ pokazatelØ prelomleniØ (3.7) uravnenie luqa imeet vid (sm. [22]): z − z^∗ = A sin(Bx + C), gde A = l_⊥ √ 1 − a^2, B = 1 a l_⊥ ,

C = arcsin ( z_0 − z^∗ l_⊥ √ 1 − a^2 ) , l^2_⊥ = n_∗ [−n^{′′}_∗ ] . Veliqina a = n(z)n^{−1}_∗ cos Ψ(z) postoØnna na luqe (Ψ(z) est~ ugol meßdu kasatel~noæ k luqu i os~¸ x).

RasstoØnie meßdu sosednimi toqkami pereseqeniØ luqom osi x nazyva¸t ciklom, veliqina cikla ravna l = π a l_⊥. Oqevidno, imeet mesto ravenstvo

x = pl ± a l_⊥ arcsin ( z_0 − z^∗ l_⊥ √ 1 − a^2 ) ±

±a l_⊥ arcsin ( z − z^∗ l_⊥ √ 1 − a^2 ) . V fftom sluqae budem govorit~, qto luq imeet p ciklov. Znaki “+” ili “−” vybira¸tsØ v zavisimosti ot znakov z_0 − z^∗, z − z^∗ i qetnosti veliqiny p. Esli z_0 − z^∗ i z − z^∗ odinakovyh znakov i p – neqetnoe, to v formule nado brat~ odinakovye znaki, esli ße p – qetnoe, to – raznye. Esli veliqiny z_0 − z^∗ i z − z^∗ raznyh znakov, to naoborot. S uqetom fftogo pravila moßno zapisat~ x = [ 2m + 1 + α + β 2 ] l − α l_⊥a arcsin ( (z − z^∗)_> l_⊥ √ 1 − a^2 ) +

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 219

+β l_⊥a arcsin ( (z − z^∗)_< l_⊥ √ 1 − a^2 ) , α, β = ±1. (5.2) My vidim, qto formula (5.2) sovpadaet s (5.1), esli vzØt~

ζ = a, t.e. dlØ stacionarnoæ toqki poluqaem vyraßenie

ζ_{mαβ} = n(z) n^{−1}_∗ cos Ψ, (5.3)

gde Ψ – ugol vyhoda luqa, popada¸wego v toqku (x, z − z^∗) i ime¸wego 2m + 1 + (α + β)/2 ciklov. Zametim, qto imeet mesto monotonnost~ po veliqine m:

ζ_{mαβ} 6 ζ_m′_α′_β′ (5.4)

pri m > m^′ i l¸byh α, β, α^′, β^′. Netrudno pokazat~, qto faza

Φ_{mαβ}, vyqislennaØ v stacionarnoæ toqke ζ_{mαβ} , ravna ffækonalu

fftogo luqa Φ_{mαβ}(ζ_{mαβ} , x, z_>, z_<) = τ_{mαβ} (x, z_0, z). Rassmotrim teper~ vopros o pravomoqnosti primeneniØ metoda stacionarnoæ fazy. Legko videt~, qto naqal~nyæ kontur integrirovaniØ γ^1 moßet byt~ sovmewen so stacionarnym konturom dlØ fazy Φ_{mαβ}, kotoryæ prohodit qerez toqku ζ_{mαβ} i uhodit na beskoneqnost~, asimptotiqeski priblißaØs~ k luqam

arg ζ = −π/4 i arg ζ = 3π/4. Suwestvennoæ oblast~¸ integriro-

vaniØ budet oblast~, gde k 2 Φ^{′′}_{mαβ} (ζ_{mαβ}) (ζ − ζ_{mαβ})^2 = O(1). (5.5)

Metod stacionarnoæ fazy primenim, esli v suwestvennoæ oblasti integrirovaniØ pri n ¿ 3 vypolnØetsØ neravenstvo k n! Φ^{(n)}_{mαβ}(ζ_{mαβ} ) (ζ − ζ_{mαβ} )^n ≪ 1, (5.6)

gde Φ^{(n)}_{mαβ} – proizvodnaØ fazy porØdka n.

Uslovie (5.6) budet vypolneno, esli proizvodnye ot fazy udovletvorØ¸t neravenstvu kΦ^{(n)}_{mαζ} (ζ_{mαζ} ) [ kΦ^{′′}_{mαζ} (ζ_{mαζ} ) ]_{−n/2} ≪ 1. UqityvaØ (5.1), imeem:

Φ^{′′}_{mαζ} = −l_⊥ π [2m + 1 + (α + β)/2] + θ^′_{αβ} (ζ, z_>, z_<),

220 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA, N. G. VLASıK Φ^{(n)}_{mαζ} = θ^{(n−1)}_{αβ} (ζ, z_>, z_<), θ_{αβ} = l_⊥ ζ [ α arcsin (z − z^∗)_> l_⊥ √ 1 − ζ^2

− β arcsin (z − z^∗)_< l_⊥ √ 1 − ζ^2 ] . V real~nyh zadaqah rasprostraneniØ voln otnoxenie (z − z^∗)/l_⊥ ØvlØetsØ maloæ veliqinoæ. Pofftomu estestvenno predpoloßit~, qto vypolnØetsØ uslovie | | | z − z^∗ l_⊥ √ 1 − ζ^2 | | | ≪ 1. (5.7) Togda vyraßeniØ dlØ fazy i ee proizvodnoæ zametno uprostØtsØ. Imeem pri ζ blizkih k nul¸: θ_{αβ} ∼ ζ √ 1 − ζ^2 [α(z − z^∗)_> − β(z − z^∗)_<],

θ^{(n)}_{αβ} ∼ (−2)^n Γ ( n +^1_2 ) Γ (_1 2 ) ζ^{n+1} (1 − ζ^2)^{n+1/2} [α(z − z^∗)_> − β(z − z^∗)_<]. Esli predpoloßit~, qto vypolnØetsØ neravenstvo | | | | z − z^∗ (1 − ζ^2)^{3/2} | | | | ≪ l^⊥π [2m + 1 + (α + β)/2],

kotoroe s uqetom uravneniØ (5.1) ffkvivalentno uslovi¸ | | | z − z^∗ (1 − ζ^2)^{3/2} | | | ≪ x, (5.8) to my poluqim, qto vtoraØ proizvodnaØ ot fazy Φ^{′′}_{mαβ} ne obrawaetsØ v nul~ i imeet ocenku

Φ^{′′}_{mαβ} ∼ −l_⊥ π [2m + 1 + 1 2 (α + β)] ∼ − x ζ . (5.9)

Dalee neravenstvo (5.6) budet spravedlivo, esli stacionarnaØ toqka ζ = ζ_{mαβ} otdelena ot nulØ nastol~ko, qto vypolnØetsØ uslovie k(z − z^∗) (1 − ζ^2)^{n−1/2} (kx)^{−n/2} ≪ 1.

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 221 �to neravenstvo moßno perepisat~ v drugom vide

(1 − ζ^2) ≫ ( z − z^∗ x ) 2_{2n−1} ( kx )_− n−2_{2n−1} , n ¿ 3. (5.10)

UqityvaØ sdelannye ranee predpoloßeniØ, iz (4.6),(5.7),(5.8) poluqim, qto pri ζ = ζ_{mαβ} , udovletvorØ¸wem uslovi¸

1 − ζ^2 ≫ max { 1 kl_⊥ , ( z − z^∗ l_⊥ )_2 , ( z − z^∗ x ) 2_{2n−1} (kx)^{− n−22n−1} } , n ¿ 2, (5.11) provedenie metoda stacionarnoæ fazy dlØ integrala I^{(1)}_{mαβ} ne vstretit prepØtstviæ.

Rezul~tat vyqisleniØ integrala I^{(1)}_{mαβ} po metodu stacionarnoæ fazy daet geometriqesku¸ volnu, prohodØwu¸ qerez toqki

(0, z_0 − z^∗) i (x, z − z^∗) i ime¸wu¸ 2m + 1 + (α + β)/2 ciklov.

Itak, neobhodimo podobrat~ minimal~noe qislo N i maksimal~noe qislo M takim obrazom, qtoby metod stacionarnoæ fazy byl opravdan pri vyqislenii integrov I^{(1)}_{mαβ} , a ostatok I^{(2)}_{Mαβ} byl mal pri udalenii ot vewestvennoæ osi peremennoæ ζ.

Pereædem k zaverxa¸wemu (sed~momu) xagu v kombinirovannom metode V. B. Filippova.

ObratimsØ k integralu I^{(2)}_{Mαβ}. Predpoloßim, qto toqka pereseqeniØ a_N kontura γ^2_N s vewestvennoæ os~¸ udovletvorØet neravenstvu ζ_{Mαβ} 6 a_N 6 ζ_{M−1 α}′_β′ , ∀ α, β, α^′, β^′, (5.12) gde ζ_{mαβ} ∼ x l_⊥π[2m + 1 + (α + β)/2]

ØvlØetsØ stacionarnoæ toqkoæ dlØ integrala I^{(1)}_{mαβ} .

Zametim, qto, vvidu sootnoxeniØ (5.4), vsegda moßno dobit~- sØ, qtoby uslovie (5.12) vypolnØlos~. V verhneæ poluploskosti ζ pri Im ζ > 0 veliqina exp{i2πt} v znamenatele integrala I^{(2)}_{Mαβ} ffksponencial~no rastet, a v nißneæ poluploskosti pri Im ζ < 0 ffksponencial~no ubyvaet pri udalenii ot vewestvennoæ osi. Sledovatel~no, v verhneæ poluploskosti ζ (pri Im ζ > 0) podyntegral~noe vyraßenie v integrale I^{(2)}_{Mαβ} (sm. (4.14)) budet

222 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA, N. G. VLASıK

vesti sebØ kak exp { ikΦ_{M−1 αβ} } , a v nißneæ — kak exp { ikΦ_{Mαβ} } . Otmetim, qto exp { ikΦ_{Mαβ} } = exp { ikΦ_{M−1αβ} } exp { 2 i t π } . Netrudno pokazat~, qto pri vypolnenii usloviØ (5.12) podyntegral~noe vyraßenie ffksponencial~no ubyvaet pri udalenii ot vewestvennoæ osi.

Imeem pri ζ = a_N +iξ, uqityvaØ (4.10),

Φ_{mαβ}(ζ) = Φ_{mαβ} (a_N ) + iΦ^′_{mαβ} (a_N )ξ + O(Φ^{′′}_{mαβ} ξ^2),

t(ζ) = t(a_N ) − i k l_⊥ a_N ξ + O(k l_⊥ξ^2), φ(ζ) = 1 √ K [ 1 √ 1 − a^2_N + O ( ξ (1 − a^2_N )^{3/2} )] . PodstavlØØ ffti vyraßeniØ v formulu (4.14), poluqim: I^{(2)}_{Mαβ} ∼ − 1 4π √ 1 − a^2_N e^{ikΦMαβ (aN )}×

× +∞∫ −∞ e^{−kΦ′Mαβ (aN )ξ} 1 − e^{i2πt(aN )}e^{2πkl⊥ aN ξ} dξ. (5.13)

�tu formulu moßno zapisat~ v drugom vide I^{(2)}_{Mαβ}∼− 1 8π^2kl_⊥a_N √ 1 − a^2_N { e^{ikΦMαβ(aN )} [ F (α_N , β_N )+F (2−α_N , β_N ) ] −

−e^{ikΦM−1 αβ (aN )} [ F (1 − α_N , β_N ) + F (1 + α_N , β_N ) ] } , (5.14) gde F (α, β) = 1∫ 0 x^{α−1} 1 − 2x cos β + x^2

dx, (5.15)

α_N = −

Φ^′_{Mαβ}(a_N ) 2πl_⊥a_N , β_N = kl_⊥π(1 − a^2_N ) − π.

Zametim, qto formula (5.14) imeet smysl pri 1 > α_N > 0. �to vypolnØetsØ, esli spravedlivo neravenstvo (5.12) dlØ veliqiny

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 223

a_N . Pogrexnost~ formuly (5.14) imeet porØdok maksimuma iz

veliqin

xk^{−1}l^{−2}_⊥ , (kl_⊥)^{−1}(1 − a^2_N )^{−3/2},

v sootvetstvii s formuloæ (5.12) i s razloßeniem vblizi ζ =

a_N + iξ podintegral~noæ funkcii v (4.14).

6. Formulirovka osnovnyh rezul~tatov

Itak, pokazano, qto pri dostatoqno bol~xih znaqeniØh volnovogo qisla k = ω n_∗ imeet mesto kombinirovannoe predstavlenie (4.12) dlØ vyqisleniØ zvukovogo polØ u, v kotorom funkcii I^{(1)}_{mαβ} predstavlØ¸t soboæ znaqeniØ geometrooptiqeskih voln, a dlØ ostatka I^{(2)}_{Mαβ} spravedliva prostaØ formula (5.14). Veliqiny M i N (sootvetstvenno koliqestvo otweplennyh geometrooptiqeskih i normal~nyh voln) nahodØtsØ iz usloviØ, qtoby vypolnØlis~ neravenstva (4.11), (5.11), (5.12).

Literatura

1. V. S. Buldyrev, A. I. Lanin, Z. A. ˚nson, Vyqislenie polØ na osi simmetriqnogo volnovoda. — V kn. Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln. 14, (1974), 84–93.

2. V. E. Grikurov, M. M. Popov, Summation of Gaussian beams in a surfase Waveg-

uide. — Wave Motion, 5, (1983), 225–233.

3. A. P. Kaqalov, M. M. Popov, Primenenie metoda summirovaniØ gaussovyh puqkov dlØ rasqeta vysokoqastotnyh volnovyh poleæ. — Dokl. AN SSSR 258, No. 5 (1981), 1097–1100.

4. A. P. Kaqalov, M. M. Popov, Primenenie gaussovyh puqkov v izotropnoæ teorii uprugosti. — Preprint LOMI R-9-82. L.,(1982), 14 s.

5. A. S. Kr¸kovskiæ, D. S. Lukin, E. A. Palkin, Qislennoe sravnenie dvuh asimptotiqeskih metodov rexenie zadaq difrakcii voln v plavno neodnorodnyh sredah. — Izv. vuzov. Radiofizika. 29, No. 1 (1986), 79–88.

6. V. �. Grikurov, ˚vlenie perekrytiØ prikaustiqeskih zon v pripoverhnostnom volnovode i svØzannoe s nim obobwenie luqevogo metoda. — IzvestiØ VUZov. Radiofizika, 23, No. 9 (1980), 1038.

7. V. M. KudrØxov, Geometrovolnovoæ sposob vyqisleniØ akustiqeskih poleæ v volnovode. — Akustiqeskiæ ßurnal. 22, vyp. 5 (1976), 724–728.

8. V. B. Filippov, Ob odnom metode rasqeta polØ toqeqnogo istoqnika v volnovode. — Zap. nauqn. semin. LOMI. 99 (1980), 146–156.

9. A. Erdelyi, M. Wyman, The asymptotic evaluation of certain integrals. — ARMA.

14, No. 3 (1963), 217–260.

10. L. B. Felsen, Backscattering from wide-angle and narrow-angle cones. — J. Ap-

pl.Phys. 26, No. 2 (1955), 138–151.

224 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA, N. G. VLASıK

11. L. B. Felsen, Hybrid ray-mode fields in inhomogeneous waveguides and ducts. —

J. Acoust. Soc. Amer. 69, (1981), 352–361.

12. D. Ludwig, Diffraction by a circular cavity. — J. Math. Phys., 11, No. 5 (1970),

1617–1630.

13. V. S. Buldyrev, V. S. Buslaev, Asimptotiqeskie metody v zadaqah rasprostraneniØ zvuka v okeaniqeskih volnovodah i ih qislennaØ realizaciØ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 117, (1981), 39–77.

14. V. S. Buslaev, Struktura akustiqeskogo polØ vblizi poverhnosti glubokogo morØ. I — Zap. nauqn. semin. LOMI 117 (1981), 98–111.

15. V. S. Buldyrev, V. S. Buslaev, KaqestvennaØ struktura akustiqeskogo polØ v okeane. — Preprint instituta radiotehniki i fflektroniki AN SSSR No. 44 (416), M. (1984).

16. V. S. Buldyrev, V. S. Buslaev, Rasprostranenie zvuka v okeane. — Preprint instituta radiotehniki i fflektroniki AN SSSR, No. 45(417), M. (1984).

17. A. G. Alenitsyn, V. S. Buldyrev, V. E. Grikurov, and A. A. Fedotov, Sound pulse

simulation in deep ocean. — J. Comp. Acoust. 3, No. 1 (1995), 57–68.

18. L. M. Brehovskih, Akustika okeana. — Nauka, M. (1974). 19. L. M. Brehovskih, Volny v sloistyh sredah. — Nauka, M. (1973). 20. A. V. Lazuta, S. ı. SlavØnov, I. B. Tampel~, O rasprostranenii voln v dvuh svØznyh volnovodah s izluqeniem. — Trudy V Vseso¸znogo simpoziuma po difrakcii i rasprostraneni¸ voln. Nauka, L.,(1971), 125–133.

21. N. ˚. Kirpiqnikova, V. B. Filippov, N. G. Vlas¸k, Kombinirovannyæ metod rasqeta polØ toqeqnogo istoqnika v vodnovode. — Zap. nauqn. semin. POMI RAN, 257,(1999), 56–74.

22. V. S. Buldyrev, Pole toqeqnogo istoqnika v volnovode. — Trudy MIAN SSSR CXV, No. 1, Nauka, L., (1971), 78–102.

Philippov V.B., Kirpichnikova N. Ya., Vlasjuk N.G. Combined method of calculation of the field of the point source in a waveguide. (Layer media.)

The two-dimensional problem of propagation of waves, raised by a point source, in an interior layer wave guide is investigated. The Dirichlet condition is given on the bound of the wave guide and also two junction condition are defined on the interface between fluid and bottom. With help of cumbersome transformation the solution is represented as a sum of the geometro-optical waves, the normal waves and the residual is shown. The sufficient conditions on the general amount of the detached normal and geometro-optical waves are obtained. The residual is expressed by the simple formula.

Postupilo 1 marta 2004 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN