Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 308, 2004 g.

L. A. Molotkov

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN V BLOQNYH ȷIDKIH SREDAH

Rabota posvØwena P. V. Krauklisu v svØzi s ego semidesØtiletiem

V nastoØwee vremØ nabl¸daetsØ bol~xoæ interes k rasprostraneni¸ voln v trewinovatyh i poristyh sredah, nasywennyh ßidkost~¸, v tverdyh sredah s ßidkimi vkl¸qeniØmi, v ßidkih sredah s uprugimi vkl¸qeniØmi i v sredah, sostoØwih iz nesmexiva¸wihsØ ßidkosteæ. DlØ izuqeniØ volnovyh processov v ukazannyh sredah ispol~zu¸tsØ ffffektivnye modeli. Takimi modelØmi, v qastnosti, ØvlØ¸tsØ poristye sredy Bio [1], ffffektivnye modeli sloistyh sred [2, 3] i modeli bloqnyh sred [4–6].

PredlagaemaØ rabota ØvlØetsØ prodolßeniem cikla stateæ, posvØwennyh issledovani¸ voln v dvumernyh bloqnyh uprugoßidkih sredah. V nastoØweæ rabote rassmatriva¸tsØ ßidkie bloqnye sredy. V otliqie ot ukazannogo cikla stroØtsØ i issledu¸tsØ trehmernye i dvumernye bloqnye modeli. Pri vyvode trehmernyh bloqnyh modeleæ rassmatriva¸tsØ periodiqeskie vdol~ treh oseæ sredy, sostoØwie iz Øqeek s 8 ßidkimi blokami, i osrednenie provoditsØ v treh napravleniØh.

�ffektivnaØ model~ bloqnoæ trehmernoæ ili dvuhmernoæ ßidkoæ sredy ØvlØetsØ anizotropnoæ ßidkost~¸, v kotoroæ rasprostranØetsØ edinstvennaØ ob¨emnaØ volna. Skorosti fftoæ volny vyraßa¸tsØ formulami, kotorye issledu¸tsØ v rØde qastnyh sluqaev. V qastnosti, rassmatriva¸tsØ sluqai, kogda v napravleniØh koordinatnyh oseæ qeredu¸tsØ dva razliqnyh ßidkih bloka ili kogda v ßidkoæ srede suwestvu¸t ßidkie periodiqeskie vkl¸qeniØ, a vse okrußa¸wie ih bloki zapolneny odinakovymi ßidkostØmi. V oboih sluqaØh sreda sostoit iz

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI), granty No. 02-01-00260, 02-05-65081. 124

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN 125

dvuh raznyh ßidkosteæ i issleduetsØ zavisimost~ skorosti rasprostraneniØ vo vseæ srede ot raznosti plotnosteæ i raznosti skorosteæ rasprostraneniØ v dvuh razliqnyh blokah.

V svØzi s bol~xim interesom k izuqeni¸ rasprostraneniØ voln v razliqnyh smesØh sred v poslednie gody poØvilos~ mnoßestvo razliqnyh stateæ na fftu temu. Obzor takih rabot soderßitsØ v stat~e [7]. V bol~xinstve fftih stateæ [8, 9] skorosti voln v smesi vyraßaetsØ pravil~no s toqnost~¸ do kofffficientov qerez skorosti rasprostraneniØ v smexivaemyh sredah. V to ße vremØ v ukazannyh rabotah ne uqityvaetsØ vozmoßnaØ anizotropiØ i plotnosti osrednØ¸tsØ po samomu prostomu zakonu. V predlagaemoæ ße rabote obosnovanno provoditsØ bolee sloßnoe osrednenie plotnosteæ, pri fftom osrednØ¸tsØ kak sami plotnosti, tak i ih obratnye veliqiny. O neobhodimosti osredneniØ plotnosteæ i ih obratnyh veliqin ukazyvalos~ ewe v rabote [2] pri vyvode ffffektivnoæ modeli periodiqeskoæ sloistoæ ßidkoæ sredy.

§1. �ffektivnaØ model~ trehmernoæ bloqnoæ sredy

Pust~ zadana trehmernaØ periodiqeskaØ vdol~ koordinatnyh oseæ ßidkaØ sistema 0 6 x 6 H, 0 6 y 6 H, 0 6 z 6 ~H, v kotoroæ v napravleniØh oseæ x, y i z raspoloßeny sootvetstvenno n, n i ~n periodov s dlinami h, h i ~h. �ta sistema razdelØetsØ na nn~n odinakovyh Øqeek v vide prØmougol~nyh parallelepipedov. Razmery fftih Øqeek sovpada¸t s dlinami periodov h, h i ~h. KaßdaØ Øqeæka sostoit iz vos~mi odnorodnyh ßidkih blokov

1, 2, . . . , 8 (ris. 1). Razmery pervogo, vtorogo, tret~ego, qetver-

togo, pØtogo, xestogo, sed~mogo i vos~mogo blokov vyraßa¸tsØ ravenstvami

h_1 = hε_1, h_1 = hε_1, ~h_1 = ~h~ε_1,

h_2 = hε_2, h_1 = hε_1, ~h_1 = ~h~ε_1,

h_1 = hε_1, h_2 = hε_2, ~h_1 = ~h~ε_1,

h_2 = hε_2, h_2 = hε_2, ~h_1 = ~h~ε_1,

h_1 = hε_1, h_1 = hε_1, ~h_2 = ~h~ε_2,

h_2 = hε_2, h_1 = hε_1, ~h_2 = ~h~ε_2,

126 L. A. MOLOTKOV h_1 = hε_1, h_2 = hε_2, ~h_2 = ~h~ε_2, h_2 = hε_2, h_2 = hε_2, ~h_2 = ~h~ε_2, ε_1 + ε_2 = 1, ε_1 + ε_2 = 1, ~ε_1 + ~ε_2 = 1.

(1.1)

Ris. 1. ˚qeæka.

ȷidkaØ sreda i (i = 1, 2, . . . , 8), zapolnØ¸waØ blok i, opisyvaetsØ uravneniØmi − p_i = λ_i ( ∂u_{xi} ∂x + ∂u_{yi} ∂y + ∂u_{zi} ∂z ) , − ∂p_i ∂x = ρ_i ∂^2u_{xi} ∂t^2 , − ∂p_i ∂y = ρ_i ∂^2u_{yi} ∂t^2 , − ∂p_i ∂z = ρ_i ∂^2u_{zi} ∂t^2 , (1.2)

v kotoryh u_{xi}, u_{yi}, u_{zi} – smeweniØ, p_i – davlenie, ρ_i – plotnost~,

λ_i = ρ_iv^2_i (1.3)

i v_i – skorost~ rasprostraneniØ. Na vnutrennih granicah vypolnØ¸tsØ usloviØ:

p_1 = p_5, p_2 = p_6, p_3 = p_7, p_4 = p_8, u_{z1} = u_{z5}, u_{z2} = u_{z6}, u_{z3} = u_{z7}, u_{z4} = u_{z8} (1.4)

na ploskosti z = const,

p_1 = p_2, p_3 = p_4, p_5 = p_6, p_7 = p_8, u_{x1} = u_{x2}, u_{x3} = u_{x4}, u_{x5} = u_{x6}, u_{x7} = u_{x8} (1.5)

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN 127

pri x = const i

p_1 = p_3, p_2 = p_4, p_5 = p_7, p_6 = p_8,

u_{y1} = u_{y3}, u_{y2} = u_{y4}, u_{y5} = u_{y7}, u_{y6} = u_{y8} (1.6)

pri y = const.

Na vnexnih granicah sistemy vypolnØ¸tsØ nekotorye lineænye kraevye usloviØ, no konkretnyæ vid fftih usloviæ okazyvaetsØ nesuwestvennym dlØ naxeæ zadaqi. Takße nesuwestvennymi ØvlØ¸tsØ harakter i raspoloßenie lineænyh istoqnikov, vozbußda¸wih sistemu.

DlØ zadannoæ sistemy Øqeek i blokov postroim ffffektivnu¸ model~. S fftoæ cel~¸ v volnovom pole fftoæ sistemy soverxim predel~nyæ perehod pri usloviØh n → ∞, n → ∞, ~n → ∞, h_1 → 0, h_2 → 0, h_1 → 0, h_2 → 0, ~h_1 → 0, ~h_2 → 0, H = const, H = const, ~H = const, (1.7)

ε_1 = const, ε_2 = const, ε_1 = const, ε_2 = const, ~ε_1 = const, ~ε_2 = const

i postroim uravneniØ, kotorym udovletvorØet predel~noe volnovoe pole. �ti uravneniØ opisyva¸t ffffektivnu¸ model~ zadannoæ bloqnoæ struktury. Pri osuwestvlenii predel~nogo perehoda kaßdaØ Øqeæka sßimaetsØ v toqku, a volnovoe pole v Øqeæke srednØetsØ. �to osrednenie provoditsØ metodom matriqnogo osredneniØ [2, 3]. Soglasno fftomu metodu, posle osredneniØ graniqnye usloviØ (1.4)–(1.6) vypolnØ¸tsØ vo vseæ oblasti i davlenie vo vseh blokah odnoæ Øqeæki okazyvaetsØ odinakovym i ravny p. Takße odinakovymi okaßutsØ smeweniØ v nekotoryh sosednih blokah

u_{x1} = u_{x2} = u^{(1.2)}_x , u_{x3} = u_{x4} = u^{(3.4)}_x ,

u_{x5} = u_{x6} = u^{(5.6)}_x , u_{x7} = u_{x8} = u^{(7.8)}_x ,

u_{y1} = u_{y3} = u^{(1.3)}_y , u_{y2} = u_{y4} = u^{(2.4)}_y ,

u_{y5} = u_{y7} = u^{(5.7)}_y , u_{y6} = u_{y8} = u^{(6.8)}_y , (1.8)

u_{z1} = u_{z5} = u^{(1.5)}_z , u_{z2} = u_{z6} = u^{(2.6)}_z ,

u_{z3} = u_{z7} = u^{(3.7)}_z , u_{z4} = u_{z8} = u^{(4.8)}_z .

Proizvodnye davleniØ p i smeweniæ (1.8) po koordinatam osred-

128 L. A. MOLOTKOV

nØ¸tsØ po formulam ∂p ∂x = ∂p_1 ∂x ε_1 + ∂p_2 ∂x ε_2 = ∂p_3 ∂x ε_1 + ∂p_4 ∂x ε_2 = = ∂p_5 ∂x ε_1 + ∂p_6 ∂x ε_2 = ∂p_7 ∂x ε_1 + ∂p_8 ∂x ε_2, ∂p ∂y = ∂p_1 ∂y ε_1 + ∂p_3 ∂y ε_2 = ∂p_2 ∂y ε_1 + ∂p_4 ∂y ε_2 = = ∂p_5 ∂y ε_1 + ∂p_7 ∂y ε_2 = ∂p_6 ∂y ε_1 + ∂p_8 ∂y ε_2, ∂p ∂z = ∂p_1 ∂z ~ε_1 + ∂p_5 ∂z ~ε_2 = ∂p_2 ∂z ~ε_1 + ∂p_6 ∂z ~ε_2 = = ∂p_3 ∂z ~ε_1 + ∂p_7 ∂x ~ε_2 = ∂p_4 ∂z ~ε_1 + ∂p_8 ∂z ~ε_2;

(1.9)

∂u^{(1.2)}_x ∂x = ε_1 ∂u_{x1} ∂x + ε_2 ∂u_{x2} ∂x , ∂u^{(3.4)}_x ∂x = ε_1 ∂u_{x3} ∂x + ε_2 ∂u_{x4} ∂x , ∂u^{(5.6)}_x ∂x = ε_1 ∂u_{x5} ∂x + ε_2 ∂u_{x6} ∂x , ∂u^{(7.8)}_x ∂x = ε_1 ∂u_{x7} ∂x + ε_2 ∂u_{x8} ∂x ; (1.10)

∂u^{(1.3)}_y ∂y = ε_1 ∂u_{y1} ∂y + ε_2 ∂u_{y3} ∂y , ∂u^{(2.4)}_y ∂y = ε_1 ∂u_{y2} ∂y + ε_2 ∂u_{y4} ∂y , ∂u^{(5.7)}_y ∂y = ε_1 ∂u_{y5} ∂y + ε_2 ∂u_{y7} ∂y , ∂u^{(6.8)}_y ∂y = ε_1 ∂u_{y6} ∂y + ε_2 ∂u_{y8} ∂y , (1.11)

∂u^{(1.5)}_z ∂z = ~ε_1 ∂u_{z1} ∂z + ~ε_2 ∂u_{z5} ∂z , ∂u^{(2.6)}_z ∂z = ~ε_1 ∂u_{z2} ∂z + ~ε_2 ∂u_{z6} ∂z , ∂u^{(3.7)}_z ∂z = ~ε_1 ∂u_{z3} ∂z + ~ε_2 ∂u_{z7} ∂z , ∂u^{(4.8)}_z ∂z = ~ε_1 ∂u_{z4} ∂z + ~ε_2 ∂u_{z8} ∂z . (1.12)

Osrednenie po formulam (1.9) provoditsØ nezavisimo po vsem trem koordinatam s ispol~zovaniem vtorogo, tret~ego i qetver-

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN 129

togo uravneniæ (1.2). V rezul~tate prihodim k uravneniØm

− ∂p ∂x = ρ_{12}

∂^2u^{(1.2)}_x ∂t^2 , − ∂p ∂x = ρ_{34}

∂^2u^{(3.4)}_x ∂t^2 , − ∂p ∂x = ρ_{56}

∂^2u^{(5.6)}_x ∂t^2 , − ∂p ∂x = ρ_{78}

∂^2u^{(7.8)}_x ∂t^2 , − ∂p ∂y = ρ_{13}

∂^2u^{(1.3)}_y ∂t^2 , − ∂p ∂y = ρ_{24}

∂^2u^{(2.4)}_y ∂t^2 , − ∂p ∂y = ρ_{57}

∂^2u^{(5.7)}_y ∂t^2 , − ∂p ∂y = ρ_{68}

∂^2u^{(6.8)}_y ∂t^2 , − ∂p ∂z = ρ_{15}

∂^2u^{(1.5)}_z ∂t^2 , − ∂p ∂z = ρ_{26}

∂^2u^{(2.6)}_z ∂t^2 , − ∂p ∂z = ρ_{37}

∂^2u^{(3.7)}z ∂t^2 , − ∂p ∂z = ρ_{48}

∂^2u^{(4.8)}z ∂t^2 ,

(1.13)

v kotoryh ispol~zovany oboznaqeniØ

ρ_{12} = ρ_1 ε_1 + ρ_2ε_2, ρ_{34} = ρ_3ε_1 + ρ_4ε_2, ρ_{56} = ρ_5 ε_1 + ρ_6ε_2, ρ_{78} = ρ_7ε_1 + ρ_8ε_2, ρ_{13} = ρ_1 ε_1 + ρ_3ε_2, ρ_{24} = ρ_2ε_1 + ρ_4ε_2, ρ_{57} = ρ_5 ε_1 + ρ_7ε_2, ρ_{68} = ρ_6ε_1 + ρ_8ε_2, ρ_{15} = ρ_1 ~ε_1 + ρ_5 ~ε_2, ρ_{26} = ρ_2 ~ε_1 + ρ_6 ~ε_2, ρ_{37} = ρ_3 ~ε_1 + ρ_7 ~ε_2, ρ_{48} = ρ_4 ~ε_1 + ρ_8 ~ε_2.

(1.14)

SootnoxeniØ (1.13) ØvlØ¸tsØ uravneniØmi sploxnoæ sredy dlØ ffffektivnoæ modeli. Qtoby vyvesti sootvetstvu¸wee uravnenie zakona Guka, neobhodimo proizvesti osrednenie po trem koordinatam s ispol~zovaniem pervogo ravenstva (1.2) i formul (10.10)–(10.12). �to osrednenie vypolnØetsØ sperva vdol~ osi x, zatem po osi y i v konce vdol~ osi z. Posle osredneniØ po osi

130 L. A. MOLOTKOV

x prihodim k qetyrem uravneniØm ∂u^{(1.2)}_x ∂x = −ε_1 ∂u_{y1} ∂y −ε_1 ∂u_{z1} ∂z −ε_2 ∂u_{y2} ∂y −ε_2 ∂u_{z2} ∂z − ( ε_1 λ_1 + ε_2 λ_2 ) p, ∂u^{(3.4)}_x ∂x = −ε_1 ∂u_{y3} ∂y −ε_1 ∂u_{z3} ∂z −ε_2 ∂u_{y4} ∂y −ε_2 ∂u_{z4} ∂z − ( ε_1 λ_3 + ε_2 λ_4 ) p, ∂u^{(5.6)}_x ∂x = −ε_1 ∂u_{y5} ∂y −ε_1 ∂u_{z5} ∂z −ε_2 ∂u_{y6} ∂y −ε_2 ∂u_{z6} ∂z − ( ε_1 λ_5 + ε_2 λ_6 ) p, ∂u^{(7.8)}x ∂x = −ε_1 ∂u_{y7} ∂y −ε_1 ∂u_{z7} ∂z −ε_2 ∂u_{y8} ∂y −ε_2 ∂u_{z8} ∂z − ( ε_1 λ_7 + ε_2 λ_8 ) p.

(1.15)

Posle osredneniØ vdol~ osi y poluqim dva uravneniØ

ε_1 ∂u^{(1.2)}_x ∂x + ε_2 ∂u^{(3.4)}_x ∂x + ε_1 ∂u^{(1.3)}_y ∂y + ε_2 ∂u^{(2.4)}_y ∂y = = −ε_1ε_1 ∂u_{z1} ∂z − ε_2ε_1 ∂u_{z2} ∂z − ε_1ε_2 ∂u_{z3} ∂z − ε_2ε_2 ∂u_{z4} ∂z − − ( ε_1ε_1 λ_1 + ε_2ε_1 λ_2 + ε_1ε_2 λ_3 + ε_2ε_2 λ_4 ) p, ε_1 ∂u^{(5.6)}_x ∂x + ε_2 ∂u^{(7.8)}_x ∂x + ε_1 ∂u^{(5.7)}_y ∂y + ε_2 ∂u^{(6.8)}_y ∂y = = −ε_1ε_1 ∂u_{z5} ∂z − ε_2ε_1 ∂u_{z6} ∂z − ε_1ε_2 ∂u_{z7} ∂z − ε_2ε_2 ∂u_{z8} ∂z − − ( ε_1ε_1 λ_5 + ε_2ε_1 λ_6 + ε_1ε_2 λ_7 + ε_2ε_2 λ_8 ) p.

(1.16)

V rezul~tate osredneniØ po osi z prihodim k uravneni¸

(~v_1 +~v_2) ∂u^{(1.2)}_x ∂x +(~v_3 +~v_4 ) ∂u^{(3.4)}_x ∂x +(~v_5 +~v_6) ∂u^{(5.6)}_x ∂x +(~v_7 +~v_8) ∂u^{(7.8)}_x ∂x + (~v_1 +~v_3) ∂u^{(1.3)}_y ∂y +(~v_2 +~v_4 ) ∂u^{(2.4)}_y ∂y +(~v_5 +~v_7) ∂u^{(5.7)}_y ∂y +(~v_6 +~v_8) ∂u^{(6.8)}_y ∂y = = (~v_1 +~v_5 ) ∂u^{(1.5)}z ∂z +(~v_2 +~v_6) ∂u^{(2.6)}z ∂z +(~v_3 +~v_7) ∂u^{(3.7)}z ∂z +(~v_4 + ~v_8) ∂u^{(4.8)}z ∂z = = − ( ~v_1 λ_1 + ~v_2 λ_2 + ~v_3 λ_3 + ~v_4 λ_4 + ~v_5 λ_5 + ~v_6 λ_6 + ~v_7 λ_7 + ~v_8 λ_8 ) p, (1.17)

gde v_i (i = 1, 2, . . . , 8) – otnositel~nyæ ob¨em bloka s nomerom i

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN 131

vnutri Øqeæki i

~v_1 = ε_1ε_1 ~ε_1, ~v_2 = ε_2ε_1 ~ε_1, ~v_3 = ε_1ε_2 ~ε_1, ~v_4 = ε_2ε_2 ~ε_1, ~v_5 = ε_1ε_1 ~ε_2, ~v_6 = ε_2ε_1 ~ε_2, ~v_7 = ε_1ε_2 ~ε_2, ~v_8 = ε_2ε_2 ~ε_2, ~v_1 + ~v_2 + ~v_3 + ~v_4 + ~v_5 + ~v_6 + ~v_7 + ~v_8 = 1.

(1.18)

Iz uravneniØ (1.17) i formuly (1.18) sleduet, qto rezul~tat trehkratnogo osredneniØ ne zavisit ot porØdka osredneniæ. Sootnoxenie (1.17) polezno predstavit~ ravenstvom

− p = λ [ (~v_1 + ~v_2) ∂u^{(1.2)}_x ∂x + (~v_3 + ~v_4) ∂u^{(1.2)}_x ∂x + (~v_5 + ~v_6) ∂u^{(5.6)}_x ∂x + + (~v_7 + ~v_8) ∂u^{(7.8)}_x ∂x + (~v_1 + ~v_3) ∂u^{(1.3)}_y ∂y + (~v_2 + ~v_4) ∂u^{(2.4)}_y ∂y + + (~v_5 + ~v_7) ∂u^{(5.7)}_y ∂y + (~v_6 + ~v_8) ∂u^{(6.8)}_y ∂y + (~v_1 + ~v_5) ∂u^{(1.5)}_z ∂z + (1.19)

+ (~v_2 + ~v_6) ∂u^{(2.6)}_z ∂z + (~v_3 + ~v_7) ∂u^{(3.7)}_z ∂z + (~v_4 + ~v_8) ∂u^{(4.8)}_z ∂z ] , gde λ = 1/ 8∑ i=1 ~v_i λ_i . (1.20)

Uravnenie (1.19) ØvlØetsØ uravneniem zakona Guka dlØ ffffektivnoæ modeli i sovmestno s uravneniØmi (1.13) opisyvaet ffffektivnu¸ model~. Volnovoe pole v ffffektivnoæ modeli harakterizuetsØ 12 smeweniØmi u^{(1.2)}x , u^{(3.4)}x , u^{(5.6)}x , u^{(7.8)}x , u^{(1.3)}y , u^{(2.4)}y ,

u^{(5.6)}_y , u^{(6.8)}_y , u^{(1.5)}_z , u^{(2.6)}_z , u^{(3.7)}_z , u^{(3.8)}_z i davleniem p, i dlØ oprede-

leniØ ih veliqin vyvedeno 13 uravneniæ (1.13) i (1.19).

Preobrazuem teper~ poluqennye uravneniØ (1.13) i (1.19) i sokratim koliqestvo uravneniæ s 13 do 4. S fftoæ cel~¸ vvedem

132 L. A. MOLOTKOV

srednie smeweniØ vdol~ oseæ x, y, z po formulam

u_x = (~v_1 + ~v_2)u^{(1.2)}_x + (~v_3 + ~v_4)u^{(3.4)}_x + + (~v_5 + ~v_6)u^{(5.6)}_x + (~v_7 + ~v_8)u^{(7.8)}_x , u_y = (~v_1 + ~v_3)u^{(1.3)}_y + (~v_2 + ~v_4)u^{(2.4)}_y + + (~v_5 + ~v_7)u^{(5.7)}_y + (~v_6 + ~v_8)u^{(6.8)}_y , u_z = (~v_1 + ~v_5)u^{(1.5)}_z + (~v_2 + ~v_6)u^{(2.6)}_z + + (~v_3 + ~v_7)u^{(3.7)}_z + (~v_4 + ~v_8)u^{(4.8)}_z

(1.21)

i, predpolagaØ vypolnenie nulevyh naqal~nyh usloviæ volnovym polem, zapixem na osnovanii uravneniæ (1.13) sootnoxeniØ

ρ_{12}u^{(1.2)}_x = ρ_{34}u^{(3.4)}_x = ρ_{56}u^{(5.6)}_x = ρ_{78}u^{(7.8)}_x , ρ_{13}u^{(1.3)}_y = ρ_{24}u^{(2.4)}_y = ρ_{57}u^{(5.7)}_y = ρ_{68}u^{(6.8)}_y , ρ_{15}u^{(1.5)}_z = ρ_{26}u^{(2.6)}_z = ρ_{37}u^{(3.7)}_z = ρ_{48}u^{(4.8)}_z .

(1.22)

Iz ravenstv (1.21) i (1.22) sledu¸t formuly

u^{(1.2)}_x = ρ_xu_x ρ_{12}

, u^{(3.4)}_x = ρ_xu_x ρ_{34} , u^{(5.6)}_x = ρ_xu_x ρ_{56}

, u^{(7.8)}_x = ρ_xu_x ρ_{78} , u^{(1.3)}_y = ρ_xu_y ρ_{13}

, u^{(2.4)}_y = ρ_y u_y ρ_{24} , u^{(5.7)}_y = ρ_y u_y ρ_{57}

, u^{(6.8)}_y = ρ_y u_y ρ_{68} , u^{(1.5)}_z = ρ_z u_z ρ_{15}

, u^{(2.6)}_z = ρ_zu_z ρ_{26} , u^{(3.7)}_z = ρ_z u_z ρ_{37}

, u^{(4.8)}_z = ρ_zu_z ρ_{48} ,

(1.23)

v kotoryh

ρ_x = ( ~v_1 + ~v_2

ρ_{12} + ~v_3 + ~v_4 ρ_{34} + ~v_5 + ~v_6

ρ_{56} + ~v_7 + ~v_8 ρ_{78} )�1_, ρ_y = ( ~v_1 + ~v_3

ρ_{13} + ~v_2 + ~v_4 ρ_{24} + ~v_5 + ~v_7

ρ_{57} + ~v_6 + ~v_8 ρ_{68} )�1_, ρ_z = ( ~v_1 + ~v_5

ρ_{15} + ~v_2 + ~v_6 ρ_{26} + ~v_3 + ~v_7

ρ_{37} + ~v_4 + ~v_8 ρ_{48} )�1_. (1.24)

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN 133

Ispol~zuØ srednie vdol~ oseæ smeweniØ (1.21), predstavim zakon Guka (1.19) uravneniem −p = λ ( ∂u_x ∂x + ∂u_y ∂y + ∂u_z ∂z ) . (1.25)

Dvenadcat~ uravneniæ sploxnoæ sredy (1.13) mogut byt~ zameneny tremØ uravneniØmi − ∂p ∂x = ρ_x ∂^2u_x ∂t^2 , − ∂p ∂y = ρ_y ∂^2u_y ∂t^2 , − ∂p ∂z = ρ_z ∂^2u_z ∂t^2 . (1.26)

Takim obrazom, ffffektivnaØ model~ opisyvaetsØ qetyr~mØ uravneniØmi (1.25) i (1.26) otnositel~no davleniØ p i treh srednih smeweniæ u_x, u_y i u_z. Smewenie v blokah vyraßa¸tsØ formulami (1.23) qerez srednie smeweniØ vdol~ koordinatnyh oseæ. �ffektivnaØ model~ ØvlØetsØ ortotropnoæ ßidkost~¸ s tremØ razliqnymi ffffektivnymi plotnostØmi vdol~ koordinatnyh oseæ (1.24).

§2. �nergetiqeskie issledovaniØ Postroim vyraßeniØ dlØ plotnosteæ kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergiæ v volnovom pole rassmatrivaemoæ ffffektivnoæ modeli. V fftoæ cel~¸ pomnoßim pervoe, vtoroe i tret~e uravneniØ (1.26) sootvetstvenno na ∂u_x/∂t, ∂u_y/∂t, ∂u_z/∂t i sloßim poqlenno poluqennye uravneniØ. Posle fflementarnyh preobrazovaniæ pridem k uravneni¸ ffnergetiqeskogo balansa ∂p_x ∂x + ∂p_y ∂y + ∂p_z ∂z = ∂W_k ∂t + ∂W_p ∂t , (2.1) gde p_x = −p ∂u_x ∂t , p_y = −p ∂u_y ∂t , p_z = −p ∂u_z ∂t (2.2)

– potoki ffnergiæ vdol~ oseæ x, y i z,

W_k = 1 2 [ ρ_x ( ∂u_x ∂t )_2 + ρ_y (∂u_y ∂t )_2 + ρ_z ( ∂u_z ∂t )_2]

(2.3)

– plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii i ∂W_p ∂t = −p ∂ ∂t ( ∂u_x ∂x + ∂u_y ∂y + ∂u_z ∂z ) (2.4)

134 L. A. MOLOTKOV

– skorost~ izmeneniØ plotnosti potencial~noæ ffnergii. Posle podstanovki v sootnoxenie (2.4) uravneniØ (1.25) poluqim formulu

W_p = λ 2 ( ∂u_x ∂x + ∂u_y ∂y + ∂u_z ∂z )_2 (2.5)

dlØ plotnosti potencial~noæ ffnergii.

SootnoxeniØ (2.3) i (2.5), opredelØ¸wie plotnosti kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergiæ, mogut byt~ vyvedeny bez ispol~zovaniØ uravneniæ (1.25) i (1.26). Plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii volnovogo polØ v bloke i predstavlØetsØ oqevidnoæ formuloæ W_{ki} = ρ_i 2 [( ∂u_{xi} ∂t )_2 + (∂u_{yi} ∂t )_2 + ( ∂u_{zi} ∂t )_2] . (2.6)

Plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii v odnoæ Øqeæke vyraßaetsØ sootnoxeniem

W_k = 1 2 1_∑ i=1 ρ_i~v_i [( ∂u_{xi} ∂t )_2 + ( ∂u_{yi} ∂t )_2 + (∂u_{zi} ∂t )_2] . (2.7)

Esli predpoloßit~ ravenstvo smeweniæ v nekotoryh sosednih blokah i vvesti srednie plotnosti massy v smeßnyh blokah, to sootnoxenie (2.7) zamenitsØ formuloæ

W_k = 1 2 [ (~v_1 + ~v_2)ρ_{12} ( ∂u(1.2)_x ∂t )_2 + (~v_3 + ~v_4)ρ_{34} ( ∂u(3.4)_x ∂t )_2 + + (~v_5 + ~v_6)ρ_{56} ( ∂u(5.6)_x ∂t )_2

+ (~v_7 + ~v_8)ρ_{78} (∂u(7.8)_x ∂t )_2 + + (~v_1 + ~v_3)ρ_{13} ( ∂u(1.3)_y ∂t )_2

+ (~v_2 + ~v_4)ρ_{24} (∂u(2.4)_y ∂t )_2 + + (~v_5 + ~v_7)ρ_{57} ( ∂u(5.7)_y ∂t )_2

+ (~v_6 + ~v_8)ρ_{68} (∂u(6.8)_y ∂t )_2 + + (~v_1 + ~v_5)ρ_{15} ( ∂u(1.5)_z ∂t )_2

+ (~v_2 + ~v_6)ρ_{26} (∂u(2.6)_z ∂t )_2 + + (~v_3 + ~v_7)ρ_{37} ( ∂u(3.7)_z ∂t )_2

+ (~v_4 + ~v_8)ρ_{48} (∂u(4.8)_z ∂t )_2] .

(2.8)

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN 135

Na osnovanii ravenstva davleniæ vo vseh blokah odnoæ Øqeæki predpoloßim, qto vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ

ρ_{12} ∂u^{(1.2)}_x ∂t = ρ_{34} ∂u^{(3.4)}_x ∂t = ρ_{56} ∂u^{(5.6)}_x ∂t = ρ_{78} ∂u^{(7.8)}_x ∂t , ρ_{13} ∂u^{(1.3)}_y ∂t = ρ_{24} ∂u^{(2.4)}_y ∂t = ρ_{57} ∂u^{(5.7)}_y ∂t = ρ_{68} ∂u^{(6.8)}_y ∂t , ρ_{15} ∂u^{(1.5)}_z ∂t = ρ_{26} ∂u^{(2.6)}_z ∂t = ρ_{37} ∂u^{(3.7)}_z ∂t = ρ_{48} ∂u^{(4.8)}_z ∂t . (2.9)

Krome togo, dlØ srednih skorosteæ smeweniæ zapixem formuly ∂u_x ∂t = (~v_1 +~v_2) ∂u^{(1.2)}_x ∂t +(~v_3 +~v_4) ∂u^{(3.4)}_x ∂t + + (~v_5 +~v_6 ) ∂u^{(5.6)}_x ∂t +(~v_7 +~v_8) ∂u^{(7.8)}_x ∂t , ∂u_y ∂t = (~v_1 +~v_3) ∂u^{(1.3)}y ∂t +(~v_2 +~v_4) ∂u^{(2.4)}y ∂t + + (~v_5 +~v_7 ) ∂u^{(5.7)}_y ∂t +(~v_6 +~v_8) ∂u^{(6.8)}_y ∂t , ∂u_z ∂t = (~v_1 +~v_5) ∂u^{(1.5)}z ∂t +(~v_2 +~v_6) ∂u^{(2.6)}z ∂t + + (~v_3 +~v_7 ) ∂u^{(3.7)}_z ∂t +(~v_4 + ~v_8) ∂u^{(4.8)}_z ∂t .

(2.10)

Ravenstva (2.9) i (2.10) otliqa¸tsØ ot sootnoxeniæ (1.22) i (1.21) tol~ko operacieæ differencirovaniØ. S uqetom sootnoxeniæ (2.9) i (2.10) formula (2.8) zamenØetsØ ravenstvom

W_k = 1 2 [ ρ_{12} ∂u_x ∂t ∂u^{(1.2)}_x ∂t + ρ_{13} ∂u_y ∂t ∂u^{(1.3)}_y ∂t + ρ_{15} ∂u_z ∂t ∂u^{(1.5)}_z ∂t ] . (2.11)

Iz formul (2.9) i (2.10), a takße iz opredeleniØ veliqin ρ_x, ρ_y i ρ_z (1.24) sledu¸t sootnoxeniØ

ρ_{12} ∂u^{(1.2)}_x ∂t = ρ_x ∂u_x ∂t , ρ_{13} ∂u_y ∂t = ρ_y ∂u_y ∂t , ρ_{15} ∂u_z ∂t = ρ_z ∂u_z ∂t . (2.12)

S uqetom ravenstv (2.12) formula (2.11) perehodit v (2.3).

136 L. A. MOLOTKOV

Plotnost~ potencial~noæ ffnergii volnovogo volØ v bloke i predstavlØetsØ sootnoxeniem W_{pi} = − p_i 2 (∂u_{xi} ∂x + ∂u_{yi} ∂y + ∂u_{zi} ∂z ) . (2.13)

SrednØØ plotnost~ potencial~noæ ffnergii v odnoæ Øqeæke s uqetom odinakovogo davleniØ vo vseh ee blokah vyraßaetsØ formu- loæ W_p = − p 2 8∑ i=1 ~v_i ( ∂u_{xi} ∂x + ∂u_{yi} ∂y + ∂u_{zi} ∂z ) . (2.14)

Pri ispol~zovanii pervogo uravneniØ ßidkoæ sredy (1.2) sootnoxenie (2.14) zamenØetsØ na ravenstvo

W_p = p^2 2 8∑ i=1 ~v_i λ_i = p^2 2λ . (2.15)

S drugoæ storony, posle osredneniØ proizvodnyh smeweniæ po formulam (1.10)–(1.12) v ravenstve (2.14) prihodim k sootnoxe- ni¸ W_p = − p 2 [ (~v_1 + ~v_2) ∂u^{(1.2)}_x ∂x + (~v_3 + ~v_4) ∂u^{(3.4)}_x ∂x + + (~v_5 + ~v_6) ∂u^{(5.6)}_x ∂x + (~v_7 + ~v_8) ∂u^{(7.8)}_x ∂x + + (~v_1 + ~v_3) ∂u^{(1.3)}_y ∂y + (~v_2 + ~v_4) ∂u^{(2.4)}_y ∂y + + (~v_5 + ~v_7) ∂u^{(5.7)}_y ∂y + (~v_6 + ~v_8) ∂u^{(6.8)}_y ∂y + + (~v_1 + ~v_5) ∂u^{(1.5)}_z ∂z + (~v_2 + ~v_6) ∂u^{(2.6)}_z ∂z + + (~v_3 + ~v_7) ∂u^{(3.7)}z ∂z + (~v_4 + ~v_8) ∂u^{(4.8)}z ∂z ] .

(2.16)

Ispol~zuØ opredelenie srednih smeweniæ (1.21), zamenim formulu (2.16) ravenstvom

W_p = − p 2 ( ∂u_x ∂x + ∂u_y ∂y + ∂u_z ∂z ) . (2.17)

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN 137

Sravnenie sootnoxeniæ (2.15) i (2.17) privodit k uravneni¸ zakona Guka (1.25).

§3. Issledovanie skorosteæ voln v trehmernoæ ffffektivnoæ modeli Preobrazuem poluqennye uravneniØ ffffektivnoæ modeli (1.25) i (1.26). S fftoæ cel~¸ prodifferenciruem uravnenie (1.25) dvaßdy po vremeni i podstavim v nego ravenstva (1.26). V rezul~- tate dlØ davleniØ poluqim volnovoe uravnenie

∂^2p ∂t^2 = λ ( 1 ρ_x ∂^2p ∂x^2 + 1 ρ_y ∂^2p ∂y^2 + 1 ρ_z ∂^2p ∂z^2 ) , (3.1)

opisyva¸wee ortotropnu¸ ßidkost~. V takoæ srede ot toqeqnogo istoqnika rasprostranØetsØ volna s ffllipsoidnym frontom, skorosti kotorogo vdol~ oseæ opredelØ¸tsØ ravenstvami

v_x = √ λ ρ_x , v_y = √ λ ρ_y , v_z = √ λ ρ_z . (3.2)

VhodØwie v sootnoxeniØ (3.2) veliqiny λ, ρ_x, ρ_y i ρ_z vyraßa- ¸tsØ formulami (1.20) i (1.24). Budem issledovat~ skorosti rasprostraneniØ (3.2) v rØde qastnyh sluqaev.

1. Pust~ vo vseh blokah plotnosti okazyva¸tsØ odinakovymi i

ρ_1 = ρ_2 = ρ_3 = · · · = ρ_8. (3.3)

Posle rØda preobrazovaniæ s ispol~zovaniem sootnoxeniæ (1.20), (1.24), (3.2) i (3.3) prihodim k vyvodu, qto ffffektivnaØ model~ ØvlØetsØ izotropnoæ ßidkost~¸ so skorost~¸

v_x = v_y = v_z = ( ~v_1 v^2_1 + ~v_2 v^2 + ~v_3 v^2_3 + · · · + ~v_8 v^2_8

)�0.5_{. (3.4)}

Formula (3.4) pri uslovii (3.3) opredelØet zakon osredneniØ skorosteæ.

2. Pust~ vo vseh blokah skorosti rasprostraneniØ okazyva¸tsØ

odinakovymi i

v_1 = v_2 = v_3 = · · · = v_8. (3.5)

138 L. A. MOLOTKOV

V fftom sluqae ffffektivnaØ model~ ØvlØetsØ ortotropnoæ ßidkost~¸ i dlØ kratkosti provedem preobrazovaniØ tol~ko dlØ skorosti v_x, kotoraØ predstavitsØ ravenstvom

v_x = v_1

~v_1 + ~v_2 ρ_{12} + ~v_3 + ~v_4

ρ_{34} + ~v_5 + ~v_6 ρ_{56} + ~v_7 + ~v_8 ρ_{78} ~v_1 ρ_1 + ~v_2 ρ_2 + · · · + ~v_8 ρ_8

. (3.6)

Ispol~zuØ formuly tipa ~v_1 ρ_1 + ~v_2 ρ_2 − ~v_1 + ~v_2

ρ_{12} = ε_1ε_2 ~ε_1 ~ε_1 ρ_1ρ_2ρ_{12}

(ρ_1 − ρ_2)^2, (3.7)

zamenim ravenstvo (3.6) sootnoxeniem

v_x = (3.8) v1 1 �^{ε1ε2} [ ”_1e”_1(æ_1�æ_2)_2) æ1æ2æ12 +

”2e”_1(æ_3�æ_4)^2)

æ3æ4æ34 +

”1e”_2(æ_5�æ_6)^2)

æ5æ6æ56 +

”2e”_2(æ_7�æ_8)^2)

æ7æ8æ78 ] ~v1 ρ1 + ~v2 ρ2 + � +^{~v8}_{ρ8}^.

Analogiqnye sootnoxeniØ mogut byt~ zapisany takße i dlØ skorosteæ v_y i v_z. Formula (3.8) i eæ podobnye ravenstva pokazyva¸t, qto v smesi ßidkosteæ s odinakovymi skorostØmi, no s raznymi plotnostØmi skorost~ rasprostraneniØ vsegda men~xe qem skorost~ v smexivaemyh ßidkostØh.

3. Rassmotrim sredu (s qeredu¸wimisØ blokami), v kotoroæ

bloki 1, 4, 6 i 7 zapolneny ßidkost~¸ 1, a bloki 2, 3, 5 i 8 – ßidkost~¸ 2. Takße predpoloßim, qto otnositetel~nye razmery blokov vdol~ treh oseæ odinakovye. �ti predpoloßeniØ vyrazØtsØ sootnoxeniØmi

v_1 = v_4 = v_6 = v_7, ρ_1 = ρ_4 = ρ_6 = ρ_7, v_2 = v_3 = v_5 = v_8, ρ_2 = ρ_3 = ρ_5 = ρ_8; (3.9)

ε_1 = ε_1 = ~ε_1. (3.10)

�ffektivnaØ model~ fftoæ sredy ØvlØetsØ izotropnoæ ßidkost~¸, v kotoroæ skorost~ rasprostraneniØ predstavlØetsØ formuloæ v = √[ ε^2_1 + ε^2

ρ_{12} + 2ε_1ε_2 ρ_{34} ]/[ ε^3_1 + 3ε_1ε^2

ρ_1v^2_1 + 3ε^2_1ε_2 + ε^3_2

ρ_2v^2 ] . (3.11)

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN 139

Posle rØda toßdestvennyh preobrazovaniæ s uqetom formul (1.14) ravenstvo (3.11) zamenitsØ sootnoxeniem

v = v_1v_2 √ ρ_1ρ_2 ρ_{12}ρ_{34} · ρ_1v_2 + ρ_2v_1 ρ_1v^2_1 v_2 + ρ_2v^2 v_1

, (3.12)

v kotorom otnositel~nye ob¨emy v_1 i v_2 pervoæ i vtoroæ ßidkosti v Øqeæke predstavlØ¸tsØ formulami

v_1 = ε_1(ε^2_1 + 3ε^2), v_2 = ε_2(3ε^2_1 + ε^2). (3.13)

Iz sootnoxeniØ (3.12) sleduet, qto skorost~ v modeli zavisit ot otnositel~nyh razmerov blokov i ot otnoxeniæ meßdu skorostØmi i plotnostØmi v ßidkostØh 1 i 2.

Rassmotrim qastnye sluqai formuly (3.12). Esli skorosti v obeih ßidkostØh odinakovye, to soglasno ravenstvam (3.8) i (3.12), skorost~ v ffffektivnoæ modeli predstavlØetsØ sootnoxeniØmi

v = v_1 √ ρ_1ρ_2 ρ_{12}ρ_{34}

= v_1 √ ρ_1ρ_2 ρ_1ρ_2 + ε_1ε_2(ρ_1 − ρ_2)^2) =

= v_1 √ 1 − ε_1ε_2(ρ_1 − ρ_2)^2 ρ_1ρ_2 + ε_1ε_2(ρ_1 − ρ_2)^2

. (3.14)

Formuly (3.14) pokazyva¸t, qto v smesi ßidkosteæ s odinakovymi skorostØmi, no s raznymi plotnostØmi skorost~ vsegda men~xe qem skorost~ v smexivaemyh ßidkostØh. Esli plotnosti v obeih ßidkostØh odinakovye (ρ_1 = ρ_2), a skorosti raznye

(v_1 ≠ v_2), to v = v_1v_2 √ v^2_1 v_2 + v^2 v_1

. (3.15)

Ravenstvo (3.15) opredelØet zakon osredneniØ skorosteæ v bloqnoæ srede v sluqae odinakovyh plotnosteæ ßidkosteæ. OsrednennaØ skorost~ leßit meßdu skorostØmi v_1 i v_2. Pri uslovii

ε_1 = ε_2 = 0.5, kogda otnositel~nye ob¨emy ßidkosteæ 1 i 2 odi-

nakovye, skorost~ v ffffektivnoæ modeli vyraßaetsØ formuloæ

v = 2v_1v_2 √ ρ_1ρ_2 (ρ_1 + ρ_2)(ρ_1v^2_1 + ρ_2v^2 )

. (3.16)

140 L. A. MOLOTKOV

Esli v fftom sluqae plotnosti ßidkih sred odinakovye (ρ_1 = ρ_2), to ravenstvo (3.16) perehodit v sootnoxenie

v = v_1v_2 √ 2 v^2_1 + v^2

. (3.17)

Iz formuly (3.11) sleduet, qto v obwem sluqae pri ε_1 = 1 (ε_2 =

0, v_2 = 0) v = v_1, a pri ε_1 = 0 (ε_2 = 1, v_1 = 0) v = v_2.

Rassmotrim teper~ oblast~, gde v_1 ≪ 1 i ε_1 ≪ 1. V neæ na osnovanii (3.13) vypolnØ¸tsØ priblißennye ravenstva

v_1 = 3ε_1, v_2 = 1 − 3ε_1, (3.18)

a sootnoxenie (3.11) zamenØetsØ formulami

v = v_2 [ 1 + 3ε_1ρ_2(v^2_1 − v^2 )

2ρ_1v^2_1 − ε_1 2ρ_1ρ_2

(ρ_1 − ρ_2)^2 ] , v = v_2 [ 1 + ~v_1ρ_2(v^2_1 − v^2 ) 2ρ_1v^2_1 − v_1 6ρ_1ρ_2

(ρ_1 − ρ_2)^2 ] . (3.19)

Iz formul (3.19) sleduet, qto v sluqae otsutstviØ sredy 1, kogda ε_1 = 0, vypolnØetsØ ravenstvo v = v_2, a pri ε_1 ≪ 1 i v_1 ≪ 1 k ukazannomu znaqeni¸ dobavlØ¸tsØ dve popravki. PervaØ popravka opisyvaet ili uveliqenie skorosti pri v_1 > v_2, ili umen~xenie skorosti pri v_1 < v_2. VtoraØ popravka opredelØetsØ kvadratom raznosti plotnosteæ i vsegda ØvlØetsØ otricatel~noæ.

4. Rassmotrim sredu, v kotoroæ ßidkost~ 1 raspoloßena v bloke

1, a ßidkost~ 2 zapolnØet vse ostal~nye sem~ blokov v Øqeækah. Tak kak bloki 1 okrußeny so vseh storon ßidkost~¸ 2, to sredu moßno rassmatrivat~ kak sredu s periodiqeskimi vkl¸qeniØmi v vide ßidkosti 1 v ßidkost~ 2. V fftoæ srede vypolnØ¸tsØ ravenstva

ρ_2 = ρ_3 = · · · = ρ_8, v_2 = v_3 = · · · = v_8. (3.20)

Krome togo, predpolagaetsØ, qto spravedlivy sootnoxeniØ (3.10). Pri fftih predpoloßeniØh ffffektivnaØ model~ ØvlØetsØ izotropnoæ ßidkost~¸. Skorost~ rasprostraneniØ v neæ predstavlØetsØ ravenstvom v = √[ ε^2_1 ρ_{12} + 1 − ε^2_1 ρ_2 ]/[ ε^3_1 ρ_1v^2_1 + 1 − ε^3_1 ρ_2 v^2 ] . (3.21)

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN 141

V sluqae odinakovyh plotnosteæ ßidkosteæ (ρ_1 = ρ_2) formula (3.21) zamenØetsØ sootnoxeniem v = v_2 √ 1 − ε^3_1(v^2_1 − v^2 )/v^2_1

. (3.22)

Iz ravenstva (3.21) sleduet, qto v sluqae odinakovyh plotnosteæ suwestvovanie vkl¸qeniæ, v kotoryh skorost~ v_1 bol~xe skorosti v okrußa¸weæ srede v_2, privodit k uveliqneni¸ skorosti rasprostraneniØ v modeli i, naoborot, v < v_1 pri v_1 < v_2. Esli v sredah skorosti odinakovye (v_1 = v_2), to, na osnovanii sootnoxeniØ (3.21), prihodim k ravenstvu

v = v_2 √ 1 − ε^3_1ε_2(ρ_1 − ρ_2)^2 ρ_{12}[ρ_1(1 − ε^3_1) + ρ_2ε^3_1]

, (3.23)

kotoroe, kak i formuly (3,8) i (3.14), pokazyvaet, qto skorost~ rasprostraneniØ v smesi ßidkosteæ s odinakovymi skorostØmi rasprostraneniØ men~xe qem skorost~ v kaßdoæ smexivaemoæ ßidkosti.

Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda otnositel~nyæ ob¨em ßidkosti 1 ~v_1 = ε^3_1 ØvlØetsØ oqen~ malym i ε_1 ≪ 1, ~v_1 ≪ 1. V fftom sluqae, na osnovanii formuly (3.21), posle rØda preobrazovaniæ prihodim k priblißennym sootnoxeniØmi

v = v_2 [ 1 + ε^3_1ρ_2(v^2_1 − v^2 ) 2ρ_1v^2_1 − ε^3_1(ρ_1 − ρ_2)^2

2ρ_1ρ_2 ] , v = v_2 [ 1 + ~v_1ρ_2(v^2_1 − v^2 ) 2ρ_1v^2_1 − ~v_1(ρ_1 − ρ_2)^2

2ρ_1ρ_2 ] , (3.24)

kotorye, kak i ravenstva (3.19), soderßat dve popravki k skorosti v okrußa¸weæ ßidkosti 2. Soglasno vtorym formulam (3.19) i (3.24), pervye popravki polnost~¸ sovpada¸t. �ti popravki opisyva¸t uveliqenie ili umen~xenie skorosti rasprostraneniØ v zavisimosti ot vypolneniØ neravenstv v_1 > v_2 ili

v_2 > v_1. Vtorye popravki v ravenstvah (3.19) i (3.24) otliqa-

¸tsØ tol~ko kofffficientami. V oboih sluqaØh vtorye popravki opredelØ¸t umen~xenie skorosti rasprostraneniØ volny i ffto umen~xenie proporcional~no kvadratu raznosti plotnosteæ ßidkosti. V sluqae qeredu¸wihsØ ßidkih blokov ffta popravka okazyvaetsØ v tri raza bol~xe, qem v sluqae periodiqeskih ßidkih vkl¸qeniæ.

142 L. A. MOLOTKOV

V zakl¸qenie sravnim poluqennye vyraßeniØ dlØ skorosteæ v smesi s sootvetstvu¸wimi skorostØmi rabot [8, 9]. Esli ispol~zovat~ oboznaqeniØ, ispol~zuemye v nastoØweæ rabote, to ukazannye skorosti [8, 9] vyrazØtsØ v vide ravenstva 1 ρv^2 = ~v_1 ρ_1v^2_1 + ~v_2 ρ_2v^2 + ~v_3 ρ_3v^2_3 + ~v_4 ρ_4v^2_4

, (3.25) gde ρ = ρ_1 ~v_1 + ρ_2~v_2 + ρ_3~v_3 + ρ_4 ~v_4. (3.26)

Kak pokazyva¸t formuly (1.3), (1.20), (1.24) i (3.2), sootnoxenie (3.25) s toqnost~¸ do mnoßitelØ ρ pravil~no opredelØet skorost~ rasprostraneniØ. Odnako sredn¸¸ plotnost~ ρ sleduet zamenit~ na odnu iz ffffektivnyh plotnosteæ ρ_x, ρ_y i ρ_z v zavisimosti ot vybora koordinatnoæ osi. Takim obrazom, podhod [8, 9] ne uqityvaet vozmoßnoæ anizotropii. �ffektivnye plotnosti ρ_x, ρ_y i ρ_z vyraßa¸tsØ sootnoxeniØmi (1.24), i kak pokazyva¸t ffti sootnoxeniØ, pri vyqislenii fftih veliqin provodØtsØ osredneniØ kak samih plotnosteæ, tak i ih obratnyh veliqin. Tol~ko v sluqae odinakovyh plotnosteæ vo vseh smexivaemyh sredah skorosti voln v smesti mogut byt~ vyraßeny ravenstvami (3.25) i (3.26). Vo vseh ostal~nyh sluqaØh, vsledstvie raznyh plotnosteæ smexivaemyh sred, skorost~ v smesi okaßetsØ men~xe skorosti, opredelennoæ formuloæ (3.25).

§4. �ffektivnaØ model~ dvumernoæ bloqnoæ sredy

DlØ sravneniØ rassmotrim dvumernu¸ ßidku¸ bloqnu¸ sistemu 0 6 x 6 H, 0 6 z 6 ~H, v kotoroæ v napravleniØh oseæ x i z raspoloßeny sootvetstvenno n i ~n periodov s dlinami h i ~h (ris. 1, [2]). Sistema razdelØetsØ na n~n odinakovyh prØmougol~nyh Øqeek (ris. 2). KaßdaØ Øqeæka sostoit iz 4 blokov

1, 2, 3, 4. Razmery pervogo, vtorogo, tret~ego i qetvertogo blokov

vyraßa¸tsØ ravenstvami

h_1 = hε_1, ~h_1 = ~h~ε_1,

h_2 = hε_2, ~h_1 = ~h~ε_1,

h_1 = hε_1, ~h_2 = ~h~ε_2,

h_2 = hε_2, ~h_2 = ~h~ε_2.

(4.1)

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN 143

Ris. 2.

Vse bloki zapolneny ßidkostØmi, kotorye v obwem sluqae ØvlØ- ¸tsØ raznymi.

ȷidkie sredy harakterizu¸tsØ plotnostØmi ρ_i, skorostØmi rasprostraneniØ v_i, parametrami λ_i = ρ_iv^2_i i opisyva¸tsØ uravneniØmi (1.2), v kotoryh otsutstvu¸t sostavlØ¸wie smeweniæ

u_y i proizvodnye po y. V obrazu¸wemsØ volnovom pole soverxa-

etsØ predel~nyæ perehod pri usloviØh, analogiqnyh usloviØm (1.7). Tak kak osuwestvlenie fftogo predel~nogo perehoda vypolnØetsØ temi ße priemami, kak i v trehmernom sluqae, to ograniqimsØ tol~ko privedeniem rezul~tatov.

Posle predel~nogo perehoda volnovoe pole opisyvaetsØ uravneniØmi −p = λ ( ∂u_x ∂x + ∂u_z ∂z ) , − ∂p ∂x = ρ_x ∂^2u_x ∂t^2 , − ∂p ∂z = ρ_z ∂^2u_z ∂t^2 ; (4.2)

λ = 1

/^4∑ i=1 s_i λ_i , ρ_x = ρ_{12}ρ_{34} ~ε_1ρ_{34} + ~ε_2ρ_{12}

, ρ_z = ρ_{13}ρ_{24} ε_1ρ_{24} + ε_2ρ_{13}

; (4.3)

λ_i = ρ_iv^2_1 , ρ_{12} = ρ_1ε_1 + ρ_2 ε_2, ρ_{34} = ρ_3ε_1 + ρ_4ε_2, ρ_{13} = ρ_1 ~ε_1 + ρ_3 ~ε_2, ρ_{24} = ρ_2 ~ε_1 + ρ_4 ~ε_2, s_1 = ε_1 ~ε_1, s_2 = ε_2 ~ε_1, s_3 = ε_1 ~ε_2, s_4 = ε_2 ~ε_2,

pri fftom s_i – otnositel~naØ plowad~ bloka i (s_1 +s_2 +s_3 +s_4 = 1).

Iz ravenstv (4.2) sleduet volnovoe uravnenie

∂^2p ∂t^2 = λ ( 1 ρ_x ∂^2p ∂x^2 + 1 ρ_z ∂^2p ∂z^2 ) , (4.5)

144 L. A. MOLOTKOV

opisyva¸wee transversal~no-izotropnu¸ ßidkost~. V takoæ srede ot toqeqnogo istoqnika rasprostranØetsØ volna s fflliptiqeskim frontom, skorosti kotorogo vdol~ oseæ opredelØ¸tsØ ravenstvami

v_x = √ λ ρ_x , v_z = √ λ ρ_z . (4.6)

Skorosti rasprostraneniØ (4.6) budem issledovat~ v rØde qastnyh sluqaev.

1. V sluqae, kogda plotnosti vo vseh ßidkostØh odinakovye i

ρ_1 = ρ_2 = ρ_3 = ρ_4, (4.7)

ffffektivnaØ model~ okazyvaetsØ izotropnoæ ßidkost~¸ so skorost~¸ rasprostraneniØ

v_x = v_z = √ 1 /( s_1 v^2_1 + s_2 v^2 + s_3 v^2_3 + s_4 v^2_4 ) . (4.8)

2. Pust~ vo vseh blokah skorosti odinakovye i

v_1 = v_2 = v_3 = v_4. (4.9)

V fftom sluqae ffffektivnaØ model~ ØvlØetsØ ortotropnoæ ßidkost~¸. Skorost~ v_x predstavim ravenstvom

v_x = v_1 s_1 + s_2 ρ_{12} + s_3 + s_4

ρ_{34} s_1 ρ_1 + s_2 ρ_2 + s_3 ρ_3 + s_4 ρ_4

. (4.10)

Ispol~zuØ formuly tipa

s_1 ρ_1 + s_2 ρ_2 − s_1 + s_2

ρ_{12} = ε_1ε_2 ~ε_1(ρ_1 − ρ_2)^2) ρ_1ρ_2ρ_{12}

, (4.11)

zamenim ravenstvo (4.10) sootnoxeniem

v_x = v_1 1 − ε^1ε^2

~ε_1(ρ_1 − ρ_2)^2

ρ_1ρ_2ρ_{12} + ~ε_2(ρ_3 − ρ_4)^2)

ρ_3ρ_4ρ_{34} s_1 ρ_1 + s_2 ρ_2 + s_3 ρ_3 + s_4 ρ_4

. (4.12)

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN 145

Analogiqnoe sootnoxenie moßet byt~ zapisano i dlØ skorosti

v_z. Formula (4.12) i eæ podobnoe ravenstvo dlØ v_z pokazyva¸t,

qto v smesi ßidkosteæ s odinakovymi skorostØmi, no s raznymi plotnostØmi skorost~ rasprostraneniØ men~xe qem skorost~ v smexivaemyh ßidkostØh.

3. Rassmotrim sredu, v kotoroæ ßidkost~ 1 raspoloßena v bloke

1, a ßidkost~ 2 zapolnØet vse ostal~nye tri bloka v Øqeækah. Tak kak bloki 1 okrußeny so vseh storon ßidkost~¸ 2, to sredu moßno rassmatrivat~ kak sredu s periodiqeskimi vkl¸qeniØmi. V fftoæ srede vypolnØ¸tsØ ravenstva

ρ_2 = ρ_3 = ρ_3, v_2 = v_3 = v_4, ε_1 = ~ε_1. (4.13)

Pri fftih predpoloßeniØh ffffektivnaØ model~ ØvlØetsØ izotropnoæ ßidkost~¸. Skorost~ rasprostraneniØ v neæ predstavlØetsØ ravenstvom v = √( ε_1 ρ_{12} + ε_2 ρ_2 )/( ε^2_1 ρ_1v^2_1 + 1 − ε^2_1 ρ_2v^2 ) . (4.14)

V sluqae odinakovyh plotnosteæ ßidkosteæ (ρ_1 = ρ_2) formula (4.14) zamenØetsØ sootnoxeniem

v = v_2 /√ 1 − ε^2_1(v^2_1 − v^2 )/v^2_1 . (4.15)

Iz ravenstva (4.15) sleduet, qto v sluqae odinakovyh plotnosteæ, vkl¸qenie s bol~xeæ skorost~¸ privodit k uveliqeni¸ skorosti v modeli i, naoborot, v sluqae vkl¸qeniØ s men~xeæ skorost~¸ skorost~ v ffffektivnoæ modeli okazyvaetsØ men~xe qem v okrußa¸weæ srede. Esli v sredah skorosti odinakovye

(v_1 = v_2), to, na osnovanii formuly (4.14), prihodim k raven-

stvu

v = v_2 √ 1 − ε^2_1ε_2(ρ_1 − ρ_2)^2 ρ_{12}[ρ_1(1 − ε^2_1) + ρ_2ε^2_1]

, (4.16)

kotoroe, kak i formuly (3.8), (3.14) i (4.12), pokazyvaet, qto skorost~ rasprostraneniØ v smesi ßidkosteæ s odinakovymi skorostØmi rasprostraneniØ men~xe skorosteæ v kaßdoæ smexivaemoæ ßidkosti.

146 L. A. MOLOTKOV

Literatura

1. M. A. Biot, Theory of propagation of elastic waves in fluid-saturated porous solid.

I Low-frequency range. — J. Acoust. Soc. Am. 28, No. 2 (1956), 168–178. 2. L. A. Molotkov, Ob ffkvivalentnosti sloisto-periodiqeskih i transversal~no-izotropnyh sred. — Zap. nauqn. semin. LOMI 89 (1979), 219–233.

3. L. A. Molotkov, Issledovanie rasprostraneniØ voln v poristyh i trewinovatyh sredah na osnove ffffektivnyh modeleæ Bio i sloistyh sred. SPb (2001).

4. L. A. Molotkov, Ob ffffektivnoæ modeli uprugoæ bloqnoæ sredy s proskal~zyvaniem na granicah. — Zap. nauqn. semin. POMI 275 (1998), 140–164.

5. L. A. Molotkov, O rasprostranenii seæsmiqeskih voln v bloqnyh uprugo-ßidkih sredah. I. — Zap. nauqn. semin. POMI 297 (1998), 230–253.

6. L. A. Molotkov, O rasprostranenii seæsmiqeskih voln v bloqnyh uprugo-ßidkih sredah. II. — Zap. nauqn. semin. POMI 297 (1998), 254–271.

7. M. W. Lee, D. R. Hutchinson, T. S. Collett, and W. P. Dillon, Seismic velocities for hydrate-bearing sediments using weighted equation. — J. Geoph. Res. 101, No. B9 (1990), 20,347–20,358.

8. C. F. Pearson, J. Murphy, and R. Hermes, Acoustic and resistivity measurments on rock samples containing tetrahydrofuran hydrates. — J. Geophys. Int. 91 (1986), 14,132–14,138.

9. J. P. Castanga, M. L. Batle, and R. L. Eastwood, Relatioship between compressional-wave and shear-wave velocities in elastic silicate rocks. — Geophysics 50 (1985), 571–581.

Molotkov L. A. About propagation of seismic waves in block fluid media.

Propagation of seismic waves in block two- and three-dimensional fluid media is investigated. For these media the effective models which are anisotropic fluids are established. For velocities of wave propagation in these fluid media the formulas are derived and analyzed. The particular investigation is performed in the cases that blocks with different fluids alternate along the coordinate axes or that blocks filled by a fluid are surrounded by blocks with another fluid. In the both cases the dependence of wave velocities in the whole of the medium on the differences of densities and of wave velocities in the fluid blocks is investigated.

Postupilo 12 marta 2004 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN