Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 308, 2004 g.

A. ˚. Kazakov, ı. N. Sirota

PREOBRAZOVANIE MEBIUSA DL˚ LINE`NYH OBYKNOVENNYH DIFFERENCIAL^NYH URAVNENI`

1. Vvedenie

Special~nye funkcii gipergeometriqeskogo klassa (sm., naprimer, [1]) ØvlØ¸tsØ odnim iz osnovnyh instrumentov matematiqeskoæ i teoretiqeskoæ fiziki. V poslednie desØtiletiØ xirokoe primenenie nahodØt rexeniØ bolee sloßnyh uravneniæ, v tom qisle uravneniæ klassa Goæna. Uravnenie Goæna (uravnenie klassa Fuksa s 4 regulØrnymi osobymi toqkami) ØvlØetsØ estestvennym obobweniem gipergeometriqeskogo uravneniØ (uravneniØ klassa Fuksa s tremØ regulØrnymi osobymi toqkami). K issledovani¸ rexeniæ uravneniØ Goæna i ego razliqnyh redukciæ svodØtsØ mnogie zadaqi teorii tverdogo tela, teorii qernyh dyr, izuqenie kvantovyh zadaq s angarmoniqeskim potencialom i potencialom dvuh kulonovskih centrov [2]. DlØ uravneniæ klassa Goæna, v otliqie ot uravneniæ gipergeometriqeskogo klassa, otsutstvuet takaØ vaßnaØ dlØ priloßeniæ analitiqeskaØ informaciØ, kak Øvnyæ vid matric svØzi i matric monodromii. �ta informaciØ dlØ uravneniæ gipergeometriqeskogo klassa sleduet iz suwestvovaniØ dlØ ih rexeniæ integral~nyh predstavleniæ. DlØ rexeniæ uravneniæ klassa Goæna (i dlØ bolee sloßnyh uravneniæ) integral~nyh predstavleniæ net, v svØzi s qem voznikaet neobhodimost~ iskat~ inye vozmoßnosti issledovaniØ sootvetstvu¸wih matric monodromii (svØzi). Napomnim, qto imenno polnaØ informaciØ o matricah svØzi dlØ uravneniæ gipergeometriqeskogo klassa pozvolila nedavno suwestvenno prodvinut~sØ v issledovanii rexeniæ uravneniæ Penleve [8, 9].

V dannoæ rabote my obsudim v dannom kontekste odno analitiqeskoe preobrazovanie, kotoroe svØzyvaet meßdu soboæ rexeniØ raznyh lineænyh obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ (LODU) vtorogo porØdka. Vyvod formy upomØnutogo vyxe 67

68 A. ˚. KAZAKOV, ı. N. SIROTA

preobrazovaniØ osnovan na sledu¸wih faktah. Vo-pervyh, LO- DU vtorogo porØdka izvestnym obrazom svØzano s uravneniem Rikkati, tak qto ot rexeniæ ishodnogo LODU moßno pereæti k rexeniØm uravneniØ Rikkati. Kl¸qevym momentom dlØ dal~- neæxego ØvlØetsØ sledu¸wiæ fakt: esli my podvergnem rexenie uravneniØ Rikkati preobrazovani¸ Mebiusa, my vnov~ poluqim rexenie uravneniØ Rikkati, s drugimi kofffficientami, kotoroe vnov~ moßno svØzat~ s LODU vtorogo porØdka, kotoroe my budem nazyvat~ koneqnym LODU. V rezul~tate voznikaet Øvnoe sootnoxenie meßdu rexeniØmi ishodnogo i koneqnogo LO- DU vtorogo porØdka, kotoroe pozvolØet svØzat~ analitiqeskie svoæstva rexeniæ ishodnogo i koneqnogo uravneniæ. Pri fftom kofffficienty koneqnogo uravneniØ zavisØt ot funkcional~nyh parametrov preobrazovaniØ Mebiusa. VybiraØ ffti parametry, moßno izmenØt~ osobye toqki uravneniØ, ih harakter i ih qislo.

Otmetim, qto v rabotah [5, 6] razviva¸tsØ inye podhody dlØ analitiqeskogo issledovaniØ grupp monodromii lineænyh sistem ODU s racional~nymi kofffficientami.

2. Preobrazovanie lineænogo differencial~nogo uravneniØ vtorogo porØdka

Zapixem ishodnoe LODU vtorogo porØdka v vide v^{′′}(z) = p(z)v^′(z) + q(z)v(z), (1) gde p(z), q(z) – racional~nye funkcii kompleksnogo peremennogo z, p(z) = P (z) R(z) , q(z) = Q(z) R(z) , P (z), Q(z), R(z) polinomial~no zavisØt ot z. Esli poloßit~ m(z) = v^′(z)/v(z), to funkciØ m(z) budet rexeniem uravneniØ

Rikkati

m^′(z) = q(z) + p(z)m(z) − m^2 (z). (2)

Dalee, poloßim n(z) = α(z)m(z) + β(z) γ(z)m(z) + δ(z) = α(z)v^′(z) + β(z)v(z) γ(z)v^′ (z) + δ(z)v(z) . (3)

PREOBRAZOVANIE MEBIUSA 69

Takim obrazom, funkcii n(z), m(z) svØzany preobrazovaniem Mebiusa. Funkcii α(z), β(z), γ(z), δ(z) my budem nazyvat~ parametrami preobrazovaniØ Mebiusa (3). Netrudno proverit~, qto funkciØ n(z) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ Rikkati

n^′(z) = K(z) + L(z)n(z) + N (z)n^2(z), gde N (z) = M (z) R(z)D(z) , L(z) = S(z) R(z)D(z) , K(z) = T (z) R(z)D(z) , (4) M (z) = γδP − γ^2Q + [ δ^2 + γ^′δ − γδ^′ ] R, (5) S(z) = 2αγQ − [αδ + βγ] P + [β^′γ − βγ^′ + δ^′α − δα^′ − 2βδ] R, (6) T (z) = αβP − α^2Q + [ α^′β − αβ^′ + β^2 ] R, (7) D(z) = β(z)γ(z) − α(z)δ(z). VvodØ novu¸ funkci¸ u(z) s pomow~¸ sootnoxeniØ n(z) =

−u^′(z) [N (z)u(z)]^{−1}, my poluqim dlØ nee LODU vtorogo porØd- ka u^{′′}(z) − [ L(z) + N^′(z) N (z) ] u^′(z) + K(z)N (z)u(z) = 0t. (8)

Otmetim pri fftom sledu¸wie obstoØtel~stva.

1. Esli kofffficienty ishodnogo LODU, funkcii p(z), q(z), a takße parametry preobrazovaniØ Mebiusa, funkcii α(z), β(z),

γ(z), δ(z), ØvlØ¸tsØ racional~nymi funkciØmi nezavisimoæ pe-

remennoæ z, to i kofffficienty koneqnogo LODU (8) takße ØvlØ- ¸tsØ racional~nymi funkciØmi z. �tot fakt neposredstvenno sleduet iz sootnoxeniæ (4)–(6).

2. RexeniØ ishodnogo LODU v(z) i koneqnogo LODU u(z) svØzany sledu¸wim sootnoxeniem: u^′(z) u(z) = −N (z) α(z)v^′(z) + β(z)v(z) γ(z)v^′ (z) + δ(z)v(z) . (9)

�tot fakt pozvolØet sootnesti lokal~noe i global~noe povedenie rexeniæ v(z) i u(z). Preobrazovanie (9) (svØzyva¸wee rexeniØ LODU v(z) i u(z)) my takße budem v dal~neæxem nazyvat~ preobrazovaniem Mebiusa.

70 A. ˚. KAZAKOV, ı. N. SIROTA

3. PreobrazovaniØ Mebiusa, deæstvu¸wie na mnoßestve LO- DU, obrazu¸t gruppu. �to, v qastnosti, oznaqaet, qto dlØ nevyroßdennogo preobrazovaniØ moßno postroit~ obratnoe emu. Esli parametry ishodnogo preobrazovaniØ Mebiusa byli racional~nymi funkciØmi z, to i kofffficienty obratnogo preobrazovaniØ takße budut racional~nymi funkciØmi z. 4. Preobrazovanie (3) zavisit ot 4 funkcional~nyh parametrov

α(z), β(z), γ(z), δ(z). Voobwe govorØ, nezavisimymi iz nih ØvlØ-

¸tsØ tol~ko 3 funkcii, odnu iz nih moßno iskl¸qit~, podeliv na nee (esli ona ne toßdestvennyæ nol~) i ispol~zuØ sootvetstvu¸wie pereoboznaqeniØ. Odnako forma (3) predstavlØetsØ bolee predpoqtitel~noæ, tak kak pozvolØet obsußdat~ situaci¸, kogda vse 4 parametra ØvlØ¸tsØ funkciØmi vydelennogo klassa (naprimer, polinomami) peremennoæ z. V dal~neæxem budem my obsußdat~ imenno fftot sluqaæ, t.e. budem sqitat~, qto vse parametry ØvlØ¸tsØ polinomami ot z. Oqevidno, qto naxe preobrazovanie ne izmenitsØ, esli my umnoßim vse parametry preobrazovaniØ (α(z), β(z), γ(z), δ(z)) na odnu i tu ße funkci¸. Bolee togo, kak sleduet iz sootnoxeniæ (4)–(8), koneqnoe uravnenie takße ne izmenitsØ, esli my umnoßim tol~ko paru funkciæ (α(z), β(z)), ili (γ(z), δ(z)) na proizvol~nyæ funkcional~nyæ mnoßitel~.

5. Esli funkcii α(z), β(z), γ(z), δ(z) udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ D(z_∗) = 0, drobno-racional~noe sootnoxenie (3) ØvlØetsØ vyroßdennym v fftoæ toqke, samu toqku z_∗ my budem nazyvat~ toqkoæ vyroßdeniØ preobrazovaniØ Mebiusa.

6. Osobymi toqkami koneqnogo uravneniØ (8), kak sleduet iz sootnoxeniæ (4)–(8), mogut, voobwe govorØ, byt~: a) osobye toqki ishodnogo uravneniØ; b) nuli funkcii M (z); v) toqki vyroßdeniØ preobrazovaniØ Mebiusa. Niße my obsudim harakter fftih osobyh toqek.

7. Neposredstvenno iz sposoba postroeniØ preobrazovaniØ Mebiusa sleduet, qto ono perevodit lineæno nezavisimye rexeniØ ishodnogo uravneniØ v lineæno nezavisimye rexeniØ koneqnogo uravneniØ.

3. Lokal~noe povedenie rexeniæ LODU 3.1. Osnovnye ponØtiØ. Napomnim ponØtiØ i rezul~taty ana-

PREOBRAZOVANIE MEBIUSA 71

litiqeskoæ teorii differencial~nyh uravneniæ, neobhodimye v dal~neæxem. Bolee podrobnoe ih obsußdenie moßno naæti v [2–4]).

Osobye toqki v koneqnoæ ploskosti uravneniØ (1) sovpada- ¸t s pol¸sami ego kofffficientov p(z), q(z), ostal~nye toqki v koneqnoæ ploskosti my nazyvaem obyknovennymi toqkami uravneniØ. Esli v dannoæ toqke z_∗ funkciØ p(z) imeet pol¸s ne vyxe pervogo porØdka, a q(z) – pol¸s ne vyxe vtorogo porØdka, toqka

z_∗ ØvlØetsØ regulØrnoæ osoboæ toqkoæ. Esli odno iz fftih usloviæ

naruxaetsØ, toqka ØvlØetsØ irregulØrnoæ osoboæ toqkoæ uravneniØ (1). Analogiqnym obrazom moßno vvesti opredeleniØ, sootvetstvu¸wie beskoneqnoæ osoboæ toqke. My budem obsußdat~ v dal~neæxem osobye toqki, leßawie v koneqnoæ qasti kompleksnoæ ploskosti. Beskoneqnu¸ osobu¸ toqku, esli ona est~, moßno drobno-racional~nym preobrazovaniem perevesti v koneqnu¸ osobu¸ toqku, sohraniv drugie osobye toqki v koneqnoæ ploskosti. Takim obrazom, obsußdaØ koneqnu¸ qast~ kompleksnoæ ploskosti, my ne ograniqivaem obwnosti rassmotreniæ.

Vvedem ewe odno ponØtie [2].

Opredelenie 1. Pust~ toqka z = z∗ ØvlØetsØ osoboæ toqkoæ

uravneniØ (1). Ona nazyvaetsØ ustranimoæ osoboæ toqkoæ fftogo uravneniØ, esli suwestvuet takaØ funkciØ m(z), qto posle podstanovki v(z) = m(z)w(z) uravnenie dlØ funkcii w(z) ne imeet osoboæ toqki pri z = z_∗.

Oqevidno, qto umnoßaØ funkci¸ v(z) na proizvol~nu¸ funkci¸ f(z), my postroim w(z) = f(z)v(z), rexenie LODU, kotoroe hot~ i otliqaetsØ ot naqal~nogo uravneniØ, no po svoim vaßneæxim svoæstvam (gruppe monodromii) sovpadaet s nim. Pofftomu takie uravneniØ nazyva¸tsØ formami ishodnogo uravneniØ. Pri fftom kanoniqeskoæ formoæ uravneniØ nazyvaetsØ takaØ, pri kotoroæ kofffficienty uravneniØ (1), funkcii p(z), q(z), v regulØrnyh osobyh toqkah ime¸t pol¸sa porØdka ne vyxe pervogo. Opredelenie 1 oznaqaet, qto pri zapisi v kanoniqeskoæ forme uravnenie ne imeet osoboæ toqki v z = z_∗.

My budem sqitat~ v dal~neæxem, qto ishodnoe uravnenie (1) zapisano v kanoniqeskoæ forme. Vypixem lokal~noe predstavlenie kofffficientov uravneniØ (1) v okrestnosti regulØrnoæ

72 A. ˚. KAZAKOV, ı. N. SIROTA

osoboæ toqki, p(z) = p^{(z}�^)_{−1} z − z_∗ + p^{(z}�^)_0 + . . . ,

q(z) = q^{(z}�^)_{−1} z − z_∗ + q^{(z}�^)_0 + . . . ,

gde mnogotoqie otmeqaet stepeni vyxe nulevoæ. Pri fftom my budem predpolagat~ (za iskl¸qeniem osobo ogovorennyh sluqaev), qto veliqina p^{(z}�^)_{−1} ne ØvlØetsØ celym qislom. V okrestnosti regulØrnoæ osoboæ toqki z_∗ uravnenie (1) imeet paru fundamental~nyh rexeniæ v^{(z}�^)_h (z), v^{(z}�^)_b (z), rexeniæ Frobeniusa, pervoe iz kotoryh golomorfno v okrestnosti toqki z_∗ (ffto sledstvie kanoniqeskoæ formy uravneniØ), a vtoroe vetvitsØ v okrestnosti fftoæ toqki. Sledovatel~no,

v^{(z}�^)_h (z) = 1 + ρ^{(z}�^)(z − z_∗) + . . . ,

v^{(z}�^)_b (z) = (z − z_∗)^{1+p(z}

� )�_1 V^{(z}�^)(z),

priqem

V^{(z}�^)_b (z) = 1 + μ^{(z}�^)(z − z_∗) + . . . ,

gde mnogotoqie sootvetstvuet shodØwimsØ rØdam, q~e razloßenie naqinaetsØ s bolee vysokih celyh stepeneæ (z − z_∗). Prisutstvie edinic v fftih sootnoxeniØh fiksiruet normirovku rexeniæ. Pri fftom funkcii v^{(z}�^)_h (z), V^{(z}�^)_b (z) – analitiqeskie funkcii na kompleksnoæ ploskosti s vykinutymi osobymi toqkami uravneniØ (1), golomorfnye v okrestnosti toqki z = z_∗. �ti rexeniØ pri obhode vokrug osoboæ toqki z = z_∗ preobrazu¸tsØ ves~ma prostym obrazom – oni priobreta¸t sootvetstvu¸wiæ mnoßitel~ (dlØ golomorfnogo v fftoæ toqke rexeniØ on raven 1). Proizvol~noe rexenie ØvlØetsØ ih lineænoæ kombinacieæ i pri obhode vokrug osoboæ toqki z_∗ transformiruetsØ sootvetstvu¸wim obrazom.

RegulØrnoæ osoboæ toqke z = z_∗ uravneniØ (1) moßno sopostavit~ paru harakteristiqeskih pokazateleæ χ_{1,2} – harakteristik vetvleniØ rexeniæ Frobeniusa v fftoæ toqke. DlØ uravneniØ v kanoniqeskoæ forme odin iz fftih pokazateleæ raven nul¸, tak qto dlØ ishodnogo uravneniØ (1) my imeem χ_1 = 0, χ_2 = p^{(z}�^)_{−1} + 1.

PREOBRAZOVANIE MEBIUSA 73

Kaßdomu harakteristiqeskomu pokazatel¸ sootvetstvuet estestvennym obrazom rexenie Frobeniusa, fiksirovannoe svoim povedeniem v dannoæ osoboæ toqke. Otmetim, qto pri izmenenii formy uravneniØ (soglasno vvedennoæ vyxe terminologii) sami harakteristiqeskie pokazateli mogut izmenØt~sØ, odnako modul~ ih raznosti Δ^{(z}�^) = χ_2 − χ_1 = p^{(z}�^)_{−1} + 1 ne menØetsØ.

V dal~neæxem nam potrebuetsØ ewe odno ponØtie. Opredelenie 2. OsobaØ toqka uravneniØ nazyvaetsØ loßnoæ re-

gulØrnoæ osoboæ toqkoæ porØdka k, | k |> 1, esli raznost~ sootvetstvu¸wih harakteristiqeskih pokazateleæ ravna celomu qislu k, priqem sootvetstvu¸waØ para rexeniæ Frobeniusa ne imeet logarifmiqeskogo povedeniØ v okrestnosti dannoæ osoboæ toqki.

Soglasno fftomu opredeleni¸, v okrestnosti loßnoæ osoboæ toqki z_∗ moßno vvesti paru rexeniæ Frobeniusa uravneniØ, fiksirovannu¸ sledu¸wim povedeniem:

v^{(z}�^)_h (z) = 1 + . . . ,

v^{(z}�^)_r (z) = (z − z_∗)^k [1 + . . . ] ,

gde mnogotoqie sootvetstvuet zdes~ i dalee golomorfnym v toqke z = z_∗ funkciØm, q~e razloßenie po (z − z_∗) naqinaetsØ so stepeneæ vyxe nulevoæ. Edinicy, kak i ranee, fiksiru¸t normirovku rexeniæ.

Otmetim, qto loßnye osobye toqki igra¸t osobu¸ rol~ v issledovanii obwih svoæstv monodromii lineænyh fuksovyh sistem [6]. Napomnim v fftoæ svØzi status loßnyh osobyh toqek pri izuqenii monodromii LODU. DlØ zadannogo LODU monodromiØ rexeniæ, svØzannaØ s fiksirovannym konturom, ne zavisit ot togo, ohvatyvaet kontur loßnye osobye toqki ili net. Odnako esli my dlØ zadannogo LODU ustranim (ili dobavim) loßnu¸ osobu¸ toqku, monodromnye svoæstva dlØ dannogo kontura izmenØtsØ, tak kak izmenitsØ samo uravnenie. 3.2. VliØnie drobno-racional~nogo preobrazovaniØ na lokal~noe povedenie rexeniæ. V dannom punkte my obsudim vli- Ønie preobrazovaniØ Mebiusa na harakter regulØrnoæ osoboæ toqki i rexeniØ Frobeniusa. Napomnim, qto parametry preobrazovaniØ my sqitaem polinomami ot z. Niße my budem opuskat~ dlØ kratkosti indeks z_∗.

74 A. ˚. KAZAKOV, ı. N. SIROTA

Kak uße upominalos~, osobymi toqkami koneqnogo uravneniØ mogut byt~ osobye toqki ishodnogo uravneniØ, nuli funkcii

M (z) i toqki vyroßdeniØ preobrazovaniØ Mebiusa. Iz analiza

sootnoxeniæ (4)–(7) sleduet, qto izmenenie haraktera osobyh toqek (v tom qisle ih poØvlenie i isqeznovenie pri perehode ot naqal~nogo LODU k koneqnomu) moßet proishodit~ v tom sluqae, kogda osobye toqki ishodnogo uravneniØ sovpadut s nulØmi

M (z) ili toqkami vyroßdeniØ preobrazovaniØ Mebiusa. Razbor

fftih situaciæ – naxa blißaæxaØ zadaqa.

Utverßdenie 1. Pust~ z∗ ØvlØetsØ regulØrnoæ osoboæ toqkoæ is-

hodnogo uravneniØ (1), priqem ffta toqka ne ØvlØetsØ ni toqkoæ vyroßdeniØ preobrazovaniØ Mebiusa, ni nulem funkcii M (z). Togda z_∗ ØvlØetsØ regulØrnoæ osoboæ toqkoæ i dlØ koneqnogo uravneniØ (8), preobrazovanie (9) perevodit rexeniØ Frobeniusa uravneniØ (1) v rexeniØ Frobeniusa uravneniØ (8), priqem raznost~ sootvetstvu¸wih harakteristiqeskih pokazateleæ ravna p_{−1} (t.e. izmenØetsØ na 1).

Dokazatel~stvo my provedem na osnove sootnoxeniØ (9). DlØ togo, qtoby opredelit~ pokazateli vetvleniØ rexeniæ Frobeniusa, dostatoqno vypisat~ s pomow~¸ (9) starxiæ qlen lokal~nogo razloßeniØ funkcii u^′(z)/u(z). Pri fftom nam sleduet podstavit~ v pravu¸ qast~ (9) lokal~noe razloßenie rexeniæ Frobeniusa ishodnogo uravneniØ:

v_h(z) = 1 + . . . , v^′_h(z) = −q_{−1}/p_{−1} + . . . , (10)

v_b(z) = (z −z_∗)^p�^{1 +1}(1+. . . ), v^′_b(z) = (p_{−1} +1)(z −z_∗)^p�^1 (1+. . . ), (11)

gde mnogotoqie otmeqaet stepeni (z−z_∗ ) bolee vysokogo porØdka.

Vypixem starxiæ qlen lokal~nogo razloßeniØ funkcii N (z) v okrestnosti osoboæ toqki z = z_0:

N (z) = γ(z_∗ ) p_{−1}δ(z_∗) − q_{−1}γ(z_∗ ) β(z_∗)γ(z_∗ ) − α(z_∗)δ(z_∗) 1 z − z_∗ + . . . , (12)

znamenatel~ pervoæ drobi ne raven nul¸ vvidu nevyroßdennosti toqki z_∗ dlØ preobrazovaniØ Mebiusa. Voz~mem snaqala golomorfnoe v okrestnosti toqki z_∗ rexenie Frobeniusa ishodnogo uravneniØ (1), i vypixem na osnove (9), (10) i (12) lokal~noe povedenie ego obraza otnositel~no preobrazovaniØ Mebiusa:

u^′_1(z) u_1(z)

= γ(z_∗ ) α(z_∗)q_{−1} − β(z_∗)p_{−1} β(z_∗)γ(z_∗) − α(z_∗)δ(z_∗) 1 z − z_∗ [1 + . . . ] . (13)

PREOBRAZOVANIE MEBIUSA 75

Iz fftoæ formuly sleduet, qto u_1(z), rexenie uravneniØ (8), budet vetvØweæsØ v toqke z_∗ funkcieæ, priqem harakteristiqeskiæ pokazatel~ raven

ϑ_1 = γ(z_∗) α(z_∗)q_{−1} − β(z_∗)p_{−1} β(z_∗ )γ(z_∗) − α(z_∗)δ(z_∗) . (Esli α(z_∗)q_{−1} = β(z_∗)p_{−1}, ϑ_1 = 0.) Voz~mem teper~ vtoroe rexenie Frobeniusa uravneniØ (1), sootvetstvu¸wee toqke z_∗, i podstavim v pravu¸ qast~ sootnoxeniØ (9), uqityvaØ (11). Pri fftom my poluqim:

u^′_2(z) u_2(z)

= α(z_∗) γ(z_∗)q_{−1} − δ(z_∗)p_{−1} β(z_∗)γ(z_∗ ) − α(z_∗)δ(z_∗) 1 z − z_∗ [1 + . . . ] . (14)

Takim obrazom, funkciØ u_2(z) predstavlØet soboæ rexenie Frobeniusa uravneniØ (8), vetvØweesØ v toqke z_∗, priqem harakteristiqeskiæ pokazatel~ fftogo rexeniØ raven

ϑ_2 = α(z_∗) γ(z_∗ )q_{−1} − δ(z_∗)p_{−1} β(z_∗)γ(z_∗ ) − α(z_∗)δ(z_∗) . Iz fftih sootnoxeniæ sleduet, qto ϑ_2 − ϑ_1 = p_{−1}, q.t.d.

Takim obrazom, sootnoxenie (9) sohranØet vaßneæxee lokal~- noe svoæstvo rexeniØ – ono perevodit rexeniØ Frobeniusa ishodnogo uravneniØ (1) v rexeniØ Frobeniusa koneqnogo uravneniØ (8). Otmetim pri fftom, qto golomorfnoe rexenie Frobeniusa naxe preobrazovanie perevodit, voobwe govorØ, v vetvØweesØ rexenie Frobeniusa koneqnogo uravneniØ, tak qto sootvetstvu- ¸wiæ harakteristiqeskiæ pokazatel~ ne raven nul¸. Utverßdenie 1 pozvolit nam v dal~neæxem svØzat~ takße i global~noe povedenie rexeniæ ishodnogo i koneqnogo uravneniæ.

DlØ togo, qtoby opredelit~, ØvlØetsØ li dannaØ toqka obyknovennoæ ili loßnoæ osoboæ toqkoæ koneqnogo uravneniØ, polezen sledu¸wiæ rezul~tat.

Utverßdenie 2. Pust~ vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

1) toqka z = z_∗ ØvlØetsØ obyknovennoæ toqkoæ ishodnogo uravneniØ;

2) parametry preobrazovaniØ Mebiusa golomorfny v okrestnosti fftoæ toqki;

3) raznost~ harakteristiqeskih pokazateleæ koneqnogo uravneniØ v toqke z = z_∗ ØvlØetsØ celym qislom.

76 A. ˚. KAZAKOV, ı. N. SIROTA

Togda rexeniØ Frobeniusa koneqnogo uravneniØ ne soderßat slagaemogo s logarifmiqeskim povedeniem v okrestnosti toqki z_∗ i, sootvetstvenno, toqka z_∗ libo obyknovennaØ, libo loßnaØ osobaØ toqka koneqnogo uravneniØ.

Dokazatel~stvo my opuskaem.

Utverßdenie 3. Esli toqka z = z∗ ØvlØetsØ nulem kratnosti

k funkcii M (z), ne sovpadaet s osobymi toqkami ishodnogo uravneniØ i s toqkami vyroßdeniØ drobno-racional~nogo preobrazovaniØ, to koneqnoe uravnenie imeet v toqke z = z_∗ loßnu¸ regulØrnu¸ osobu¸ toqku porØdka k + 1.

Dokazatel~stvo. Kak sleduet iz naxih predpoloßeniæ, Øvnogo vyraßeniØ koneqnogo uravneniØ (8) i sootnoxeniæ dlØ ego kofffficientov (4)–(7), tol~ko kofffficient pri pervoæ proizvodnoæ iskomoæ funkcii soderßit pol¸s v toqke z = z∗ – osobennost~

(−k)/(z − z_∗), kotoraØ soderßitsØ v logarifmiqeskoæ proizvod-

noæ funkcii N (z). Sledovatel~no, harakteristiqeskie pokazateli v fftoæ osoboæ toqke dlØ uravneniØ (8) ravny 0, (k + 1). UqityvaØ rezul~taty utverßdeniØ 2, my zaverxaem dokazatel~stvo. � Prokommentiruem naxi rezul~taty. Utverßdenie 1 spravedlivo i v tom sluqae, kogda z = z_∗ ØvlØetsØ loßnoæ osoboæ toqkoæ. Pri fftom raznost~ harakteristiqeskih pokazateleæ izmenØetsØ na edinicu – libo uveliqivaetsØ, libo umen~xaetsØ (vyborom formy naqal~nogo uravneniØ moßno vybrat~ tot ili inoæ variant) i, soglasno utverßdeni¸ 2, para rexeniæ Frobeniusa ne imeet logarifmiqeskogo povedeniØ, tak qto ffta osobaØ toqka ØvlØetsØ loßnoæ regulØrnoæ dlØ preobrazovannogo uravneniØ. Takim obrazom, esli u ishodnogo uravneniØ byla loßnaØ osobaØ toqka porØdka 2, s pomow~¸ preobrazovaniØ Mebiusa moßno ee sdelat~ obyknovennoæ toqkoæ koneqnogo uravneniØ (zapisannogo v kanoniqeskoæ forme). My prihodim k vyvodu, qto naxe preobrazovanie pozvolØet “stirat~” loßnye osobye toqki. ObrawaØ naxi rassußdeniØ, moßno, soglasno utverßdeni¸ 3, obyknovennu¸ toqku ishodnogo uravneniØ s pomow~¸ podhodØwego preobrazovaniØ Mebiusa prevratit~ v loßnu¸ regulØrnu¸ osobu¸ toqku.

ȷelatel~no, uqityvaØ vozmoßnye priloßeniØ, qtoby pri perehode ot ishodnogo uravneniØ k koneqnomu uravneni¸ qislo

PREOBRAZOVANIE MEBIUSA 77

osobyh toqek ne slixkom sil~no uveliqivalos~ – v inom sluqae koneqnoe uravnenie moßet vyæti iz klassa interesnyh. Pofftomu suwestvennym ØvlØetsØ tot fakt, qto toqki vyroßdeniØ preobrazovaniØ Mebiusa ne privodØt k poØvleni¸ novyh osobyh toqek.

Utverßdenie 4. Esli toqka z = z∗ ØvlØetsØ prostoæ toqkoæ vy-

roßdeniØ preobrazovaniØ Mebiusa, ne sovpadaet s nulØmi funkcii M (z) i s osobymi toqkami ishodnogo uravneniØ, to koneqnoe uravnenie imeet v toqke z = z_∗ ustranimu¸ osobu¸ toqku.

Dokazatel~stvo, kotoroe netrudno provesti na osnove sootnoxeniØ (9), my opuskaem.

Utverßdenie 5. Esli toqka z = z∗ ØvlØetsØ odnovremenno pro-

stym nulem funkcii M (z) i regulØrnoæ osoboæ toqkoæ ishodnogo uravneniØ, i ne ØvlØetsØ toqkoæ vyroßdeniØ preobrazovaniØ Mebiusa, to ffta toqka ØvlØetsØ regulØrnoæ osoboæ toqkoæ koneqnogo uravneniØ, priqem preobrazovanie Mebiusa perevodit rexeniØ Frobeniusa ishodnogo uravneniØ v rexeniØ Frobeniusa koneqnogo uravneniØ i raznost~ harakteristiqeskih pokazateleæ libo izmenØetsØ na 2, libo ne izmenØetsØ.

Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ ØvlØetsØ modifikacieæ dokazatel~stva utverßdeniØ 1. Sledu¸wiæ rezul~tat opisyvaet sluqaæ sovpadeniØ nulØ funkcii M (z) i toqki vyroßdeniØ preobrazovaniØ.

Utverßdenie 6. Pust~ toqka z∗ ØvlØetsØ prostym nulem funk-

cii M (z) i prostoæ toqkoæ vyroßdeniØ preobrazovaniØ Mebiusa i obyknovennoæ toqkoæ ishodnogo uravneniØ. Togda ffta toqka ØvlØetsØ libo obyknovennoæ toqkoæ koneqnogo uravneniØ, libo loßnoæ osoboæ toqkoæ.

Dokazatel~stvo, osnovannoe na sootnoxenii (9), my opuskaem.

4. Global~noe povedenie rexeniæ 4.1. Osnovnye ponØtiØ. V dannom razdele my rassmotrim vli- Ønie preobrazovaniØ Mebiusa na global~nye harakteristiki rexeniæ LODU, a imenno, na fflementy matric svØzi.

Napomnim opredelenie matric svØzi dlØ uravneniØ (1) [2, 3]. Voz~mem dve ego regulØrnye osobye toqki z_1, z_2, v okrestnosti

78 A. ˚. KAZAKOV, ı. N. SIROTA

kotoryh my imeem, sootvetstvenno, 2 pary rexeniæ Frobeniusa, ( v^{(z1 )}_h (z), v^{(z1 )}_b (z) ) , ( v^{(z2)}_h (z), v^{(z2 )}_b (z) ) . Voz~mem l¸boæ kontur na kompleksnoæ ploskosti L, naqina¸wiæsØ v toqke z_1, zakonqiva¸wiæsØ v toqke z_2 i ne prohodØwiæ qerez drugie osobye toqki uravneniØ (1). Prodolßim paru rexeniæ Frobeniusa v^{(z1)}_h (z),

v^{(z1 )}_b (z) vdol~ fftogo kontura v okrestnost~ toqki z_2. Soglasno

analitiqeskoæ teorii LODU, rezul~tat fftogo prodolßeniØ my moßem predstavit~ s pomow~¸ lineænyh kombinaciæ rexeniæ Frobeniusa v^{(z2 )}_h (z), v^{(z2 )}_b (z),

v^{(z1 )}_h (z) =⇒ Γ^L(z_1, z_2)_{11}v^{(z2)}_h (z) + Γ^L(z_1 , z_2)_{12}v^{(z2 )}_b (z),

v^{(z1 )}_b (z) =⇒ Γ^L(z_1, z_2)_{21}v^{(z2)}_h (z) + Γ^L(z_1 , z_2)_{22}v^{(z2 )}_b (z),

Matrica Γ^L(z_1, z_2) nazyvaetsØ matriceæ svØzi dlØ toqek z_1, z_2, sootvetstvu¸weæ puti L. Otmetim, qto pri takih deformaci- Øh puti, kogda on ne peresekaet drugih osobyh toqek, matrica svØzi ne izmenØetsØ. Znanie polnogo nabora matric svØzi pozvolØet rexit~ tak nazyvaemye spektral~nye zadaqi svØzi [2]. Ewe raz podqerknem, qto nabor matric svØzi v Øvnom vide izvesten v nastoØwee vremØ tol~ko dlØ uravneniæ gipergeometriqeskogo klassa.

V dal~neæxem nam budut polezny sledu¸wie rezul~taty. Utverßdenie 7. Pust~ h – raznost~ harakteristiqeskih pokaza-

teleæ v kakoæ-libo regulØrno osoboæ toqke. Togda kofffficienty uravneniØ (1) analitiqeski zavisØt ot h.

Utverßdenie 8. Esli kofffficienty uravneniØ (1) analitiqeski

zavisØt ot nekotorogo parametra h, to i matrica svØzi Γ(L) analitiqeski zavisit ot fftogo parametra.

Krome matric svØzi v analitiqeskoæ teorii lineænyh differencial~nyh uravneniæ obsußda¸tsØ takße matricy monodromii, kotorye opisyva¸t preobrazovanie vydelennoæ pary rexeniæ uravneniØ pri obhode po zamknutomu konturu v kompleksnoæ ploskosti, v sovokupnosti oni obrazu¸t gruppu monodromii uravneniØ. Esli kontur ne ohvatyvaet osobyh toqek uravneniØ, preobrazovanie ØvlØetsØ toßdestvennym. Esli ße on ohvatyvaet osobye toqki, preobrazovanie monodromii moßno vyqislit~ s pomow~¸ matric svØzi.

PREOBRAZOVANIE MEBIUSA 79

4.2. VliØnie preobrazovaniØ Mebiusa na global~noe povedenie rexeniæ. Itak, obsudim vliØnie preobrazovaniØ Mebiusa LODU vtorogo porØdka na nabor matric svØzi LODU. Pust~

z_1, z_2 – regulØrnye osobye toqki ishodnogo uravneniØ (1), pri-

qem v obeih fftih toqkah drobno-racional~noe preobrazovanie nevyroßdenno. Kak i ranee, my sqitaem, qto kofffficienty preobrazovaniØ – golomorfnye funkcii. Kak bylo pokazano vyxe, v fftom sluqae toqki z_1, z_2 ØvlØ¸tsØ regulØrnymi osobymi toqkami i dlØ koneqnogo uravneniØ (8).

Vvedem pary rexeniæ Frobeniusa v okrestnosti toqek z_1, z_2 dlØ oboih uravneniæ. Pust~

V_k(z) = ( v_{1,k}(z) v_{2,k}(z) ) , U_k(z) = ( u_{1,k}(z) u_{2,k}(z) )

– rexeniØ uravneniæ (1) i (8), sootvetstvu¸wie toqke z_k, k =

1, 2. Vyberem put~ L iz okrestnosti toqki z_1 v okrestnost~ toq-

ki z_2, ne prohodØwiæ qerez drugie osobye toqki uravneniØ (1). Togda moßno opredelit~ matricy svØzi Γ(L) i Ξ(L) soglasno sootnoxeniØm

V_1(z) =⇒ Γ(L)V_2 (z), (15)

U_1(z) =⇒ Ξ(L)U_2(z). (16)

gde strelka otmeqaet rezul~tat analitiqeskogo prodolßeniØ vdol~ vybrannogo puti. Naxa cel~ v dannom razdele – ustanovit~ svØz~ meßdu matricami Γ(L) i Ξ(L). Napomnim, qto ishodnoe uravnenie my sqitaem zapisannym v kanoniqeskoæ forme, tak qto odno iz rexeniæ v kaßdoæ pare rexeniæ V_k(z), k = 1, 2, golomorfno v sootvetstvu¸weæ osoboæ toqke. My budem sqitat~, qto golomorfnye rexeniØ v parah V_k(z) vypisany v verhnih strokah. Kak bylo pokazano vyxe, preobrazovanie Mebiusa perevodit kaßdoe iz rexeniæ Frobeniusa uravneniØ (1) v rexenie Frobeniusa uravneniØ (8) (utverßdeniØ 1 i 5 sootvetstvenno dlØ situaciæ, kogda nol~ funkcii M (z) ne sovpadaet ili sovpadaet s osoboæ toqkoæ ishodnogo uravneniØ). My vyberem oboznaqeniØ tak, qto verhnØØ (nißnØØ) komponenta vektora V_k(z) perehodit v verhn¸¸ (nißn¸¸) komponentu vektora U_k(z), k = 1, 2.

Dalee my budem opirat~sØ na utverßdeniØ 7 i 8, kotorye pozvolØ¸t vyvodit~ sootnoxeniØ dlØ matric Γ(L) i Ξ(L) pri uslovii, qto nekotoryæ parametr h prinimaet znaqeniØ tol~ko

80 A. ˚. KAZAKOV, ı. N. SIROTA

na intervale, a zatem rasprostranØt~ poluqennye rezul~taty na proizvol~nye znaqeniØ h.

Utverßdenie 9. Pust~ regulØrnaØ osobaØ toqka z2 ishodnogo

uravneniØ ne ØvlØetsØ ni toqkoæ vyroßdeniØ preobrazovaniØ Mebiusa, ni nulem funkcii M (z). Togda ( ρ_2 ρ_1 − 1 )Ξ_{12}

Ξ_{11}

= μ_2 { α(z_2) α(z_2)κ + β(z_2) − γ(z_2 ) γ(z_2 )κ + δ(z_2) } Γ_{12} Γ_{11}

, (17)

gde ρ_2 , ρ_1 – pokazateli vetvleniØ rexeniæ Frobeniusa koneqnogo uravneniØ, μ_2 – pokazatel~ vetvleniØ negolomorfnogo rexeniØ Frobeniusa ishodnogo uravneniØ, rexeniØ Frobeniusa sootvetstvu¸t toqke z_2.

Dokazatel~stvo. Voz~mem golomorfnoe rexenie Frobeniusa ishodnogo uravneniØ, otveqa¸wee toqke z_1, funkci¸ v_{1,1}(z). Kak bylo ustanovleno v utverßdenii 1, preobrazovanie Mebiusa perevodit ffto rexenie v golomorfnoe rexenie Frobeniusa, sootvetstvu¸wee toæ ße toqke, v funkci¸ u_{1,1}(z). Vypixem, s uqetom naxih soglaxeniæ, dlØ nee sootnoxenie (9):

u^′_{1,1}(z) u_{1,1}(z) = −N (z) α(z)v^′_{1,1}(z) + β(z)v_{1,1}(z) γ(z)v^′_{1,1} (z) + δ(z)v_{1,1}(z)

. (18)

Rassmotrim povedenie levoæ i pravoæ qasteæ fftogo sootnoxeniØ pri analitiqeskom prodolßenii vdol~ puti L, a zatem sravnim rezul~taty. LevaØ qast~, soglasno (16), prodolßaetsØ sledu¸- wim obrazom (my opuskaem zavisimost~ ot puti L):

u^′_{1,1}(z) u_{1,1}(z)

=⇒ M_1(z) =

Ξ_{11}u^′_{1,2}(z) + Ξ_{12}u^′_{2,2}(z) Ξ_{11}u_{1,2}(z) + Ξ_{12}u_{2,2}(z)

. (19)

�to sootnoxenie, vmeste s informacieæ o lokal~nom povedenii pary rexeniæ Frobeniusa U_2(z), daet vozmoßnost~ opisat~ lokal~noe povedenie funkcii M_1(z) v okrestnosti toqki z_2:

M_1(z) ∼

Ξ_{11}ρ_1(z − z_2)^{ρ1 −1} + Ξ_{12}ρ_2(z − z_2)^{ρ2−1} Ξ_{11}(z − z_2)^{ρ1} + Ξ_{12}(z − z_2)^{ρ2}

. (20)

Zametim, qto kofffficienty uravneniØ analitiqeski zavisØt ot parametra h = ρ_2 − ρ_1. S uqetom sdelannyh vyxe zameqaniæ, my budem snaqala obsußdat~ situaci¸, kogda parametr h prinimaet znaqeniØ v polose 0 < Reh < 1. V fftom sluqae starxie

PREOBRAZOVANIE MEBIUSA 81

qleny lokal~nogo razloßeniØ funkcii M_1(z) v okrestnosti toqki z = z_2 moßno predstavit~ v vide

M_1(z) ∼ ρ_1 z − z_2 { 1 + ξ(z − z_2)^{ρ2−ρ1} } , (21) ξ = Ξ_{12} Ξ_{11} ( ρ_2 ρ_1 − 1). Teper~, na osnove verhneæ stroki sootnoxeniØ (15), opixem rezul~tat analitiqeskogo prodolßeniØ pravoæ qasti sootnoxeniØ (18):

M2(z) = = −N (z) α(z) { Γ11v01;2 (z) + Γ12v02;2(z) } + β(z) {Γ11v1;2 (z) + Γ12v2;2(z)} γ(z) { Γ11v01;2(z) + Γ12v02;2(z) } + δ(z) {Γ11v1;2(z) + Γ12v2;2(z)}

. (22)

Vypixem lokal~noe povedenie fftoæ funkcii v okrestnosti toqki z = z_2, uqityvaØ tot fakt, qto funkciØ v_{1,2}(z) golomorfna, i predpoloßenie o parametre h: M2(z) ∼ − ResN (z2) z − z2 × (23) × α(z2) { Γ11κ + Γ12μ2(z − z2)¯^2�1 } + β(z2) {Γ11 + Γ12(z − z2)¯^2 }

γ(z2) {Γ11κ + Γ12μ2(z − z2)¯2�1} + δ(z2) {Γ11 + Γ12(z − z2)¯2 } . Zdes~ ResN (z_2 ) - vyqet funkcii N (z) v toqke z_2, κ - znaqenie proizvodnoæ v_{1,2}(z_2) golomorfnogo v z = z_2 rexeniØ Frobeniusa uravneniØ (1) (sootvetstvu¸wego toqke z = z_2), μ_2 – pokazatel~ vetvleniØ vtorogo (negolomorfnogo v toqke z = z_2) rexeniØ Frobeniusa uravneniØ (1). Napomnim, qto soglasno naxim predpoloßeniØm funkciØ N (z) imeet pol¸s v toqke z_2 i, soglasno utverßdeni¸ 1, spravedlivo ravenstvo μ_2 − 1 = ρ_2 − ρ_1 . OstavlØØ tol~ko starxie qleny lokal~nogo razloßeniØ, poluqaem:

M_2(z) ∼ ρ_1 z − z_2 { 1 + ζ(z − z_2)^{ρ2 −ρ1} } , (24)

ζ = μ_2

Γ_{12} Γ_{11} { α(z_2) α(z_2)κ + β(z_2 ) − γ(z_2 ) γ(z_2 )κ + δ(z_2) } . (25)

Sravnim lokal~noe povedenie M_2(z) i M_1(z). Ravenstvo starxih qlenov my uße ispol~zovali ranee, pri dokazatel~stve utverßdeniØ 1. PriravnivaØ kofffficienty pri (z − z_2)^{ρ2−ρ1} v (21),

82 A. ˚. KAZAKOV, ı. N. SIROTA

(24), poluqaem sootnoxenie (17) meßdu matricami svØzi ishodnogo i koneqnogo uravneniæ.

UqityvaØ utverßdeniØ 7 i 8, prihodim k zakl¸qeni¸, qto ffto sootnoxenie spravedlivo pri proizvol~nyh znaqeniØh parametra h. �

Privedem ewe odin rezul~tat – dlØ situacii, kogda toqka

z_2 ØvlØetsØ odnovremenno i regulØrnoæ osoboæ toqkoæ ishodno-

go uravneniØ i nulem funkcii M (z). V dannom sluqae my budem opirat~sØ na utverßdenie 5. Kak bylo pokazano, M (z) moßet imet~ nul~ v dvuh sluqaØh – kogda γ(z_2) = 0 ili δ(z_2)p_{−1} =

γ(z_2 )q_{−1}, gde p_{−1}, q_{−1} sootvetstvenno vyqety funkciæ p(z), q(z) v

toqke z_2. My obsudim pervyæ sluqaæ.

Utverßdenie 10. Pust~ toqka z2 ØvlØetsØ odnovremenno osoboæ

toqkoæ uravneniØ, nulem funkcii γ(z) i ne ØvlØetsØ toqkoæ vyroßdeniØ preobrazovaniØ Mebiusa. Togda vypolnØetsØ sootnoxenie:

Ξ_{12} Ξ_{11} = δ(z_2) + γ^′(z_2)(1 + Resq(z_2 )) δ(z_2)

Γ_{12} Γ_{11}

. (26)

Zdes~ Resq(z_2 ) oznaqaet vyqet funkcii q(z), vyqislennyæ v toqke z_2.

Dokazatel~stvo, analogiqnoe dokazatel~stvu utverßdeniØ 9, my opuskaem.

Poluqennye v dannom razdele rezul~taty oznaqa¸t, qto otnoxeniØ fflementov matric svØzi dlØ ishodnogo i koneqnogo uravneniæ otliqa¸tsØ tol~ko mnoßitelem, sootvetstvu¸wie konstanty legko vyqislØ¸tsØ dlØ konkretnyh uravneniæ. Takim obrazom, nuli i pol¸sa fftih otnoxeniæ (kak funkciæ parametrov uravneniØ) dlØ ishodnogo i koneqnogo uravneniæ svØzany drug s drugom. Otmetim, qto ffti nuli i pol¸sa sootvetstvu¸t rexeniØm central~nyh dvuhtoqeqnyh zadaq svØzi [2] dlØ ishodnogo i koneqnogo uravneniæ. Itak, my prixli k vyvodu, qto opisannoe preobrazovanie Mebiusa obladaet kvaziizospektral~nymi svoæstvami: preobrazovanie spektra sootvetstvu¸wih central~nyh dvuhtoqeqnyh zadaq svØzi legko kontroliruetsØ s pomow~¸ poluqennyh sootnoxeniæ.

5. Gipergeometriqeskoe uravnenie i uravnenie Goæna

V fftom razdele my obsudim priloßenie naxih rezul~tatov k konkretnym uravneniØm, a imenno, k gipergeometriqeskomu [1] i

PREOBRAZOVANIE MEBIUSA 83

uravneni¸ Goæna. Imenno, my pokaßem, qto esli vzØt~ v kaqestve ishodnogo uravneniØ gipergeometriqeskoe, to moßno poluqit~ v kaqestve koneqnogo uravneniØ uravnenie Goæna s odnoæ loßnoæ osoboæ toqkoæ. Pri fftom, sootvetstvenno, uveliqivaetsØ qislo svobodnyh parametrov – s 3 (dlØ gipergeometriqeskogo uravneniØ) do 4 (dlØ uravneniØ Goæna s odnoæ loßnoæ osoboæ toqkoæ).

Izloßim ishodnye soobraßeniØ. Kak uße upominalos~ vyxe, preobrazovanie Mebiusa pozvolØet menØt~ harakter osobyh toqek. Rassmotrim bolee podrobno sootnoxeniØ (4)–(8), polagaØ

p(z) = (Az + B)/(z^2 + z); q(z) = C/(z^2 + z).

�to sootvetstvuet vyboru v kaqestve ishodnogo gipergeometriqeskogo uravneniØ [1] v^{′′}(z) = ( A − B z + 1 + B z ) v^′(z) + C z^2 + z v(z). V fftom sluqae

P (z) = Az + B; Q(z) = C; R(z) = z^2 + z.

Esli my voz~mem

α(z) = α_1z + α_0, β(z) = β_0, γ(z) = γ_1 z + γ_0, δ(z) = δ_0,

to funkcii M (z), N (z), T (z) (soglasno ih opredeleni¸, sootnoxeniØm (4)–(7)), kotorye opredelØ¸t kofffficienty koneqnogo uravneniØ, ØvlØ¸tsØ polinomami vtorogo porØdka. Napomnim, qto osobymi toqkami koneqnogo uravneniØ mogut byt~ nuli funkcii M (z) i osobye toqki ishodnogo uravneniØ (toqki vyroßdeniØ preobrazovaniØ Mebiusa, kak sleduet iz utverßdeniØ 4, moßno ne uqityvat~). Ishodnoe uravnenie imeet 3 regulØrnye osobye toqki: 0, −1, ∞. DlØ togo, qtoby umen~xit~ qislo osobyh toqek koneqnogo uravneniØ (slixkom bol~xoe ih qislo vyvodit uravnenie iz klassa interesnyh), my podberem parametry preobrazovaniØ Mebiusa tak, qtoby odin iz nuleæ funkcii M (z) sovpal s regulØrnoæ osoboæ toqkoæ ishodnogo uravneniØ. Pri fftom, v sootvetstvii s utverßdeniem 5, ffta toqka ostanetsØ regulØrnoæ osoboæ toqkoæ (my polagaem, qto gipergeometriqeskoe uravnenie ne ØvlØetsØ ni v kakom smysle vyroßdennym). Ewe odin nul~ funkcii M (z), soglasno naxim rezul~tatam, privedet

84 A. ˚. KAZAKOV, ı. N. SIROTA

k poØvleni¸ loßnoæ regulØrnoæ osoboæ toqki porØdka 2 u koneqnogo uravneniØ. RealizuØ fftu programmu dlØ gipergeometriqeskogo uravneniØ (3 regulØrnye osobye toqki, odna iz kotoryh nahoditsØ na beskoneqnosti) v kaqestve ishodnogo, my dolßny poluqit~ (posle privedeniØ k kanoniqeskoæ forme) uravnenie s 4 regulØrnymi osobymi toqkami (tri leßat v koneqnoæ qasti kompleksnoæ ploskosti, odna iz kotoryh – loßnaØ porØdka 2, a poslednØØ leßit na beskoneqnosti). Sledovatel~no, pri opisannom vybore parametrov v rezul~tate preobrazovaniØ Mebiusa gipergeometriqeskogo uravneniØ my dolßny poluqit~ uravnenie Goæna, odna iz osobyh toqek kotorogo – loßnaØ regulØrnaØ osobaØ toqka porØdka 2.

Privedem teper~ vyqisleniØ, kotorye realizu¸t ffti soobraßeniØ. My polagaem:

γ_0 = 0, δ_0α_1 = β_0γ_1.

Pervoe uslovie fiksiruet sovpadenie nulØ M (z) i regulØrnoæ osoboæ toqki z = 0 ishodnogo uravneniØ. Vtoroe uslovie ustranØet toqku vyroßdeniØ preobrazovaniØ Mebiusa. Oboznaqim dlØ kratkosti r = ν (ν + B + 1) ν^2 + ν (A + 1) − C , ν = δ_0 γ_1 = β_0 α_1

. (27)

Vypixem koneqnoe uravnenie, analog uravneniØ (8): u^{′′}(z) − u^′(z) { 1 z + r − 1 z + 1 + 2z^2(β_0γ_1(A+1)+β_0 δ_0 −α_1γ_1C) α_0δ_0(z^2 +z) + + z (2β0γ1(B +1)+2β0δ0 +Aα0δ0−2α0γ1)+Bα0δ0 α0δ0(z2 +z) } +

+u(z) { { z [ δ^2_0 + γ_1δ_0 (A + 1) − Cγ^2_1 ] + δ^2_0 + γ_1 δ_0 (B + 1) } α^2_0δ^2_0 (z + 1)^2z × × { z^2(α_1β_1(A + 1) − Cα^2_1 + β^2_0 ) + z(α_1β_0(B + 1) − 2Cα_1α_0 + β^2_0 + Aα_0β_0)

−Cα^2_0 + Bα_0β_0 } } = 0.

�to uravnenie lix~ fflementarnym mnoßitelem otliqaetsØ ot uravneniØ Goæna. V samom dele, posle podstanovki

u(z) = exp(λz)(z + 1)^μw(z),

PREOBRAZOVANIE MEBIUSA 85 λ = (A + 1)β_0γ_1 + β_0δ_0 − Cα_1γ_1 α_0δ_0 ,

μ = α_1(Cα_0 − Cα_1 + Aβ_0 − Bβ_0 ) α_0β_0 , my prihodim k uravneni¸ Goæna: w^{′′}(z) = ( A − B − 1 z + 1 + B z + 1 z + r ) w^′(z) + C(z + ξ) (z + r)(z + 1)z w(z), (28)

ξ = (1 + ν)r ν . (29)

�to samoe obwee uravnenie Goæna, kotoroe imeet loßnu¸ regulØrnu¸ osobu¸ toqku porØdka 2 (a imenno, toqku z = −r). Ono imeet 4 svobodnyh parametra – A, B, C, ν, parametry r, ξ zadany sootnoxeniØmi (27), (29). (Napomnim, qto obwee uravnenie Goæna imeet 6 svobodnyh parametrov.) Pri fftom raznost~ harakteristiqeskih pokazateleæ v toqke z = −1 izmenilas~ na 1 (v sootvetstvii s utverßdeniem 1), a raznost~ harakteristiqeskih pokazateleæ v toqke z = 0 sohranilas~ (v sootvetstvii s utverßdeniem 5).

Naxi rezul~taty oznaqa¸t, qto my v Øvnom vide postroili vse rexeniØ Frobeniusa fftogo uravneniØ, sootvetstvu¸wie osobym toqkam z = 0, z = −1 (rexeniØ Frobeniusa, sootvetstvu¸wie toqke z = ∞ mogut byt~ rassmotreny analogiqnym obrazom). Krome togo, kak sleduet iz naxih rezul~tatov, my poluqili sootnoxenie meßdu matricami svØzi dlØ ishodnogo (gipergeometriqeskogo) i koneqnogo (uravneniØ Goæna s odnoæ loßnoæ osoboæ toqkoæ porØdka 2) uravneniæ. Vo izbeßanie gromozdkih detaleæ my opustim Øvnyæ vid fftogo sootnoxeniØ.

6. Obsußdenie rezul~tatov

Predmetom naxih rassmotreniæ ØvlØlas~ gruppa preobrazovaniæ, deæstvu¸waØ na lineænyh odnorodnyh differencial~nyh uravneniØh vtorogo porØdka. Kak bylo pokazano vyxe, ee naliqie ØvlØetsØ prØmym sledstviem ustoæqivosti uravneniØ Rikkati otnositel~no preobrazovaniæ Mebiusa. �ta gruppa obladaet mnogimi interesnymi analitiqeskimi svoæstvami.

86 A. ˚. KAZAKOV, ı. N. SIROTA

My opisali osnovnye analitiqeskie svoæstva fftih preobrazovaniæ. V qastnosti, my obsudili transformaci¸ osnovnyh ob¨- ektov analitiqeskoæ teorii lineænyh differencial~nyh uravneniæ (regulØrnyh osobyh toqek, rexeniæ Frobeniusa, matric svØzi) pod vozdeæstviem preobrazovaniæ Mebiusa i pokazali, qto ffti preobrazovaniØ sohranØ¸t regulØrnye osobye toqki (v obwem sluqae), pozvolØ¸t sozdavat~ (ili ustranØt~) loßnye osobye toqki, a takße perevodØt rexeniØ Frobeniusa ishodnogo uravneniØ v rexeniØ Frobeniusa koneqnogo uravneniØ. �ti fakty pozvolØ¸t svØzat~ meßdu soboæ i global~nye svoæstva ishodnogo uravneniØ i ego obraza. Pri fftom my poluqili Øvnoe sootnoxenie meßdu rexeniØmi central~nyh dvuhtoqeqnyh zadaq svØzi dlØ ishodnogo uravneniØ i ego obraza, ustanoviv, takim obrazom, kvazi-izospektral~nye svoæstva preobrazovaniØ Mebiusa. Naxi rezul~taty pozvolØ¸t vyskazat~ predpoloßenie, qto esli parametry preobrazovaniØ Mebiusa ØvlØ¸tsØ polinomami, to ono perevodit fuksovy uravneniØ v fuksovy (s toqnost~¸ do fflementarnogo sdviga).

V kaqestve priloßeniØ poluqennyh rezul~tatov my pokazali, qto uravnenie Goæna, u kotorogo odna osobaØ toqka ØvlØetsØ loßnoæ porØdka 2, moßet byt~ poluqeno s pomow~¸ preobrazovaniØ Mebiusa iz gipergeometriqeskogo uravneniØ. Takim obrazom, my v Øvnom vide postroili rexeniØ takogo uravneniØ Goæna, kotoroe obladaet 4 svobodnymi parametrami. Analogiqnye rezul~taty mogut byt~ poluqeny i v tom sluqae, kogda odna iz osobyh toqek uravneniØ Goæna ØvlØetsØ loßnoæ bolee vysokogo porØdka, a takße dlØ konfl¸ffntnogo uravneniØ Goæna.

Preobrazovanie (9) predstavlØet soboæ gruppu, parametrami kotoroæ ØvlØ¸tsØ 2 nezavisimye funkcii. Gruppy simmetriæ razliqnyh differencial~nyh uravneniæ, kak obyknovennyh, tak i uravneniæ v qastnyh proizvodnyh, xiroko obsußdalis~ v poslednie gody, sm., naprimer, knigi [10, 11]. V otliqie ot preobrazovaniæ, kotorym posvØweny upomØnutye knigi, preobrazovanie (9) ØvlØetsØ nelokal~nym, tak kak znaqenie funkcii

u(z) vosstanavlivaetsØ po rexeniØm ishodnogo uravneniØ v(z) s

pomow~¸ integrirovaniØ. Krome togo, ono svØzyvaet rexeniØ razliqnyh uravneniæ, buduqi v opredelennom smysle [12] variantom preobrazovaniØ Bffklunda.

V nedavnih rabotah [13, 14], obsußdalos~ lineænoe preobra-

PREOBRAZOVANIE MEBIUSA 87

zovanie rexeniæ LODU vtorogo porØdka, po suwestvu ØvlØ¸- weesØ qastnym sluqaem opisannogo v naxeæ rabote preobrazovaniØ Mebiusa. V rabote [14] ffto preobrazovanie ispol~zovalos~ dlØ poluqeniØ global~noæ informacii o rexeniØh svØzannyh fftim preobrazovaniem differencial~nyh uravneniæ. V rabote [13] opisany diskretnye simmetrii uravneniØ Goæna i, v qastnosti, postroeny takie uravneniØ Goæna, kotorye moßno (s pomow~¸ opisannoæ v [13] simmetrii) svesti k gipergeometriqeskomu uravneni¸. Pri fftom postroennoe uravnenie Goæna zavisit ot 3 svobodnyh parametrov, v to vremØ kak my postroili (takße s pomow~¸ gipergeometriqeskoæ funkcii) rexeniØ uravneniØ Goæna, zavisØwego ot 4 svobodnyh parametrov.

Kak stalo izvestno avtoram uße posle podgotovki raboty k peqati, v rabote [15] byli, na osnove inyh podhodov, postroeny rexeniØ uravneniØ Goæna v sluqae, kogda odna iz osobyh toqek ØvlØetsØ loßnoæ.

V zakl¸qenie otmetim, qto uravnenie Rikkati ØvlØetsØ ustoæqivym i otnositel~no bolee obwih drobno-racional~nyh preobrazovaniæ. A imenno, pust~ m(z) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ Rikkati. Poloßim n(z) = P (z, m)/Q(z, m), gde P (z, m),

Q(z, m) – polinomy po m. Esli deg P (z, m) = deg Q(z, m), to pri

opredelennyh usloviØh na kofffficienty fftih polinomov funkciØ n(z) takße ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ Rikkati. �tot fakt my namerevaemsØ obsudit~ v drugom meste.

Avtory blagodarny S. ı. SlavØnovu za interesnye i poleznye diskussii i A. V. Xaninu za informaci¸ o rabote [15].

Literatura

1. G. Beætmen, A. �rdeæi, Vysxie transcendentnye funkcii. t.1. Nauka, M. (1967).

2. S. SlavØnov, V. Laæ, Special~nye funkcii: EdinaØ teoriØ, osnovannaØ na analize osobennosteæ. Nevskiæ dialekt, S.-Peterburg (2002).

3. W. Wasow, Asymptotic expansions for ordinary differential equations. John Wiley and Sons, Inc., New York (1965).

4. F. G. Trikomi, Differential equations. Blackie and Son, Turin (1961). 5. W. Balser, Formal Power Series and Linear Systems of Meromorphic Ordinary Differential Equations. Berlin, Heidelberg, Springer, New York (1999).

6. A. A. Bolibruh, 21-Ø problema Gil~berta dlØ lineænyh fuksovyh sistem.

— Trudy MIAN im. V. A. Steklova 206(5) (1995), 1–159.

7. M. V. Fedoryuk, Asymptotic methods. Springer, Berlin, Heidelberg (1993). 8. H. Flashka, A. C. Newell, — Comm. Math. Phys. 76 (1980), 65.

88 A. ˚. KAZAKOV, ı. N. SIROTA

9. A. R. Its, V. Yu. Novokshenov, The Isomonodromic Deformation Method in the Theory of Painleve Equations. Lect. Notes Math. 1191, Berlin, Heidelberg (1986).

10. L. V. OvsØnnikov, Gruppovoæ analiz differencial~nyh uraneniæ. Nauka, M. (1978).

11. P. Olver, PriloßeniØ grupp Li k differencial~nym uravneniØm. Mir, M. (1989).

12. A. N~¸ffll, Solitony v matematike i fizike. Mir, M. (1989).

13. A. Ishkanyan, K.-A. Suominen, — J. Phys. A 36 (2003), L81. 14. D. Schmidt, Y. Sibuya, T. J. Tabara, — Asymptotic Analysis 31 (2002), 211. 15. A. V. Shanin, R. V. Craster, — Euro. J. Appl. Math. 13 (2002), 617.

Kazakov A. Yu, Sirota Yu. N. Mobius transform for the linear ordinary differential equations.

The Mobius transform for the linear ordinary differential equations of the second order is examined. It is shown, that this transform has some quasi-isospectral properties. Solutions of the Heun equation with one false singularity are constructed.

Postupilo 12 marta 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet affrokosmiqeskogo priborostroeniØ