Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 306, 2003 g.

V. N. Starovoætov

O NEEDINSTVENNOSTI REXENI˚ ZADAQI O DVIȷENII TVERDOGO TELA V V˚ZKO` NESȷIMAEMO` ȷIDKOSTI

PosvØwaetsØ Vsevolodu Alekseeviqu Solonnikovu v svØzi s ego ¸bileem

1. Vvedenie

Zadaqa o dvißenii absol¸tno tverdogo tela v vØzkoæ nesßimaemoæ ßidkosti (dalee – zadaqa A) ØvlØetsØ predmetom mnogih issledovaniæ i uße dovol~no horoxo izuqena (sm. [1–13]). V to ße vremØ, ostaetsØ bol~xoe qislo voprosov, otvet na kotorye ewe ne naæden. V qastnosti, poka ne dokazana edinstvennost~ slabogo rexeniØ. Tak kak postanovka zadaqi A vkl¸qaet uravneniØ Nav~e–Stoksa, to ne sleduet pitat~ bol~xih nadeßd, qto my v blißaæxee vremØ poluqim otvet na fftot vopros dlØ sluqaØ treh prostranstvennyh peremennyh. Esli ße ograniqit~sØ dvumernymi teqeniØmi, to zadaqa, kazalos~ by, dolßna imet~ tol~ko odno rexenie. Kak pokazano v dannoæ rabote, ffto ne vsegda tak.

Sleduet razliqit~ dva sluqaØ v zavisimosti ot togo, rassmatrivaem my zadaqu bez stolknoveniæ tel meßdu soboæ i s graniceæ (to est~ do momenta pervogo stolknoveniØ), ili my dopuskaem vozmoßnost~ stolknoveniæ. Pervyæ sluqaæ ØvlØetsØ bolee prostym i issledovan podrobnee. V qastnosti, v [13] dokazano, zadaqa A s dvumØ prostranstvennymi peremennymi imeet edinstvennoe sil~noe rexenie na l¸bom intervale vremeni, v teqenie kotorogo telo ne soudarØlos~ s graniceæ. V dannoæ rabote rassmotren vtoroæ, bolee obwiæ, sluqaæ. Odnako, predstavlennyæ rezul~tat ØvlØetsØ skoree otricatel~nym, qem poloßitel~nym. A imenno, zdes~ pokazyvaetsØ, qto suwestvu¸waØ obobwennaØ postanovka zadaqi A dopuskaet po kraæneæ mere dva slabyh rexeniØ. Sil~nyh ße rexeniæ na intervale vremeni, 199

200 V. N. STAROVO`TOV

vkl¸qa¸wem moment stolknoveniØ, suwestvovat~ ne moßet (sm. [7, 11]).

My ograniqimsØ issledovaniem dvumernogo sluqaØ zadaqi. Krome togo, my predpoloßim, qto v ob¨eme prisutstvuet tol~- ko odno tverdoe telo, plotnosti tela i ßidkosti sovpada¸t i toßdestvenno ravny edinice.

DlØ opredeleniØ ponØtiØ obobwennogo rexeniØ zadaqi A nam potrebu¸tsØ nekotorye special~nye prostranstva funkciæ. Pust~ u – kakoe–libo vektornoe pole v R^2. Oboznaqim qerez D(u) tenzor, ime¸wiæ komponenty

D_{ij} (u) = 1 2 ( ∂u_i ∂x_j + ∂u_j ∂x_i ) . Esli u – ffto pole skorosti, to D(u) nazyvaetsØ tenzorom skorosteæ deformacii. �tot tenzor obladaet odnim vaßnym dlØ nas svoæstvom, a imenno, esli S — svØznaØ oblast~, to D(u) = 0 v S togda i tol~ko togda, kogda suwestvu¸t vektor a i kososimmetriqeskiæ tenzor Q, takie qto

u(x) = a + Qx

dlØ vseh x ∈ S. To est~ pole skorosti u v S sootvetstvuet tverdotel~nomu dvißeni¸. Dokazatel~stvo fftogo fakta moßno naæti, naprimer, v [14]. Takim obrazom, my moßem rassmatrivat~ tverdoe telo kak sredu, pole tenzora skorosteæ deformacii kotoroæ obrawaetsØ v nul~. Na fftom svoæstve tenzora D(u) i osnovana obobwennaØ postanovka zadaqi.

Pust~ S, Ω – oblasti v R^2, takie qto S ⊂ Ω. My budem ispol~- zovat~ sledu¸wie funkcional~nye prostranstva:

H(Ω) = {u ∈ L_2(Ω) | div u = 0 v Ω},

V (Ω) = {u ∈ W^1_2 (Ω) | div u = 0 v Ω i u = 0 na ∂Ω},

K(S, Ω) = {u ∈ V (Ω) | D(u) = 0 v S}.

SoprØßennoe k V (Ω) prostranstvo oboznaqim qerez V^′(Ω). Prostranstvo H(Ω) otoßdestvlØetsØ so svoim soprØßennym. Prostranstvo K(S, Ω) bylo vvedeno i issledovano v [2, 3, 6] (sm. takße [7, 11]).

Pust~ S(t) – oblast~ v Ω, kotoru¸ zanimaet telo v moment vremeni t ∈ [0, T ], T < ∞. Tak kak telo ØvlØetsØ absol¸tno tverdym i dvißetsØ bez izmeneniØ formy, dolßno suwestvovat~ semeæstvo sohranØ¸wih orientaci¸ izometriæ M_{s,t} : R^2 → R^2

O NEEDINSTVENNOSTI REXENI˚ ZADAQI 201 ( s, t ∈ [0, T ] ) , takih qto S(t) = M_{s,t}S(s). My budem ispol~zovat~ odno i to ße oboznaqenie dlØ mnoßestv S(t) i ih harakteristiqeskih funkciæ. Takim obrazom, S(x, t) = { 1, x ∈ S(t), 0, x ∈ Ω \ S(t). Nakonec, oboznaqim qerez L^q (0, T ; K(S, Ω)) prostranstvo, fflementami kotorogo ØvlØ¸tsØ funkcii u ∈ L^q (0, T ; V (Ω)), takie qto

u(·, t) ∈ K(S(t), Ω) dlØ poqti vseh t ∈ [0, T ].

Sledu¸wee opredelenie obobwennogo rexeniØ zadaqi A bylo vvedeno v [2, 3].

Opredelenie 1.1. Para funkciæ {u, S}, takih qto

u ∈ L^∞(0, T ; H(Ω)) ∩ L^2(0, T ; K(S, Ω)), S ∈ C^{0,1/q}(0, T ; L^q(Ω)), 1 6 q < ∞, ØvlØetsØ obobwennym rexeniem zadaqi A, esli

(1) S(·, t) ØvlØetsØ harakteristiqeskoæ funkcieæ kakoæ-libo oblasti S(t) ⊂ Ω;

(2) suwestvuet semeæstvo sohranØ¸wih orientaci¸ izometriæ M_{s,t} : R^2 → R^2 ( s, t ∈ [0, T ] ) , takih qto

S(t) = M_{s,t}S(s) dlØ vseh s, t ∈ [0, T ]; (1.1)

(3) integral~nye toßdestva ∫ ΩT ( u · w_t + ( u ⊗ u − D(u) ) : D(w) + g · w ) dxdt = − ∫ Ω u_0 · w_0 dx,

(1.2) ∫ ΩT S ( η_t + u · ∇η ) dxdt = − ∫ Ω S_0η_0 dx (1.3)

vypolnØ¸tsØ dlØ l¸byh funkciæ

w ∈ W^1_2 (Ω_T ) ∩ L^2(0, T ; K(S, Ω))

i η ∈ C^1(Ω_T ), takih qto w|_{t=T} = 0, η|_{t=T} = 0.

Zdes~ Ω_T = Ω × [0, T ], g – vektor-funkciØ, zada¸waØ vnexnie massovye sily, qerez u_0, w_0, S_0 i η_0 oboznaqeny znaqeniØ sootvetstvu¸wih funkciæ pri t = 0.

Sledu¸wiæ rezul~tat o razreximosti zadaqi A byl dokazan v [2, 3] (sm. takße [7] i [10]).

202 V. N. STAROVO`TOV

Teorema 1.2. Pust~ Ω i S0 ØvlØ¸tsØ ograniqennymi svØznymi

oblastØmi klassa C^{1,1} v R^2, S_0 ⊂ Ω i u_0 ∈ H(Ω). Togda dlØ proizvol~nogo T ∈ (0, ∞) suwestvuet obobwennoe rexenie zadaqi A. Bolee togo, izometrii M_{s,t} Lipxic-nepreryvny po s i t.

Osnovnym rezul~tatom dannoæ raboty ØvlØetsØ dokazatel~- stvo togo, qto zadaqa A razrexima neodnoznaqno. V sledu¸wih dvuh paragrafah budet dokazana sformulirovannaØ niße teore- ma. Teorema 1.3. Suwestvu¸t S0 ∈ Ω, u0 ∈ H(Ω) i g ∈ L^2(0, T ; V^′(Ω)),

takie qto zadaqa A dopuskaet po kraæneæ mere dva obobwennyh rexeniØ.

IdeØ dokazatel~stva sostoit v sledu¸wem. My predpoloßim, qto oblasti Ω i S ØvlØ¸tsØ krugami. V paragrafe 2 budet postroeno pole skorosti, pri kotorom telo podhodit k granice ∂Ω oblasti Ω, kasaetsØ ee v moment vremeni t_∗ ∈ (0, T ) i zatem othodit. Predloßenie 2.4, dokazannoe v konce paragrafa, utverßdaet, qto suwestvuet pole vnexnih massovyh sil g, pri kotorom postroennoe pole skorosti ØvlØetsØ obobwennym rexeniem zadaqi A. Dalee, v paragrafe 3, my pokaßem, qto suwestvuet drugoe rexenie zadaqi s toæ ße funkcieæ g. �to rexenie sovpadaet s pervym do momenta t_∗, a dalee ono prodolßaetsØ takim obrazom, qto telo ne othodit ot stenki. Vozmoßnost~ suwestvovaniØ rexeniæ vtorogo tipa byla otmeqena v [12]. S fiziqeskoæ toqki zreniØ ffti rexeniØ ne ØvlØ¸tsØ priemlemymi, tak kak fakt prilipaniØ tela k granice oblasti teqeniØ predpolagaet naliqie kakih-to svØzeæ, kotorye ne prisutstvu¸t v postanovke zadaqi. Rexenie dolßno samo vybirat~, ostaetsØ telo u stenki ili othodit ot nee. Takim obrazom, opredelenie 1.1 dolßno vkl¸qat~ kakoe-libo dopolnitel~noe sootnoxenie, kotoroe otseivalo by “nepravil~nye” rexeniØ.

2. Postroenie pervogo rexeniØ

Oboznaqim qerez B_ρ(b) otkrytyæ krug radiusa ρ s centrom v toqke b. Predpoloßim, qto Ω = B_R(0) i S(t) = B_r (a(t)), gde

R > r > 0, 0 = (0, 0) i a(t) = (a(t), 0). My vyberem pozdnee ta-

ku¸ funkci¸ a ∈ W^1_∞(0, T ), qto S(t) ⊂ Ω dlØ vseh t, to est~,

|a(t)| 6 R − r. Qasto vmesto funkcii a(t) nam budet bolee udobno

pol~zovat~sØ funkcieæ σ(t) = a(t)(R − r)^{−1}. Predpoloßim takße,

O NEEDINSTVENNOSTI REXENI˚ ZADAQI 203

qto v nekotoryæ moment vremeni t_∗ ∈ (0, T ) telo kasaetsØ stenki, to est~, dist (S(t_∗), ∂Ω) = 0. Zametim, qto σ(t) ∈ [0, 1) pri t ∈ [0, t_∗), i σ(t) → 1, esli t → t_∗. Opredelim otobraßenie F(·, t), kotoroe kaßdoæ toqke ¸ ∈ Ω stavit v sootvetstvie nekotoru¸ toqku x ∈ Ω po pravilu:

x_1 = F_1(ξ_1, ξ_2, t) = ξ_1 + σ(t) ( R − √ ξ^2_1 + ξ^2_2 ) , x_2 = F_2(ξ_1, ξ_2, t) = ξ_2.

Netrudno proverit~, qto F(Ω, t) = Ω i

S(t) = F ( B_r (0), t ) . (2.1)

Krome togo, esli ¸ ∈ ∂Ω, to F(¸, t) = ¸. Obratnoe otobraßenie G vyglØdit tak:

ξ_1 = G_1(x_1, x_2, t) = 1 1 − σ^2 ( x_1 − σR + σ √ x^2(1 − σ^2) + (σR − x_1)^2 ) , ξ_2 = G_2(x_1, x_2, t) = x_2,

gde pod σ podrazumevaetsØ σ(t). Takim obrazom, G(Ω, t) = Ω i G ( S(t), t ) = B_r (0). Poskol~ku otobraßenie G opredeleno tol~ko

pri σ ∈ (−1, 1), my budem snaqala sqitat~, qto t ∈ [0, t_∗).

Ris. 1. OtobraßeniØ F i G.

Zametim, qto my ne rassmatrivaem (x_1, x_2, t) i (ξ_1, ξ_2, t) kak ffælerovy i lagranßevy koordinaty. Prosto v koordinatah¸ oblast~ Ω\S(t) vyglØdit bolee simmetriqnoæ, a imenno, oblasti Ω i S ØvlØ¸tsØ koncentriqeskimi krugami (sm. ris. 1).

SvØßem s ¸ = (ξ_1, ξ_2) polØrnye koordinaty (ρ, θ):

ξ_1 = ρ cos θ, ξ_2 = ρ sin θ.

204 V. N. STAROVO`TOV

V fftih koordinatah Økobian otobraßeniæ F i G imeet prostoæ vid:

J_F (¸, t) = det ( ∂F ∂¸ ) = 1 − σ(t) cos θ,

J_G|_{x=F(¸,t)} = det ( ∂G ∂x )| |_{x=F(¸,t)} = J^{−1}_F = 1 1 − σ(t) cos θ . Otobraßenie F zadaet izmenenie geometrii oblasti teqeniØ.

My budem predpolagat~, qto telo dvißetsØ bez vraweniØ ot centra oblasti Ω k kra¸. Takim obrazom, suwestvuet semeæstvo izometriæ M_{s,t}, udovletvorØ¸wih (1.1). �ti izometrii predstavlØ¸t soboæ sdvigi oblasti S vdol~ osi x_1. Postroim pole skorosti u, sootvetstvu¸wee rassmatrivaemoæ situacii. Ono dolßno byt~ takim, qto

u = 0 na ∂Ω i D(u) = 0 v S.

Tak kak v dvumernom sluqae kaßdomu pol¸ skorosti moßno odnoznaqno sopostavit~ sootvetstvu¸wu¸ funkci¸ toka, my postroim snaqala funkci¸ toka ψ, a zatem vyqislim po neæ pole skorosti u.

Pust~ λ : [0, ∞) → [0, 1] – gladkaØ funkciØ, takaØ qto λ(ρ) = 1 pri ρ < r i λ^′(r) = λ(R) = λ^′(R) = 0. Podhodit, naprimer, funkciØ

λ(ρ) = (R − r)^{−3}(ρ − R)^2(2ρ − 3r + R).

Esli, v qastnosti, R = 3 i r = 1, togda λ(ρ) =^1_4 ρ(ρ − 3)^2. Opredelim funkci¸ toka:

ψ(x, t) = ȧ(t) x_2 φ(G(x, t)),

gde φ(¸) = λ (√ ξ^2_1 + ξ^2_2 ) i ȧ = da/dt. Linii urovnØ fftoæ funkcii shematiqno pokazany na ris. 2.

Ris. 2. Linii urovnØ funkcii pri razliqnyh znaqeniØh œ.

O NEEDINSTVENNOSTI REXENI˚ ZADAQI 205

Sootvetstvu¸wee pole skorosti u(x, t) = ∇^⊥_x ψ(x, t) imeet sledu¸wie komponenty

u_1(x, t) = ∂ψ ∂x_2 = ȧ(t) φ ( G(x, t) ) + ȧ(t) x_2 G_{x2} · ∇_ξφ(¸)|_{¸=G(x,t)} ,

u_2(x, t) = − ∂ψ ∂x_1 = −ȧ(t) x_2 G_{x1} · ∇_ξφ(¸)|_{¸=G(x,t)} . (2.3)

Zametim, qto u udovletvorØet usloviØm (2.2). Issleduem svoæstva funkcii u.

Lemma 2.1. FunkciØ u prinadleßit prostranstvu L^∞(0, t∗;

L^2(Ω)) togda i tol~ko togda, kogda σ̇ ∈ L^∞(0, t_∗).

Normu funkcii u v prostranstve L^2(Ω) moßno vyqislit~ Øvno:

‖u‖^2_L2_{(Ω)} = ‖u_1‖^2_L2_{(Ω)} + ‖u_2‖^2_L2_{(Ω)} = μ_1(R, r) ν_1(σ) |σ̇|^2, (2.4)

gde μ_1(R, r) = ∫_R r ( λ^′(ρ) )_2 ρ^3 dρ < ∞ i

ν_1(σ) = 2π∫ 0 sin^2 θ 1 − σ cos θ dθ = 2π 1 − √ 1 − σ^2 σ^2

= 2π 1 1 + √ 1 − σ^2 . Poskol~ku ν_1(σ) ∈ [π, 2π] dlØ l¸bogo znaqeniØ σ, utverßdenie lemmy spravedlivo.

Lemma 2.2. Esli (1 − σ)^{−3/2}|σ̇|^2 ∈ L^1(0, t∗), to funkciØ u prinad-

leßit prostranstvu L^2(0, t_∗; V (Ω)).

DlØ dokazatel~stva lemmy dostatoqno ocenit~ Δψ v L^2(0, t_∗;

L^2(Ω)). Posle dovol~no gromozdkih, no prostyh vyqisleniæ my

poluqim ocenku:

‖Δψ‖^2_L2_{(Ω)} 6 μ_2(R, r)ν_2(σ) |σ̇|^2,

gde ν_2(σ) = (1 − σ)^{−3/2} i μ_2 — poloßitel~naØ konstanta, zavisØwaØ tol~ko ot R i r. Utverßdenie lemmy srazu sleduet iz fftoæ ocenki.

Lemma 2.3. Esli σ̈ ∈ L^2(0, t∗), togda ut ∈ L^2(0, t∗; V^′(Ω)).

Suwestvuet zavisØwaØ tol~ko ot R i r konstanta μ_3(R, r), takaØ qto

‖ψ_t‖_L2_{(Ω)} 6 μ_3(R, r) ( |σ̈| + |σ̇|^2 ) .

206 V. N. STAROVO`TOV

Utverßdenie lemmy sleduet iz fftoæ ocenki, tak kak prinadleßnost~ σ̈ prostranstvu L^2(0, t_∗) vleqet ograniqennost~ σ̇.

Opredelim funkci¸ σ sledu¸wim obrazom

σ(t) = 1 − (t − t_∗)^4 T^{−4}. (2.5)

Netrudno videt~, qto |σ(t)| < 1 pri t ∈ [0, t_∗) ∪ (t_∗, T ] i σ(t_∗) = 1. Krome togo, σ udovletvorØet usloviØm lemm 2.1, 2.2 i 2.3. Sledovatel~no, funkciØ u, opredelennaØ v (2.3), prinadleßit prostranstvu L^∞(0, t_∗; H(Ω)) ∩ L^2(0, t_∗; V (Ω)), a ee proizvodnaØ po vremeni – prostranstvu L^2(0, t_∗; V^′(Ω)). Pofftomu funkciØ u slabo nepreryvna po t v L^2(Ω). Bolee togo, u sil~no nepreryvna po t v

L^2(Ω), tak kak ravenstvo (2.4) vleqet nepreryvnost~ ‖u(·, t)‖_L2_{(Ω)}

po t.

Doopredelim funkci¸ u pri t = t_∗ po nepreryvnosti, a dalee, pri t ∈ (t_∗, T ], opØt~ ße s pomow~¸ ravenstv (2.3) s funkcieæ σ, zadannoæ vyraßeniem (2.5). PoluqennaØ takim obrazom funkciØ u obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

u ∈ L^∞(0, T ; H(Ω)) ∩ L^2(0, T ; V (Ω)), u_t ∈ L^2(0, T ; V^′(Ω)). (2.6)

Krome togo,

u ∈ L^2(0, T ; K(S, Ω)).

Teper~ my moßem dokazat~ sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 2.4. Pust~ funkcii σ, u i S zadany ravenstvami

(2.5), (2.3) i (2.1), sootvetstvenno. Togda suwestvuet funkciØ

g ∈ L^2(0, T ; V^′(Ω)), takaØ qto para {u, S} ØvlØetsØ obobwennym rexeniem zadaqi A.

Dokazatel~stvo. Snaqala zametim, qto toßdestvo (1.3) vypol-

nØetsØ po postroeni¸. Qto kasaetsØ toßdestva (1.2), v silu (2.6) ono moßet byt~ perepisano sledu¸wim obrazom: ∫ ΩT ( u_t · w − ( u ⊗ u − D(u) ) : D(w) ) dxdt = ∫ ΩT g · w dxdt. (2.7)

My dolßny dokazat~ suwestvovanie funkcii g, takoæ qto ravenstvo (2.7) vypolnØetsØ dlØ vseh funkciæ w ∈ L^2(0, T ; K(S, Ω)).

V silu (2.6), levaØ qast~ ravenstva (2.7) predstavlØet soboæ nepreryvnyæ lineænyæ funkcional v L^2(0, T ; V (Ω)), deæstvu¸- wiæ na funkci¸ w. Pofftomu suwestvuet g ∈ L^2(0, T ; V^′(Ω)), takaØ qto (2.7) imeet mesto dlØ vseh w ∈ L^2(0, T ; V (Ω)), a sledovatel~- no, i dlØ vseh w ∈ L^2(0, T ; K(S, Ω)). Predloßenie dokazano. •

O NEEDINSTVENNOSTI REXENI˚ ZADAQI 207

3. Postroenie vtorogo rexeniØ

V predyduwem paragrafe my postroili rexenie zadaqi A s vektorom massovyh sil g iz predloßeniØ 2.4. Seæqas my dokaßem, qto suwestvuet drugoe rexenie zadaqi s toæ ße funkcieæ g. Oboznaqim pole skorosti dlØ novogo rexeniØ qerez v, a oblast~, zanØtu¸ tverdym telom – qerez R. Poloßim

v(·, t) = u(·, t), R(t) = S(t) pri t ∈ [0, t_∗]. (3.1)

Napomnim, qto v moment vremeni t_∗ telo kasaetsØ stenki, to est~,

dist (S(t_∗), ∂Ω) = 0. Opredelim funkcii v i R pri t ∈ (t_∗, T ] sle-

du¸wim obrazom:

R(t) = R_∗ = S(t_∗) pri t ∈ (t_∗, T ],

v(x, t) = 0 pri x ∈ R(t), t ∈ (t_∗, T ], (3.2)

v oblasti Ω \ R_∗ funkciØ v budet rexeniem uravneniæ Nav~e- Stoksa s pravoæ qast~¸ g i s nulevymi graniqnymi znaqeniØmi. Tak kak u(x, t_∗) = 0 dlØ vseh x ∈ Ω, to dlØ l¸boæ funkcii w ∈

L^2(t_∗, T ; V (Ω \ R_∗)) dolßno vypolnØt~sØ integral~noe toßdestvo: T∫ t� ∫ Ω\R� ( v_t · w − ( v ⊗ v − D(v) ) : D(w) − g · w ) dxdt = 0. (3.3)

Kak sleduet iz obweæ teorii uravneniæ Nav~e–Stoksa (sm. [15]), suwestvuet edinstvennaØ funkciØ v ∈ L^∞(t_∗, T ; H(Ω \ R_∗)) ∩

L^2(t_∗, T ; V (Ω \ R_∗)), takaØ qto v_t ∈ L^2(t_∗, T ; V^′(Ω \ R_∗)) i spra-

vedlivo toßdestvo (3.3). To, qto oblast~ Ω \ R_∗ – ne gladkaØ, ne imeet znaqeniØ, tak kak my rassmatrivaem zadaqu s nulevymi kraevymi usloviØmi.

Takim obrazom, my opredelili funkci¸ v vs¸du v Ω_T , a funkci¸ R – pri vseh t ∈ [0, T ].

Predloßenie 3.1. Funkcii v i R obrazu¸t obobwennoe rexenie

zadaqi A.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku v = 0 v R(t) pri t ∈ [t∗, T ], to

v ∈ L^2(0, T ; K(R, Ω)). Takim obrazom, nam neobhodimo proverit~

lix~ vypolnenie toßdestv (1.2) i (1.3), zameniv v nih u i S na v i R, sootvetstvenno. Vsledstvie predloßeniØ 2.4 i sootnoxeniæ (3.1), dostatoqno provodit~ integrirovanie po vremeni v fftih

208 V. N. STAROVO`TOV

toßdestvah ot t_∗ do T . Toßdestvo (1.3) vypolnØetsØ blagodarØ (3.2), a (1.2) moßet byt~ perepisano sledu¸wim obrazom: T∫ t� ∫ Ω ( v_t · w − ( v ⊗ v − D(v) ) : D(w) − g · w ) dxdt = 0. (3.4)

Proverim, qto (3.4) vypolnØetsØ dlØ vseh w ∈ L^2(t_∗, T ; K(R, Ω)).

Zametim, qto (3.4) i (3.3) otliqa¸tsØ tol~ko oblast~¸ integrirovaniØ i vyborom probnyh funkciæ. Napomnim odno svoæstvo funkciæ iz prostranstva K(R, Ω) (sm. [2, 3, 7, 11]).

Lemma 3.2. Pust~ Ω, R ⊂ R^2 – svØznye oblasti klassa C^{1,α}, α ∈

[^2_3 , 1], takie qto R ⊂ Ω i dist (R, ∂Ω) = 0. Esli w ∈ K(R, Ω), to w(x) = 0 pri x ∈ R.

Iz fftoæ lemmy i (3.3) srazu sleduet spravedlivost~ toßdestva (3.4).

Predloßenie dokazano. • Oqevidno, qto postroennoe rexenie {v, R} zadaqi A otliqaetsØ ot rexeniØ {u, S} iz predyduwego paragrafa. Takim obrazom, teorema 1.3 dokazana.

Literatura

1. N. V. ıdakov, Razreximost~ zadaqi o dvißenii tverdogo tela v vØzkoæ nesßimaemoæ ßidkosti. — Dinamika sploxnoæ sredy, 18 (1974), 249– 253.

2. K.-H. Hoffmann, V. N. Starovoitov, On a motion of a solid body in a viscous fluid.

— Preprint M9617, Technische Universität München, (1996).

3. K.-H. Hoffmann, V. N. Starovoitov, On a motion of a solid body in a viscous fluid.

Two–dimensional case. — Adv. Math. Sci. Appl., 9 No. 2 (1999), 633–648. 4. G. P. Galdi, On the steady self-propelled motion of a body in a viscous incompressible fluid. — Arch. Ration. Mech. Anal., 148, No. 1 (1999), 53–88.

5. B. Desjardins, M. J. Esteban, Existence of weak solutions for the motion of rigid bodies in a viscous fluid. — Arch. Ration. Mech. Anal., 146, No. 1 (1999), 59–71.

6. K.-H. Hoffmann, V. N. Starovoitov, Zur Bewegung einer Kugel in einer zähen Flüssigkeit. — Documenta Mathematica, 5 (2000), 15–21.

7. V. N. Starovoætov, NeregulØrnye zadaqi gidrodinamiki. — DoktorskaØ dissertaciØ, Novosibirskiæ gosudarstvennyæ universitet, (2000).

8. C. Conca, J. A. San Martin, M. Tucsnak, Existence of solutions for the equations modelling the motion of a rigid body in a viscous fluid. — Comm. Partial Differential Equations, 25, No. 5-6 (2000), 1019–1042.

9. M. D. Gunzburger, H.-C. Lee, G. Seregin, Global existence of weak solutions for viscous incompressible flows around a moving rigid body in three dimensions. — J. Math. Fluid Mech., 2, No. 3 (2000), 219–266.

O NEEDINSTVENNOSTI REXENI˚ ZADAQI 209 10. J. A. San Martin, V. N. Starovoitov, M. Tucsnak, Global weak solutions for the two-dimensional motion of several rigid bodies in an incompressible viscous fluid. — Arch. Ration. Mech. Anal., 161, No. 2 (2002), 113–147.

11. V. N. Starovoitov, Behavior of a rigid body in an incompressible viscous fluid near a boundary. — To appear in Proceedings of the International Conference “Free boundary problems: theory and applications”, Trento, Italy (2002).

12. E. Feireisl, On the motion of rigid bodies in a viscous fluid. — Applications of

Mathematics, 47, No. 6 (2002), 463–484.

13. T. Takahashi, Existence of strong solutions for the problem of a rigid–fluid system.

— C.R.Acad.Sci.Paris, Ser.I, 336, No. 5 (2003), 453–458.

14. R. Temam, Problèmes mathématiques en plasticité. — Méthodes Mathématiques

de l’Informatique, 12. Publié avec le concours du C.N.R.S. Paris: Gauthier-Villars. Bordas. VII, (1983).

15. O. A. LadyßenskaØ, Matematiqeskie voprosy dinamiki vØzkoæ nesßimaemoæ ßidkosti. — Nauka, M., (1970).

Starovoitov V. N. Non-uniqueness of the solution to the problem of a motion of a rigid body in a viscous incompressible fluid.

This paper is devoted to the investigation of the problem on a motion of a rigid body in a viscous incompressible fluid. It is proved that there exist at least two weak solutions of this problem, if the collisions of the body with the boundary of the flow domain are allowed. These solutions have different behavior of the body after the collision. Namely, for the first solution, the body goes away from the boundary after the collision. In the second solution, the body and the boundary remain in contact.

Postupilo 20 oktØbrØ 2003 g.

Institut gidrodinamiki im. M. A. Lavrent~eva SO RAN, Novosibirsk, RossiØ

Center of advanced European studies and research, Bonn, Germany E-mail: starovoitov@caesar.de