Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 305, 2003 g.

N. S. Semenov

ODIN ARGUMENT V POL^ZU GURVICEVOSTI Gsc(E6, q)

Vvedenie

Rassmotrim (2,3,7)-treugol~nu¸ gruppu

Δ(2, 3, 7) = ⟨x, y | x^2 = y^3 = (xy)^7 = 1⟩.

NeediniqnaØ gruppa G nazyvaetsØ (2,3,7)-poroßdennoæ (sootvetstvenno (2,3)-poroßdennoæ), esli ona ØvlØetsØ ffpimorfnym obrazom gruppy Δ(2, 3, 7) (sootvetstvenno poroßdaetsØ invol¸cieæ i fflementom porØdka tri). Gruppa G nazyvaetsØ gurvi-

cevoæ, esli ona koneqna i (2,3,7)-poroßdena. (2,3)-poroßdennye

gruppy voznika¸t kak faktory klassiqeskoæ modulØrnoæ gruppy PSL(2, Z), kotoraØ izomorfna svobodnomu proizvedeni¸ cikliqeskih grupp porØdkov 2 i 3.

V 1893 godu Gurvic dokazal, qto gruppa avtomorfizmov algebraiqeskoæ krivoæ roda g > 1 vsegda imeet porØdok, ne prevoshodØwiæ 84(g − 1), i koneqnaØ gruppa porØdka 84(g − 1) moßet deæstvovat~ na krivoæ roda g togda i tol~ko togda, kogda ona ØvlØetsØ obrazom Δ(2, 3, 7).

Dolgoe vremØ byli izvestny lix~ otdel~nye primery (2,3)- i (2,3,7)-poroßdennyh grupp i sqitalos~, qto takih grupp oqen~ malo. V poslednie ße 10–15 let byli poluqeny soverxenno udivitel~nye rezul~taty o poroßdenii grupp tipa Li nad koneqnoporoßdennymi kol~cami.

Bol~xim proryvom zdes~ stal perestanovoqnyæ metod, pridumannyæ Tamburini v 80-ye gody. S pomow~¸ fftogo metoda udalos~ vyØsnit~, qto oqen~ mnogie klassiqeskie gruppy bol~xih rangov (2,3)-poroßdeny. Sovmestnymi usiliØmi Tamburini, Di Martino, Uilsona, Gavioli, Malle, Vavilova i drugih matematikov bylo dokazano, qto sledu¸wie gruppy (2,3)-poroßdeny:

• znakoperemennaØ gruppa A_n pri n ≠ 3, 6, 7, 8 (rezul~tat Millera 1901 goda); 228

ODIN ARGUMENT V POL^ZU GURVICEVOSTI Gsc(E6, q) 229 • gruppy Xevalle G_2(q) i skruqennye gruppy^2G_2(q) (Malle);

• proektivnye special~nye lineænye gruppy PSL(2, q) pri

q ≠ 9 i PSL(3, q) pri q ≠ 4 (Makbet, Garbe, Koffn);

• gruppy SL(4, q), q neqetno (Tamburini, Vassallo); • special~nye lineænye gruppy SL(n, q), n ¿ 25 (Tamburini);

• special~nye lineænye gruppy SL(n, q), n ¿ 5, q neqetno (Di Martino, Vavilov);

• proektivnye simplektiqeskie gruppy PSp(4, q), q = p^m,

p ≠ 2, 3 (Kaccola, Di Martino);

• gruppy Sp(2n, q) pri n ¿ 37, q = p^m, p ≠ 2; Ω(2n + 1, q),

n ¿ 49; SU(2n + 1, q^2), n ¿ 49, q neqetno; Ω^�(2n + 2, q), n ¿ 55, q neqetno (Tamburini, Dß.Uilson, Gavioli);

• gruppy Ω^+(2n, q) i SU(2n, q^2), n ¿ 37;

• vse prostye sporadiqeskie gruppy, krome M_{11}, M_{22}, M_{23} i McL (Uoldar, R.Uilson).

Ves~ma interesen rezul~tat Libeka–Xaleva [12] o tom, qto veroØtnost~ poroßdeniØ koneqnoæ prostoæ klassiqeskoæ gruppy G, otliqnoæ ot PSp(4, q), sluqaæno vybrannymi invol¸cieæ i fflementom 3-go porØdka stremitsØ k 1, kogda |G| → ∞.

Ewe bolee interesnym ØvlØetsØ vopros gurvicevosti grupp. �tot vopros okazalsØ qrezvyqaæno trudnym, i v pervu¸ oqered~ zdes~ sleduet otmetit~ zameqatel~nyæ rezul~tat G. Higmena i M. Kondera [3] utverßda¸wiæ, qto vse znakoperemennye gruppy A_n, n ¿ 168, gurvicevy. Sovsem nedavno A. Lukkini, M. K. Tamburini i Dß. Uilson, ispol~zuØ rezul~tat Higmena– Kondera, dokazali, qto poqti vse klassiqeskie gruppy nad koneqnym polem dostatoqno bol~xih rangov gurvicevy. Na samom dele imi poluqeny gorazdo bolee obwie rezul~taty, svØzannye s (2,3,7)-poroßdeniem fflementarnyh grupp E(n, R) nad koneqnoporoßdennymi kol~cami (sm. [13–15]). Metody ih rabot osnovany na diagrammah Higmena–Kondera. Tak, v nastoØwee vremØ izvestno, qto gruppy

Sp(2n, q), Ω^+(2n, q), SU(2n, q), Ω(2n + 7, q)

gurvicevy pri n ¿ 371, gruppa SU(2n + 7, q) gurviceva pri n ¿ 371 i neqetnom q, gruppy SL(n, q) i SL(n, Z) (2,3,7)-poroßdeny pri n ¿ 287. Krome togo, Malle izuqal voprosy poroßdeniØ

230 N. S. SEMENOV iskl¸qitel~nyh grupp Xevalle, a imenno, on poluqil krasivye rezul~taty o gurvicevosti grupp G_2(q), q ¿ 5;^2G_2(q), q > 3;

3 D_4(q) dlØ q = p^m, p ≠ 3, q ≠ 4 i^2F_4(2^{2m+1})0 dlØ m ≡ 1(3).

�ti rezul~taty ØvlØ¸tsØ samym krupnym prodvißeniem v ponimanii gurvicevyh grupp za poslednie sto let so vremen Kleæna i Gurvica.

V protivopoloßnom napravlenii neobhodimo otmetit~ sledu- ¸wiæ rezul~tat Di Martino–Tamburini–Zalesskogo (sm. [9]): gruppy SL(n, Z) ne ØvlØ¸tsØ gurvicevymi pri n 6 19, n = 22. �ta teorema poslußila otpravnoæ toqkoæ v naxem issledovanii gruppy G_{sc}(E_6, q). Nami poluqeno sledu¸wee utverßdenie:

Teorema. Pust~ F = Fq , gde q = p^n i p = char F ≠ 2, 3, 7. Predpo-

loßim takße, qto q sravnimo s 2 po modul¸ 3 i sravnimo s 3, 5 ili 6 po modul¸ 7. Oboznaqim qerez ω ∈ F — pervoobraznyæ koren~ iz 1 stepeni 3, a qerez η ∈ F — pervoobraznyæ koren~ iz 1 stepeni 7. Esli G_{sc}(E_6, F ) = ⟨x, y⟩, gde x^2 = y^3 = (xy)^7 = 1, to sobstvennye qisla u fflementov x, y, xy sledu¸wie:

• u invol¸cii x – dva sobstvennyh qisla: 1 i −1 s kratnostØmi 15 i 12 sootvetstvenno, • u fflementa y – tri sobstvennyh qisla: 1, ω, ω^2 s odinakovymi kratnostØmi 9, • u proizvedeniØ xy – sem~ sobstvennyh qisel: 1 s kratnost~¸ 3 i η, . . . , η^6 – vse kratnosti 4.

Naloßennye v teoreme usloviØ na q neobhodimy dlØ togo, qtoby kratnosti soprØßenyh sobstvennyh qisel u fflementov porØdkov 3 i 7 sovpadali.

Privedennyæ rezul~tat pozvolØet vydvinut~ sledu¸wu¸ gipotezu:

Gipoteza. G_{sc}(E_6, q) – gurviceva gruppa.

1. Predvaritel~nye svedeniØ: formula Skotta i simmetriqeskiæ kvadrat

Pust~ f: H → GL(n, F ) predstavlenie gruppy H nad polem F . DlØ l¸bogo podmnoßestva X gruppy H opredelim d^X_V kak razmernost~ podprostranstva v prostranstve predstavleniØ V =

F^n, fflementy kotorogo osta¸tsØ nepodvißnymi pri deæstvii na

nih f(X). Drugimi slovami, d^X_V = dim_F {v ∈ V | ∀ x ∈ X f(x)(v) = v}.

ODIN ARGUMENT V POL^ZU GURVICEVOSTI Gsc(E6, q) 231 Analogiqno opredelØetsØ bd^X_V po otnoxeni¸ k dual~nomu predstavleni¸ b

f : H → GL(n, F ), bf (h) = (f(h�^1))^T .

Teper~ moßno sformulirovat~ utverßdenie, kotoroe budet imet~ bol~xoe znaqenie v dal~neæxem.

Lemma 1. Pust~ f: H → GL(n, F ) – predstavlenie gruppy H = ⟨x, y⟩. Togda d^x_V + d^y_V + d^{xy}_V 6 dim V + d^H_V + bd^H_V .

�ta teorema – rezul~tat Skotta (teorema 1, [20]). Oboznaqim qerez F algebraiqeskoe zamykanie polØ F harakteristiki, otliqnoæ ot 2. Rassmotrim V = F^n i vyberem bazis

{v_i, 1 6 i 6 n} prostranstva V nad F . Qerez S oboznaqim sim-

metriqeskiæ kvadrat V , kotoryæ my istolkovyvaem kak podprostranstvo v V ⊗ V , poroßdennoe mnoßestvom {v_i ⊗ v_i, 1 6 i 6 n} ∪ {v_i ⊗ v_j + v_j ⊗ v_i, 1 6 i < j 6 n} (napomnim, qto char F ≠ 2).

Qerez E oboznaqim vnexniæ kvadrat, kotoryæ istolkovyvaetsØ kak podprostranstvo v V ⊗ V , poroßdennoe mnoßestvom {v_i ⊗ v_j − v_j ⊗ v_i, 1 6 i < j 6 n}. Legko dokazat~, qto dim S =^{n(n+1)}_2 , dim E =^{n(n}�^{1)}_2 i V ⊗V = S+ E, priqem kaßdoe slagaemoe invariantno otnositel~no deæstviØ

g(u ⊗ v) = g(u) ⊗ g(v) dlØ l¸bogo g ∈ GL(n, F ). Takoe deæstvie

nazyvaetsØ diagonal~nym.

Lemma 2. Pust~ H – neprivodimaØ podgruppa v GL(n, F ), kotoraØ

ostavlØet nepodvißnym nenulevoæ fflement iz S. Togda, esli p = char F ≠ 2, to H soderßitsØ v ortogonal~noæ gruppe. Krome togo, toßdestvennoe predstavlenie H ffkvivalentno dual~nomu.

Dokazatel~stvo fftoæ lemmy soderßitsØ v [9].

DlØ matricy A ∈ M (n, F) opredelim d^A_S kak razmernost~ podprostranstva v simmetriqeskom kvadrate V , kotoroe potoqeqno ostaetsØ nepodvißnym pod deæstviem A. Sledu¸waØ lemma ponadobitsØ nam dlØ konkretnyh vyqisleniæ v G_{sc}(E_6, F ).

232 N. S. SEMENOV

Lemma 3. Pust~ g ∈ GL(n, F ) – fflement koneqnogo porØdka, vza-

imno prostogo s char F . Esli ν – sobstvennoe qislo g, to oboznaqim qerez m_ν kratnost~ ν (zdes~ sobstvennye qisla i ih kratnosti sqita¸tsØ v F ). Togda

d^g_S = m_1(m_1 + 1) + m�_1(m�_1 + 1) 2 + X_{mν mν�1 ,} gde summa beretsØ po vsem param (ν, ν�^1) sobstvennyh qisel g v F takim, qto ν ≠ ν�^1.

�ta lemma vzØta iz [9]. Ona dokazyvaetsØ neposredstvennoæ proverkoæ.

2. 27-mernoe predstavlenie E6

Pust~ F = F_q , gde q = p^n i p = char F ≠ 2, 3, 7. TeoriØ, svØzannaØ s predstavleniØmi grupp Xevalle, ih starximi vesami, rexetkami vesov horoxo osvewena vo mnogih matematiqeskih rabotah (sm., naprimer, [2]), i my budem predpolagat~, qto qitatel~ s neæ znakom.

Izvestno, qto predstavlenie odnosvØznoæ gruppy Xevalle

E_6(F ) = G_{sc}(E_6, F ) so starxim vesom ω_1 27-merno. Rassmotrim

vesovu¸ diagrammu fftogo predstavleniØ (sm. [24, 25]). S ee pomow~¸ my postaraemsØ naæti vse ßordanovy formy u vseh invol¸ciæ i fflementov porØdka 3 i 7 iz E_6(F ).

Ris. 1. Sistema korneæ E6.

NaqinaØ s fftogo mesta, my rassmatrivaem E_6(F ) kak podgruppu v GL(27, F ). Bolee togo, kogda ffto neobhodimo, my budem predpolagat~, qto E_6(F ) vloßena v GL(27, F).

V naxih predpoloßeniØh otnositel~no F vse fflementy E_6(F ) porØdkov 2, 3, 7 poluprosty, to est~ soprØßeny s nekotorymi fflementami fiksirovannogo maksimal~nogo tora E_6(F ). Rassmotrim poluprostye kornevye fflementy h_α(ε), α ∈ E_6, ε ∈ F . Iz

ODIN ARGUMENT V POL^ZU GURVICEVOSTI Gsc(E6, q) 233

Ris. 2. VesovaØ diagramma (E6, ω1).

skazannogo vyxe vytekaet, qto dlØ togo, qtoby poluqit~ polnyæ spisok raspredeleniØ sobstvennyh qisel u invol¸ciæ, fflementov porØdka 3 i fflementov porØdka 7 iz E_6(F ) neobhodimo naæti ßordanovy formy u fflementov tora vida h_{α1} (ε_1) · . . .· h_{α6} (ε_6), gde

α_1, . . . , α_6 — prostye korni sistemy korneæ E_6. Pri fftom dlØ

invol¸ciæ ε_i = ±1, dlØ fflementov porØdka tri ε_i = 1, ω, ω^2 i dlØ fflementov porØdka sem~ ε_i = 1, η, . . . , η^6, gde ω ∈ F – pervoobraznyæ koren~ iz 1 stepeni 3, a η ∈ F – pervoobraznyæ koren~ iz 1 stepeni 7.

NaqinaØ s fftogo mesta, my predpolagaem, qto q sravnimo s 2 po modul¸ 3 i sravnimo s 3, 5 ili 6 po modul¸ 7. Togda l¸- boæ fflement h ∈ E_6(q) porØdka 3 vewestvennen, a l¸boæ fflement

g ∈ E_6(q) porØdka 7 libo vewestvennen, libo racionalen (sm.

[9]). Napomnim, qto g ∈ GL(n, F ) nazyvaetsØ vewestvennym (sootvetstvenno racional~nym), esli on poluprost i soprØßen s g�1 (sootvetstvenno poluprost i soprØßen so vsemi svoimi netrivial~nymi stepenØmi).

S pomow~¸ special~noæ komp~¸ternoæ programmy byl poluqen polnyæ spisok vseh razliqnyh ßordanovyh form poluprostyh fflementov E_6(F ) porØdkov 2, 3 i 7. �tot spisok vosproizvoditsØ v tablicah niße.

DlØ matricy A ∈ GL(27, F ) porØdka 2, 3 ili 7 oboznaqim

d^A_V = dim_F {v ∈ F^{27} | Av = v}, d^A_S = dim_F {v ∈ S | Av = v}. Zdes~ S oboznaqaet simmetriqeskiæ kvadrat F^{27}, a deæstvie matricy A na fflementy V = F^{27} i S obyqnye. Legko videt~, qto d^A_V ravno kratnosti sobstvennogo qisla 1 v matrice

234 N. S. SEMENOV

A ∈ GL(27, F ), a d^A_S legko vyqislØetsØ po lemme 3, esli izvest-

na ßordanova forma A. �ti dannye takße vkl¸qeny v tablicy niße.

V svoem minimal~nom predstavlenii gruppa E_6(F ) absol¸tno neprivodima i ne soderßitsØ v ortogonal~noæ gruppe. Pofftomu pravaØ qast~ v formule Skotta (lemma 1), primenennoæ k kompozicii estestvennogo predstavleniØ E_6(F ) s predstavleniem GL(27, F ) na simmetriqeskom kvadrate F^{27}, ravna dim S. �to legko sleduet iz lemmy 2.

Itak, rassmotrim kompozici¸ estestvennogo predstavleniØ

E_6(F ) → GL(27, F ) s simmetriqeskim kvadratom GL(27, F ) → GL(S). Iz tablic legko videt~, qto naimen~xee znaqenie d^x_S dlØ

invol¸cii x – ffto 198, naimen~xee znaqenie d^y_S dlØ fflementa 3-go porØdka y — 126. Po formule Skotta (lemma 1)

d^{xy}_S 6 dim S − d^x_S − d^y_S 6 378 − 198 − 126 = 54,

to est~ my dokazali teoremu, dannu¸ vo vvedenii.

Avtoru ne udalos~ iskl¸qit~ posledniæ ostavxiæsØ v teoreme sluqaæ. Bolee togo, rassmotrenie drugih predstavleniæ

E_6(q) takih, kak prisoedinennoe predstavlenie, vnexniæ kva-

drat, kompoziciØ kakogo-libo predstavleniØ E_6(q) s predstavleniØmi GL_n ne iskl¸qilo fftot posledniæ sluqaæ. Krome togo, izvestno, qto E_6(q) (2,3)-poroßdena (rezul~tat Malle), hotØ i neizvesten Øvnyæ vid obrazu¸wih. Pofftomu voznikaet gipoteza, qto E_6(q) gurviceva.

Niße privodØtsØ tablicy ßordanovyh form interesu¸wih nas fflementov E_6(q).

Invol¸cii:

1 -1 d^x_V d^x_S 1 15 12 15 198 2 11 16 11 202

�lementy 3-go porØdka:

1 ω ω^2 d^y_V d^y_S 1 15 6 6 15 156 2 9 9 9 9 126

ODIN ARGUMENT V POL^ZU GURVICEVOSTI Gsc(E6, q) 235

�lementy 7-go porØdka:

1 η η^2 η^3 η^4 η^5 η^6 d^{xy}_V d^{xy}_S 1 15 6 0 0 0 0 6 15 156 2 15 0 6 0 0 6 0 15 156 3 15 0 0 6 6 0 0 15 156 4 9 8 1 0 0 1 8 9 110 5 7 5 4 1 1 4 5 7 70 6 7 4 1 5 5 1 4 7 70 7 9 0 8 1 1 8 0 9 110 8 7 1 5 4 4 5 1 7 70 9 9 1 0 8 8 0 1 9 110 10 9 6 3 0 0 3 6 9 90 11 9 3 3 3 3 3 3 9 72 12 9 3 0 6 6 0 3 9 90 13 9 0 6 3 3 6 0 9 90 14 5 4 4 3 3 4 4 5 56 15 5 3 4 4 4 4 3 5 56 16 5 3 2 6 6 2 3 5 64 17 5 6 3 2 2 3 6 5 64 18 5 4 3 4 4 3 4 5 56 19 5 2 6 3 3 6 2 5 64 20 3 4 4 4 4 4 4 3 54

V pervom stolbce soderßitsØ porØdkovyæ nomer zapisi, v poslednih dvuh – znaqeniØ d�_V i d�_S iz formuly Skotta dlØ estestvennogo predstavleniØ E_6(F ) i dlØ ego kompozicii s simmetriqeskim kvadratom, a v promeßutoqnyh – kratnosti sootvetstvu¸wih sobstvennyh qisel.

DannaØ stat~Ø osnovana na diplomnoæ rabote avtora. V zakl¸qenie hotelos~ by vyrazit~ gluboku¸ priznatel~nost~ N. A. Vavilovu za plodotvornoe sotrudniqestvo. Imenno ego sovety, utoqneniØ, korrektivy pomogli avtoru v dannom issledovanii.

Literatura

1. N. Burbaki, Gruppy i algebry Li. Mir, M. (1972). 2. R. Steænberg, Lekcii o gruppah Xevalle. Mir, M. (1975).

3. M. Conder, Generators for alternating and symmetric groups. — J. London Math.

Soc. (2) 22, No. 1 (1980), 75–86.

236 N. S. SEMENOV

4. M. Conder, Hurwitz groups: a brief survey. — Bull. Amer. Math. Soc. 23, No. 2 (1990), 359–370.

5. M. Conder, Two element generation of the finite reflection groups. — Quart. J.

Math. Oxford Ser. (2) 46, No. 181 (1995), 95–106.

6. M. Conder, Some results on quotients of triangle groups. — Bull. Austral. Math.

Soc. 30, No. 1 (1984), 73–90.

7. M. Conder, More on generators for alternating and symmetric groups. — Quart.

J. Math. Oxford Ser. (2) 32, No. 126 (1981), 137–163.

8. L. Di Martino, M. C. Tamburini, 2-Generation of finite simple groups and some related topics. — Generators and Relations in Groups and Geometries, A. Barlotti et al., Kluwer Acad. Publ. (1991), 195–233.

9. L. Di Martino, M. C. Tamburini, A. E. Zalesskii, On Hurwitz groups of low rank.

— Comm. Algebra 28, No. 11 (2000), 5383–5404.

10. L. Di Martino, N. Vavilov, (2,3)-generaion of SL(n, q). I. Cases n = 5, 6, 7. — Comm. Algebra 22, No. 4 (1994), 1321–1347.

11. L. Di Martino, N. Vavilov, (2,3)-generaion of SL(n, q). II. Cases n ¿ 8. — Comm.

Algebra 24 (1996), 487–515.

12. M. W. Liebeck, A. Shalev, Classical groups, probabilistic methods and the (2,3)- generation problem. — Ann. of Math., 144 (1996), 77–125.

13. A. Lucchini, (2,3,k)-generated groups of large rank. — Arc. Math. (Basel) 73, No. 4 (1999), 241–248.

14. A. Lucchini, M. C. Tamburini, Classical groups of large rank as Hurwitz groups.

— J. Algebra 219 (1999), 531–546.

15. A. Lucchini, M. C. Tamburini, J. S. Wilson, Hurwitz groups of large rank. — J.

London Math. Soc. (2) 61, No. 1 (2000), 81–92.

16. F. Lübeck, G. Malle, (2,3)-generation of exceptional groups. — Preprint, Univ.

Heidelberg 31 (1996), 1–15.

17. G. Malle, Hurwitz groups and G2. — Canad. Math. Bull., 33, No. 3 (1990), 349– 357.

18. G. Malle, Small rank exceptional Hurwitz groups. — Groups of Lie type and their geometries, LMS Lecture Notes, vol. 207, Cambridge University Press (1995), 173– 183.

19. E. Plotkin, A. Semenov, N. Vavilov, Visual basic representations: an atlas. — Int.

Journal of Alg. and Computations, vol. 8, No. 1 (1998), 61–95. 20. L. L. Scott, Matrices and cohomology. — Ann. Math. 105 (1977), 473–492. 21. M. C. Tamburini, J. S. Wilson, N. Gavioli, On the (2, 3)-generation of some classical groups. I. — J. Algebra 168 (1994), 353–370.

22. M. C. Tamburini, J. S. Wilson, On the (2,3)-generation of some classical groups.

II. — J. Algebra 176 (1995), 667–680.

23. M. C. Tamburini, S. Vassallo, (2,3)-generazione di SL(4, q) in caratteristica dispari e problemi collegati. — Boll. Un. Math. Ital., to appear.

24. N. Vavilov, Structure of Chevalley groups over commutative rings. — Proc. Conf.

Nonassociative algebras and related topics, Hiroshima, 1990, World Scientific, London et al., 1991, 219–335.

25. N. Vavilov, A third look at weight diagrams. — Rend. Sem. Math. Univ. di Padova,

104, No. 1 (2000), 201–250.

ODIN ARGUMENT V POL^ZU GURVICEVOSTI Gsc(E6, q) 237 Semenov N. S. Towards Hurwitz generation of G_{sc}(E_6, q). The paper is devoted to the problem of Hurwitz generation of the group G_{sc}(E_6, q). All possibilities for Hurwitz generators, except exactly one, are excluded.

Postupilo 20 oktØbrØ 2003 g.

Department of Mathematics, Statistics & Computing Science, Dalhousie University Canada E-mail: alex@winedt.com