Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 305, 2003 g.

V. A. Petrov

NEQETNYE UNITARNYE GRUPPY

1. Vvedenie

V nastoØweæ rabote daetsØ novoe opredelenie klassiqeskih grupp nad kol~cami, kotoroe obobwaet vse rassmotrennye v literature sluqai: kvadratiqnye gruppy Baka (takße izvestnye kak unitarnye i psevdoortogonal~nye, sm. [5, 10]), ffrmitovy gruppy [5, 13], klassiqeskie gruppy Xevalle i gruppu Abe

U_{2l+1}(R) [3] (ØvlØ¸wu¸sØ skruqennoæ gruppoæ Xevalle tipa 2A_{2l}). Vvodimoe avtorom ponØtie “neqetnoæ unitarnoæ gruppy” (o proishoßdenii nazvaniØ budet skazano niße) pozvolØet davat~ edinoobraznye dokazatel~stva dlØ vseh fftih grupp, a takße ob¨ØsnØt~ ffffekty, voznika¸wie v qastnyh sluqaØh (dlØ primera moßno sravnit~ dostatoqno netrivial~noe opredelenie fflementarnoæ ffrmitovoæ gruppy, dannoe v [19], i opredelenie, kotoroe daetsØ v razdele 6, gde ono voznikaet soverxenno estestvennym obrazom).

V kaqestve naqal~nogo xaga k postroeni¸ strukturnoæ teorii i K-teorii neqetnyh unitarnyh grupp dokazyvaetsØ normal~nost~ absol¸tnoæ i otnositel~noæ fflementarnyh podgrupp (sm. [9, 23] dlØ sluqaØ kvadratiqnoæ gruppy), s¸r¨ektivnaØ stabilizaciØ K_1-funktora (sm. [7, 8] dlØ sluqaev kvadratiqnyh i ffrmitovyh grupp), nekotorye rezul~taty o tranzitivnosti deæstviØ na stabil~nom urovne (“teorema Vitta” – sm. [4, 20, 14] dlØ sluqaØ kvadratiqnyh grupp). Pri fftom uslovie stabilizacii opisyvaetsØ v terminah “stabil~nogo ranga formennogo kol~ca”, a ne razmernosti Bassa–Serra ili absol¸tnogo stabil~nogo ranga (v [14] ispol~zovalsØ tot ße rang pod nazyvaniem “Λ-stabil~nogo”; novoe nazvanie nam kaßetsØ qut~ bolee udaqnym).

V posledu¸wih rabotah avtor sobiraetsØ perenesti na slu-

NastoØwaØ rabota vypolnena v ramkah INTAS 00-566 i proekta Minvuza E02-0.1-61. 195

196 V. A. PETROV

qaæ neqetnoæ unitarnoæ gruppy strukturnye teoremy i rezul~- taty fflementarnoæ K-teorii, takie, kak in¨ektivnaØ stabilizaciØ K_1 i povedenie gruppy na stabil~nom urovne (sm. [7, 8, 19]), nil~potentnost~ K_1 (sm. [6, 11, 12]), central~nost~ K_2 (sm. [19]).

Qtoby qitatel¸ bylo legqe sledit~ za naximi opredeleni- Ømi i konstrukciØmi, napomnim sperva opredelenie kvadratiqnoæ (ili unitarnoæ) gruppy Baka. Pust~ R – kol~co s psevdoinvol¸cieæ a → ā. (Sleduet otmetit~, qto Bak ispol~zuet obyqnu¸ invol¸ci¸ ∗ i fiksiruet central~nyæ fflement λ takoæ, qto λλ^∗ = 1. Moßno slegka obobwit~ fftu situaci¸: otkazat~sØ ot central~nosti λ i trebovat~, qtoby a^{∗∗} = λaλ^∗. V [14] pokazano, qto zadanie takih ∗ i λ ffkvivalentno zadani¸ psevdoinvol¸cii; sootvetstvie zadaetsØ formulami ā = −a^∗λ i a^∗ = ā¯1^{−1}, λ = −¯1. Znak, vvedennyæ dlØ udobstva (naprimer, qtoby v vyraßenii dlØ ESD-transvekciæ uqastvovali tol~ko sloßeniØ, sm. razdel 4), ob¨ØsnØet, poqemu my govorim ob antiffrmitovyh formah, a ne o ffrmitovyh, kak ffto delali klassiki.) Poloßim

Λ_{min} = {a + ā | a ∈ R}, Λ_{max} = {a | ā = a}.

Formennym parametrom (v smysle Baka) nazyvaetsØ additivnaØ podgruppa Λ, leßawaØ meßdu Λ_{min} i Λ_{max}, takaØ, qto ā^¯1^{−1}Λa ⊆ Λ dlØ l¸bogo fflementa a iz R.

Pust~ teper~ V – pravyæ R-modul~. Kvadratiqnoæ formoæ (v smysle Baka) nazyvaetsØ para (B, Q), sostoØwaØ iz biadditivnoæ formy B : V × V → R i otobraßeniØ Q : V → R/Λ, dlØ kotoryh vypolneny sledu¸wie sootnoxeniØ dlØ l¸byh u, v ∈ V : B(ua, vb) = ā¯1^{−1}B(u, v)b dlØ l¸byh a, b ∈ R, (1) B(u, v) = −B(v, u), (2) Q(ua) = ā¯1^{−1}Q(u)a dlØ l¸bogo a ∈ R, (3)

Q(u + v) = Q(u) + Q(v) + B(u, v) + Λ, (4) B(u, u) = Q(u) − Q(u). (5) Kvadratiqnoæ gruppoæ GQ(V, q) nazyvaetsØ gruppa biektivnyh izometriæ formy q, to est~ gruppa, sostoØwaØ iz vseh g ∈ GL(V ), dlØ kotoryh B(gu, gv) = B(u, v) i Q(gu) = Q(u) dlØ vseh u, v ∈ V .

NEQETNYE UNITARNYE GRUPPY 197

V sluqae, kogda prostranstvo V – giperboliqeskoe ranga l (togda GQ(V, q) oboznaqa¸t qerez GQ_{2l}(R, Λ)), estestvennym obrazom moßno postroit~ fflementarnu¸ podgruppu EQ_{2l}(R, Λ), sm. [9, 10].

Suwestvennyæ nedostatok opredeleniØ kvadratiqnoæ formy po Baku zakl¸qaetsØ v tom, qto uslovie (5) vynußdaet formu B byt~ qetnoæ, to est~ B(u, u) imeet vid a − ā dlØ nekotorogo a ∈ R, v to vremØ kak iz usloviØ (2) vytekaet, voobwe govorØ, tol~ko B(u, u) = −B(u, u). Tak qto gruppy izometriæ ffrmitovyh form daleko ne vsegda ØvlØ¸tsØ kvadratiqnymi. Pofftomu Bak byl vynußden dat~ otdel~noe opredelenie ffrmitovyh grupp i stroit~ dlØ nih osobu¸ teori¸, sm. [5, 13].

Kazalos~ by, obe teorii dolßny razvivat~sØ sinhronno; odnako dlØ ffrmitovyh grupp daße opredelenie fflementarnoæ podgruppy poØvilos~ tol~ko v rabote [19]! �to svØzano s tem, qto nekotorye fflementarnye kornevye podgruppy nußno parametrizovat~ ne tol~ko fflementami kol~ca, no i vektorami. Stol~ ße neobyqnoe Øvlenie imeet mesto v sluqae grupp Abe: tam nußno ispol~zovat~ pary fflementov kol~ca so special~noæ operacieæ sloßeniØ. Naxe opredelenie neqetnogo formennogo kol~ca znaqitel~no proØsnØet situaci¸.

Drugoe dosadnoe ograniqenie teorii kvadratiqnyh/ffrmitovyh grupp zakl¸qaetsØ v tom, qto ona ne pokryvaet sluqai neqetnomernoæ ortogonal~noæ gruppy O_{2l+1}(R) i gruppy Abe

U_{2l+1}(R). HotØ pervaØ iz fftih grupp ØvlØetsØ kvadratiqnoæ, a

vtoraØ ffrmitovoæ, oni sootvetstvu¸t negiperboliqeskim formam: v oboih sluqaØh ostaetsØ “lixnee” podprostranstvo razmernosti 1. V to ße vremØ dlØ fftih grupp, koneqno ße, moßno postroit~ fflementarnu¸ podgruppu i razvit~ K-teori¸, naprimer, v kontekste (skruqennyh) grupp Xevalle. Imenno ffto obstoØtel~stvo i stimulirovalo avtora k poisku novogo opredeleniØ klassiqeskoæ gruppy. V pervonaqal~nom variante modul~ V_0 (sm. razdel 2) byl odnomernym, tak qto gruppa deæstvovala na module R^{2l+1}; fftim i ob¨ØsnØetsØ ffpitet “neqetnaØ”.

Odnako zatem avtor osoznal, qto gorazdo estestvennee rassmatrivat~ proizvol~nyæ modul~ s fiksirovannoæ antiffrmitovoæ formoæ, qto pozvolilo vkl¸qit~ v fftot kontekst sluqaæ ffrmitovyh grupp. Tem ne menee, nazvanie “neqetnaØ” vse ewe imeet opravdanie: naxe opredelenie snimaet ograniqenie qetnosti na

198 V. A. PETROV

formu B. Tak qto s toqki zreniØ logiki gruppy nado bylo by nazyvat~ “ne obØzatel~no qetnymi” (no ffto neblagozvuqno).

Rabota organizovana sledu¸wim obrazom. V razdelah 2–8 da- ¸tsØ osnovnye opredeleniØ i konstrukcii i pokazyvaetsØ ih funktorial~nost~. V razdelah 9 i 10 opredelØ¸tsØ neqetnye formennye idealy (ØvlØ¸wiesØ sovmestnym obobweniem formennyh idealov Baka i special~nyh podmoduleæ Abe), formennye podmoduli i otnositel~naØ fflementarnaØ podgruppa. V razdele 11 izuqaetsØ svØz~ otnositel~noæ fflementarnoæ podgruppy i absol¸tnoæ fflementarnoæ podgruppoæ rassloennogo proizvedeniØ. V razdele 12 opredelØ¸tsØ stabil~nye rangi, v razdele 13 dokazyva¸tsØ rezul~taty o tranzitivnosti deæstviØ na stabil~nom urovne i s¸r¨ektivnoæ stabilizacii K_1. Nakonec, v razdele 14 dokazyvaetsØ osnovnaØ teorema o normal~nosti fflementarnoæ podgruppy.

Avtor hotel by vyrazit~ iskrenn¸¸ blagodarnost~ svoemu nauqnomu rukovoditel¸ Nikola¸ Aleksandroviqu Vavilovu, a takße �ntoni Baku i Guopingu Tangu, obwenie s kotorymi pozvolilo avtoru usvoit~ tehniku raboty s kvadratiqnymi i ffrmitovymi gruppami.

2. Neqetnye formennye parametry

Pust~ R – associativnoe kol~co s 1. Psevdoinvol¸cieæ na R nazyvaetsØ additivnoe otobraßenie σ : R → R, σ : a → ā, oblada¸wee svoæstvami ab =^¯b^¯1^{−1}ā i^¯a = a dlØ l¸byh a, b ∈ R.

Pust~ teper~ R – kol~co s psevdoinvol¸cieæ, i V – pravyæ R-modul~. Otobraßenie B : V × V → R nazyvaetsØ polutoralineænoæ formoæ, esli ono biadditivno i vypolneno sootnoxenie B(ua, vb) = ā¯1^{−1}B(u, v)b dlØ vseh u, v ∈ V, a, b ∈ R. PolutoralineænaØ forma B nazyvaetsØ antiffrmitovoæ, esli k tomu ße B(u, v) = −B(v, u) dlØ vseh u, v ∈ V. Zafiksiruem pravyæ R-modul~ V_0 i antiffrmitovu formu B_0 na nem. Rassmotrim H – gruppu Geæzenberga formy B_0. Kak mnoßestvo, H = V_0 × R; operaciØ opredelena po formule (u, a) u (v, b) = (u + v, a + b − B_0(u, v)).

NEQETNYE UNITARNYE GRUPPY 199

Legko videt~, qto operaciØ u associativna (no, voobwe govorØ, nekommutativna), qto (0, 0) ØvlØetsØ neætral~nym fflementom, a obratnyæ zadaetsØ formuloæ ˙−(u, a) = (−u, −a − B_0(u, u)). Dalee, na H zadana operaciØ pravogo umnoßeniØ na fflementy R po formule (u, a) ↼ b = (ub, b̄¯1^{−1}ab). �ta operaciØ obladaet svoæstvami ξ ↼ a ↼ b = ξ ↼ ab i (ξ u η) ↼ a = ξ ↼ a u η ↼ a. Opredelim ewe otobraßenie sleda tr : H → R:

tr((u, a)) = a − ā + B_0(u, u);

ono ØvlØetsØ gomomorfizmom grupp, to est~

tr(ξ u η) = tr(ξ) + tr(η).

Poloßim Lmin = {(0, a + ā) | a ∈ R}, Lmax = {ξ ∈ H | tr(ξ) = 0}.

Zametim, qto L_{min} i L_{max} – podgruppy H, ustoæqivye otnositel~no umnoßeniØ na fflementy R, L_{min} 6 L_{max}. Pri fftom L_{min} soderßit kommutant H, poskol~ku (u, a) u (v, b) ˙−(u, a) ˙−(v, b) = (0, B_0(v, u) − B_0(u, v)). Neqetnym formennym parametrom nazyvaetsØ podgruppa L v

H, zakl¸qennaØ meßdu Lmin i Lmax i ustoæqivaØ otnositel~no

umnoßeniØ na fflementy R. Poskol~ku L soderßit kommutant H, ona normal~na, i H/L – pravyæ R-modul~ (otnositel~no u i ↼). Para (R, L) nazyvaetsØ neqetnym formennym kol~com (psevdoinvol¸ciØ, modul~ V_0 i forma B_0 podrazumeva¸tsØ, no opuska¸tsØ v oboznaqenii dlØ kratkosti).

Poloßim L_{ev} = {a ∈ R | (0, a) ∈ L} (qetnaØ qast~ L). Togda L_{ev} – formennyæ parametr v smysle Baka. Oqevidno, qto v sluqae V_0 = 0 ffto sootvetstvie biektivno. Tak qto naxe opredelenie estestvennym obrazom rasxirØet opredelenie Baka.

200 V. A. PETROV

3. Neqetnye unitarnye gruppy

Pust~ L – neqetnyæ formennyæ parametr. Neqetnoæ L-kvadra-tiqnoæ formoæ nazyvaetsØ para q = (B, Q), sostoØwaØ iz antiffrmitovoæ formy B i otobraßeniØ Q : V → H/L takih, qto: Q(ua) = Q(u) ↼ a dlØ vseh u ∈ V, a ∈ R, Q(u + v) = Q(u) u Q(v) u (0, B(u, v)) u L dlØ vseh u, v ∈ V,

B(u, u) = tr(Q(u)) dlØ l¸bogo u ∈ V.

My oboznaqaem B qerez (·, ·)_q i Q qerez | · |_q. Para (V, q) nazyvaetsØ neqetnym L-kvadratiqnym prostranstvom.

Opredelim qetnu¸ qast~ kvadratiqnogo prostranstva:

V_{ev} = {u ∈ V | |u|_q = (0, a) u L dlØ nekotorogo a ∈ R}.

Iz svoæstv q sleduet, qto V_{ev} – podmodul~ V . Opredelim otobraßenie Q_{ev} : V_{ev} → R/L_{ev} po formule |u|_q = (0, Q_{ev}(a)) u L. Legko videt~, qto opredelenie korrektno, i qto q_{ev} = (B|_{Vev×Vev} , Q_{ev}) –

Lev-kvadratiqnaØ forma na prostranstve Vev v smysle Baka. V

sluqae V_0 = 0 ffto sootvetstvie meßdu kvadratiqnymi formami, oqevidno, biektivno.

Pust~ (V, q) i (V^′, q^′) – dva neqetnyh L-kvadratiqnyh prostranstva. R-modul~nyæ gomomorfizm f : V → V^′ nazyvaetsØ izometrieæ, esli (fu, fv)_q′ = (u, v)_q dlØ vseh u, v ∈ V, |fv|_q′ = |v|_q dlØ vseh v ∈ V. KompoziciØ dvuh izometriæ, oqevidno, ØvlØetsØ izometrieæ.

Takim obrazom, my poluqaem kategori¸ neqetnyh L-kvadratiq-nyh prostranstv, v kotoroæ morfizmami ØvlØ¸tsØ izometrii. Dalee, esli f : V → V^′ – izometriØ, legko videt~, qto obraz f|_{Vev} soderßitsØ v V^′_{ev}, i qto f_{ev} = f|_{Vev} : V_{ev} → V^′_{ev} – L_{ev}-izometriØ. Takim obrazom, ev – funktor iz kategorii neqetnyh L-kvadra-tiqnyh prostranstv v kategori¸ L_{ev}-kvadratiqnyh prostranstv; pri V_0 = 0, on, oqevidno, ØvlØetsØ ffkvivalentnost~¸ kategoriæ.

Neqetnoæ unitarnoæ gruppoæ U(V, q) nazyvaetsØ gruppa avtomorfizmov neqetnogo L-kvadratiqnogo prostranstva (V, q). Takim obrazom, U(V, q) sostoit iz biektivnyh izometriæ neqetnogo kvadratiqnogo prostranstva (V, q) na sebØ. Est~ oqevid-

NEQETNYE UNITARNYE GRUPPY 201

nyæ gomomorfizm iz U(V, q) v polnu¸ kvadratiqnu¸ gruppu Baka GQ(V_{ev}, q_{ev}) (sostoØwu¸ iz fflementov, sohranØ¸wih q_{ev}); pri V_0 = 0 on ØvlØetsØ izomorfizmom.

4. Transvecii �æhlera–ZigelØ–Diksona Pust~ u, v – vektora neqetnogo kvadratiqnogo prostranstva V , a – fflement R takie, qto |u|_q = 0, (u, v)_q = 0 i |v|_q = (0, a) u L. Opredelim T_{uv}(a) kak lineænoe preobrazovanie V v sebØ, otpravlØ¸wee vektor w v w + u^¯1^{−1}((v, w)_q + a(u, w)_q) + v(u, w)_q . PreobrazovaniØ takogo vida nazyva¸tsØ transvekciØmi �æhlera– ZigelØ–Diksona, ili kratko ESD-transvekciØmi. Sledu¸wie ih svoæstva proverØ¸tsØ prØmym vyqisleniem: T_{uv1}(a)T_{uv2} (b) = T_{u,v1+v2} (a + b + (v_1, v_2)_q ), gT_{uv}(a)g^{−1} = T_{gu,gv}(a), esli g ∈ U(V, q), T_{u,va}(0) = T_{v,u}¯_1−1_a¯_1−1 (0), esli |v|_q = 0.

Lemma 1. Transvekcii Tuv(a) leßat v U(V, q).

Dokazatel~stvo. Pust~ w leßit v V ; poloßim x = (u, w)q, y =

(v, w)_q . Togda |T_{uv}(a)w|_q = |w|_q u |v|_q ↼ x u (0, −x̄¯1^{−1}(y + ax)) u (0, −ȳx) = |w|_q u (|v|_q ˙−(0, a)) ↼ x u (0, −ȳx − x̄¯1^{−1}y) = |w|_q, tak kak (0, −ȳx − x̄^¯1^{−1}y) ∈ L_{min}. Pust~ teper~ w_1, w_2 – vektora V . Poloßim x_1 = (u, w_1)_q , y_1 = (v, w_1)_q , x_2 = (u, w_2)_q , y_2 = (v, w_2)_q . Togda

(T_{uv}(a)w_1, T_{uv}(a)w_2)_q = (w_1 + u¯1^{−1}(y_1 + ax_1) + vx_1, w_2 + u¯1^{−1}(y_2 + ax_2) + va_2)_q = (w_1, w_2)_q − x̄_1¯1^{−1}(y_2 + ax_2) − ȳ_1x_2 + (ȳ_1 + x̄_1¯1^{−1}ā)x_2 + x̄_1¯1^{−1}y_2 = (w_1, w_2)_q + x̄_1¯1^{−1}((v, v)_q − a + ā)x_2 = (w_1, w_2)_q,

tak kak (v, v)_q − a + ā = tr(|v|_q^˙−(0, a)) = 0. �

5. NeqetnaØ giperboliqeskaØ unitarnaØ gruppa Giperboliqeskoæ paroæ nazyvaetsØ para vektorov (u, v) takih, qto (u, v)_q = 1, |u|_q = |v|_q = 0.

202 V. A. PETROV

Naibol~xee l takoe, qto v (V, q) suwestvuet l vzaimno ortogonal~nyh giperboliqeskih par, nazyvaetsØ indeksom Vitta (V, q) i oboznaqaetsØ qerez ind(V, q).

Prostranstvo (V, q) nazyvaetsØ neqetnym giperboliqeskim ranga l, esli ono izometriqno prostranstvu ⟨e_1, . . . e_l, e_{−l}, . . . e_{−1}⟩ ⊕ V_0, gde (e_i, e_{−i}) – vzaimno ortogonal~nye giperboliqeskie pary, V_0 ortogonal~no ko vsem e_i, i |u|_q = (u, 0), (u, v)_q = B_0(u, v) dlØ u, v ∈ V_0. Togda forma | · |_q opredelØetsØ po formule | | ∑ i e_ia_i + u | |_q = (u, l∑ i=1 ā_i¯1^{−1}a_{−i}) u L, u ∈ V_0, (∗)

a (·, ·)_q – po formule ( ∑ i e_ia_i, ∑ j e_j b_j ) q = ∑ i ā_iε_ib_{−i}, gde ε_i ravnØetsØ^¯1^{−1} dlØ i = 1, . . . , l i −1 dlØ i = −l, . . . , −1.

Gruppa U(V, q) v fftom sluqae nazyvaetsØ neqetnoæ giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppoæ i oboznaqaetsØ qerez U_{2l}(R, L).

V sluqae V_0 = 0 estestvennyæ gomomorfizm

U_{2l}(R, L) = U(V, q) → GQ(V_{ev}, q_{ev}) = GQ_{2l}(R, L_{ev})

ØvlØetsØ izomorfizmom. Pofftomu giperboliqeskaØ polnaØ kvadratiqnaØ gruppa Baka moßet rassmatrivat~sØ kak qastnyæ sluqaæ neqetnoæ giperboliqeskoæ unitarnoæ.

S drugoæ storony, pust~ u nas est~ pravyæ R-modul~ V s antiffrmitovoæ formoæ B; predpoloßim, qto v V suwestvu¸t fflementy {e_i}_{i=1,... ,l,−l,... ,−1} takie, qto B(e_i, e_j) = 0 pri i ≠ −j i B(e_i, e_{−i}) = 1 dlØ i = 1, . . . , l. Opredelim togda V_0 kak ortogonal~noe dopolnenie k ⟨e_1, . . . , e_l, e_{−l}, . . . , e_{−1}⟩, B_0 – kak ograniqenie B na V_0. Opredelim takße Q na V po formule (∗) (gde

L = Lmax). Togda q = (B, Q) – neqetnaØ Lmax-kvadratiqnaØ for-

ma, i U_{2l}(R, L_{max}) otoßdestvlØetsØ s gruppoæ izometriæ formy B. Takim obrazom, gruppa izometriæ antiffrmitovoæ formy indeksa hotØ by l moßet rassmatrivat~sØ kak neqetnaØ giperboliqeskaØ gruppa ranga l.

NEQETNYE UNITARNYE GRUPPY 203

V qastnosti, polnaØ ffrmitova gruppa GH(R, a_1, . . . , a_r) Baka i Tanga moßet rassmatrivat~sØ kak qastnyæ sluqaæ U_{2(l−r)}(R,

Lmax): nußno vzØt~ V0 = ⟨f1, . . . , fr , f−r, . . . , f−1⟩ s antiffrmitovoæ

formoæ B_0, zadannoæ formuloæ

B_0 ( ∑ i f_ib_i, ∑ j f_j c_j ) = r∑ j=1 b̄_j¯1^{−1}a_jc_j + ∑ i b̄_iε_{−i}c_{−i}. 6. GiperboliqeskaØ fflementarnaØ gruppa

Zdes~ my opixem fflementarnu¸ podgruppu EU_{2l}(R, L) neqetnoæ giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy U_{2l}(R, L).

Voz~mem (neprivedennu¸) sistemu korneæ tipa BC_l, sostoØwu¸ iz vektorov χ_i ± χ_j , ±χ_i i ±2χ_i, gde {χ_i}_{i=1,... ,l} – ortonormirovannyæ bazis v l-mernom evklidovom prostranstve. Vektory vida ±2χ_i nazyva¸tsØ dlinnymi kornØmi, vida χ_i ± χ_j – korotkimi, a vektory vida ±χ_i – ffkstrakorotkimi kornØmi.

Opredelim teper~ otveqa¸wie kornØm fflementarnye transvekcii: T_{χi−χj} (a) = T_{ij} (a) = T_{e−j ,−eiaεj} (0), j ≠ ±i, a ∈ R, T_{χi} (u, a) = T_i(u, a) = T_{ei,uε−i} (−ε̄_{−i}¯1^{−1}aε_{−i}), (u, a) ∈ L, T_{2χi} (a) = T_i(0, a), a ∈ L_{ev}. Zdes~ i i j prinima¸t znaqeniØ 1, . . . l, −l, . . . , −1, pri fftom dlØ otricatel~nyh i polagaem χ_i = −χ_{−i}. Zametim, qto dlinnye fflementarnye transvekcii ØvlØ¸tsØ qastnym sluqaem ffkstrakorotkih.

�lementarnye transvekcii udovletvorØ¸t sledu¸wim sootnoxeniØm: T_{ij}(a) = T_{−j,−i}(ε_{−j}āε_i) (R0) T_{ij}(a)T_{ij} (b) = T_{ij} (a + b) (R1)

T_i(ξ)T_i(η) = T_i(ξ u η) (R2) [T_{ij}(a), T_{hk}(b)] = e, h ≠ j, −i, k ≠ i, −j (R3) [T_i(ξ), T_{jk}(c)] = e, j ≠ −i, k ≠ i (R4) [T_{ij}(a), T_{jk}(b)] = T_{ik}(ab), k ≠ ±i (R5) [T_i(u, a), T_j(v, b)] = T_{i,−j}(ε_iB_0(u, v)), j ≠ ±i (R6) [T_i(u, a), T_i(v, b)] = T_i(0, B_0(v, u) − B_0(u, v)) (R7)

204 V. A. PETROV [T_i(u, a), T_{−ij}(b)] = T_{ij} (−ε_iab)T_{−j} ((u, −ā) ↼ b), (R8) [T_{ij}(a), T_{j,−i}(b)] = T_i(0, ε_{−i}¯1ab − b̄¯1^{−1}āε_i). (R9) Neqetnoæ fflementarnoæ giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppoæ nazyvaetsØ gruppa EU_{2l}(R, L), poroßdennaØ vsemi fflementarnymi transvekciØmi. Po lemme 1, EU_{2l}(R, L) – podgruppa U_{2l}(R, L). Mnoßestvo s otmeqennoæ toqkoæ U_{2l}(R, L)/EU_{2l}(R, L) oboznaqaetsØ qerez KU_{1,2l}(R, L) i nazyvaetsØ neqetnym unitarnym K_1- funktorom.

Legko videt~, qto EQ_{2l}(R, L_{ev}) estestvennym obrazom vkladyvaetsØ v EU_{2l}(R, L), priqem v sluqae V_0 = 0 ffto vloßenie ØvlØetsØ biektivnym. Znaqit, otoßdestvlenie giperboliqeskoæ kvadratiqnoæ gruppy s sootvetstvu¸weæ giperboliqeskoæ neqetnoæ unitarnoæ sovmestimo s fflementarnymi podgruppami.

S drugoæ storony, proverka pokazyvaet, qto fflementarnaØ ffrmitova gruppa EH_{2l}(R, a_1, . . . , a_r) sovpadaet s EU_{2(l−r)}(R, L_{max}) (esli opredelit~ V_0 kak vyxe).

Zametim, qto vse raswepimye klassiqeskie gruppy nad kommutativnym kol~com R ØvlØ¸tsØ qastnymi sluqaØmi neqetnyh giperboliqeskih unitarnyh grupp: esli vzØt~ trivial~nu¸ invol¸ci¸, V_0 = 0 i L = (0, R), to

U_{2l}(R, L) = Sp_{2l}(R) i EU_{2l}(R, L) = Ep_{2l}(R);

esli vzØt~ invol¸ci¸ ā = −a, proizvol~noe V_0 = 0 i L = 0, to

U_{2l}(R, L) = O_{2l}(R) i EU_{2l}(R, L) = EO_{2l}(R);

nakonec, esli vzØt~ invol¸ci¸ ā = −a, V_0 = R, B_0(a, b) = 2ab i L = {(a, −a^2) | a ∈ R}, to U_{2l}(R, L) = O_{2l+1}(R) i EU_{2l}(R, L) = EO_{2l+1}(R).

NeqetnaØ unitarnaØ gruppa Abe U_{2l+1}(R) (ØvlØ¸waØsØ skruqennoæ gruppoæ Xevalle tipa^2A_{2l}), opredelennaØ dlØ kommutativnogo kol~ca R s invol¸cieæ ∗ (sm. [3]), toße poluqaetsØ takim sposobom, esli vzØt~ ā = −a^∗, V_0 = R, B_0(a, b) = ab i L = L_{max}.

7. �lementarnaØ podgruppa: obwiæ sluqaæ

V fftom razdele my rasprostranim opredelenie fflementarnoæ gruppy na proizvol~noe prostranstvo s fiksirovannoæ giperboliqeskoæ paroæ. Pust~ snaqala V – neqetnoe giperboliqeskoe prostranstvo ranga l.

NEQETNYE UNITARNYE GRUPPY 205

Lemma 2. Pust~ v – vektor iz V takoæ, qto (ei, v)q = (e−i, v)q = 0, i a – fflement R takoæ, qto |v|_q = (0, a) u L. Togda T_{eiv}(a) prinadleßit EU_{2l}(R, L).

Dokazatel~stvo. Iz usloviØ sleduet, qto v =^∑_{k≠±i} ekak + u,

a_k ∈ I, u ∈ V_0. Neposredstvennoe vyqislenie pokazyvaet, qto T_{eiv}(a) = ∏ k≠±i T_{ei,ekak} (0) · T_{ei,u} ( a − l∑ j=1 ā_j ¯1^{−1}a_{−j} ) , i vse somnoßiteli leßat v EU_{2l}(R, L). � Predloßenie 1. Gruppa EU2l(R, L) sovpadaet s gruppoæ, poroßdennoæ vsemi fflementami vida T_{e±1v}(a), gde (e_i, v)_q = (e_{−i}, v)_q = 0, i |v|_q = (0, a) u L.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim vremenno fftu gruppu qerez E. Lemma 2 pokazyvaet, qto E soderßitsØ v EU_{2l}(R, L). Iz opredeleniØ fflementarnyh kornevyh transvekciæ i sootnoxeniØ R0 sleduet, qto E soderßit vse fflementy vida T_{1i}(a), T_{i1}(b), T_1(ξ) i T_{−1}(η). Teper~ utverßdenie lemmy vytekaet iz sootnoxeniæ R5 i R8. �

Dokazannoe predloßenie podskazyvaet opredelenie fflementarnoæ podgruppy v obwem sluqae. Pust~ V – neqetnoe kvadratiqnoæ prostranstvo, (e_1, e_{−1}) – giperboliqeskaØ para. Opredelim EU_{(e1,e−1)}(V, q) kak gruppu, poroßdennu¸ fflementami iz predloßeniØ 1.

Oboznaqim qerez U_{(e1,e−1)}(V, q) podgruppu U(V, q), sostoØwu¸ iz fflementov, ostavlØ¸wih nepodvißnymi e_1 i e_{−1}. V giperboliqeskom sluqae ona estestvennym obrazom otoßdestvlØetsØ s

U_{2l−2}(R, L).

Predloßenie 2. EU_{(e1,e−1)}(V, q) normalizuetsØ gruppoæ U_{(e1,e−1)}(V, q). Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, esli g ∈ U_{(e1,e−1)}(V, q), to

gT_{e±1v}(a)g^{−1} = T_{e±1,gv}(a), priqem (e_1, gv)_q = (e_{−1}, gv)_q = 0 i |gv|_q = (0, a) u L. �

Predloßenie 3. Pust~ (e1, e−1) i (e2, e−2) – vzaimno ortogonal~- nye giperboliqeskie pary. Togda EU_{(e1,e−1)}(V, q) = EU_{(e2,e−2)}(V, q). Dokazatel~stvo. Pokaßem, qto fflementy Te_{±2}v(a), (e2, v)q =

(e_{−2}, v)_q = 0, |v|_q = (0, a) u L, leßat v EU_{(e1,e−1)}(V, q). Po svoæ-

stvu simmetriqnosti ESD-transvekciæ, ffto verno dlØ T_{e±2,e1b}(0)

206 V. A. PETROV

i T_{e±2,e−1c}(0). Predstavim teper~ v v vide e_1b + e_{−1}c + w, gde

(e_1, w)_q = (e_{−1}, w)_q = 0. Togda T_{e±2v}(a) = T_{e±2,e1b}(0)T_{e±2,e−1c}(0)[T_{e1w}(−ā), T_{e±2,e−1} (0)], i vse somnoßiteli leßat v EU_{(e1,e−1)}(V, q). �

8. Zamena formennogo kol~ca

Pust~ R^′ – kol~co s psevdoinvol¸cieæ σ^′ (σ^′(a) budem takße oboznaqat~ qerez ā). Predpoloßim, qto zadan gomomorfizm kolec φ : R → R^′, sohranØ¸wiæ psevdoinvol¸ci¸ (to est~ φ(σ(a)) = σ^′(φ(a))). DlØ kaßdogo pravogo R-modulØ V opredelim pravyæ R^′-modul~ V^′ kak V ⊗_R R^′ (R^′ rassmatrivaetsØ kak levyæ R-modul~ posredstvom φ). R-lineænoe otobraßenie f : V_1 → V_2 prodolßaetsØ do R^′-lineænogo otobraßeniØ f^′ : V^′_1 → V^′_2 po obyqnoæ formule f^′(v ⊗ a) = f(v) ⊗ a. Po zadannoæ na V polutoralineænoæ forme B opredelim polutoralineænu¸ formu B^′ na V^′ po formule B^′(u ⊗ a, v ⊗ b) = ā¯1^{−1}φ(B(u, v))b, gde u, v ∈ V, a, b ∈ R^′. Legko videt~, qto esli B antiffrmitova, to B^′ toße antiffrmitova.

V qastnosti, modul¸ V_0 s antiffrmitovoæ formoæ B_0 sootvetstvuet modul~ V^′_0 s antiffrmitovoæ formoæ B^′_0. Pust~ teper~ L^′ – neqetnyæ formennyæ parametr dlØ R^′ i V^′_0 takoæ, qto esli (u, a) leßit v L, to (u⊗1, φ(a)) leßit v L^′. Budem togda govorit~, qto φ – morfizm neqetnyh formennyh kolec (R, L) i (R^′, L^′). Pokaßem, qto gruppy U i EU funktorial~ny po formennomu kol~cu.

Esli q = (B, Q) – neqetnaØ L-kvadratiqnaØ forma na V , opredelim neqetnu¸ L^′-kvadratiqnu¸ formu na V^′ kak (B^′, Q^′), gde Q^′(u ⊗ a) = (v ⊗ 1, φ(b)) ↼ a, gde u ∈ V, a ∈ R^′, (v, b) = Q(u). Itak, my poluqili funktor iz kategorii neqetnyh L-kvad-ratiqnyh prostranstv v kategori¸ neqetnyh L^′-kvadratiqnyh prostranstv. V qastnosti, poluqaetsØ gomomorfizm iz U(V, q) v U(V^′, q^′). Legko videt~, qto on perevodit EU_{(e1,e−1)}(V, q) v

EU_{(e1⊗1,e−1⊗1)}(V^′, q^′).

Esli zadano tol~ko kol~co s psevdoinvol¸cieæ R^′ i gomomorfizm φ, vsegda moßno opredelit~ “minimal~nyæ” L^′ kak podgruppu H^′ = V^′ ×R^′, poroßdennu¸ fflementami vida (u⊗1, φ(a)) ↼

NEQETNYE UNITARNYE GRUPPY 207

b, gde (u, a) ∈ L, b ∈ R^′. Legko videt~, qto L^′ deæstvitel~no ØvlØetsØ neqetnym formennym parametrom R^′, qto φ – morfizm neqetnyh formennyh kolec, i l¸boæ drugoæ neqetnyæ formennyæ parametr L^{′′}, dlØ kotorogo φ ØvlØetsØ morfizmom iz (R, L) v

(R^′, L^{′′}), soderßit L^′.

Est~ dva vaßnyh qastnyh sluqaØ zameny formennogo kol~ca: lokalizaciØ i prisoedinenie nezavisimoæ peremennoæ.

Budem rassmatrivat~ tol~ko mul~tiplikativnye sistemy, fflementy kotoryh s central~ny i udovletvorØ¸t uslovi¸ s̄ = s¯1.

Pust~ S – mul~tiplikativnaØ sistema, a L – neqetnyæ formennyæ parametr. Lokalizaci¸ kol~ca R po sisteme S oboznaqaem qerez S^{−1}R. Opredelim psevdoinvol¸ci¸ na S^{−1}R po formule σ^′ ( a s ) = ā s . Togda estestvennyæ gomomorfizm R → S^{−1}R opredelØet neqetnyæ formennyæ parametr S^{−1}L, morfizm neqetnyh formennyh kolec (R, L) → (S^{−1}R, S^{−1}L) i funktor, otpravlØ¸wiæ (V, q) v

(S^{−1}V, S^{−1}q). Sootvetstvu¸wiæ emu gomomorfizm iz U(V, q) v U(S^{−1}V, S^{−1}q) budet oboznaqat~sØ qerez F_S . Legko videt~, qto

on sovmestim s gomomorfizmom F_S iz GL(V ) v GL(V_S ), opredelennym po formule

(F_S (g)) ( u s ) = g(u) s . Pust~ X – nezavisimaØ peremennaØ, kommutiru¸waØ s fflementami R. Prodolßim psevdoinvol¸ci¸ na R[X], polagaØ^¯X = X^¯1. Togda vloßenie R → R[X] opredelØet neqetnyæ formennyæ parametr L[X] i funktor, otpravlØ¸wiæ (V, q) v (V [X], q[X]).

9. Kongruffnc-podgruppy neqetnoæ giperboliqeskoæ gruppy

Pust~ I – dvustoronniæ ideal kol~ca R, invariantnyæ otnositel~no psevdoinvol¸cii, L – neqetnyæ formennyæ parametr. Poloßim Mmin = ⟨ξ ↼ a, ξ ∈ L, a ∈ I; (0, a + ā), a ∈ I⟩, Mmax = {(u, a) ∈ L | a ∈ I, B0(u, v) ∈ I dlØ vseh v ∈ V0}.

208 V. A. PETROV

Zametim, qto M_{min} i M_{max} – podgruppy H, ustoæqivye otnositel~no umnoßeniØ na fflementy R, M_{min} 6 M_{max} 6 L. Pri fftom

Mmin soderßit otnositel~nyæ kommutant [H, Mmax] (sm. analo-

giqnoe vyqislenie dlØ L_{min}).

Neqetnym formennym idealom nazyvaetsØ para I = (I, M), gde

M – podgruppa H, zakl¸qennaØ meßdu Mmin i Mmax i ustoæqivaØ

otnositel~no umnoßeniØ na fflementy R (po zameqani¸ vyxe, takaØ podgruppa obØzatel~no normal~na v H).

Pri V_0 = 0 neqetnye formennye idealy sovpada¸t s formennymi idealami Baka. V sluqae klassiqeskih grupp Xevalle (to est~ grupp O_{2l}, Sp_{2l} i O_{2l+1}) neqetnye formennye idealy v toqnosti sovpada¸t so special~nymi podmodulØmi Abe [2], slußawimi dlØ parametrizacii normal~nyh podgrupp.

Pust~ q = (B, Q) – neqetnaØ L-kvadratiqnaØ forma na V ,

I = (I, M) – neqetnyæ formennyæ ideal. Nas budut interesovat~

podnØtiØ formy Q do formy^~Q so znaqeniØmi v H/M, opredelennye na nekotorom podmodule U 6 V . Pri fftom, estestvenno, dolßny vypolnØt~sØ svoæstva

Q(u) = Q̃(u) u L, Q̃(ua) = Q̃(u) ↼ a, Q̃(u + v) = Q̃(u) u Q̃(v) u (0, (u, v)_q) u M

dlØ vseh u i v iz U .

Esli^~Q_1, opredelennoe na U_1, i^~Q_2, opredelennye na U_2 – dva podnØtiØ Q, soglasovannyh v tom smysle, qto^~Q_1(u) =^~Q_2(u) dlØ vseh u ∈ U_1 ∩ U_2, to oqevidnym obrazom moßno opredelit~ podnØtie^~Q na U = U_1 + U_2.

Pust~^~Q – podnØtie Q, opredelennoe na U . Esli u, v – vektora takie, qto u − v ∈ U , budem oboznaqat~ qerez^~Q(u)^˙−^~Q(v) znaqenie Q̃(u − v) u (0, B(v, u − v)) u M. NesloßnaØ proverka pokazyvaet, qto opredelenie sovmestimo so sluqaem, kogda u i v leßat v U , i qto (Q̃(u) ˙−Q̃(v)) u (Q̃(v) ˙−Q̃(w)) = Q̃(u) ˙−Q̃(w). Pokaßem, qto na V I vsegda moßno estestvennym obrazom opredelit~ podnØtie^~Q formy Q. Deæstvitel~no, kaßdyæ fflement

NEQETNYE UNITARNYE GRUPPY 209

v ∈ V I moßno zapisat~ v vide ∑ i v_ia_i, v_i ∈ V , a_i ∈ I. Poloßim togda

Q̃(v) =˙ ∑ i Q(v_i) ↼ a_i u ˙∑ i<j (0, B(v_ia_i, v_ja_j)) u M.

Legko videt~, qto opredelenie korrektno (to est~ ne zavisit ot vybora Q(v_i) po modul¸ L i vybora predstavleniØ v v vide summy), i qto^~Q deæstvitel~no ØvlØetsØ podnØtiem Q.

Rassmotrim teper~ sluqaæ giperboliqeskogo prostranstva. Na V_0 estestvenno opredelit~ podnØtie Q po formule^~Q(u) =

(u, 0) uM. Legko videt~, qto ono soglasovano s podnØtiem, opre-

delennym na V I; pofftomu moßno prodolßit~^~Q na V I + V_0.

Neqetnoæ unitarnoæ kongruffnc-podgruppoæ urovnØ I nazyvaetsØ podgruppa U_{2l}(R, I) gruppy U_{2l}(R, L), sostoØwaØ iz fflementov g takih, qto g leßit v GL(V, V I + V_0) (to est~ gu − u ∈ V I + V_0 dlØ l¸bogo u ∈ V ) i sohranØet^~Q, to est~^~Q(gu)^˙−^~Q(u) = 0 dlØ vseh u ∈ V . V razdele 11 my pokaßem, qto U_{2l}(R, I) – normal~naØ podgruppa U_{2l}(R, L).

Pust~ EU_{2l}(I) – podgruppa, poroßdennaØ vsemi fflementami vida T_{ij}(a), a ∈ I, i T_i(ξ), ξ ∈ M. Pust~ J = (J, N) – vtoroæ neqetnyæ formennyæ ideal. GovorØt, qto I soderßitsØ v J, esli I 6 J i

M 6 N. Vidno, qto EU2l(I) soderßitsØ v U2l(R, J) v tom i tol~ko

tom sluqae, kogda I soderßitsØ v J.

Otnositel~noæ fflementarnoæ podgruppoæ EU_{2l}(R, L) urovnØ I nazyvaetsØ normal~noe zamykanie EU_{2l}(I) v EU_{2l}(R, L).

10. Kongruffnc-podgruppy: obwiæ sluqaæ

My hotim perenesti opredeleniØ predyduwego razdela na sluqaæ proizvol~nogo neqetnogo L-kvadratiqnogo prostranstva V . Nazovem formennym podmodulem V troæku U, sostoØwu¸ iz neqetnogo formennogo ideala I = (I, M), podmodulØ U 6 V i podnØtiØ^~Q formy Q, opredelennogo na U , oblada¸wih sledu- ¸wimi svoæstvami: U soderßit V I; (u, v)_q ∈ I dlØ vseh u ∈ U , v ∈ V ; Q̃ soglasovano s estestvennym podnØtiem Q, opredelennym na V I; esli^~Q(u) = (w, a) u M, to a ∈ I.

Naprimer, dlØ l¸bogo neqetnogo formennogo ideala I moßno vzØt~ U = V I i opredelit~^~Q kak estestvennoe podnØtie Q. Vo mnogih sluqaØh vse formennye podmoduli poluqa¸tsØ takim

210 V. A. PETROV

sposobom; naprimer, ffto tak, esli V – koneqno poroßdennyæ proektivnyæ, a forma B nevyroßdenna, ili, qto bolee obwe, esli vypolneno uslovie iz [21], a imenno, kaßdyæ vektor v ∈ V predstavlØetsØ v vide ∑ i w_i(v, u_i)_q dlØ nekotoryh u_i, w_i ∈ V (zdes~ V proizvol~nyæ).

NeqetnaØ unitarnaØ kongruffnc-podgruppa urovnØ U sostoit iz fflementov g, leßawih v GL(V, U ) (to est~ gv − v ∈ U dlØ l¸bogo v ∈ V ) i sohranØ¸wih Q̃, to est~ Q̃(gv) ˙−Q̃(v) = 0 dlØ vseh v ∈ V .

Opredelim FU_{(e1,e−1)}(V, q, U) kak podgruppu EU_{(e1,e−1)}(V, q), poroßdennu¸ vsemi fflementami vida T_{e±1v}(a), (e_1, v)_q = (e_{−1}, v)_q = 0, v ∈ U ,^~Q(v) = (0, a)uM. Vyqislenie iz dokazatel~stva lemmy 1 pokazyvaet, qto FU_{(e1,e−1)}(V, q, U) soderßitsØ v U(V, q, U). Otnositel~naØ fflementarnaØ podgruppa urovnØ U EU_{(e1,e−1)}(V, q, U) opredelØetsØ kak normal~noe zamykanie FU_{(e1,e−1)}(V, q, U) v EU_{(e1,e−1)} (V, q). Pokaßem teper~, qto naxi opredeleniØ soglasovany so sluqaem giperboliqeskogo prostranstva. PonØtno, qto U = (I, V I + V_0, Q̃) – formennyæ podmodul~. Vykladka iz dokazatel~stva lemmy 2 pokazyvaet, qto FU_{(e1,e−1)}(V, q, U) soderßitsØ v EU_{2l}(I). S drugoæ storony, iz sootnoxeniæ R5 i R8 sleduet, qto EU_{2l}(I) soderßitsØ v EU_{(e1,e−1)}(V, q, U). Tak qto EU_{2l}(R, I) i EU_{2l}(V, q, U) sovpada¸t.

Predloßenie 4. Pust~ (V, q) soderßit vzaimno ortogonal~nye giperboliqeskie pary (e_1, e_{−1}), (e_2, e_{−2}) i (e_3, e_{−3}), U – formennyæ podmodul~. Togda [EU_{(e1,e−1)}(V, q), EU_{(e1,e−1)}(V, q, U)] = EU_{(e1,e−1)}(V, q, U). V qastnosti, EU_{(e1,e−1)}(V, q) soverxenna.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim levu¸ qast~ qerez E. Poskol~- ku xyx^{−1} = [x, y]y, dostatoqno dokazat~, qto kaßdyæ fflement

FU_{(e1,e−1)}(V, q, U) leßit v E. Pust~ snaqala v ∈ V I ortogonalen k

(e_1, e_{−1}) i (e_2, e_{−2}), Q̃(v) = (0, a) u M. Sootnoxenie T_{e±2v}(a) = [T_{e1v}(−ā), T_{e±2,e−1} (0)], pokazyvaet, qto T_{e±2(v)}(a) leßit v E. Teper~ iz T_{e±1v}(a) = [T_{e2v}(−ā), T_{e±1,e−2} (0)],

NEQETNYE UNITARNYE GRUPPY 211

sleduet, qto T_{e±1(v)}(a) toße leßit v E, esli v ortogonalen k

(e_1, e_{−1}) i (e_2, e_{−2}). Toqno tak ße dokazyvaetsØ, qto ffto verno,

esli v ortogonalen k (e_1, e_{−1}) i (e_3, e_{−3}). No FU_{(e1,e−1)}(V, q) poroßdaetsØ fflementami T_{e±1v}(a), gde v ortogonalen k (e_1, e_{−1}) i libo k (e_2, e_{−2}), libo k (e_3, e_{−3}): deæstvitel~no, l¸boæ v moßno zapisat~ v vide e_2b + e_{−2}c + v^′, b, c ∈ I, gde v^′ ortogonalen k (e_2, e_{−2}), a e_2b + e_{−2}c ortogonalen k (e_3, e_{−3}), i T_{e±1v}(a) = T_{e±1,e2b+e−2c}(0)T_{e±1,v}′ (a).

�

11. RelØtivizaciØ

Zdes~ my obsudim izØwnyæ sposob opredeleniØ otnositel~- noæ unitarnoæ gruppy, prinadleßawiæ Steænu [16].

Pust~ I – dvustoronniæ ideal kol~ca R (poka my ne predpolagaem naliqie psevdoinvol¸cii). Opredelim R×_I R kak rassloennoe proizvedenie R i R nad R/I, to est~ kak podkol~co prØmogo proizvedeniØ R × R, sostoØwee iz par (a_1, a_2) s a_1 − a_2 ∈ I. Pust~ π – proekciØ na pervyæ i somnoßitel~. Togda moßno postroit~ korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ 0 −→ I^ι−→ R ×_I R^{π−→}_{δ←−} R −→ 0, gde ι(a) = (0, a) – vloßenie ideala I v R ×_I R, a δ(a) = (a, a) – rasweplenie gomomorfizma π.

Pust~ V – R-modul~, U – podmodul~ V , soderßawiæ V I. Poloßim V^′ = V ×_U V ; togda V^′ estestvenno nadelØetsØ strukturoæ R^′-modulØ po formule

(v_1, v_2)(a_1, a_2) = (v_1a_1, v_2a_2)

(vkl¸qenie V I 6 U garantiruet korrektnost~ opredeleniØ). R^′- lineænoe otobraßenie f : V^′ → V^′ moßet byt~ otoßdestvleno s paroæ (f_1, f_2) R-lineænyh otobraßeniæ V → V takih, qto f_1(v) − f_2(v) ∈ U dlØ l¸bogo v ∈ V .

Pust~ teper~ R – kol~co s psevdoinvol¸cieæ, L – neqetnyæ formennyæ parametr, (V, q) – neqetnoe L-kvadratiqnoe prostranstvo, I = (I, M) – neqetnyæ formennyæ ideal, U = (I, U,^~Q) –

212 V. A. PETROV

formennyæ podmodul~. Psevdoinvol¸ciØ na R^′ = R ×_I R opredelØetsØ pokomponentno. PolutoralineænaØ forma B na V prodolßaetsØ do formy B^′ na V^′ po formule

B^′((v_1, v_2), (w_1, w_2)) = (B(v_1, w_1), B(v_2, w_2)).

Pust~ U_0 – podmodul~ V_0, poroßdennyæ V_0I i vsemi fflementami w ∈ V_0 takimi, qto^~Q(u) = (w, a) u M dlØ nekotoryh u ∈ U , a ∈ I. Opredelim V^′_0 kak V_0 ×_{U0} V_0; forma B^′_0 na V^′_0 opredelØetsØ po toæ ße formule, qto i B^′ na V . Nakonec, opredelim neqetnyæ formennyæ parametr kol~ca R^′ L^′ = L ×M L = {((u, v), (a, b)) | (u, a) ˙−(v, b) ∈ M}. Prodolßim kvadratiqnu¸ formu na V^′ po formulam

Q^′(0, u) = ((0, w), (0, a)) u L^′, u ∈ U, Q̃(u) = (w, a) u M, Q^′(v, v) = ((u, u), (a, a)) u L^′, v ∈ V, Q(v) = (w, a) u L. Poskol~ku kaßdyæ vektor (v_1, v_2) iz V^′ moßno predstavit~ v vide (0, v_2 − v_1) + (v_1, v_1), forma Q^′ opredelØetsØ fftimi svoæstvami odnoznaqno. NesloßnaØ proverka pokazyvaet, qto q^′ = (B^′, Q^′) nadelØet V^′ strukturoæ neqetnogo L^′-kvadratiqnogo prostranstva.

�lement g iz U(V^′, q^′) moßet byt~ otoßdestvlen s paroæ fflementov g_1, g_2 ∈ U(V, q) takih, qto g_1(v) − g_2(v) ∈ U i

Q̃(g_1(v)) ˙−Q̃(g_2(v)) = 0 dlØ l¸bogo v ∈ V . V qastnosti, imeet me-

sto korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~ 1 −→ U(V, q, U)^ι−→ U(V^′, q^′)^{π−→}_{δ←−} U(V, q) −→ 1, gde ι(g) = (e, g), π(g_1, g_2) = g_1 i δ(g) = (g, g). Predloßenie 5. Gruppa U(V, q, U) normal~na v U(V, q). Dokazatel~stvo. Pust~ g ∈ U(V, q, U), h ∈ U(V, q). Iz toqnoæ posledovatel~nosti vytekaet, qto ι(U(V, q, U)) – normal~naØ podgruppa U(V^′, q^′). Znaqit, ι(hgh^{−1}) = δ(h)ι(g)δ(h)^{−1} leßit v ι(U(V, q, U)), to est~ hgh^{−1} leßit v U(V, q, U). �

Sledstvie. EU_{(e1,e−1)}(V, q, U) ØvlØetsØ podgruppoæ U(V, q, U).

Teper~ moßno opredelit~ CU(V, q, U) kak mnoßestvo, sostoØwee iz vseh g iz U(V, q) takih, qto [g, U(V, q)] 6 U(V, q, U); iz predloßeniØ 5 i formuly

[g_1g_2, h] =^{g1} [g_2, h] · [g_1, h]

NEQETNYE UNITARNYE GRUPPY 213

sleduet, qto CU(V, q, U) ØvlØetsØ gruppoæ, soderßaweæ U(V, q, U). Ona nazyvaetsØ polnoæ neqetnoæ unitarnoæ kongruffnc-podgruppoæ urovnØ U.

Zafiksiruem giperboliqesku¸ paru (e_1, e_{−1}) v (V, q). Togda v

(V^′, q^′) est~ giperboliqeskaØ para ((e_1, e_1), (e_{−1}, e_{−1})); budem dlØ

kratkosti oboznaqat~ qerez EU(V^′, q^′) gruppu EU_{((e1,e1),(e−1,e−1))}

(V^′, q^′).

Predloßenie 6. Imeet mesto korotkaØ toqnaØ posledovatel~- nost~ 1 −→ EU_{(e1,e−1)}(V, q, U)^ι−→ EU(V^′, q^′)^{π−→}_{δ←−} EU_{(e1,e−1)}(V, q) −→ 1. Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto gruppa ι(EU_{(e1,e−1)}(V, q, U)) normalizuetsØ δ(EU_{(e1,e−1)}(V, q)), i qto oni pereseka¸tsØ tol~ko po ediniqnomu fflementu. Znaqit, ostaetsØ dokazat~, qto kaßdyæ fflement EU(V^′, q^′) predstavlØetsØ v vide ι(g)δ(h) dlØ nekotoryh g ∈ EU_{(e1,e−1)}(V, q, U), h ∈ EU_{(e1,e−1)}(V, q). Poskol~ku

ι(h_1)δ(g_1)ι(h_2)δ(g_2) = ι(h_1g_1h_2g^{−1}_1 )δ(g_1g_2),

dostatoqno proverit~ naliqie razloßeniØ dlØ obrazu¸wih. Pust~ (v_1, v_2) ortogonalen k (e_1, e_1) i (e_{−1}, e_{−1}), Q^′(v_1, v_2) =

(0, (a_1, a_2)) u L^′. Togda v_1 i v_2 ortogonal~ny k e_1 i e_{−1}, Q(v_1) = (0, a) u L i Q̃(v_2 − v_1) = a_2 − a_1 − (v_2 − v_1, v_1)_q, tak qto T_{(e±1,e±1),(v1,v2)}(a_1, a_2) predstavlØetsØ v vide

T_{(e±1,e±1),(0,v2−v1)}(0, a_2 − a_1 − (v_2 − v_1, v_1)_q )T_{(e±1,e±1),(v1,v1)}(a_1, a_1)

= ι(T_{e±1,v2−v1}(a_2 − a_1 − (v_2 − v_1, v_1)_q))δ(T_{e±1,v1} (a_1)).

�

Predloßenie 7. Imeet mesto ravenstvo

ι(EU_{(e1,e−1)}(V, q, U)) = EU(V^′, q^′) ∩ ι(U(V, q)).

Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto levaØ qast~ soderßitsØ v pravoæ. Pust~ teper~ fflement (g_1, g_2) leßit v pravoæ qasti. Togda, s odnoæ storony, g_1 = e, a s drugoæ storony, po predloßeni¸ 6,

(g_1, g_2) predstavlØetsØ v vide ι(h)δ(g), h ∈ EU_{(e1,e−1)}(V, q, U), g ∈ EU_{(e1,e−1)}(V, q). No togda g = e, i g_2 = h leßit v EU_{(e1,e−1)}(V, q, U).

�

214 V. A. PETROV

Teorema 1. Pust~ I = (I, M) – neqetnyæ formennyæ ideal,

U = (I, U,^~Q) – formennyæ podmodul~. Predpoloßim, qto gruppa

EU(V^′, q^′) normal~na v U(V^′, q^′). Togda EU_{(e1,e−1)}(V, q, U) normal~na

v U(V, q), i imeet mesto standartnaØ kommutacionnaØ formula [CU(V, q, U), EU_{(e1,e−1)}(V, q)] 6 EU_{(e1,e−1)}(V, q, U). Dokazatel~stvo. Pust~ g iz EU_{(e1,e−1)}(V, q, U), h iz U(V, q). Rassmotrim fflement x = δ(h)ι(g)δ(h)^{−1} = ι(hgh^{−1}). S odnoæ storony, hgh^{−1} leßit v U(V, q, U) po predloßeni¸ 5 i sledstvi¸ iz nego. Znaqit, x ∈ ι(U(V, q, U)). S drugoæ storony, ι(g) ∈

EU_{(e1,e−1)}(V^′, q^′), tak qto x ∈ EU(V^′, q^′). Teper~ x leßit v ι(EU_{(e1,e−1)}(V, q, U)) po predloßeni¸ 7, sledovatel~no, hgh^{−1} ∈ EU_{(e1,e−1)}(V, q, U). Pust~ teper~ h iz CU(V, q, U), g iz EU_{(e1,e−1)}(V, q). Rassmotrim fflement x = [δ(h), ι(g)] = ι([h, g]). S odnoæ storony, po opredeleni¸ CU(V, q, U) [h, g] leßit v U(V, q, U), znaqit, x ∈ ι(U(V, q, U)). S drugoæ storony, ι(g) leßit v EU(V^′, q^′), tak qto po x leßit takße v EU(V^′, q^′). OpØt~ po predloßeni¸ 7 x ∈ ι(EU_{(e1,e−1)}(V, q, U)), sledovatel~no, [h, g] ∈ EU_{(e1,e−1)}(V, q, U). �

12. Stabil~nye rangi

V fftom razdele my napomnim opredeleniØ stabil~nyh rangov kol~ca, kotorye ukazyva¸t, naqinaØ s kakogo ranga povedenie lineænyh grupp stanovitsØ standartnym.

Pust~ snaqala R – proizvol~noe associativnoe kol~co s 1. Stolbec (a_1, . . . , a_n)^t iz R^n nazyvaetsØ unimodulØrnym, esli levyæ ideal, poroßdennyæ fflementami a_1, . . . , a_n, sovpadaet s R. GovorØt, qto stabil~nyæ rang kol~ca R ne prevoshodit n (i pixut sr(R) 6 n), esli dlØ l¸bogo unimodulØrnogo stolbca

(a_1, . . . , a_{n+1})^t suwestvu¸t fflementy b_1, . . . , b_n ∈ R takie, qto

stolbec (a_1 + b_1a_{n+1}, . . . , a_n + b_na_{n+1})^t unimodulØren. Svoæstva stabil~nogo ranga moßno naæti, naprimer, v [11].

GovorØt, qto lokal~nyæ stabil~nyæ rang kol~ca R ne prevoshodit n (i pixut lsr(R) 6 n), esli suwestvuet takoe podkol~co R_0 centra R, qto dlØ kaßdogo maksimal~nogo ideala m kol~ca R_0 suwestvuet mul~tiplikativnaØ sistema Sm ⊆ R_0 \m, dlØ kotoroæ

sr(S^{−1}m R) 6 n.

Opredelim teper~ analogi fftih ponØtiæ dlØ formennyh kolec v smysle Baka. Pust~ R – kol~co s psevdoinvol¸cieæ, Λ –

NEQETNYE UNITARNYE GRUPPY 215

formennyæ parametr. GovorØt, qto stabil~nyæ rang formennogo kol~ca (R, Λ) ne prevoshodit n (i pixut sr(R, Λ) 6 n), esli

sr(R) 6 n, i dlØ l¸bogo unimodulØrnogo stolbca (a_1, . . . , a_{n+1}, a_{−n−1}, . . . , a_{−1})^t iz R^{2n+2} suwestvu¸t fflementy suwestvu¸t fflementy b_{ij} iz R,

1 6 i, j 6 n + 1 takie, qto bij =^¯1^{−1¯}bji^¯1^{−1},^¯1bii ∈ Λ, i stolbec

(a^′_1, . . . , a^′_{n+1})^t unimodulØren, gde a^′_i = a_i + ∑_{n+1} j=1 b_{ij}a_{−j} . (Sm. [8], gde ffto uslovie oboznaqalos~ ΛS_n, i [14], gde ispol~zovalos~ oboznaqenie Λsr.)

GovorØt, qto lokal~nyæ stabil~nyæ rang formennogo kol~ca

(R, Λ) ne prevoshodit n (i pixut lsr(R, Λ) 6 n), esli suwestvu-

et podkol~co R_0 v R, l¸boæ fflement s kotorogo centralen i udovletvorØet sootnoxeni¸ s̄ = s^¯1, takoe, qto dlØ kaßdogo maksimal~nogo ideala m kol~ca R_0 suwestvuet mul~tiplikativnaØ sistema Sm ⊆ R_0 \ m, dlØ kotoroæ sr(S^{−1}m R, S^{−1}m Λ) 6 n. (V [14] ot fflementov s ∈ R_0 trebovalos~ ewe, qtoby sΛ ⊆ Λ; ffto uslovie lixnee, poskol~ku avtomatiqeski s^2Λ ⊆ Λ, i fftogo dostatoqno dlØ vseh konstrukciæ i dokazatel~stv.)

Oqevidno, vypolneny neravenstva lsr(R) 6 sr(R) 6 sr(R, Λ) i

lsr(R) 6 lsr(R, Λ) 6 sr(R, Λ). Esli Γ > Λ, Øsno, qto sr(R, Γ) 6 sr(R, Λ) i lsr(R, Γ) 6 lsr(R, Λ).

Polezno ewe ponØtie absol¸tnogo stabil~nogo ranga asr(R). Ego opredelenie i svoæstva moßno naæti v [20] i [15]. DlØ nas vaßno, qto asr(R) 6 1 dlØ polulokal~nyh kolec. V [8] dokazano neravenstvo sr(R, Λ) 6 asr(R) dlØ l¸bogo formennogo kol~ca

(R, Λ).

Algebra s psevdoinvol¸cieæ – para (A, R), gde R – kol~co s psevdoinvol¸cieæ, A – central~noe podkol~co R takoe, qto esli a ∈ A, to ā¯1^{−1} ∈ A. Algebra s psevdoinvol¸cieæ nazyvaetsØ koneqnoæ, esli R koneqno kak modul~ nad A, i kvazikoneqnoæ, esli R moßno predstavit~ v vide fil~tru¸wegosØ prØmogo predela kolec R_α takih, qto (A, R_α) koneqny.

Oqevidno, qto esli R – poqti kommutativnoe kol~co (to est~ koneqnoporoßdennoe kak modul~ nad svoim centrom), to

(Cent(R), R) – koneqnaØ algebra. No ispol~zovanie kvazikoneq-

nyh algebr tehniqeski udobnee: naprimer, esli (A, R) kvazikoneqna, to (A ×_I A, R ×_I R) kvazikoneqna dlØ l¸bogo ideala I, sm. [6].

216 V. A. PETROV

Predloßenie 8. Esli (A, R) – kvazikoneqnaØ algebra s psevdoinvol¸cieæ, to lsr(R, Λ) 6 1 dlØ l¸bogo formennogo parametra Λ. Dokazatel~stvo. Voz~mem v kaqestve R0 podkol~co A, poroßdennoe vsemi fflementami vida ā^¯1^{−1}a, gde a ∈ A, a v kaqestve

Sm – R0 \ m. Togda kol~co S^{−1}m Rα polulokal~no dlØ l¸bogo α

(sm. [23, Lemma 1.4]), znaqit, sr(S^{−1}m R_α, S^{−1}m Λ_α) 6 asr(S^{−1}m R_α) 6 1 (zdes~ Λ_α – minimal~nyæ formennyæ parametr R_α). Teper~ esli u nas est~ unimodulØrnyæ stolbec, to suwestvuet α, dlØ kotorogo vse fflementy fftogo stolbca leßat v R_α, i on unimodulØren v R_α, tak qto moßno vospol~zovat~sØ opredeleniem stabil~nogo ranga dlØ (R_α, Λ_α); ots¸da Øsno, qto sr(R, Λ) 6 1. �

Nakonec, my budem pisat~ l-ind(V, q) > m, lsr(R, L_{ev}) + n, esli dlØ kaßdogo maksimal~nogo ideala m kol~ca R_0 suwestvuet mul~tiplikativnaØ sistema Sm ⊆ R_0 \ m, dlØ kotoroæ

ind(S^{−1}m V, S^{−1}m q) > m i sr(S^{−1}m R, S^{−1}m Λ) 6 ind(S^{−1}m V, S^{−1}m q) − n.

My budem obyqno pol~zovat~sØ sr(R, L_{ev}) dlØ opisaniØ ffffektov “na stabil~nom urovne” a dlØ “obwih rezul~tatov” (takih, kak normal~nost~ fflementarnoæ podgruppy) formulirovat~ uslovie na kol~co v terminah lsr(R, L_{ev}). V qastnosti, “obwie rezul~taty” spravedlivy dlØ kvazikoneqnyh formennyh algebr.

13. QetnaØ teorema Vitta i stabilizaciØ KU1 Lemma 3. Pust~ (V, q) – neqetnoe L-kvadratiqnoe prostranstvo, v kotorom est~ n vzaimno ortogonal~nyh giperboliqeskih par

(e_i, e_{−i}), i = 1, . . . n, {v_i}_{i=1,...m} – semeæstvo vektorov takih, qto

suwestvu¸t vektory {v^′_i}_{i=1,...m} iz V_{ev}, udovletvorØ¸wie uslovi¸

(v^′_i, v_j)_q = δ_{ij}, sr(R, L_{ev}) 6 n − m. Togda suwestvuet fflement g ∈ EU_{(e1,e−1)}(V, q) takoæ, qto gv_i = e_i + u_i, gde u_i ∈ ⟨e_{−i}, . . . , e_{−1}⟩ ⊕ V^′,

gde V^′ – podmodul~, sostoØwiæ iz vektorov, ortogonal~nyh ko vsem e_i.

Dokazatel~stvo. Budem dokazyvat~ lemmu indukcieæ po m; baza m = 0 trivial~na.

Xag 0. Poloßim dlØ kratkosti v = vm. Po indukcionnomu predpoloßeni¸, suwestvuet g_0 iz U(V, q) takoæ, qto gv_i = e_i + u_i, gde u_i leßit v ⟨e_{−i}, . . . , e_{−1}⟩ ⊕ V^′. Imeem (g_0v^′_j, g_0v_i)_q = δ_{ij} i g_0v^′_i leßit v V_{ev}. Sledovatel~no, domnoßaØ na g_0, my moßem s samogo naqala predpoloßit~, qto v_i = e_i + u_i, i qto suwestvuet v^′ takoæ, qto (v^′, v_i)_q = 0 pri i 6 m − 1 i (v^′, v)_q = 1.

NEQETNYE UNITARNYE GRUPPY 217

Xag 1. Poloßim ai = −εi(e−i, v)q. Togda v =^∑_{|i|}6_n eiai + w, gde

w ∈ V^′. Dalee, (v^′, v)_q = 1, znaqit R ( ∑ |i|6m−1^{(v} ′, e_i)_qa_i + (v^′, w)_q ) + ∑ m6|j|6n^{Raj = R.} Poskol~ku sr(R) 6 sr(R, L_{ev}) 6 n − m, suwestvu¸t b_j iz R takie, qto ∑ −n6i6−m^{Rai +} ∑ m6j6n^R ( a_j + b_j ( ∑ |i|6m−1^{(v} ′, e_i)_qa_i + (v^′, w)_q )) = R. Pust~ v^{′′} = v^′ + ∑ m6|j|6n^ej^εj^{(e}−j^{, v′)}q. Zametim, qto^{(v′′, w)}q^=

(v^′, w)_q, (v^{′′}, e_i)_q = (v^′, e_i)_q i (v^{′′}, v_i)_q = (v^′, v_i)_q = 0 dlØ i 6 m − 1.

Krome togo, v^{′′} leßit v V_{ev}, pofftomu suwestvuet c ∈ R takoæ, qto |v^{′′}|_q = (0, c) u L. Poloßim

g_1 = ∏ m6j6n^{Tej ,v′′¯1−1b̄j ¯1−1 (} ¯1b_jc¯1^{−1}b̄_j¯1^{−1}).

Togda g_1v_i = v_i dlØ i 6 m−1, i g_1v = ∑ |i|6n^ei^{a′}i^{+w′}, gde^{(e}j^{, w′)}q^= 0 dlØ vseh j, i a^′_j = a_j, −n 6 j 6 −m, a^′_j = a_j + b_j ( ∑ |i|6m−1 (v^′, e_i)_q a_i + (v^′, w)_q ) + r_ja_{−j}, m 6 j 6 n dlØ nekotoryh r_j iz R. Znaqit, ∑ m6|j|6n^{Ra′}j^{= R}, i, domnoßaØ na

g_1, moßno s samogo naqala predpoloßit~, qto ∑ m6|j|6n^{Raj = R}. Xag 2. Poskol~ku sr(R, Lev) 6 n − m, suwestvu¸t fflementy bij iz R, m 6 i, j 6 n takie, qto b_{ij} =^¯1^{−1¯}b_{ji}^¯1^{−1},^¯1b_{ii} ∈ L_{ev}, i stolbec

(a^′_m, . . . , a^′_n)^t unimodulØren, gde a^′_i = a_i + ∑ j b_{ij}a_{−j}. Poloßim

g_2 = n∏ i=m T_{ei0}(¯1b_{ii}) · ∏ m6i<j6n^{Tei,ej bji (0).} Togda g_2v_i = v_i pri i 6 m − 1, i g_2v = ∑ m6|i|6n^ei^{a′}i^+ ∑ |i|6m^ei^ai^{+w}. Znaqit, domnoßaØ na^g2, my moßem predpoloßit~, qto ∑ m6j6n^{Ra}j^{= R}.

Xag 3. Esli vzØt~ g3 = T_{ei,e−j} ¯_1−1¯_b¯_1−1 (0), m 6 i, j 6 n, to g3vk = 0 pri k 6 m − 1, a g_3v = ∑ m6|k|6n^{eka′}k^{+ w}, gde^{a′}i^{= ai + baj} i^{a′}k^{= ak}

218 V. A. PETROV

dlØ m 6 k 6 n, k ≠ i. Poskol~ku sr(R) 6 n − m, vypolniv seri¸ takih operaciæ, my moßem dobit~sØ togo, qto a_m stanet ravnym 1. Xag 4. Poloßim g4 =^∏_{m+1}6_{|i|}6_n T_{ei,−e−m} ¯_1−1_{āi}¯_1−1 (0). Togda g4vi =

v_i dlØ i 6 m − 1, i g_4v = ∑ |i|6m^ei^{a′}i^{+ w} s^{a′}m^{= 1}. Znaqit, my s samogo naqala moßem sqitat~, qto v imeet vid ∑ |i|6m^ei^ai^{+e}m^{+w}, a_m = 1, w ∈ V^′.

Xag 5. Poloßim g5 =^{∏m−1}_{i=1} T_{ei,−e−m}¯_1−1_{āi}¯_1−1 (0). Togda g5v imeet nußnyæ vid e_m + u^′, gde u^′ ∈ ⟨e_{−m}, . . . , e_{−1}⟩ ⊕ V^′. No g_5v_i = v_i + e_{−m}b_i dlØ nekotoryh b_i ∈ R, i 6 m − 1. Voz~mem teper~ g_6 = ∏_{m−1} i=1 T_{em ,−e−i}¯_1−1¯_{bm}¯_1−1 (0). Togda g_6g_5v_i = v_i dlØ i 6 m−1, i g_6g_5v = e_m+u, gde u ∈ ⟨e_{−m}, . . . , e_{−1}⟩⊕V^′, qto i zaverxaet dokazatel~stvo.

�

Pust~ U – podprostranstvo neqetnogo kvadratiqnogo prostranstva V . Nazovem ego otnositel~no nevyroßdennym qetnogo tipa, esli dlØ l¸bogo R-lineænogo otobraßeniØ φ : U → R suwestvuet vektor v ∈ V_{ev} takoæ, qto (v, u)_q = φ(u) dlØ vseh u ∈ U .

Teorema 2. Pust~ V1 i V2 – izometriqnye svobodnye podprostranstva neqetnogo L-kvadratiqnogo prostranstva V , otnositel~no nevyroßdennye qetnogo tipa, priqem ind(V, q) > sr(R, L_{ev})

+ dim(V_1). Togda suwestvuet fflement EU_{(e1,e−1)}(V, q), perevodØwiæ V_1 v V_2 i prodolßa¸wiæ dannu¸ izometri¸ meßdu nimi (gde (e_1, e_{−1}) – l¸baØ giperboliqeskaØ para iz opredeleniØ indeksa).

Sr. [14, Teorema 1] dlØ sluqaØ kvadratiqnyh grupp.

Dokazatel~stvo. Pust~ dana izometriØ f : V1 → V2, {vi}i=1,... ,m – bazis V_1 (gde m = dim(V_1)). Togda {f(v_i)}_{i=1,... ,m} – bazis V_2. V silu otnositel~noæ nevyroßdennosti V_1, suwestvu¸t vektory v^′_1, . . . , v^′_m takie, qto (v^′_i, v_j)_q = δ_{ij} . Pust~ v V soderßitsØ giperboliqeskoe podprostranstvo ⟨e_1, . . . , e_l, e_{−l}, . . . , e_{−1}⟩⊕V^′ (gde V^′, kak i ran~xe – ortogonal~noe dopolnenie k ⟨e_1, . . .e_{−1}⟩). PrimenØØ lemmu 3, nahodim g iz U(V, q) takoæ, qto gv_i = e_i + ∑_i j=1 e_{−j} a_{ij} +u_i, u_i ∈ V^′. Analogiqno, suwestvuet h iz U(V, q) takoæ, qto hf(v_i) = e_i + ∑_i j=1 e_{−j} b_{ij} + w_i, w_i ∈ V^′.

Zametim, qto

|u_i|_q u (0, a_{ii}) u L = |gv_i|_q = |hf(v_i)|_q = |w_i|_q u (0, b_{ii}) u L.

NEQETNYE UNITARNYE GRUPPY 219

Teper~, domnoßaØ h sleva na T_{e−i,(ui−wi)}¯_1−1 (^¯1(b_{ii} − a_{ii} − (u_i − w_i, u_i)_q)¯1^{−1}), my moßem sqitat~, qto b_{ii} = a_{ii} i w_i = u_i.

Teper~ pri j < i

a_{ij} = (gv_j , gv_i)_q − (u_j, u_i)_q = (hf(v_j ), hf(v_i))_q − (u_j , u_i)_q = b_{ij},

znaqit, gv_i = hf(v_i) dlØ vseh i, i h^{−1}g – iskomaØ izometriØ. �

Iz teoremy 2 sleduet tranzitivnost~ deæstviØ fflementarnoæ unitarnoæ gruppy na giperboliqeskih parah pri uslovii

ind(V, q) > sr(R, L_{ev})+2; sledu¸waØ teorema pokazyvaet, qto ocen-

ku moßno slegka uluqxit~.

Teorema 3. Pust~ ind(V, q) > sr(R, Lev) + 1. Togda gruppa EU_{(e1,e−1)}

(V, q) tranzitivno deæstvuet na giperboliqeskih parah (gde (e_1, e_{−1}) – l¸baØ giperboliqeskaØ para iz opredeleniØ indeksa).

Sr. [20, Teorema 8.1 i dokazatel~stvo SledstviØ 8.3] dlØ sluqaØ kvadratiqnyh grupp.

Dokazatel~stvo. Nado dokazat~, qto l¸bu¸ giperboliqesku¸ paru (u, v) moßno perevesti v (e_1, e_{−1}). Oqevidno, qto prØmaØ, natØnutaØ na u, ØvlØetsØ otnositel~no nevyroßdennym podprostranstvom qetnogo tipa. Togda po teoreme 2 suwestvuet g ∈

EU_{(e1,e−1)}(V, q) takoæ, qto gu = e_1. ZamenØØ (u, v) na (gu, gv), my

moßem sqitat~, qto u = e_1; my hotim naæti h ∈ EU_{(e1,e−1)}(V, q) takoæ, qto he_1 = e_1 i hv = e_{−1}. Pust~ v = ∑ i e_ia_i + w, w ortogonalen vsem e_i. Zametim, qto a_{−1} = (e_1, v)_q = 1. Poloßim h_1 = ∏ i≠±1 Te1,−eiai (0). Togda h1e1 = e1 i h1v = e1a + e−1 + w dlØ nekotorogo a ∈ R. Zametim, qto (w, ā^¯1^{−1}) u L = |h_1v|_q = 0. Poloßim teper~ h = T_{e1,−w}(^¯1a + (w, w)_q) · h_1. Togda he_1 = e_1 i hv = e_{−1}, i nußnyæ h naæden. �

Iz tranzitivnosti deæstviØ fflementarnoæ podgruppy na giperboliqeskih parah nemedlenno sledu¸t vaßnye teoremy o invariantnosti fflementarnoæ gruppy i o s¸r¨ektivnoæ stabilizacii KU_1.

Teorema 4. Pri ind(V, q) > sr(R, Lev) + 1 fflementarnaØ gruppa

EU(V, q) ne zavisit ot vybora giperboliqeskoæ pary. V qastno-

sti, ona normal~na v U(V, q).

Dokazatel~stvo. Pust~ (e1, e−1) – giperboliqeskaØ para iz opredeleniØ indeksa, (e^′_1, e^′_{−1}) – l¸baØ giperboliqeskaØ para.

220 V. A. PETROV

Po teoreme 3, suwestvuet g ∈ EU_{(e1,e−1)}(V, q) takoæ, qto ge_1 = e^′_1 i ge_{−1} = e^′_{−1}. Esli (e_i, e_{−i}), i = 2, . . . , ind(V, q) – giperboliqeskie pary, vzaimno ortogonal~nye i ortogonal~nye k (e_1, e_{−1}), to (ge_i, ge_{−i}) oblada¸t takim ße svoæstvom po otnoxeni¸ k

(e^′_1, e^′_{−1}). Tak qto (e_1, e_{−1}) i (e^′_1, e^′_{−1}) ravnopravny, i dostatoq-

no dokazat~ vkl¸qenie EU_{(e}′_{1,e}′_{−1)}(V, q) 6 EU_{(e1,e−1)}(V, q). �to prosto: esli (e^′_1, v)_q = (e^′_{−1}, v)_q = 0 i |v|_q = (0, a) u L, to T_e′_{±1v}(a) = gT_{e±1,g}−1_v(a)g^{−1} leßit v EU_{(e1,e−1)}(V, q). �

V qastnosti, v formulirovkah teorem 2 i 3 moßno opustit~ zakl¸qennu¸ v skobki ogovorku.

Teorema 5. Pust~ ind(V, q) > sr(R, Lev) + 1. Togda imeet mesto razloßenie U(V, q) = EU_{(e1,e−1)}(V, q)U_{(e1,e−1)}(V, q). Sr. [14, Predloßenie 7] dlØ sluqaØ kvadratiqnyh grupp.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto po predloßeni¸ 2 v pravoæ qasti razloßeniØ stoit gruppa.

Pust~ g – fflement U(V, q). Oqevidno, qto (ge_l, ge_{−l}) ØvlØetsØ giperboliqeskoæ paroæ. Po teoreme 3, suwestvuet fflement h iz

EU_{(e1,e−1)}(V, q) takoæ, qto hge_l = e_l i hge_{−l} = e_{−l}. No togda hg

leßit v U_{(e1,e−1)}(V, q), qto i daet iskomoe razloßenie. �

Sledstvie. Pust~ l > sr(R, Lev) + 1. Togda kanoniqeskoe otobraßenie

KU_{1,2l−2}(R, L) → KU_{1,2l}(R, L)

s¸r¨ektivno.

Sr. [14, Teorema 2] i [7, Teorema 1.1] dlØ sluqaØ kvadratiqnyh grupp, [8, Teorema 1.1] dlØ sluqaØ ffrmitovyh grupp.

14. Normal~nost~ fflementarnoæ podgruppy

Rassmotrim neqetnoe formennoe kol~co (R[X], L[X]). Pust~ dlØ neotricatel~nogo celogo N L[X] ↼ X^N oboznaqaet mnoßestvo vseh fflementov vida (uX^N , aX^{2N} ), gde (u, a) ∈ L[X]. Legko videt~, qto I_N = (R[X]X^N , L[X] ↼ X^N ) – neqetnyæ formennyæ ideal, i U_N = (I_N , V [X]X^N ,^~Q) – formennyæ podmodul~ V [X] (gde Q̃ – estestvennoe podnØtie Q na V [X]X^N ).

NEQETNYE UNITARNYE GRUPPY 221

Lemma 4. Pust~ (e1, e−1) i (e2, e−2) – vzaimno ortogonal~nye giperboliqeskie pary, N – celoe neotricatel~noe. Togda

FU_{(e2,e−2)}(V [X], q[X], U_{2N}) 6 FU_{(e1,e−1)}(V [X], q[X], U_N).

Dokazatel~stvo. Lemma dokazyvaetsØ analogiqno predloßeni¸ 3. Oboznaqim pravu¸ qast~ qerez F . Po svoæstvu ESDtransvekciæ, T_{e±2,e1bX}N (0) i T_{e±2,e−1cX}N (0) leßat v F . Nado pokazat~, qto T_{e±2,vX}2N (aX^{4N} ) leßit v F pri (e_2, v)_q = (e_{−2}, v)_q = 0 i |v|_q = a u L. Predstavim v v vide e_1b + e_{−1}c + w, gde (e_1, w)_q =

(e_{−1}, w)_q = 0. Togda T_{e±2,vX}2N (a) moßno zapisat~ kak T_{e±2,e1bX}2N (0)T_{e±2,e−1cX}2N (0)[T_{e1,wX}N (−āX^{2N} ), T_{e±2,e−1X}N (0)], i vse somnoßiteli leßat v F . � Lemma 5. Pust~ (V, q) soderßit vzaimno ortogonal~nye giperboliqeskie pary (e_1, e_{−1}), (e_2, e_{−2}), (e_3, e_{−3}). Togda dlØ l¸bogo g ∈

EU_{(e1,e−1)}(V, q) i celogo neotricatel~nogo M suwestvuet celoe

neotricatel~noe N takoe, qto

gFU_{(e1,e−1)}(V [X], q[X], U_N )g^{−1} 6 FU_{(e1,e−1)}(V [X], q[X], U_M).

Dokazatel~stvo. Dostatoqno dokazat~ utverßdenie dlØ vseh obrazu¸wih EU_{(e1,e−1)}(V, q); posle fftogo lemma dokazyvaetsØ oqevidnoæ indukcieæ po dline predstavleniØ g v vide proizvedeniØ obrazu¸wih. V dokazatel~stve predloßeniØ 4 pokazano, qto

EU_{(e1,e−1)}(V, q) poroßdaetsØ fflementami T_{e±1v}(a), gde v ortogona-

len k (e_1, e_{−1}) i libo k (e_2, e_{−2}), libo k (e_3, e_{−3}). Moßno sqitat~, qto v ortogonalen k (e_2, e_{−2}). Poloßim N = 4M . Togda

gFU_{(e1,e−1)}(V [X], q[X], U_{4M})g^{−1} 6 gFU_{(e2,e−2)}(V [X], q[X], U_{2M})g^{−1} 6

FU_{(e2,e−2)}(V [X], q[X], U_{2M}) 6 FU_{(e1,e−1)}(V [X], q[X], U_M).

�

Sledu¸waØ prostaØ lemma verna i dlØ kolec bez psevdoinvol¸cii.

Lemma 6. Pust~ g(X) – fflement GL(V [X], R[X]X), S – central~- naØ mul~tiplikativnaØ sistema R, F_S (g(X)) = e v GL(S^{−1}V [X]). Togda suwestvuet s ∈ S takoæ, qto g(sX) = e.

222 V. A. PETROV

Dokazatel~stvo. Po uslovi¸, g moßno predstavit~ v vide

g(X) = e + Xh(X). Pri fftom F_S (h(X)) = 0, znaqit, naædetsØ s ∈ S takoæ, qto sh(X) = 0. No togda sh(sX) = 0, znaqit, g(sX) = e + sXh(sX) = e. � Lemma 7. Pust~ g(X) – fflement GL(V [X], R[X]X), S – mul~tiplikativnaØ sistema R, F_S (g(X)) ∈ FU_{(e1,e−1)}(S^{−1}V [X], S^{−1}q[X], S^{−1}U_1). Togda suwestvuet s ∈ S takoæ, qto g(sX) ∈ FU_{(e1,e−1)}(V [X], q[X], U_1).

Dokazatel~stvo. Po uslovi¸, FS (g(X)) moßno predstavit~ kak proizvedenie fflementov vida T_{e±1,vmX/sm} (a_mX^2/s^2_m), a_m ∈ R[X], s_m ∈ S, v_m ∈ V [X], (e_1, v_m)_{q[X]} = (e_{−1}, v_m)_{q[X]} = 0, |v_m|_{q[X]} = (0, a_m) u L[X]. Oboznaqim qerez s^′ proizvedenie vseh s_m. Togda F_S (g(s^′X)) predstavlØetsØ v vide proizvedeniØ T_{e±1,v}′_{mX} (a^′_mX^2/1), a^′_m ∈ R[X], v^′_m ∈ V [X], (e_1, v^′_m)_{q[X]} = (e_{−1}, v^′_m)_{q[X]} = 0, |v^′_m|_{q[X]} = (0, a^′_m) u L[X]. Pust~ teper~ h(X) – proizvedenie fflementov T_{e±1,v}′_{mX} (a^′_mX^2) v tom ße porØdke. Togda F_S(g(s^′X)h(X)^{−1}) = e. S drugoæ storony, g(s^′X) i h(X) soderßatsØ v GL(V [X], R[X]X). Znaqit, po lemme 6, suwestvuet s^{′′} ∈ S takoæ, qto g(s^′s^{′′}X)h(s^{′′}X)^{−1} = e. Togda pri s = s^′s^{′′} g(sX) = h(s^{′′}X) leßit v FU_{(e1,e−1)}(V [X], q[X], U_1). �

Teorema 6. Pust~ l-ind(V ) > 3, lsr(R, Lev) + 1. Togda EU_{(e1,e−1)}(V, q) – normal~naØ podgruppa v U(V, q).

Dokazatel~stvo. Pust~ g – fflement U(V, q); nado dokazat~, qto

g normalizuet EU_{(e1,e−1)}(V, q). Pust~ R_0 – podkol~co iz opredeleniØ lsr. Pust~ I – mnoßestvo vseh takih fflementov x ∈ R_0, qto gT_{e±1,vx}(ax^2)g^{−1} leßit v EU_{(e1,e−1)}(V, q) dlØ vseh v ∈ V , a ∈ R takih, qto (e_1, v)_q = (e_{−1}, v)_q = 0, |v|_q = (0, a) u L, a takße gT_{e±10}((a + ā)x)g^{−1} leßit v EU_{(e1,e−1)}(V, q) dlØ vseh a ∈ R. Togda I – ideal R_0: oqevidno, qto on ustoæqiv otnositel~no umnoßeniØ na fflementy R_0; proverim, qto esli x_1, x_2 ∈ I, to x_1 + x_2 ∈ I. Deæstvitel~no,

gT_{e±10}((a + ā)(x_1 + x_2))g^{−1} = gT_{e±10}((a + ā)x_1)g^{−1}gT_{e±10}((a + ā)x_2)g^{−1}

leßit v EU_{(e1,e−1)}(V, q), i

gT_{e±1,v(x1+x2)}(a(x_1 + x_2)^2)g^{−1} =

gT_{e±1,vx1} (ax^2_1)g^{−1}gT_{e±1,vx2} (ax^2)g^{−1}gT_{e±1,0}((a + ā)x_1x_2)g^{−1}

NEQETNYE UNITARNYE GRUPPY 223

leßit v EU_{(e1,e−1)}(V, q), poskol~ku x_1, x_2 i x_1x_2 leßat v I.

Pokaßem teper~, qto I ne soderßitsØ ni v odnom maksimal~- nom ideale; togda 1 ∈ I, i gT_{e±1v}(a)g^{−1} leßit v EU_{(e1,e−1)}(V, q) dlØ vseh v i a.

Pust~ m – maksimal~nyæ ideal R_0. Voz~mem mul~tiplikativnu¸ sistemu S taku¸, qto ind(S^{−1}V, S^{−1}q) > sr(S^{−1}R, S^{−1}L_{ev}) + 1. Kak i v teoreme 4, legko dokazat~, qto suwestvu¸t giperboliqeskie pary (e_2, e_{−2}) i (e_3, e_{−3}), ortogonal~nye drug k drugu i k (e_1, e_{−1}). V silu teoremy 5, F_S (g) = g_1g_2, gde g_1 ∈

EU_{(e1,e−1)}(S^{−1}V, S^{−1}q) i g_2 ∈ U_{(e1,e−1)}(S^{−1}V, S^{−1}q).

Poloßim h(X) = gT_{e1,vX}N (aX^{2N} )g^{−1}, gde N vzØto iz lemmy 5 s g = g_1 i M = 1. Togda

F_S (h(X)) = g_1T_{e1,g2vX}N (aX^{2N} )g^{−1}_1

leßit v FU_{(e1,e−1)}(V [X], q[X], U_1).

S drugoæ storony, Øsno, qto h(X) leßit v GL(V [X], R[X]X) v silu normal~nosti fftoæ gruppy. Znaqit, po lemme 7 suwestvuet s ∈ S takoæ, qto h(sX) leßit v EU_{(e1,e−1)}(V [X], q[X]). Rassmotrim teper~ morfizm neqetnyh formennyh kolec (R[X], L[X]) → (R, L), perevodØwiæ X v 1, i vospol~zuemsØ funktorial~nost~¸ EU. Poluqim, qto gT_{e1,vs}N (as^{2N} )g^{−1} leßit v EU_{(e1,e−1)}(V, q) dlØ vseh v i a. Itak, s^N ∈ I; s drugoæ storony, s^N ∈ S 6 R_0 \ m. Znaqit, I ne soderßitsØ v m, i teorema dokazana. �

Sledstvie. Pust~ (A, R) – kvazikoneqnaØ algebra s psevdoinvol¸- cieæ, L – neqetnyæ formennyæ parametr, U – formennyæ podmodul~, ind(V, q) > 3. Togda EU_{(e1,e−1)}(V, q, U) normal~na v U(V, q), i vypolnena standartnaØ kommutacionnaØ formula [CU(V, q, U), EU_{(e1,e−1)}(V, q)] = EU_{(e1,e−1)}(V, q, U). Sr. [21, Teorema 3] dlØ sluqaØ ortogonal~nyh grupp, [22] dlØ sluqaØ simplektiqeskih grupp, [18] dlØ sluqaØ grupp Xevalle, [9, Teorema 1.1], [11, Teorema 4.4] i [23, Teorema 1.1] dlØ sluqaØ kvadratiqnyh grupp. Naxa teorema takße pozvolØet snØt~ neudobnye ograniqeniØ na kol~co v [17] dlØ sluqaØ (odnosvØznoæ) skruqennoæ gruppy Xevalle tipa^2A_{2l}.

Dokazatel~stvo. Skombinirovat~ predloßenie 4, predloßenie 8, teoremu 6 i teoremu 1. �

224 V. A. PETROV

Literatura

1. L. N. Vaserxteæn, Stabil~nyæ rang kolec i razmernost~ topologiqeskih prostranstv. — Funkc. Analiz i ego priloßeniØ 5 (1971), 102– 110.

2. E. Abe, Chevalley groups over local rings. — Tôhoku Math. J. 21 (1969), 474– 494.

3. E. Abe, Coverings of twisted Chevalley groups over commutative rings. — Sci.

Rep. Tokyo Kyoiku Daigaku Sect. A 13 (1977), No. 371, 194–218.

4. A. Bak, The stable structure of quadratic modules. Thesis, Columbia University

(1969).

5. A. Bak, K-theory of forms. — Ann. of Math. Stud., Vol. 98, Princeton Univ.

Press, Princeton (1981).

6. A. Bak, Nonabelian K-theory: the nilpotent class of K_1 and general stability. —

K-Theory 4 (1991), 363–397.

7. A. Bak, V. Petrov, and G. Tang, Stability for quadratic K_1 (v peqati). 8. A. Bak and G. Tang, Stability for Hermitian K_1. — J. Pure Appl. Algebra 150 (2000), 107–121.

9. A. Bak and N. Vavilov, Structure of hyperbolic unitary groups I: Elementary subgroups. — Algebra Colloq. 7 (2000), No. 2, 159–196.

10. A. J. Hahn and O. T. O’Meara, The Classical Groups and K-Theory. Springer-

Verlag, Berlin (1989).

11. R. Hazrat, Dimension theory and non-stable K_1 of quadratic modules. — K-

Theory 27 (2002), 293–327.

12. R. Hazrat and N. Vavilov, K_1 of Chevalley groups are nilpotent. — J. Pure Appl.

Algebra 179 (2003), 99–116.

13. M.-A. Knus, Quadratic and Hermitian Forms over Rings. Springer-Verlag, Berlin

(1991).

14. V. Petrov, Overgroups of unitary groups. — K-Theory 29 (2003), No. 3 (v peqati).

15. J. T. Stafford, Absolute stable rank and quadratic forms over noncommutative rings. — K-Theory 4 (1990), 121–130.

16. M. R. Stein, Relativizing functors on rings and algebraic K-theory. — J. Algebra 19 (1971), No. 1, 140–152.

17. K. Suzuki, Normality of the elementary subgroups of twisted Chevalley groups over commutative rings. — J. Algebra 175 (1995), 526–536.

18. G. Taddei, Normalité des groupes élémentaires dans les groupes de Chevalley sur un anneau. — Contemp. Math. 55 (1986), No. 2, 693–710.

19. G. Tang, Hermitian groups and K-theory. — K-Theory 13 (1998), 209–267. 20. W. van der Kallen, B. Magurn, and L. N. Vaserstein, Absolute stable rank and Witt cancellation for non-commutative rings. — Invent. Math. 91 (1988), 525– 542.

21. L. N. Vaserstein, Normal subgroups of orthogonal groups over commutative rings.

— Amer. J. Math. 110 (1988), No. 5, 955–973.

22. L. N. Vaserstein, Normal subgroups of symplectic groups over rings. — K-Theory 2 (1989), No. 5, 647–673.

NEQETNYE UNITARNYE GRUPPY 225 23. L. N. Vaserstein and Hong You, Normal subgroups of classical groups over rings.

— J. Pure Appl. Algebra 105 (1995), No. 1, 93–106.

Petrov V. Odd unitary groups.

In the present paper we introduce a new type of classical-like groups, so called odd unitary groups. This notion covers the cases of Bak’s quadratic groups and Hermitian groups. The normality of the elementary subgroup and the surjective stability of K_1-functor are proved in this context.

Postupilo 18 noØbrØ 2003 S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet