Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 305, 2003 g.

S. V. Vostokov, G. K. Pak

NORMENNYE R˚DY V MNOGOMERNOM LOKAL^NOM POLE

Vvedenie

NastoØwaØ rabota ØvlØetsØ prØmym prodolßeniem raboty [1], v kotoroæ izuqalis~ normennye rØdy dlØ formal~nyh grupp L¸bina-Teæta v odnomernom lokal~nom pole. Zdes~ fftot rezul~tat obobwaetsØ na mnogomernoe lokal~noe pole (sm. niße, teorema 3, § 4). Osnovoæ issledovaniØ ØvlØ¸tsØ Øvnye formuly dlØ simvola Gil~berta v takom pole. �ti formuly byli poluqeny v rabote [2]. My utoqnØem ffti formuly tem, qto rassmatrivaem razloßeniØ fflementov polØ v rØd po lokal~nym parametram, naqina¸wiesØ s proizvol~nogo obratimogo kofffficienta iz kol~ca vektorov Vitta, a ne predstavitelØ sistemy Teæhm¸llera, kak ffto proishodilo v rabote [2]. Krome togo, my dokazyvaem teoremu o Øvnoæ formule dlØ sparivaniØ Gil~berta metodom, neskol~ko otliqa¸wimsØ ot metoda raboty [2], qto delaet dokazatel~stvo bolee prozraqnym (sm. teorema 2, § 3).

1. OboznaqeniØ i vspomogatel~nye utverßdeniØ 1.1. Pust~ K — n-mernoe lokal~noe pole, t.e. polnoe diskretno normirovannoe pole, dlØ kotorogo suwestvuet posledovatel~- nost~ poleæ: K^{(0)}, K^{(1)}, . . ., K^{(n)} = K, gde K^{(0)} = F_q , q = p^f , i dlØ 1 6 i 6 n: K^{(i)} — polnoe diskretno normirovannoe pole s polem vyqetov K^{(i−1)}. Vse n-mernye lokal~nye polØ, rassmatrivaemye v stat~e, predpolaga¸tsØ nulevoæ harakteristiki, a prostoe qislo p ≠ 2.

DlØ n-mernogo lokal~nogo polØ K ime¸t mesto sledu¸wie struktury:

(1) diskretnoe normirovanie v : K^∗ → Zranga 1;

Rabota podderßana RFFI, grant 01-01-00997, a takße Ministerstvom ObrazovaniØ, grant PD 02-1.1-37 i Programmy 2003 g. fundamental~nyh issledovaniæ Prezidiuma RAN “IssledovaniØ v fundamental~nyh oblastØh sovremennoæ matematiki”. 60

NORMENNYE R˚DY 61

(2) diskretnoe normirovanie v := (v_1, . . . , v_{n−1}, v_n = v) :

K^∗ → Z^n ranga n.

Pust~ t_1, . . . , t_{n−1}, Π — sistema lokal~nyh parametrov polØ K otnositel~no normirovaniØ v; e — indeks vetvleniØ polØ K otnositel~no normirovaniØ v, t.e. v(p) = e, a e — sootvetstvu- ¸wiæ indeks vetvleniØ normirovaniØ v.

Pust~, dalee, O := W (F_q ) — kol~co vektorov Vitta nad F_q , R — sistema predstaviteleæ Teæhm¸llera polØ F_q v O.

Proizvol~nyæ fflement α ∈ K imeet edinstvennoe razloßenie α = ∑ r∈I θ_rt^{r1}_1 . . . t^{rn−1}_{n−1} Π^{rn} , θ_r ∈ R, gde r = (r_1, . . ., r_n) probegaet dopustimyæ nabor indeksov I =

I(α) v Z^n. Pri fftom I ⊂ Z^n nazyvaetsØ dopustimym, esli dlØ

zadannyh i_{l+1}, . . . , i_n v Z, l 6 n, suwestvuet i ∈ Z, dlØ kotorogo vypolneno sledu¸wee svoæstvo: esli r = (r_1, . . . , r_l, i_{l+1}, . . ., i_n) ∈ I, to r_l ¿ i (sm. [3]). My budem rassmatrivat~ takße razloßeniØ vida α = ∑ r∈I a_rt^{r1}_1 . . . t^{rn−1}_{n−1} Π^{rn} s kofffficientami a_r iz O. Otmetim, qto ffto razloßenie uße ne budet edinstvennym dlØ α.

Pust~ ζ := ζ_pN — fiksirovannyæ pervoobraznyæ koren~ stepeni p^N iz 1. Na protØßenii vseæ stat~i budem predpolagat~, qto ζ ∈ K i p > 2.

1.2. Modul~ krivyh Kart~e dlØ mul~tiplikativnoæ gruppy mnogomernogo lokal~nogo polØ.

Pust~ K — n-mernoe lokal~noe pole, t_1, . . . , t_{n−1}, Π — sistema lokal~nyh uniformizu¸wih i t_n — algebraiqeski nezavisimaØ peremennaØ. DlØ nabora algebraiqeski nezavisimyh peremennyh T = (t_1, . . . , t_{n−1}, t_n) rassmotrim (n + 1)-mernoe lokal~noe pole M = M (K) := k { {t_1} } . . . { {t_{n−1}} }( (t_n) ) , v kotorom sistema t_1, . . . , t_{n−1}, p, t_n budet sistemoæ lokal~nyh uniformizu¸wih (zdes~ k – pole otnoxeniæ kol~ca O).

62 S. V. VOSTOKOV, G. K. PAK

Oboznaqim

R_0 := { ∑ r∈I r¿0 a_rT^r | | |ar ∈ O } , (1)

R_1 := { ∑ r>0 r∈I a_rT^r | | |ar ∈ O } ,

gde I — dopustimyæ nabor v Z^n.

Poloßim A := O { {t_1} } . . . { {t_{n−1}} } , O(p) := A ( (t_n) ) , U_m := 1 + R_1, H_m := ⟨t_1⟩ × · · · × ⟨t_n⟩ × O^∗ × U_m ⊂ O^∗(p). Nazovem H_m modulem krivyh Kart~e gruppy K^∗.

Imeet mesto sledu¸wiæ (nekanoniqeskiæ) ffpimorfizm: η : O(p) → K α(t_n) → α(Π), kotoryæ induciruet gruppovoæ ffpimorfizm η : H_m → K^∗. DlØ kaßdogo α ∈ K^∗ vyberem proobraz α otnositel~no ffpimorfizma η:

α ∈ H_m, α(Π) = α. (2)

Pust~ Eis (X) = p+a_1X+· · ·+a_eX^e+· · · ∈ A[[x]] — rØd �æzenxteæna dlØ Π, t.e. a_1, . . . , a_{e−1} delØtsØ na p, a_e — edinica kol~ca A i

Eis (Π) = 0, t.e. η ( Eis (t_n) ) = 0.

Lemma 1.1. Pust~ ρ(X) ∈ A[[x]], ρ(Π) = 0. Togda ρ(X) delitsØ na

Eis (X) v kol~ce A[[x]].

(Dokazatel~stvo sm. [4, Lemma 4].)

Oboznaqim qerez U_{Eis} sledu¸wu¸ podgruppu v H_m:

U_{Eis} := {1 + Eis (t) · φ(t) | |φ(t) ∈ A[[t]], deg φ > 0}. (3)

NORMENNYE R˚DY 63

Predloßenie 1.1. Imeet mesto toqnaØ posledovatel~nost~

grupp 1 → U_{Eis} → H_m^η−→ K^∗ → 1

(Dokazatel~stvo sm. [4, Predloßenie 3].)

1.3. Mnogomernyæ simvol Gil~berta.

Pust~ Ψ_K : K^{top}_n (K) → Gal(K^{ab}/K) — otobraßenie vzaimnosti à la Parxin-Kato iz topologiqeskoæ gruppy Milnora v gruppu Galua maksimal~nogo abeleva rasxireniØ polØ K (sm. [5], [6], [7]). Mnogomernyæ simvol Gil~berta opredelØetsØ sledu¸wim obrazom.

Opredelenie 1. Pust~ α = (α1, . . ., αn) ∈ K^{top}_n (K), β ∈ K^∗, togda

(·, ·) = (·, ·)^N_K : K^{top}_n (K) × K^∗ → ⟨ζ⟩ (α, β)^N_K = β̃^{ΨK (α)}/β̃, gde β̃^{pN} = β, a ζ — fiksirovannyæ pervoobraznyæ koren~ stepeni p^N iz 1, soderßawiæsØ v K.

Privedem ewe odno, ffkvivalentnoe opredelenie mnogomernogo simvola Gil~berta (sm. [8]).

Opredelenie 1^′. Mnogomernym simvolom Gil~berta na K budem nazyvat~ nepreryvnoe otobraßenie (·, ·) = (·, ·)^N_K :

K^{top}_{n+1}(K) → ⟨ζ⟩, normirovannoe sootnoxeniem (t_1, . . . , t_{n−1}, Π, ω) = χ(ω), gde t_1, . . . , t_{n−1}, Π — proizvol~nyæ nabor lokal~nyh para-

metrov polØ K, ω — p^N -primarnyæ fflement v K (t.e. K(^{pN} √ ω)/K — nerazvetvleno), a χ — harakter na gruppe p^N -primarnyh fflementov.

1.4. Bazis Xafareviqa.

Rassmotrim operator Frobeniusa na kol~ce O(p):

Δ : α = ∑ r∈Zn^{arT r → Δα = ∑}r∈Zn^{(Frob ar)T pr , ar ∈ O,} gde Frob — operator Frobeniusa na kol~ce O.

Zameqanie 1. Inogda deæstvie operatora Δ budem pisat~ mul~tiplikativno: α^Δ.

64 S. V. VOSTOKOV, G. K. PAK

Na module R_1 opredelim otobraßenie Artina-Hasse E ( α(T ) ) := exp ( 1 + Δ p + Δ^2 p^2 + . . . ) ( α(T ) ) ∈ U_m. Na gruppe H_m opredelim obratnu¸ funkci¸ l ( α(T ) ) := 1 p log α(T )^p α(T )^Δ

∈ R_1. (4)

Zameqanie 2. Funkcii E i l zada¸t vzaimno obratnye otobraßeniØ meßdu R_1 i U_m (sm. [2]).

Zameqanie 3. �lementy E(aT^r ), a ∈ O, r > 0 poroßda¸t gruppu

U_m.

Vmeste s funkcieæ E opredelim na kol~ce stepennyh rØdov

XO[[X]] funkci¸ Artina-Hasse E ( φ(X) ) = exp ( φ + φ^p p + φ^{p2} p^2 + . . . ) , φ ∈ XO[[X]]. ˚sno, qto dlØ monoma θT^r , θ ∈ R, T^r = t^{r1}_1 . . . t^{rn}_n obe funkcii sovpada¸t, t.e.

E(θT^r ) = E(θT^r ).

Opredelim, dalee, rØdy

s_m(t_n) := ζ^{pm} − 1 ∈ A[[t_n]] s := s_N (5) (zdes~ ζ — pervoobraznyæ koren~ stepeni p^N iz 1 v pole K). Predloßenie 1.3. �lement ω(a) := E ( as(t_n) )| |_{tn=Π} ØvlØetsØ p^N -primarnym (t.e. rasxirenie K (_{pN}√ ω(a) ) /K nerazvetvleno). On ne zavisit ot sposoba razloßeniØ kornØ ζ v stepennoæ rØd po lokal~nym parametram i ne zavisit ot vybora sistemy lokal~nyh parametrov (po modul¸ K^{∗pN} ). Krome togo, dlØ l¸byh α_1, . . . , α_n ∈ K^∗ imeem ( α_1, . . ., α_n, ω(a) ) = ζ^{tr δa}, gde δ = det ( v_j (α_i) ) 16i,j6n^{(v = (v1, . . . , vn)} —^n-mernoe normirovanie v K). Dokazatel~stvo sm. [4, Predloßenie 6].

NORMENNYE R˚DY 65

Predloßenie 1.4. �lementy ω(a), E(θT^r ) | | |_{t=Π} := E(θt^{r1}_1 . . . t^{rn−1}_{n−1} t^{rn}_n ) | | |_{t=Π}, gde a ∈ O, θ ∈ R, 0 < r < e_∗, p - r, e_∗ =^{pe}_{p−1} , obrazu¸t bazis glavnyh

edinic polØ K^∗ (bazis Xafareviqa). Pri fftom ( t_1, . . ., t_{n−1}, Π, ω(a) ) = ζ^{tr a}, ( t_1, . . . , t_{n−1}, Π, E(θT^r) | | |_{tn=Π} ) = 1.

Dokazatel~stvo sm. [2].

Zameqanie 4. Korrektnost~ opredeleniØ vseh funkciæ byla dokazana v rabote [9].

1.5. Primarnye rØdy.

Opredelenie 2. RØd P iz kol~ca A^{{tn}^} nazovem primarnym, esli suwestvuet posledovatel~nost~ rØdov

P^{(0)}, P^{(1)}, . . . , P^{(N)} = P (6)

iz A { {t_n} } takaØ, qto

a) ∂_iP^{(s)} ≡ 0 mod p^s, 1 6 s 6 N (zdes~ ∂_i :=^∂_{∂ti} ), b) ΔP^{(s−1)} − P^{(s)} ≡ 0 mod p^s, 1 6 s 6 N .

Posledovatel~nost~ (6) pri fftom budem nazyvat~ primarnoæ posledovatel~nost~¸ dlØ rØda P.

Zameqanie 5. RØdy s := sN i 1/s (sm. (5)) ØvlØ¸tsØ primarnymi dlØ posledovatel~nosteæ s_0, s_1, . . . , s_N = s; i 1/s_0, 1/s_1, . . . , 1/s_n = 1/s. (dokazatel~stvo sm. [4], § 3).

Zameqanie 6. Primarnost~ rØda P ne izmenitsØ, esli dobavit~ k nemu (i ko vsem rØdam iz primarnoæ posledovatel~nosti) konstantu iz kol~ca O.

66 S. V. VOSTOKOV, G. K. PAK

2. Sparivanie na rØdah 2.1. Otobraßenie [·, . . ., ·]P.

Pust~ P — primarnyæ rØd. Opredelim otobraßenie

[·, . . ., ·]_P : H^{n+1}_m → O mod p^N , [α_1, . . . , α_{n+1}]_P = res_T Φ_N (α_1, . . . , α_{n+1})P mod p^N ,

gde T = (t_1, . . . , t_n),

Φ_N = l(α_{n+1})α^{−1}_1 dα_1 ∧ · · · ∧ α^{−1}_n dα_n− − n∑ i=1 l(α_i)α^{−1}_1 dα_1 ∧ · · · ∧ α^{−1}_{i−1}dα_{i−1}∧ ∧ 1 p α^{−Δ}_{i+1}dα^Δ_{i+1} ∧ · · · ∧ 1 p α^{−Δ}_n dα^Δ_n

i l(α) :=^1_p log α^p/α^Δ (sm. (4)). Zapixem rØd Φ_N dlØ udobstva vyqisleniæ s pomow~¸ opredeliteleæ:

Φ_N = l(α_{n+1})D_{n+1} − n∑ i=1 l(α_i)D_i (7)

D_{n+1} = det(α^{−1}_i ∂_j α_i)_16_{i,j}6_n, D_i = det(β_{kj} )_16_{k,j}6_n,

β_{kj} = α^{−1}_k ∂_jα_k, k 6 i − 1; 1 p α^{−Δ}_{n+1}∂_jα^Δ_{n+1}, k = i; 1 p α^{−Δ}_k ∂_j α^Δ_k , k ¿ i + 1.

Otobraßenie [·, . . ., ·]_P obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

1) Mul~tilineænost~: [. . . , α_iα^′_i, . . . ]_P = [. . . , α_i, . . . ]_P + [. . ., α^′_i, . . . ]_P . 2) Giperboliqnost~: [. . . , α_i, . . . , −α_i, . . . ]_P ≡0 mod p^N . 3) Sootnoxenie Steænberga: [. . . , α_i, . . . , 1 − α_i, . . . ]_P = 0.

NORMENNYE R˚DY 67

dlØ α_i, 1 − α_i ∈ H_m.

4) Kososimmetriqnost~: [. . . , α_i, . . . , α_j, . . .]_P = −[. . . , α_j, . . . , α_i, . . .]_P . Pust~ K_{n+1}(H_m) oboznaqaet milnorovsku¸ K-gruppu (t.e.

n + 1-kratnoe tenzornoe proizvedenie Z-moduleæ H_m, faktori-

zovannoe po podmodul¸, poroßdennomu tenzorami vida α_1 ⊗· · ·⊗

α_i ⊗ · · · ⊗ 1 − α_i ⊗ · · · ⊗ α_{n+1}, gde 1 − α_i ∈ H_m).

Predloßenie 2.1. Otobraßenie [·, . . ., ·]P opredelØet gomo-

morfizm, kotoryæ my budem oboznaqat~ tem ße sposobom:

[·, . . ., ·]_P : K_{n+1}(H_m) → O mod p^N .

Dokazatel~stvo sm. [4, Predloßenie 9].

2.2. Voz~mem teper~ v kaqestve primarnogo rØda P rØd V =^1_s +^1_2 i na osnove gomomorfizma [·, . . ., ·]_V opredelim gomomorfizm: ⟨·, . . . , ·⟩ : K_{n+1}(H_m) → ⟨ζ⟩, (8) ⟨{α_1, . . . , α_{n+1}}⟩ := ζ^{tr[α1,...,αn+1]V} , gde tr — operator sleda iz O v Z_p.

DlØ dal~neæxego nam potrebuetsØ sledu¸waØ vspomogatel~- naØ lemma.

Lemma 2.2. Pust~ α1, . . . , αn ∈ Hm, a αn+1 := ω(a)(T ) = = E ( as(t) ) . Togda ⟨{α_1, . . . , α_{n+1}}⟩ = ζ^{tr δa}, gde δ = det ( v_j (α_i) ) 16i,j6n^{(v = (v1, . . . , vn)} —^n-mernoe normirova-

nie v pole K).

Dokazatel~stvo. Imeet mesto legko proverØemoe ravenstvo

∂_jh^Δ = pt^{−1}_j (t_j ∂_jh)^Δ, (9)

vernoe dlØ l¸bogo rØda h ∈ A((t_n)), iz kotorogo sleduet 1 p h^{−Δ}∂_jh^Δ = t^{−1}_j (t_jh^{−1}∂_jh)^Δ. (10)

68 S. V. VOSTOKOV, G. K. PAK

Pofftomu, iz opredeleniØ fflementa α_{n+1} i funkcii E poluqaem 1 p α^{−Δ}_{n+1}∂_jα^Δ_{n+1} = t^{−1}_j (t_jα^{−1}_{n+1}∂_j α_{n+1})^Δ = t^{−1}_j ( t_j ∂_j ∑ k¿0 ( as(t_n) )_Δk p^k ) . PrimenØØ (9), imeem ∂_j ( as(t_n) )_Δk p^k = t^{−1}_j ( t_ja∂_j s(t_n) )_Δk . Ostalos~ zametit~, qto

∂_js(t_n) = ∂_j(ζ^{pN} − 1) ≡ 0 mod p^N

i, znaqit, v itoge vse opredeliteli

D_i ≡ 0 mod p^N , 1 6 i 6 n.

Dalee, po opredeleni¸ funkcii l imeem l(α_{n+1}) = l ( E(as(t_n)) ) = as(t_n). Pofftomu

Φ_N · V ≡ aD_{n+1} mod (p^N , deg 0).

Netrudno videt~, qto res_T D_{n+1} = δ. Lemma dokazana.

Pust~ H_{Eis} — podgruppa v K_{n+1}(H_m), poroßdennaØ simvolami {α_1, . . . , α_{n+1}}, v kotoryh hot~ odin fflement leßit v U_{Eis} (sm. (3)).

Teorema 1. Gomomorfizm (8) opredelØet gomomorfizm na fak-

tor-gruppe ⟨·, . . ., ·⟩ : K_{n+1}(H_m)/ ( H_{Eis} + p^N K_{n+1}(H_m) ) → ⟨ζ⟩, (11) kotoryæ ne zavisit ot vybora sistemy lokal~nyh parametrov T = (t_1, . . . , t_{n−1}, t_n). Zameqanie 7. Gomomorfizm (11) zadaet sparivanie ⟨·, ·⟩r,s na mnoßestve K^{top}_r (K) × K^{top}_s (K), r + s = n + 1. Imenno, esli α =

{α_1, . . . , α_r} ∈ K^{top}_r (K), β = {β_1, . . . , β_s} ∈ K^{top}_s (K) i α_i, β_j —

proobrazy α_i i β_j v H_m (sm. (2)), to poloßim

⟨·, ·⟩_{r,s} : K^{top}_r (K) × K^{top}_s (K) → ⟨ζ⟩, (12) ⟨α, β⟩_{r,s} = ⟨α_1, . . . , α_r; β_1, . . . , β_s⟩.

NORMENNYE R˚DY 69

Zameqanie 8. Utverßdenie teoremy oznaqaet nezavisimost~ sparivaniØ ⟨·, ·⟩_{r,s} ot sposoba razloßeniØ fflementov v rØdy po lokal~nym uniformizu¸wim, i invariantnost~ fftogo sparivaniØ otnositel~no vybora sistemy lokal~nyh parametrov t_1, . . ., t_{n−1}, Π. Proverka nezavisimosti sparivaniØ ⟨·, ·⟩r,s.

My dolßny proverit~, qto podgruppy H_{Eis} i p^N K_{n+1}(H_m) soderßatsØ v Ødre gomomorfizma (8). VtoraØ podgruppa oqevidno leßit v Ødre fftogo gomomorfizma.

Pust~ teper~ v nabore {α_1, . . . , α_{n+1}} kakoæ-to iz fflementov soderßitsØ v U_{Eis} . Po svoæstvu kososimmetriqnosti otobraßeniØ [·, ·]_V (sm. Predl. 2.1) my moßem sqitat~, qto β := α_{n+1} ∈

U_{Eis} . Takim obrazom, β = 1 + u(t_n)β̃(t_n), gde u(t_n) := Eis (t_n) = s/s_{N−1} — rØd �æzenxteæna, a β̃ ∈ A[[t_n]] (sm. (3)).

Predloßenie 2.3. Esli β ∈ UEis , to dlØ l¸byh α1, . . . , αn ∈ Hm

imeem: ⟨α_1, . . ., α_n, β⟩ = 1. DlØ dokazatel~stva my budem ispol~zovat~ sledu¸wie lem- my. Lemma 2.4. DlØ l¸bogo rØda h ∈ A[[tn]] imeet mesto sravnenie

res_T h ( Δ p log β ) ∂_kV ≡ 0 mod p^N

gde β = 1 + u · β̃, β̃ ∈ A[[t_n]], deg β̃ > 0.

Dokazatel~stvo. Iz opredeleniØ rØda �æzenxteæna (sm. p. 1.2) sleduet sravnenie u(t_n) ≡ ct^e_n mod p, gde c ∈ A (sm. p. 1.2). Pofftomu Δ p log β = b_0 + b_1 t^{pe}_n p + b_2 t^{2pe}_n p^2 + . . . , gde b_i ∈ A. Dalee, ∂_kV = ∂_k ( 1 s ) = − 1 s^2 ∂_ks,

70 S. V. VOSTOKOV, G. K. PAK

pri fftom, iz opredeleniØ rØda s (sm. (5)) sleduet 1 s^2 ∈ t^− 2pe_{p−} 1 n A[[pt^{−e}_n ]], t.e. ∂_kV = p^N ( a_0t^− 2pe_{p−} 1 n + pa_1t^− 2pe_{p−} 1 −e n + p^2a_2t^− 2pe_{p−} 1 −2e n + . . . ) , a_i ∈ A. Zametim, qto pri p > 2, m ¿ 1 imeem: mpe >^{2pe}_{p−1} + me, otkuda sleduet ( Δ p log β ) · ∂_kV ≡ 0 mod (p^N , deg 0).

(Sravnenie oznaqaet, qto vse kofffficienty rØda levoæ qasti pri stepenØh, men~xih 0 = (0, . . . , 0), delØtsØ na p^N ). Iz fftogo sravneniØ nemedlenno vytekaet sravnenie lemmy.

Iz dokazannoæ lemmy i ravenstva res_T f(t_n) · g(t_n)h(t_n) = 0 poluqaem Sledstvie.

res_T h∂_k ( Δ p log β ) · V ≡ − res_T (∂_kh) · ( Δ p log β ) V mod p^N .

Lemma 2.5. Imeet mesto sravnenie

res_T l(α_i)D_i · V ≡ − res_T ( Δ p log β ) · D^′_i · V mod p^N ,

gde D_i vzØt iz (7), a

D^′_i = det(β^′_{kj} )_16_{k,j}6_n, β^′_{kj} = α^{−1}_k ∂_j α_k, k 6 i − 1; t^{−1}_j (t_jβ^{−1}∂_j β), k = i; t^{−1}_j (t_jα^{−1}_k ∂_j α_k)^Δ, k ¿ i + 1.

Dokazatel~stvo. Razloßim opredelitel~ Di po i-oæ stroke: l(α_i)D_i · V = n∑ k=1 l(α_i)∂_k ( Δ p log β ) · V · Δ_k,

NORMENNYE R˚DY 71

gde Δ_k — algebraiqeskoe dopolnenie fflementa β_{ik}. Zametim, qto ∂_k Δ p log β = 1 p β^{−Δ}∂_kβ^Δ,

t.k. β = 1 + uβ̃, i, ispol~zuØ (10), pixem ∂_k Δ p log β = t^{−1}_k (t_kβ^{−1}∂_kβ)^Δ.

˚sno, qto Δ_k ∈ R_0. Ispol~zuØ, dalee, sledstvie k lemme 2.4, poluqaem

res_T l(α_i)D_i · V ≡ − res_T n∑ k=1 ( Δ p log β ) ∂_kl(α_i)V · Δ_k =

= − res_T ( Δ p log β ) · D^′_i · V mod p^N ,

t.k. algebraiqeskie dopolneniØ fflementov i-oæ stroki opredeliteleæ D_i i D^′_i odinakovy.

Dokazatel~stvo predloßeniØ 2.3. Rassmotrim pervoe slagaemoe v rØde Φ_N · V (sm. (7)) i perepixem ego v vide:

l(β)D_{n+1} · V = t^{−1}_1 . . . t^{−1}_n log β · D · V − ( Δ p log β ) · D_{n+1} · V, gde D = det(t_j α^{−1}_i ∂_jα_i)_16_{i,j}6_n. (13)

Pokaßem teper~, qto

res_T ( Δ p log β ) · D_{n+1} · V + n∑ i=1 l(α_i)D_iV ≡ ≡ res_T t^{−1}_1 . . . t^{−1}_n (log β · D · V )^Δ mod p^N .

(14)

Ispol~zuØ lemmu 2.5, my moßem napisat~

res_T n∑ i=1 l(α_i) · D_i · V ≡

≡ − res_T n∑ i=1 ( Δ p log β ) · D^′_i · V mod p^N .

72 S. V. VOSTOKOV, G. K. PAK

Oboznaqim

D^{(r)}_{n+1} = det(β_{ij} )_16_{i,j}6_n, D^{(n)}_{n+1} := D_{n+1}; β_{ij} = { α^{−1}_i ∂_jα_i, 1 6 i 6 r − 1, t^{−1}_j (t_j α^{−1}_i ∂_j α_i)^Δ, i 6 r 6 n.

Ispol~zuØ ravenstvo

α^{−1}∂_j α − ∂_kl(α) = t^{−1}_k (t_kα^{−1}∂_kα)^Δ,

poluqaem ( Δ p log β ) · D_{n+1} · V − ( Δ p log β ) · D^′_n · V = ( Δ p log β ) · D^{(n−1)} n+1 · V. DeæstvuØ tak ße, poluqaem dalee: ( Δ p log β ) · D^{(n−1)} n+1 · V − ( Δ p log β ) · D^′_{n−1} · V = ( Δ p log β ) · D^{(n−2)} n+1 · V. V itoge prihodim k ravenstvu ( Δ p log β ) · D_{n+1} · V − n∑ i=1 ( Δ p log β ) · D^′_i · V = ( Δ p log β ) · D^{(1)}_{n+1} · V.

No, po opredeleni¸, D^{(1)}_{n+1} = t^{−1}_1 t^{−1}_n D^Δ, pofftomu

res_T (( Δ p log β ) · D_{n+1} · V + n∑ i=1 l(α_i) · D_i · V ) ≡ ≡ res_T t^{−1}_1 . . . t^{−1}_n ( Δ p log β ) · D^Δ · V mod p^N .

Tak ße, kak i v odnomernom sluqae (sm. [11, Predloßenie 6.3]), dokazyvaetsØ sravnenie ( Δ p log β ) · V ≡ (log β · V )^Δ mod (p^N , deg 0),

otkuda sleduet (14).

Iz (14) poluqaem

res_T Φ_N · V = res_T ( l(β)D_{n+1} · V − n∑ i=1 l(α_i)D_iV ) ≡ ≡ res_T t^{−1}_1 . . . t^{−1}_n ( log β · D · V − (log β · D · V )^Δ ) mod p^N .

NORMENNYE R˚DY 73

Otkuda sleduet

tr res_T Φ_N · V ≡ 0 mod p^N .

Zametim pri fftom, qto rØd D (sm. (13)) imeet celye kofffficienty, a rØd log β · V imeet celye kofffficienty pri otricatel~- nyh stepenØh, t.k.

log β = c_0 + c_1 t^{pe}_n p + c_2 t^{2pe}_n p^2 + . . . 1 s = d_0t^{−e∗}_n + pd_1t^{−e∗−e}_n + p^2d_2t^{−e∗−2e}_n + . . . , gde c_i, d_j ∈ A, e_∗ =^{pe}_{p−1} . Krome togo, p^me > e_∗ + me pri p > 2. Pofftomu korrektno opredelen res_T log β · D · V . 2.4. Proverka invariantnosti sparivaniØ ⟨·, ·⟩r,s. Predloßenie 2.5. Pust~ t1, . . . , tn; t^′_1, . . . , t^′_n – dva nabora pere-

mennyh;

t_i = g_i(T^′) ∈ R_1,

priqem g_i(T^′) = εt^′_i + . . . ; ε ∈ O^∗. Togda dlØ l¸byh α_i ∈ H_m imeem

⟨α_1, . . . , α_{n+1}⟩_T = ⟨α_1, . . . , α_{n+1}⟩_T ′ , (15)

gde T^′ = (t^′_1, . . . , t^′_n).

Dokazatel~stvo. 1) Pust~ α1 = t1, . . . , αn = tn. Proverim sperva ravenstvo (15), vybiraØ v kaqestve α_{n+1} fflementy bazisa Xafareviqa (sm. Predloßenie 1.4).

a) α_{n+1} = ω(a)(T ) = E ( as(T ) ) . Iz predloßeniØ 1.3 i lemmy 2.2 poluqaem ⟨t_1, . . . , t_n, ω(a)(T )⟩_T = ζ^{tr a}, ⟨g_1, . . ., g_n, ω(a)(T^′)⟩_T ′ = ζ^{tr δa} = ζ^{tr a},

t.k. δ = det v_j(g_i) = 1. Ots¸da sleduet (15).

b) α_{n+1}β(θt^{i1}_1 . . . t^{in−1}_{n−1} t^{in}_n ), p - i = (i_1, . . ., i_n), θ ∈ R. Togda, po formule (7) imeem ⟨t_1, . . . , t_n, α_{n+1}⟩_T = 1.

74 S. V. VOSTOKOV, G. K. PAK

S drugoæ storony, soglasno simvol~nomu svoæstvu,

⟨g_1(T^′), . . . , g_n(T^′), β(θg^{i1}_1 . . . g^{in}_n )⟩_T ′ = 1,

t.k. p - i, i my dokazali (15) dlØ obrazu¸wih Xafareviqa.

v) Esli α_{n+1} — proizvol~nyæ fflement iz H_m, to, ispol~zuØ nezavisimost~ sparivaniØ, my moßem razloßit~ α_{n+1} po obrazu¸wim Xafareviqa i dalee primenit~ p. a) i b).

g) Obwiæ sluqaæ. Simvol {α_1, . . . , α_n} kak fflement K-gruppy moßno predstavit~ v vide koneqnoæ summy po naboram lokal~- nyh uniformizu¸wih Z = (z_1, . . . , z_n): {α_1, . . . , α_n} = ∑ Z a_Z {z_1, . . . , z_n}, a_Z ∈ Z. Togda ⟨{α_1, . . . , α_n}, α_{n+1}⟩_T = ∏ Z ⟨z_1, . . ., z_n, α_{n+1}⟩^{aZ}_T , ⟨{α_1, . . . , α_n}, α_{n+1}⟩_T ′ = ∏ Z ⟨z_1, . . . , z_n, α_{n+1}⟩^{aZ}_T ′ (nabory Z odinakovy). Po vyxeskazannomu v p. 1) imeem ⟨z_1, . . . , z_n, α_{n+1}⟩_T = ⟨z_1, . . . , z_n, α_{n+1}⟩_Z , ⟨z_1, . . . , z_n, α_{n+1}⟩_T ′ = ⟨z_1, . . . , z_n, α_{n+1}⟩_Z ; otkuda sleduet (15) v obwem sluqae.

3. ˚vnaØ formula obobwennogo simvola Gil~berta Teorema 2. Sparivanie ⟨·, ·⟩n,1 (sm. (12)) sovpadaet s simvolom

Gil~berta (·, ·) (sm. p. 1.3).

Dokazatel~stvo. Oba sparivaniØ zadany na odnom i tom ße mnoßestve K^{top}_n (K) × K^∗ so znaqeniØmi v gruppe ⟨ζ⟩.

1) Pust~ t_1, . . . , t_{n−1}, Π — nabor lokal~nyh parametrov polØ K. Proverim, qto dlØ l¸bogo β ∈ K^∗: ⟨{t_1, . . . , t_{n−1}, Π}, β⟩ = ({t_1, . . . , t_{n−1}, Π}, β). (16)

NORMENNYE R˚DY 75

a) Pust~ β = ω(a) := E ( as(t_n) )| |_{tn=Π} — primarnyæ fflement i β = E ( as(t_n) ) ego proobraz v H_m, t_n — proobraz Π v H_m. Togda, s odnoæ storony, ({t_1, . . . , t_{n−1}, Π}, β) = ζ^{tr a} (sm. predloßenie 1.3), a s drugoæ: ⟨t_1, . . . , t_{n−1}, t_n, β⟩ = ζ^{tr a} (sm. lemmu 2.2), otkuda sleduet (16) (sm. zameqanie 7 k teoreme 1).

b) Pust~ β = E(θT^r ) | | |_{tn=Π}, θ ∈ R i β = E(θT^r ) — ego proobraz

v H_m (zdes~ p - r). Togda, soglasno predloßeni¸ 1.4, ({t_1, . . . , t_{n−1}, Π}, E(θT^r) | | |_{t=Π}) = 1,

a po formulam (7) i (8) ⟨t_1, . . . , t_{n−1}, t_n, E(θT^r )⟩ = 1, otkuda poluqaem (16).

v) Esli β — proizvol~nyæ fflement, to (16) sleduet iz p.p. a) i b) i razloßeniØ β po bazisu Xafareviqa.

g) Obwiæ sluqaæ sleduet iz razloßeniØ proizvol~nogo fflementa α ∈ K^∗ v proizvedenie lokal~nyh parametrov i p. 1).

4. Normennye rØdy 4.1. V fftom paragrafe my dadim opredelenie normennogo rØda dlØ mnogomernogo lokal~nogo polØ i naædem neobhodimye i dostatoqnye usloviØ normennosti zadannogo rØda. Napomnim, qto vpervye takie rØdy byli rassmotreny v rabote [12]. V rabote [1] oni izuqalis~ dlØ formal~nyh grupp L¸bina–Teæta. Opredelenie 2. RØd fN (X) ∈ 1 + XO[[X]] nazovem normennym stepeni N , esli dlØ l¸bogo mnogomernogo lokal~nogo polØ K, soderßawego vse korni stepeni p^N iz 1, naædutsØ fflementy

α_1, . . . , α_{n−1} ∈ K^∗ takie, qto dlØ vseh α ∈ M_K vypolneno uslovie: ( {α_1, . . . , α_{n−1}, α}, f_N (α) ) = 1.

(Zdes~ M_K – maksimal~nyæ ideal kol~ca celyh polØ K otnositel~nogo n-mernogo normirovaniØ.)

76 S. V. VOSTOKOV, G. K. PAK

Opredelenie 3. RØd f(X) ∈ 1 + XO[[X]] nazovem absol¸tno normennym (ili prosto normennym), esli on ØvlØetsØ normennym stepeni N dlØ l¸bogo N ¿ 1.

Zameqanie 8. Esli f(X) — normennyæ rØd, to simvol

{α_1, . . . , α_{n−1}, α} ØvlØetsØ normoæ iz K_n ( K (_{pN}√ f(α) )) dlØ vseh α ∈ MK . Teorema 3. RØd f(X) ∈ 1 + XO[[X]] ØvlØetsØ normennym togda i

tol~ko togda, kogda ∫ X^{−1}(l ∘ f)(X) dX ∈ O[[X]], (17) gde l — funkciØ iz (4).

4.2. Preßde qem dokazyvat~ teoremu 3, proverim analogiqnyæ rezul~tat dlØ normennogo rØda stepeni N .

Predloßenie 4.1. RØd fN (X) ∈ 1 + XO[[X]] ØvlØetsØ normennym

stepeni N togda i tol~ko togda, kogda rØd

(l ∘ f_N )(X) = ∑ m¿1^{dmX} m , d_m ∈ O (18)

udovletvorØet uslovi¸:

v_p(d_m) ¿ min ( N, v_p(m) ) (18^′)

dlØ vseh m ¿ 1 (zdes~ v_p — p-adiqeskoe normirovanie).

DlØ dokazatel~stva nam potrebu¸tsØ dve lemmy. Oboznaqenie. Esli rØd φ(T ) = φ(t1, . . . , tn) predstavim v vide

φ = ∂_1φ_1 + · · · + ∂_nφ_n, gde ∂_i = ∂ ∂t_i , i rØdy φ_i ime¸t celye kofffficienty iz kol~ca O, to budem pisat~ φ ≡ 0 mod ∂

NORMENNYE R˚DY 77

Lemma 4.2. Pust~ φ ≡ 0 mod ∂ i ψ — rØd s celymi kofffficien-

tami. Togda

res_T φ · V^{(s)}(ψ) ≡ 0 mod p^s, 0 6 s 6 p^N .

V qastnosti, res_T φ · V^{(s)}(ψ) ≡ 0 mod p^N .

Dokazatel~stvo. Iz opredeleniØ primarnyh rØdov (sm. p. 1.5) sleduet

res_T φ · V^{(s)}(ψ) ≡ res_T φ · (ΔV^{(s−1)}) = = n∑ i=1 res_T (∂_iφ_i) · (ΔV^{(s−1)}) =

= − n∑ i=1 res_T φ_i · ∂_i(ΔV^{(s−1)}) =

= − n∑ i=1 res_T φ_i · ( pt^{−1}_i ( t_i∂_iV^{(s−1)}(ψ)

)_Δ) ≡ 0 mod p^s.

(My ispol~zovali ravenstvo (9)).

Lemma 4.3. Pust~ fk,l(t1, . . . , tn), 1 6 k, l 6 n — rØdy iz A((tn)),

dlØ kotoryh vypolneny usloviØ ∂_mf_{k,l} = ∂_lf_{k,m}. (19) Pust~ Δ_i, 1 6 i 6 n, — opredelitel~ matricy, kotoraØ poluqaetsØ iz matricy (f_{k,l})_16_{k,l}6_n vyqerkivaniem i-go stolbca i n-oæ stroki. Togda dlØ l¸bogo rØda φ ∈ A((t_n)) vypolneno ravenstvo n∑ i=1 (−1)^{i−1}Δ_i · ∂_iφ = n∑ i=1 (−1)^{i−1}∂_i(Δ_iφ).

Dokazatel~stvo. Utverßdenie lemmy ravnosil~no ravenstvu n∑ i=1 (−1)^{i−1}∂_iΔ_i = 0,

kotoroe legko proverit~, ispol~zuØ ravenstvo (19).

78 S. V. VOSTOKOV, G. K. PAK

Dokazatel~stvo predloßeniØ 4.1. 1) Pust~ vypolneno uslovie (18). DlØ proverki togo, qto rØd f_N (X) ØvlØetsØ normennym stepeni N rØdom, dostatoqno dokazat~, soglasno teoreme 2, sledu¸wee ravenstvo dlØ sparivaniØ ⟨·, . . ., ·⟩: ⟨{α_1, . . . , α_{n−1}; α}, f_N (α)⟩ = 1 (20) dlØ l¸byh α_i ∈ H_m, α ∈ R_1.

Dokaßem sperva, qto v rØde Φ_N (sm. (7)) dlØ fflementov

{α_1, ..., α_{n−1}, α}, f_N (α) opredeliteli D_i ravny 0 pri 1 6 i 6 n−1.

Deæstvitel~no, 1 p α^{−Δ}∂_kα^Δ = t^{−1}_k (t_kα^{−1}∂_kα)^Δ (21)

(sm. (10)). Dalee, iz usloviØ na rØd f_N poluqaem

(log ∘f_N )(X) = ∑ c_mX^m (22)

i mc_m ∈ O, t.k.^d_{dX} log ( f(X) ) ∈ O[[X]]. Znaqit,

∂_k(log ∘f_N )(α) = ∂ ( ∑ m¿1^{cmα} m ) = (α^{−1}∂_kα) ∑ m¿1^{mcmα} m, otkuda, ispol~zuØ (9), sleduet ∂_k Δ p log ( f_N (α) ) = t^{−1}_k (t_kα^{−1}∂_kα)^Δ · ∑ m¿1^{mcmα} mΔ. (23)

SravnivaØ (21) s (23), vidim, qto v opredelitele D_i stroki s nomerami n i i proporcional~ny, t.e. D_i = 0.

Tem samym

Φ_N = l ( f_N (α) ) D_{n+1} − l(α)D_n = | | | | | | | | | α^{−1}_1 ∂_1α_1 . . . α^{−1}_1 ∂_nα_1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α^{−1}_{n−2}∂_1α_{n−2} . . . α^{−1}_{n−2}∂_nα_{n−2} φ_1 . . . φ_n α^{−1}∂_1α . . . α^{−1}∂_nα

| | | | | | | | | ,

gde φ_k = l ( f_N (α) ) α^{−1}∂_kα − l(α)∂_k^Δ_p log f^′_N (α), 1 6 k 6 n. Razloßim

opredelitel~ po (n − 1)-oæ stroke:

(−1)^nΦ_N = φ_1Δ_1 − φ_2Δ_2 + · · · + (−1)^{n−1}φ_nΔ_n,

NORMENNYE R˚DY 79

gde Δ_1, . . . , Δ_n — sootvetstvu¸wie minory matricy. DlØ rØda

φ_k tak ße, kak v predloßenii 2.1 raboty [1] (sm. takße, pred-

loßenie 2, str. 1295, raboty [10]), poluqaem vyraßenie

φ_k = ∑ m¿1^{∂k} ( d_m α^m m ) + ∑ m¿1^{∂k} ( c_m p ( α^{mp} − α^{mΔ} mp − l(α)α^{mΔ} )) , pri fftom po uslovi¸: v_p(d_m) ¿ min ( N, v_p(m) ) i mc_m ∈ O (sm. (22)).

Oboznaqim

g_m := d_m α^m m , h_m := c_m p ( α^{mp} − α^{mΔ} mp − l(α)α^{mΔ} ) . Togda, soglasno lemme 4.3 n∑ k=1 (−1)^{k−1}Δ_k · ∂_kh_m = n∑ k=1 (−1)^{k−1}∂_k(Δ_kh_m).

Minory Δ_k ØvlØ¸tsØ rØdami s celymi kofffficientami iz kol~ca O, t.k. rØdy α^{−1}_i ∂_kα_i ime¸t celye kofffficienty. RØd

h_m imeet takße celye kofffficienty (sm. predloßenie 2, [10]).

Pofftomu, soglasno lemme 4.2,

res_T (_n ∑ k=1 (−1)^{k−1}∂_k(Δ_kh_m) ) · V ≡ 0 mod p^N

i, znaqit,

res_T (_n ∑ k=1 ∑ m¿1^{(−1)} k−1∂_k(Δ_kh_m) · V ) ≡ 0 mod p^N . (24)

Proverim teper~, qto n∑ k=1 (−1)^{k−1}∂_k(Δ_kg_m) · V ≡ 0 mod p^N .

Pust~ r = v_p(m). Esli r ¿ N , togda rØd ∂_kg_m = d_m∂_k^{αm}_m imeet kofffficienty, delØwiesØ na p^N , t.e. v_p(d_m) ¿ min(N, r) = N , i

80 S. V. VOSTOKOV, G. K. PAK

znaqit,_n ∑ k=1 (−1)^{k−1}Δ_k · ∂_kg_m · V ≡ 0 mod p^N , (25)

esli v_p(m) ¿ N .

Pust~ teper~ 0 6 r < N . RØd V ØvlØetsØ p^N -primarnym, a rØd (−1)^{k−1}Δ_k · ∂_kg_m imeet, oqevidno, kofffficienty, delØwiesØ na p^r, t.k. v_p(d_m) ¿ r po uslovi¸. Pofftomu my moßem zamenit~ rØd V po modul¸ p^N na rØd Δ^{r+1}V^{(N−r−1)} (sm. opredelenie 2, p. 1.5). Ispol~zuØ, krome togo, lemmu 4.3, poluqim n∑ k=1 (−1)^{k−1}Δ_k · ∂_kg_m · V ≡ n∑ k=1 (−1)^{k−1}Δ_k · ∂_kg_m · Δ^{r+1}V^{(N−r−1)} =

= n∑ k=1 (−1)^{k−1}∂_k(Δ_k · g_m) · Δ^{r+1}V^{(N−r−1)} =

= − n∑ k=1 (−1)^{k−1}(Δ_k · g_m)∂_k ( Δ^{r+1}V^{(N−r−1)} ) =

= − n∑ k=1 (−1)^{k−1}(Δ_k · g_m) · t^{−1}_k ( p^{r+1}t_k∂_kV^{(N−r−1)} )_Δr+1 mod p^N .

V poslednem perehode my ispol~zovali ravenstvo (9). Ostalos~ zametit~, qto rØd g_m imeet celye kofffficienty, t.k. d_m/m ∈ O po uslovi¸, i krome togo, po opredeleni¸ primarnogo rØda:

∂_kV^{(N−r−1)} ≡ 0 mod p^{N−r−1}. Ots¸da n∑ k=1 (−1)^{k−1}Δ_k · ∂_kg_m · V ≡ 0 mod p^N , (26)

esli 0 6 v_p(m) < N . Iz (25) i (26) sleduet n∑ k=1 ∑ m¿1^{(−1)}

k−1Δ_k · ∂_kg_m · V ≡ 0 mod p^N ,

otkuda, uqityvaØ poluqennoe ranee sravnenie (24), imeem v ito-

NORMENNYE R˚DY 81 ge res_T (−1)^nΦ_N V = res_T (−1)^n n∑ k=1 (−1)^{k−1}φ_kΔ_k · V =

= (−1)^n res_T n∑ k=1 ∑ m¿1 ( Δ_k(∂_kg_m + ∂_kh_m) · V ) ≡ 0 mod p^N ,

i ravenstvo (20) dokazano.

2) Pust~ teper~ f_N (X) — normennyæ rØd stepeni N , no pri fftom ne dlØ vseh m ¿ 1 vypolneno uslovie (18^′). Vyberem sredi vseh takih m naimen~xiæ indeks r s minimal~nym znaqeniem

v_p(d_r).

Takim obrazom, v_p(d_r) < N v_p(d_r) < v_p(d_m), m < r v_p(d_r) 6 v_p(d_m), m ¿ r.

Pust~ k = v_p(r). Rassmotrim krugovoe rasxirenie Q_p(ζ), gde

ζ := ζ_pk , i nad nim vpolne razvetvlennoe rasxirenie K stepe-

ni r_0, gde r = p^k · r_0, (p, r_0) = 1. Pust~ L = K{{t_1}} . . . {{t_{n−1}}} — n-mernoe lokal~noe pole. V pole K moßno vybrat~ prostoæ fflement Π tak, qto ζ − 1 = Π^{r0} + b_1Π^{r0+1} + . . . , b_i ∈ Z_p, i, znaqit, proobrazom fflementa ζ − 1 pri gomomorfizme (2) budet rØd

ζ−1 = t^{r0}_n +b_1t^{r0+1}_n +. . . . Pofftomu s(t_n) = ζ^{pk} −1 = (ζ −1)^{pk} +pg(ζ −1),

gde g(X) ∈ XZ_p[[X]], otkuda 1 s = 1 ζ^{pk} − 1 ≡ t^{−pkr0} n = t^{−r}_n mod (p, t^{−r+1}_n ). (28)

Vyqislim simvol Gil~berta ({t_1, . . . , t_{n−1}, Π}, f_N (Π)) v pole L. Po opredeleni¸ rØda Φ_k := Φ_k ( t_1, . . ., t_{n−1}, Π, f_N (Π) ) (sm. (7)) imeem:

Φ_k · V = l ( f_N (t) ) t^{−1}_1 . . . t^{−1}_n · V =

= t^{−1}_1 . . . t^{−1}_{n−1} ( ∑ m≠r d_mt^{m−1}_n · V + d_rt^{r−1}_n · V ) . Iz (28) sleduet, qto

res_T t^{−1}_1 . . . t^{−1}_n (d_r · t^r_n · V ) ≡ d_r mod (d_r p)

82 S. V. VOSTOKOV, G. K. PAK

(napomnim, qto V =^1_s +^1_2 ). Dalee, iz (27) i (28) poluqaem:

res_T t^{−1}_1 . . . t^{−1}_n d_m · t^m_n · V ≡ 0 mod (d_rp), m ≠ r.

Otkuda res_T Φ_k · V ≡ d_r mod (d_rp), znaqit,

tr res_T Φ_k · V = res_T Φ_k · V ≡ d_r ≢ 0 mod p^k,

t.k. K/Q_p — vpolne razvetvleno, i v_p(d_r) < k. �to oznaqaet, qto dlØ α = Π: ( {t_1, . . . , t_{n−1}, α}, f_N (α) ) L,k = ζ^{tr res Φk·V} ≠ 1,

t.e. rØd f_N (X) ne ØvlØetsØ normennym, qto protivoreqit uslovi¸. Predloßenie dokazano.

4.3 Dokazatel~stvo teoremy 3.

1. Esli rØd f(X) udovletvorØet uslovi¸ (17) teoremy, to on udovletvorØet uslovi¸ (18) predloßeniØ 4.1 dlØ l¸bogo N . Znaqit, rØd f(X) ØvlØetsØ absol¸tno normennym po opredeleni¸.

2. Pust~ dlØ rØda f(X) ∈ 1 + XO[[X]] uslovie (17) ne vypolneno. Dokaßem, qto togda f(X) ne budet normennym stepeni N dlØ kakogo-to N .

Esli uslovie (17) ne vypolnØetsØ, to dlØ nekotoryh m:

d_m/m /∈ O. Sredi vseh takih m vyberem naimen~xiæ indeks r s

minimal~nym znaqeniem v_p(d_r). Esli pri fftom r = p^N r_0, p - r_0, to v_p(d_r ) < N, v_p(d_r ) < v_p(d_m), m < r, v_p(d_r ) 6 v_p(d_m), m ¿ r.

Dalee, deæstvuØ tak ße, kak v dokazatel~stve p. 2 predloßeniØ 4.1, pokazyvaem, qto rØd f ne ØvlØetsØ normennym stepeni N , i tem samym, ne budet absol¸tno normennym. Teorema dokazana.

Literatura

1. S. V. Vostokov, R. Perlis, Normennye rØdy dlØ formal~nyh grupp L¸- bina-Teæta. — Zap. nauqn. semin. POMI 281 (2001), 105–127.

NORMENNYE R˚DY 83

2. S. V. Vostokov, ˚vnaØ konstrukciØ teorii poleæ klassov dlØ mnogomernyh lokal~nyh poleæ. — Izv. AN SSSR. Ser. matem 49, vyp. 2 (1985), 283–308.

3. S. V. Vostokov, I. B. ȷukov, I. B. Fesenko, K teorii mnogomernyh lokal~nyh poleæ. Metody i konstrukcii. — Algebra i analiz 2, vyp. 4 (1990), 91–118.

4. F. Lorenz, S. Vostokov, Honda Groups and Explicit Pairings on the Modules of Cartier Curves. — Contemporary Mathematics, 300 (2002), 143–170.

5. K. Kato, A generalization of local class field theory by using K-groups I. — J.

Fac. Sci. Univ. Tokyo, Sect. IA 26 (1979), 303-376; II, J. Fac. Sci. Univ. Tokyo, Sect. IA, 27 (1980), 603–683.

6. A.N. Parxin, TeoriØ poleæ klassov i algebraiqeskaØ K-teoriØ. — UMN 30 (1975), 253–254.

7. A. N. Parxin, Lokal~naØ teoriØ poleæ klassov. — Trudy MI AN SSSR 165 (1984), 143–170.

8. T. B. BelØeva, S. V. Vostokov, Simvol Gil~berta v polnom mnogomernom pole. I. — Zap. nauqn. semin. POMI 281 (2001), 5–34.

9. A. I. Madunc, O shodimosti rØdov nad lokal~nymi polØmi. — Zap.

nauqn. semin. LOMI 198 (1991), 28–30.

10. S. V. Vostokov, ˚vnaØ forma zakona vzaimnosti. — Izv. AN SSSR.

Ser. matem. 42, vyp. 6 (1978), 1287–1320.

11. G. Henniart, Sur les lois de reciprocité explicites. I. — J. reine und angew. Math.

329 (1981), 172-203.

12. V. A. Kolyvagin, Formal~nye gruppy i simvol normennogo vyqeta. — Izv. AN SSSR. Ser. matem. 43 (1979), 1064–1120.

Vostokov S. V., Pak G. K. Norm series in multidimensional local fields. In the present paper, the notion of norm series with respect to the norm residue symbol is generalized to a multidimensional local field. Necessary and sufficient conditions for the existence of norm series are obtained.

Postupilo 16 maØ 2003 g. S-.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet