Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 305, 2003 g.

S. K. Vasil~ev

O TOȷDESTVAH I MNOGOOBRAZI˚H ASSOCIATIVNYH ALGEBR KONEQNOGO TIPA

Vvedenie

Mnogoobrazie algebr V nad kol~com Λ nazyvaetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa, esli vsØkaØ koneqno-poroßdennaØ otnositel~no svobodnaØ algebra dannogo mnogoobraziØ ØvlØetsØ koneqno opredelennoæ. Esli mnogoobrazie V zadano sistemoæ toßdestv Ω = {f_i|i ∈ I}, to my budem nazyvat~ Ω sistemoæ toßdestv koneqnogo tipa togda i tol~ko togda, kogda mnogoobrazie V – mnogoobrazie koneqnogo tipa. Pri fftom, kogda ffta sistema sostoit iz odnogo fflementa, my budem govorit~ o toßdestve koneqnogo tipa. Iz teoremy D. Gil~berta o bazise sleduet, qto l¸boe mnogoobrazie kommutativnyh algebr nad polem ØvlØetsØ mnogoobrazie koneqnogo tipa.

V 1978 g. V. T. Markov [1] opisal mnogoobraziØ algebr s ediniceæ koneqnogo tipa nad beskoneqnym polem. On dokazal, qto koneqnost~ tipa dlØ takogo mnogoobraziØ ffkvivalentna lokal~- noæ levoæ neterovosti mnogoobraziØ a takße vypolnimosti toßdestva �ngelØ.

V 1996 g. S. I. Kublanovskiæ [2] naxel usloviØ koneqnosti tipa dlØ mnogoobraziæ algebr (bez edinicy) s normal~noæ harakteristikoæ, ravnoæ 1, nad neterovymi kol~cami Dßekobsona.

Problema opisaniØ mnogoobraziæ koneqnogo tipa v naibol~- xeæ obwnosti, t.e. dlØ l¸byh algebraiqeskih sistem (dlØ grupp, kolec, algebr i t.d.) byla otmeqena v 1995 g. v obzore O. Harlampoviq i M. Sapira [3].

Cel~¸ dannoæ raboty ØvlØetsØ opisanie toßdestv i mnogoobraziæ koneqnogo tipa i ih strukturnyh svoæstv dlØ proizvol~nyh mnogoobraziæ algebr nad polem.

Osnovnye ponØtiØ, oboznaqeniØ i zameqaniØ

1) Pust~ A – algebra nad kol~com Λ, togda qerez A^# budem oboznaqat~ samu A, esli ona soderßit edinicu i A s vnexne pri- 18

O TOȷDESTVAH I MNOGOOBRAZI˚H 19 soedinennoæ ediniceæ v protivnom sluqae. Qerez A^∗ oboznaqim algebru, antiizomorfnu¸ A.

2) Esli X nekotoroe mnoßestvo, to qerez X^+ oboznaqim svobodnu¸ polugruppu nad X, ee fflementy my budem traktovat~ kak slova nad alfavitom X. Pust~ u slovo nad alfavitom X, togda qerez l_1(u) i r_1(u) budem oboznaqat~ pervu¸ i posledn¸¸ bukvu slova u sootvetstvenno. Vnutrennimi bukvami slova u budem nazyvat~ vse ego bukvy, krome pervoæ i posledneæ.

3) Mnogoobrazie algebr nad nekotorym kol~com Λ nazyvaetsØ PI-mnogoobraziem, esli v nem vypolneno nekotoroe toßdestvo f = n∑ i=1 λ_iu_i, gde λ_i ∈ Λ, u_i – monomy, i ideal, poroßdennyæ

vsemi λ_i, sovpadaet s Λ. Sootvetstvenno, algebra nazyvaetsØ PI-algebroæ, esli mnogoobrazie, poroßdennoe e¸, ØvlØetsØ PImnogoobraziem.

Algebra, dlØ kotoroæ suwestvuet toqnyæ neprivodimyæ modul~, nazyvaetsØ primitivnoæ. PrimitivnaØ PI-algebra izomorfna algebre matric M_n(D) nad nekotorym telom D, koneqnomernym nad svoim centrom (sm. [4, 151]).

4) Budem nazyvat~ toßdestvo f(x_1, .., x_n) nad kol~com Λ nematriqnym, esli dlØ vsØkogo kol~ca Λ, – gomomorfnogo obraza Λ, – v algebre matric razmera n > 1 nad Λ (rassmatrivaemoæ kak algebra nad Λ) ne vypolnØetsØ dannoe toßdestvo. Matriqnu¸ algebru nad kol~com Λ budem oboznaqat~ qerez M_n(Λ), gde n – razmer matric.

5) V dannoæ rabote budut ispol~zovat~sØ nekotorye svoæstva neterovyh moduleæ: zamknutost~ klassa neterovyh moduleæ otnositel~no rasxireniæ, gomomorfnyh obrazov, podmoduleæ. VsØkiæ neterov modul~ ØvlØetsØ koneqno poroßdennym. DlØ moduleæ nad neterovymi kol~cami (algebrami) verno i obratnoe: kaßdyæ koneqno poroßdennyæ modul~ ØvlØetsØ neterovym. Iz teoremy Gil~berta vytekaet, qto kaßdaØ koneqno poroßdennaØ kommutativnaØ algebra nad neterovym kol~com ØvlØetsØ neterovoæ (sm. [5]).

6) Pust~ A – algebra nad nekotorym kol~com Λ, togda dlØ vsØkih a, b ∈ A qerez [a, b] = ab − ba oboznaqim kommutator fflementov a i b. Qerez K_A budem oboznaqat~ ideal, poroßdennyæ kommutatorami vseh fflementov A. Takße ego nazyva¸t kommutatornoæ algebroæ. Qerez rad(A) budem oboznaqat~ radikal Dßekobsona

20 S. K. VASIL^EV algebry A.

7) Esli dana algebra A nad kol~com Λ, to qerez D(A) oboznaqim tenzornoe proizvedenie A^# i A^{∗#} : A^# ⊗_Λ A^{∗#}. Kanoniqeski opredelØetsØ struktura unitarnogo levogo modulØ [D(A), A]: ( ∑ i (x_i ⊗ y_i) ) ∘ a = ∑ i x_iay_i Podmoduli modulØ [D(A), A] sovpada¸t s dvustoronnimi idealami A, i koneqnaØ poroßdennost~ ego podmodulØ oznaqaet koneqnu¸ poroßdennost~ sootvetstvu¸wego ideala.

8) Pust~ dana algebra A nad nekotorym kol~com Λ, i dva ee ideala J ⊂ I ⊂ A. Togda, esli J – koneqno poroßdennyæ ideal A, a I/J – koneqno poroßdennyæ ideal A/J, to I – koneqno poroßdennyæ ideal.

Deæstvitel~no, pust~ ideal I/J = (a_1, a_2, ..., a_n) i J =

(a_{n+1}, ..., a_m), gde a_i, b_j - fflementy A(qerta oboznaqaet kanoni-

qesku¸ proekci¸ A na A/J). Togda dlØ vsØkogo x ∈ I naædutsØ takie ϕ_i,ψ_i (i = 1...n) iz A^#, qto x = n∑ i=1 ϕ_ia_iψ_i Sledovatel~no, naædetsØ takoe b ∈ J, qto x = ∑_n i=1 ϕ_ia_iψ_i+b, a tak

kak J koneqno poroßden, to naædutsØ ϕ_i, ψ_i (i = n + 1...m) takie, qto b = ∑_m i=n+1 ϕiaiψi. Pofftomu x = ∑_m i=1 ϕ_ia_iψ_i, takim obrazom a_1, ..., a_n, .., a_m obrazu¸t poroßda¸wu¸ sistemu dlØ I.

9) Qerez Ass budem oboznaqat~ mnogoobrazie vseh associativnyh algebr nad kakim-libo fiksirovannym kol~com. Pust~ V – mnogoobrazie algebr nad kol~com Λ. Qerez F_k(V ) oboznaqim otnositel~no svobodnu¸ k-poroßdennu¸ algebru, a qerez Id_k(V ) ideal vseh toßdestv mnogoobraziØ V ot k peremennyh. Oboznaqim qerez F_∞(V ) otnositel~no svobodnu¸ algebru ot sqetnogo qisla obrazu¸wih i qerez Id(V ) – ideal vseh toßdestv V . Moßno sqitat~, qto Id_k(V ) ⊂ F_k(V ) i Id(V ) ⊂ F_∞(V ). Esli V = Ass, togda F_k(Ass) my budem oboznaqat~ prosto F_k.

10) Esli mnogoobrazie V zadano sistemoæ toßdestv Ω = {f_i(x_1, ..., x_n)|i ∈ Γ}, togda

O TOȷDESTVAH I MNOGOOBRAZI˚H 21 (a) ideal toßdestv Id(V ) poroßden (kak ideal) sistemoæ fflementov {f_i(h_1(y_1, ..., y_m), ..., h_n(y_1, ..., y_m)|m ∈ N, h_1, ..., h_n ∈ F_m} (*) (b) ideal toßdestv Id_m(V ) poroßden sistemoæ fflementov {f_i(h_1(y_1, ..., y_m), ..., h_n(y_1, ..., y_m)|h_1, ..., h_n ∈ F_m} (**) 11) V dannoæ rabote budut qasto ispol~zovat~sØ svoæstva toßdestv, idealov, a takße ih svØz~ s mnogoobraziØmi. Pust~ V ,

V_1, V_2 – mnogoobraziØ nad kol~com Λ, a n – l¸boe natural~noe

qislo, togda a) V_1 ⊂ V_2 ⇔ Id(V_1) ⊃ Id(V_2);

b) Esli F_∞ = ⟨a_i|i ∈ N ⟩, a A_n = ⟨a_i|1 ≤ i ≤ n⟩ – podalgebra F_∞, to Id_n(V ) = A_n ∩ Id(V );

c) V = V_1 ∩ V_2 ⇔ Id(V ) = Id(V_1) + Id(V_2);

d) V = V_1 ∩ V_2 ⇔ ∀m > 0 Id_m(V_1 ∩ V_2) = Id_m(V_1) + Id_m(V_2); e) Id(⟨V_1, V_2⟩) = Id(V_1) ∩ Id(V_2); f) Id_n(⟨V_1, V_2⟩) = Id_n(V_1) ∩ Id_n(V_2).

12) Pust~ dano mnogoobrazie V nad kol~com Λ. Togda ono ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸bogo natural~nogo n ideal toßdestv Id_n(V ) ØvlØetsØ koneqno poroßdennym idealom v algebre F_n.

Deæstvitel~no, dostatoqno pokazat~, qto n-poroßdennaØ otnositel~no svobodnaØ algebra mnogoobraziØ V moßet byt~ predstavlena kak F_n/ Id_n(V ). Qerez a, gde a ∈ F_n, oboznaqim obraz a pri kanoniqeskom gomomorfizme iz F_n v F_n = F_n/ Id_n(V ). Pust~

F_n = ⟨a_1, ..., a_n⟩ i ϕ – proizvol~noe otobraßenie iz {a_1, ..., a_n} v

nekotoru¸ algebru B ∈ V . Togda l¸boæ fflement F_n predstavlØetsØ kak podstanovka a_1, ..., a_n v nekotoryæ polinom ot nekommutiru¸wih peremennyh f(x_1, ..., x_n). Opredelim ψ – prodolßenie ϕ tak: esli u ∈ F_n predstavlØetsØ podstanovkoæ a_1, ..., a_n v polinom f(x_1, ..., x_n), to poloßim ψ(u) = f(ϕ(a_1), ..., ϕ(a_n)). Dokaßem, qto takoe opredelenie korrektno: esli u = f(a_1, ..., a_n), v = g(a_1, ...a_n), i u = v to h(a_1, ..., a_n) = f(a_1, ..., a_n) − g(a_1, ..., a_n) ∈ Id_n(V ), to est~ moßet rassmatrivat~sØ kak toßdestvo, vypol-

nennoe v V . Togda dlØ l¸byh b_1, ..., b_n ∈ B h(b_1, ..., b_n) = 0 i, v qastnosti, h(ϕ(a_1), ..., ϕ(a_n)), to est~ ϕ(u) = f(ϕ(a_1), ..., ϕ(a_n)) =

g(ϕ(a_1), ..., ϕ(a_n)) = ϕ(v). To, qto dannoe otobraßenie ØvlØetsØ go-

momorfizmom algebr, vytekaet neposredstvenno iz opredeleniØ.

22 S. K. VASIL^EV

13) V rabote S. I. Kublanovskogo [6] byla vvedena normal~- naØ harakteristika mnogoobraziØ, niße budet dano ee opredelenie. Pust~ zadan nekotoryæ alfavit X = {x_1, ..., x_n, ...}.

Pust~ f(x_1, .., x_n) = ∑_m k=1 λ_ku_k(x_1, .., x_n) – polinom s koffffi-

cientami iz kol~ca Λ, gde u_k(x_1, .., x_n) – slova nad alfavitom

{x_1, ..., x_n}. Esli zadano nekotoroe otnoxenie ffkvivalentnosti γ

na mnoßestve X^+, to γ-harakteristikoæ f(x_1, ..., x_n) budem nazyvat~ ideal, poroßdennyæ fflementami:

μ_j = ∑ 1≤i≤m;u_iγu_j λ_i|1 ≤ j ≤ m , i oboznaqat~ ee γ(f). Togda γ-harakteristikoæ mnogoobraziØ V nad kol~com Λ nazovem summu γ-harakteristik vseh toßdestv, vypolnennyh v dannom mnogoobrazii. Analogiqno, taku¸ harakteristiku budem oboznaqat~ qerez γ(V ).

Opredelim tri otnoxeniØ ffkvivalentnosti na mnoßestve X^+: (a) u ν v, esli l_1(u) = l_1(v) i r_1(u) = r_1(v), i slova u i v otliqa- ¸tsØ drug ot druga tol~ko nekotoroæ perestanovkoæ;

(b) u ν_l v, esli l_1(u) = l_1(v), i slova u i v otliqa¸tsØ otliqa- ¸tsØ drug ot druga nekotoroæ perestanovkoæ;

(c) u ν_r v esli r_1(u) = r_1(v), i slova u i v otliqa¸tsØ drug ot druga nekotoroæ perestanovkoæ.

Normal~noæ, levoæ normal~noæ i pravoæ normal~noæ harakteristikoæ mnogoobraziØ (toßdestva) nazyvaetsØ ego ν-, ν_l-, ν_rharakteristika, budem oboznaqat~ ih ν(V ), ν_l(V ), ν_r(V ) (sm. [2]). Esli kol~co Λ soderßit edinicu, to budem govorit~, qto kakaØlibo iz dannyh harakteristik mnogooobraziØ V ravna edinice, esli harakteristika sovpadaet so vsem kol~com Λ. Moßno pokazat~, qto vse takie harakteristiki mnogoobraziØ moßno vyqislØt~ tol~ko po bazisu toßdestv mnogoobraziØ (t.e. rassmatrivat~ summu harakteristik tol~ko teh toßdestv, kotorye vhodØt v bazis), rezul~tat ne zavisit ot bazisa i sovpadaet s harakteristikoæ, podsqitannoæ po vsem toßdestvam mnogoobraziØ.

Rassmotrim mnogoobrazie algebr V , qerez K_∞ oboznaqim kommutatornu¸ algebru v F_∞. My budem pol~zovat~sØ nekotorymi svoæstvami dannyh harakteristik mnogoobraziØ V : (a) ν_l(V ) + ν_r(V ) ⊂ ν(V );

(b) ν_l(V ) = (0) ⇔ Id(V ) ⊂ F_∞K_∞;

O TOȷDESTVAH I MNOGOOBRAZI˚H 23 (c) ν_r(V ) = (0) ⇔ Id(V ) ⊂ K_∞F_∞; (d) ν(V ) = (0) ⇔ Id(V ) ⊂ F_∞K_∞F_∞.

Oni mogut byt~ legko dokazany iz opredeleniæ neposredstvenno.

14) V fftoæ rabote my budem ispol~zovat~ nekotorye izvestnye toßdestva: (1) S_n(x_1, ..., x_n) = ∑ σ sign(σ)x_{σ(1)}...x_{σ(n)} – standartnoe toßdestvo

stepeni n.

(2) P l_n(x, y) = [x, y]_n = [x, y, ..., y] – toßdestvo �ngelØ. (3) P r(x_1, ..., x_n) = [x_1, x_2, ..., x_n] – toßdestvo Lievoæ nil~potentnosti.

(4) P (x_1, ..., x_n, y_1, ..., y_n, z_1, ..., z_{n−1}) = [x_1, y_1]z_1[x_2, y_2]z_2...z_{n−1}[x_n, y_n] – toßdestvo n-nil~potentnosti kommutatornoæ algebry.

(5) P_σ(x_1, ..., x_n) = x_1...x_n − x_{σ(1)}x_{σ(2)}...x_{σ(n)} – toßdestvo perestanovoqnosti, gde σ — nekotoraØ perestanovka, a sign(σ) – ee znak.

2. Teoremy Markova i Kublanovskogo

V rabote [1] V. T. Markov dokazal sledu¸wu¸ teoremu:

Teorema (Markov, 1978). Esli V – mnogoobrazie algebr s edini-

ceæ nad beskoneqnym polem, to sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny: a) Ideal Id_k(V ) koneqno poroßden pri vseh k ≥ 2; b) Ideal Id_2(V ) koneqno poroßden; v) Mnogoobrazie V lokal~no levo-neterovo;

g) V algebrah mnogoobraziØ V vypolneno toßdestvo �ngelØ

[x, y]_n = 0;

V dokazatel~stve dannogo kriteriØ suwestvenno ispol~zu¸tsØ svoæstva algebr s ediniceæ nad beskoneqnym polem, v qastnosti vo mnogih sluqaØh stepen~ toßdestva moßet byt~ ponißena s pomow~¸ zameny x → x + 1 i vydeleniØ odnorodnyh komponent men~xeæ stepeni. V obwem sluqae daße nad beskoneqnym polem ffto nevozmoßno.

Kriteriæ V. T. Markova pokazyvaet, qto dlØ algebry koneqnogo tipa v klasse algebr s ediniceæ nad beskoneqnym polem oblada¸t svoæstvom nasledstvennosti: esli kakoe-libo mnogoobrazie ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa, to takovym ße ØvlØetsØ i l¸boe ego podmnogoobrazie. V obwem sluqae ffto ne tak, qto budet pokazano v razdele 6.

24 S. K. VASIL^EV

Krome fftogo v obwem sluqae lokal~naØ levaØ neterovost~ mnogoobraziØ ØvlØetsØ dostatoqnym usloviem koneqnosti tipa, odnako ne ØvlØetsØ neobhodimym.

V stat~e S. I. Kublanovskogo [2] bylo dokazano sledu¸wee utverßdenie:

Teorema (Kublanovskiæ, 1996). Pust~ Λ – neterovo kol~co

Dßekobsona. DlØ togo, qtoby v mnogoobrazii Λ-algebr V kaßdaØ koneqno poroßdennaØ algebra byla koneqno opredelennoæ (v absol¸tnom smysle), neobhodimo i dostatoqno, qtoby ν_l(V )+ν_r(V ) = 1, t.e. summa levoæ i pravoæ normal~nyh harakteristik sovpadala so vsem kol~com operatorov Λ.

Oqevidno, qto esli mnogoobrazie V udovletvorØet uslovi¸ dannogo utverßdeniØ, to ono obladaet svoæstvom koneqnosti tipa. Odnako obratnoe neverno: suwestvu¸t takie mnogoobraziØ algebr, normal~naØ levaØ i pravaØ harakteristiki kotoryh ravny nul¸, a samo mnogoobrazie obladaet svoæstvom koneqnosti tipa. Primerom takogo toßdestva moßet slußit~ toßdestvo perestanovoqnosti: a[x, y]b = 0. To, qto ono ØvlØetsØ toßdestvom koneqnogo tipa, moßet byt~ dokazano neposredstvenno (takße ffto sleduet iz rezul~tatov punkta 3 dannoæ raboty).

Odnako dlØ mnogoobraziæ normal~noæ harakteristiki 1, dannoe uslovie okazyvaetsØ i dostatoqnym, a imenno verno sledu- ¸wee utverßdenie:

Teorema 1. Pust~ V – mnogoobrazie normal~noæ harakteristiki

1 nad neterovym kol~com Dßekobsona Λ s 1. Togda V ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa togda i tol~ko togda, kogda ν_l(V )+ ν_r(V ) = 1, t.e. summa levoæ i pravoæ normal~nyh harakteristik V sovpadaet s Λ.

Dokazatel~stvo. Dostatoqnost~ sleduet iz predyduweæ teoremy Kublanovskogo. Neobhodimost~: po teoreme 1 stat~i [1] mnogoobrazie normal~noæ harakteristiki 1 obladaet svoæstvom, qto kaßdaØ koneqno poroßdennaØ algebra ØvlØetsØ koneqno opredelennoæ v dannom mnogoobrazii. Takim obrazom, ona predstavlØetsØ kak faktor-algebra otnositel~no svobodnoæ algebry dannogo mnogoobraziØ F_k(V ) po nekotoromu ee koneqno poroßdennomu idealu J. Odnako, tak kak V ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa, to F_k(V ) = F_k/I, gde I – koneqno poroßdennyæ ideal. Oboznaqim qerez π kanoniqesku¸ proekci¸ F_k na F_k/I, a qerez

O TOȷDESTVAH I MNOGOOBRAZI˚H 25

J_0 – proobraz J pri gomomorfizme π. Togda J = J_0/I i tak kak I,

J – koneqno poroßdeny, to J_0 takße koneqno poroßden (sm. 1.8). Sledovatel~no, ishodnaØ algebra izomorfna F_k/J_0, a znaqit, absol¸tno koneqno opredelena. Togda vospol~zovavxis~ predyduweæ teoremoæ Kublanovskogo, poluqim qto ν_l(V ) + ν_r(V ) = 1. Teorema dokazana.

Sleduet otmetit~, qto iz togo, qto summa levoæ i pravoæ normal~noæ harakteristiki ravna 1, sleduet, qto normal~naØ harakteristika vsego mnogoobraziØ ravna 1 (sm. 1.12). Sledstvie 1. Toßdestvo �ngelØ i toßdestvo Lievoæ nil~po-

tentnosti nad neterovym kol~com Dßekobsona s 1 ØvlØ¸tsØ toßdestvami koneqnogo tipa.

Odnako, dannyæ kriteriæ ne pozvolØet skazat~ qto-libo pro mnogoobraziØ (toßdestva) normal~noæ harakteristiki, otliqnoæ ot 1.

3. Dostatoqnye usloviØ koneqnosti tipa

Legko pokazat~, qto umnoßenie toßdestva koneqnogo tipa na konstantu iz kol~ca, nad kotorym rassmatrivaetsØ dannoe toßdestvo, daet takße toßdestvo koneqnogo tipa. Sledu¸wee utverßdenie pozvolØet umnoßat~ toßdestva koneqnogo tipa na nezavisimu¸ peremennu¸.

Predloßenie 1. Pust~ V – mnogoobrazie algebr nad kol~com Λ,

zadannoe toßdestvom f(X), gde X = (x_1, ..., x_n). Esli V – mnogoobrazie koneqnogo tipa, togda dlØ vsØkogo y ∉ X (l) mnogoobrazie, zadannoe toßdestvom y · f(X) ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa;

(r) mnogoobrazie, zadannoe toßdestvom f(X) · y ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez V0 mnogoobrazie, poroßdennoe f(X), a qerez V – mnogoobrazie poroßdennoe g(y, x_1, ..., x_n) =

y · f(X). Dokaßem, qto Id_m(V ) – koneqno poroßdennyæ ide-

al. Pust~ F_m = ⟨x_1, ..., x_m⟩, a Id_m(V_0) = (ψ_1, ..., ψ_k). Po zameqani¸ 1.10, ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto vse

ψ_i(x_1, ..., x_m) ime¸t vid: f(h_{1i}(x_1, ..., x_m), ..., h_{ni}(x_1, ..., x_m)). Doka-

ßem, qto togda Id_m(V ) poroßdaetsØ mnoßestvom M = {x_j ·

ψ_i(x_1, ..., x_m)|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ k}. Takße po zameqani¸

26 S. K. VASIL^EV 1.10 Id_m(V ) poroßdaetsØ vsemi fflementami iz mnoßestva N =

{g(h_0(x_1, ..., x_m), ..., h_n(x_1, ..., x_m))|h_i ∈ F_m}. DlØ togo, qtoby poka-

zat~ koneqnu¸ poroßdennost~ Id_m(V ) dostatoqno pokazat~, qto l¸boæ fflement mnoßestva N lineæno vyraßaetsØ qerez fflementy mnoßestva M . Pust~ g(h_0, ..., h_n) = h_0 · f(h_1, ..., h_n), gde h_i ∈ F_m. Tak kak f(h_1, ..., h_n) ∈ Id_m(V_0), to suwestvu¸t takie a_i, b_i ∈ F^#_m , qto f(h_1, ..., h_n) = ∑_r i=1 a_iψ_ib_i. Togda g(h_0, ..., h_n) = h_0 · f(h_1, ..., h_n) = r∑ i=1 (h_0a_i)ψ_ib_i,

priqem h_0 ·a_i ∈ F_m, a znaqit, naædutsØ takie c_{ij} ∈ F^#_m , qto h_0 ·a_i = ∑_{qi} j=1 c_{ij}x_j . Sledovatel~no, g(h_0, ..., h_n) = r∑ i=1 ( q_i∑

j=1 c_{ij}x_j)ψ_ib_i = ∑ 1≤i≤r;1≤j≤q_i c_{ij}(x_j ψ_i)b_i. Takim obrazom, g(h_0, ..., h_n) prinadleßit idealu, poroßdennomu M , i znaqit, Id(V ) koneqno poroßden. Toqno tak ße (s toqnost~¸ do simmetrii) dokazyvaetsØ koneqnost~ tipa dlØ f(X) · y. Sledstvie 2. Nad l¸bym kommutativnym kol~com s 1 vsØkoe pe-

restanovoqnoe toßdestvo P_σ (sm. 1.14) ØvlØetsØ toßdestvom koneqnogo tipa. Dokazatel~stvo. Pust~ Pσ(x1, ..., xn) = x1...xn − x_{σ(1)}...x_{σ(n)} dlØ nekotoroæ netrivial~noæ perestanovki σ. Togda naædetsØ takoe minimal~noe j, qto x_j ≠ x_{σ(j)}. Esli j = 1, to ν_l(P_σ ) = 1 i po teoreme 1 dannoe toßdestvo ØvlØetsØ toßdestvom koneqnogo tipa. V protivnom sluqae ffto toßdestvo moßno predstavit~ tak: P_σ(x_1, ..., x_n) = x_1...x_{j−1}(x_j...x_n − x_{σ(j)}...x_{σ(n)}). Tak kak x_j ≠ x_{σ(j)}, to toßdestvo x_j...x_n − x_{σ(j)}...x_{σ(n)} podpadaet pod uße rassmotrennyæ sluqaæ i obladaet koneqnost~¸ tipa. Posledovatel~no primenØØ k nemu predloßenie 1 dlØ peremennyh x_1, ...x_n, poluqim trebuemoe. Lemma 1. Toßdestvo vida f(a, b, c, x, y) = ab^n[x, y]c − n−1∑ i=0 α_iab^i[x, y]cb^{n−i}

O TOȷDESTVAH I MNOGOOBRAZI˚H 27

ØvlØetsØ nematriqnym toßdestvom nad vsØkim kommutativnym kol~com Λ s 1.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim M2(Λ) – algebru matric razmera 2 nad kol~com Λ – gomomorfnym obrazom Λ. Proizvedem sledu¸- wu¸ podstanovku: a → ( 1 0 0 1 ) ; b → ( 1 0 0 0 ) ; c → ( 0 1 0 0 ) ; x → ( 1 1 0 1 ) ; y → ( 0 1 1 0 ) . Togda a – ediniqnaØ matrica, b – idempotentnaØ, [x, y] = ( 1 0 0 −1 ) , cb = 0, b[x, y]c = ( 0 1 0 0 ) = c. Itogo ab^n[x, y]c = c, a

vse ostal~nye monomy toßdestva obrawa¸tsØ v nul~, tak kak soderßat cb = 0.

Lemma 2. Pust~ P – beskoneqnoe pole, a Q – ego rasxirenie. Esli

toßdestvo f(x_1, .., x_n) vypolneno v algebre A nad P , to ono vypolnØetsØ i v Q ⊗_P A.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto pri l¸boæ podstanovke fflementov 1 ⊗ A v toßdestvo f my poluqaem v rezul~tate nul~. Deæstvitel~no, rassmotrim proizvol~nu¸ podstanovku v toßdestvo f: x_i → d_i ∈ Q ⊗_P A. Togda d_i = ∑_{mi} j=1 b_{ij} ⊗ a_{ij}, gde b_{ij} ∈ Q i a_{ij} ∈ A. Tak kak vsego razliqnyh a_{ij} koneqnoe qislo, to zanumeruem vse razliqnye a_{ij} qerez u_r 1 ≤ r ≤ k, i sgruppirovav fflementy s odinakovymi a_{ij} v odin, poluqim, qto taku¸ podstanovku moßno zapisat~ tak:

d_i = k∑ j=1 c_{ij} ⊗ u_j, gde c_{ij} – nekotorye (vozmoßno, nulevye) fflementy Q. Pri takoæ podstanovke kaßdyæ monom f zamenØetsØ summoæ proizvedeniæ fflementov vida c_{ij} ⊗ u_j , a proizvedenie takih fflementov imeet vid: (c_{i1j1} ⊗ u_{j1} )(c_{i2j2} ⊗ u_{j2} )...(c_{irjr} ⊗ u_{js} ) = (c_{i1j1} ...c_{irjr} ) ⊗ (u_{j1} ...u_{jr} ) Odnako razliqnyh proizvedeniæ u_{j1}...u_{jr} pri takoæ podstanovke budet koneqnoe qislo, zanumeruem ih kak v_1, ..., v_q, gde v_s ∈ A. Togda rezul~tat podstanovki moßno zapisat~ tak: f(d_1, .., d_n) = q∑ s=1 g_s(c_{ij} ) ⊗ v_s, (∗)

28 S. K. VASIL^EV gde g_s – polinom ot kn peremennyh s podstavlennymi c_{11}, .., c_{1k},

..., c_{n1}, .., c_{nk}. Oqevidno, qto iz v_s moßno vydelit~ minimal~nu¸

lineæno nezavisimu¸ (nad P ) podsistemu, ne umalØØ obwnosti, budem sqitat~, qto ffto v_1, .., v_{q0}. Togda ostal~nye fflementy summy (∗) moßno vyrazit~ qerez fflementy takogo ße vida, no s ispol~zovaniem tol~ko v_1, ...v_{q0}, pofftomu f(d_1, ..., d_n) = q0∑ s=1 h_s(c_{ij}) ⊗ v_s, (∗∗) gde h_s – polinomy ot kn peremennyh s podstavlennymi c_{ij} dlØ vseh i,j. Sootnoxenie (∗∗) verno, esli vzØt~ l¸bye c_{ij} ∈ Q. Esli ße vse c_{ij} ∈ P , to d_i ∈ 1 ⊗ A, takaØ podstanovka daet nul~ i po izvestnomu svoæstvu tenzornogo proizvedeniØ, h_s(c_{ij}) = 0. Takim obrazom, h_s obrawaetsØ v nul~ na beskoneqnom pole P . Izvestno, qto kanoniqeskoe sootvetstvie meßdu polinomami i polinomial~nymi funkciØmi nad polem ØvlØetsØ izomorfizmom (sm. [7, s.37]), pofftomu vse h_s ØvlØ¸tsØ nulevymi polinomami. Takim obrazom, i dlØ ishodnoæ podstanovki f(d_1, ..., d_n) obrawaetsØ v nul~.

Lemma 3. Pust~ v koneqno poroßdennoæ algebre A nad kommmu-

tativnym neterovym kol~com Dßekobsona Λ vypolneno nekotoroe nematriqnoe PI-toßdestvo f(x_1, ..., x_n). Togda kommutatornaØ algebra K_A ØvlØetsØ nil~potentnoæ.

Dokazatel~stvo. Vvidu [4, teorema 2.2.1] A/ rad(A) razlagaetsØ v podprØmoe proizvedenie primitivnyh algebr (P_i)_{i∈I} . Pust~ φ :

A/ rad(A) → Π_{i∈I} P_i – kanoniqeskoe vloßenie, π_i : A/ rad(A) → P_i

– kanoniqeskie proekcii i θ : A → A/ rad(A) – kanoniqeskiæ ffpimorfizm. Otmetim, qto vse algebry P_i ØvlØ¸tsØ gomomorfnymi obrazami A, znaqit, v nih vypolnØetsØ toßdestvo f(x_1, ..., x_n). Po teoreme Kaplanskogo vsØkaØ primitivnaØ PI-algebra izomorfna matriqnoæ algebre nad telom. V qastnosti P_i = M_{ni} (D_i), gde D_i – telo, koneqnomernoe nad svoim centrom F_i. V rabote S. I. Kublanovskogo ([2, lemma 1]) dokazano, qto vsØkaØ koneqno poroßdennaØ primitivnaØ PI-algebra nad neterovym kol~com Dßekobsona s 1 ØvlØetsØ koneqnoæ, pofftomu P_i – koneqnaØ algebra nad Λ.

Oboznaqim qerez e_i edinicu polØ F_i, a qerez ϕ_i – otobraßenie iz Λ v F_i, zadannoe tak: ϕ_i(λ) = λ · e_i. Neposredstvenno proverØ-

O TOȷDESTVAH I MNOGOOBRAZI˚H 29 etsØ, qto ϕ_i ØvlØetsØ gomomorfizmom kolec, pust~ Λ_i = ϕ_i(Λ) – podkol~co F_i. Togda M_{ni} (Λ_i) – podalgebra P_i, v neæ vypolneno nematriqnoe toßdestvo f, togda n_i = 1 i P_i = D_i.

Dalee dokazatel~stvo razbito na dva sluqaØ:

(I) Sluqaæ Λ = P – beskoneqnoe pole.

Rassmotrim Q – algebraiqeskoe zamykanie polØ P , i B =

Q ⊗ A – algebra nad Q. Poskol~ku K_A ⊂ K_B (esli sqitat~ A

kanoniqeski vloßennym v B), to dostatoqno pokazat~ nil~potentnost~ K_B . Po lemme 2, l¸boe odnorodnoe toßdestvo vypolnennoe v A, vypolnØetsØ i v B, pofftomu f(x_1, ..., x_n) vypolnØetsØ v B. Tak, ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto pole P algebraiqeski zamknuto.

Poskol~ku Λ_i ØvlØetsØ gomomorfnym obrazom P , to libo Λ_i = (0), qto nevozmoßno, libo ϕ_i – izomorfizm, i Λ_i – vkladyvaetsØ v F_i. Tak kak P_i – koneqnaØ algebra nad Λ, to D_i – koneqnomerno nad Λ_i. L¸boe koneqnomernoe telo nad algebraiqeski zamknutym polem sovpadaet s fftim polem, pofftomu D_i = F_i = P , sledovatel~no, P_i = P – pole. PodprØmoe proizvedenie poleæ kommutativno, pofftomu A/ rad(A) – kommutativna, znaqit K_A ⊂ rad(A). V rabote [2] (sm. Lemma 1) dokazano, qto radikal Dßekobsona koneqno poroßdennoæ PI-algebry nad neterovym kol~com Dßekobsona s 1 ØvlØetsØ nil~-idealom, togda K_A – nil~-ideal, i po teoreme Brauna K_A – nil~potentnyæ ideal.

(II) Obwiæ sluqaæ.

Algebru P_i moßno rassmatrivat~ kak Λ_i-algebru, pri fftom

Λ_i – oblast~ celostnosti. Esli α = λe_i ∈ Λ_i \ 0 i a ∈ P_i, to αa = (λe_i)a ≠ 0, tak kak umnoßenie na λe_i svoditsØ k umnoßeni¸

vseh fflementov matricy a na nekotoryæ fflement polØ F_i. Ots¸da sleduet, qto P_i – algebra bez kruqeniØ. Otmetim takße, qto kak i l¸baØ matriqnaØ algebra P_i – prostaØ algebra.

1) Rassmotrim sluqaæ, kogda Λ_i – beskoneqnoe kol~co. Netrudno pokazat~, qto vsØkoe toßdestvo, vypolnennoe v algebre bez kruqeniØ nad beskoneqnym kol~com celostnosti, vypolnØetsØ takße i v tenzornom proizvedenii fftogo kol~ca na pole qastnyh kol~ca skalØrov. Sledovatel~no, toßdestvo f(x_1, ..., x_n) vypolneno v Λ_i ⊗_Λ P_i, gde Λ_i – pole qastnyh Λ_i. Togda, ispol~zuØ sluqaæ I poluqim, qto kommutatornaØ algebra Λ_i ⊗ P_i nil~potentna, a sledovatel~no i K_{Pi} – kommutatornaØ algebra P_i. Esli

30 S. K. VASIL^EV algebra P_i nekommutativna, to K_{Pi} ≠ 0, a tak kak P_i – prostaØ algebra, to K_{Pi} = P_i i (K_{Pi} )^n = P_i dlØ vseh n. Poskol~ku my prixli k protivoreqi¸, algebra P_i ØvlØetsØ kommutativnoæ, a znaqit, P_i – beskoneqnoe pole.

2) Pust~ teper~ Λ_i – koneqnoe kol~co. Tak kak P_i – koneqnaØ algebra nad Λ_i, a Λ_i – koneqnoe kol~co, to P_i koneqno kak mnoßestvo. Sledovatel~no, P_i – koneqnoe telo, i po teoreme Vedderbarna ([4], teorema 3.1.1), P_i – koneqnoe pole.

Itogo A/ rad(A) ØvlØetsØ podprØmym proizvedeniem poleæ, znaqit K_A ⊂ rad(A). Po teoreme Brauna rad(A) ØvlØetsØ nil~potentnym, sledovatel~no, K_A takße nil~potenten.

Lemma 4. Pust~ A – koneqno poroßdennaØ algebra nad neterovym

kol~com Λ. Esli {B_i}^n_{i=0} – podmoduli [D(A), A] takie, qto (1) B_i ⊃ B_i + 1; (2) B_n = (0);

(3) B_i/B_{i+1} – koneqno-poroßdennyæ modul~;

(4) K_AB_i + B_iK_A ⊂ B_{i+1}. Togda [D(A), B_0] – neterov modul~.

Dokazatel~stvo. Tak kak rasxirenie neterova modulØ pri pomowi neterova modulØ ØvlØetsØ neterovym modulem, to dostatoqno pokazat~, qto kaßdyæ iz moduleæ B_i/B_{i+1} neterov. Oboznaqim qerez K_D kommutatornu¸ algebru D(A). Legko videt~, qto K_D ⊂ A^# ⊗ K_A + K_A ⊗ A^{∗#}, pofftomu K_D soderßitsØ v annulØtore modulØ [D(A), B_i/B_{i+1}]. Togda podmoduli moduleæ

[D(A)/K_D , B_i/B_{i+1}] i [D(A), B_i/B_{i+1}] sovpada¸t, pofftomu dosta-

toqno pokazat~ neterovost~ pervogo iz nih. Odnako algebra

D(A)/K_D ØvlØetsØ koneqno poroßdennoæ kommutativnoæ, a zna-

qit, i neterovoæ. Pofftomu [D(A)/K_D, B_i/B_{i+1}] ØvlØetsØ koneqno poroßdennym modulem nad neterovoæ algebroæ, pofftomu i sam ØvlØetsØ neterovym. Lemma dokazana.

Teorema 2. Pust~ V – mnogoobrazie normal~noæ harakteristiki

0 nad Λ, gde Λ – neterovo kol~co Dßekobsona s 1. Esli toßdestva vida ab^m[x, y]c = m−1∑ i=0 α_iab^i[x, y]cb^{m−i}, (I)

a[x, y]b^nc = n−1∑ j=0 β_j b^{n−j}a[x, y]b^jc (II)

O TOȷDESTVAH I MNOGOOBRAZI˚H 31

(gde a,b,c,x,y – bukvy, a α_i,β_j – fflementy Λ) vypolneny v mnogoobrazii V , togda V – mnogoobrazie koneqnogo tipa.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku stepeni m, n moßno uravnØt~ podstanovkoæ vida b → b^l, to ne umalØØ obwnosti budem sqitat~ n = m. Rassmotrim k-poroßdennu¸ otnositel~no svobodnu¸ algebru dannogo mnogoobraziØ A_V = F_k/ Id_k(V ). Tak kak normal~naØ harakteristika mnogoobraziØ ravna nul¸, to Id_k(V ) ⊂ F_kK_{Fk} F_k. DlØ dokazatel~stva koneqnoæ opredelennosti A_V postroim algebru B = F_k/I, gde I ⊂ Id_k(V ) – nekotoryæ koneqno poroßdennyæ ideal F_k, a algebra B obladaet svoæstvom: [D(B), BK_B B] – neterov modul~.

Deæstvitel~no, esli takaØ algebra naædetsØ, to Id_k(V )/I ⊂

BK_B B i ØvlØetsØ ego koneqno poroßdennym podmodulem. Togda Id_k(V )/I, I – koneqno poroßdennye idealy i po zameqani¸ 1.8

ideal Id_k(V ) ØvlØetsØ koneqno poroßdennym.

Postroim takoæ ideal I. Po lemme 1 dannoe mnogoobrazie ØvlØetsØ nematriqnym, i po lemme 3 suwestvuet takoe q, qto

K^q_{AV} = (0) otkuda K^q_{Fn} ⊂ Id_k(V ). Pust~ X = {x_1, ..., x_k} – obrazu-

¸wie F_k, postroim ideal I, poroßdennyæ sledu¸wimi fflementami:

(1) x_r[x_{i1} , x_{j1}]u_1[x_{i2}, x_{j2}]u_2...u_{q−1}[x_{iq} , x_{jq} ]x_s, gde 1 ≤ r, s, i_t, j_t ≤ k, u_i – slova nad X takie, qto deg_y(u_i) ≤ n dlØ vsØkogo y ∈ X;

(2) podstanovki v toßdestva (I), (II) sledu¸wego vida: a →

u_0[x_{i1}, x_{j1}]u_1[x_{i2}, x_{j2}]u_2...u_{p−1}[x_{ip} , x_{jp} ]u_p, b → x_{r1} , x → x_{r2} , y → x_{r3} , c → u_{p+1}[x_{ip} , x_{jp} ]u_{p+2}[x_{ip+1} , x_{jp+1} ]...u_{t+1}[x_{it} , x_{jt}]. Zdes~ 0 ≤ t ≤ q, u_s slova nad X(vozmoßno pustye) takie, qto deg_y(u_s) ≤

n dlØ y ∈ X, 1 ≤ i_s, j_s, r_1, r_2, r_3, r_4 ≤ k, t ≤ q + 2.

�lementy vida (1) leßat v K^q_{Fk} ⊂ Id_k(V ), a fflementy vida (2) vyteka¸t iz toßdestv (I) i (II), pofftomu I ⊂ Id_k(V ).

Pust~ nekotoryæ fflement kakoæ-libo faktor-algebry F_k imeet vid: u_0[x_{i1} , x_{j1}]u_1...u_{r−1}[x_{ir} , x_{jr} ]u_r, gde u_s – slova nad alfavitom X, togda r-stepen~¸ takogo predstavleniØ fflementa budem nazyvat~ summu polnyh stepeneæ u_1, ..., u_{r−1}. Esli 1 < t < r, to t-stepen~¸ takogo fflementa budem nazyvat~ minimum r-stepeneæ sledu¸wih fflementov: [x_{is} , x_{js} ]u_s...u_{s+r−1}[x_{is+t} , x_{js+t} ]u_{s+t}, gde 1 ≤

s ≤ r − t. Faktiqeski, ffto minimal~naØ r-stepen~ ego “podslova”

soderßawego rovno r kommutatorov.

32 S. K. VASIL^EV

Tak kak I – koneqno poroßdennyæ ideal, pokaßem, qto B obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

a) K^{q+2}_B = (0).

Dostatoqno pokazat~, qto BK^q_B B = (0). Deæstvitel~no, takoæ ideal poroßden fflementami vida

x_r[x_{i1} , x_{j1}]u_1[x_{i2}, x_{j2}]u_2...u_{q−1}[x_{iq} , x_{jq} ]x_s, (III)

gde 1 ≤ r, s, i_t, j_t ≤ k, u_i – slova nad X. Esli vse stepeni u_i po vsem peremennym men~xe ili ravny n, to takie fflementy vhodØt v poroßda¸wee mnoßestvo I. Esli net, to dostatoqno pokazat~, qto fflement vida III, v kotorom stepen~ odnogo iz u_i bol~xe n, vyraßaetsØ qerez takie ße fflementy so strogo men~xeæ q-stepen~¸. Esli ffto tak, to putem mnogokratnogo primeneniØ takoæ redukcii moßno svesti fflement k poroßda¸weæ sisteme I.

Oboznaqim qerez R fflement vida III. Zametim, qto esli meßdu kommutatorami v R zamenit~ proizvedenie peremennyh a, b sledu¸wim obrazom ab = ba+[a, b], to ishodnyæ fflement razloßitsØ v lineænu¸ kombinaci¸ dvuh fflementov takogo ße vida, priqem tot, v kotorom uqastvuet [a, b], budet imet~ strogo men~xu¸ qstepen~. Pust~ l – naimen~xiæ nomer takoæ, qto deg_z(u_l) > n. Togda putem kommutirovaniØ peremennyh moßno svesti fflement R k summe: R = R_0 + ∑_t s=1 a_sR_sb_s, gde monomy R_s ime¸t q-stepen~

men~xe q-stepeni R_0, a monom u_l v R_0 imeet vid: u_l = z^nv. Togda moßno vospol~zovat~sØ sootnoxeniem (2) dlØ toßdestva II, gde

a = x_r[x_{i1}, x_{j1} ]u_1...[x_{il}�_1, x_{jl}�_1 ]u_{l−1}, x = x_{il} , y = x_{jl} , b = z, c = l_1(v),

esli v nepusto, i c = [x_{il+1} , x_{jl+1}] v protivnom sluqae. Pri ispol~zovanii takogo sootnoxeniØ fflement R_0 zamenØetsØ na summu fflementov vida: β_sz^{n−s}x_r[x_{i1} , x_{j1}]u_1...[x_{il}�_1, x_{jl}�_1 ]u_{l−1}[x_{il} , x_{jl} ]z^sv[x_{il+1} , x_{jl+1} ]...[x_{iq}, x_{jq} ]x_t. Pri fftom q-stepen~ takih fflementov po sravneni¸ so stepen~¸

R_0 umen~xaetsØ hotØ by na edinicu, tak kak s < n.

b) [D(A), BK_B B/BK^2_B + K^2_B B] – koneqno poroßdennyæ modul~.

Modul~ [D(A), BK_B B] poroßden fflementami vida: x_r[x_i, x_j]x_s, pofftomu i ego faktor-modul~ budet koneqno poroßden.

c) [D(A), BK^2_B + K^2_B B/K^3_B] – koneqno poroßdennyæ modul~.

Modul~ [D(A), BK^2_B + K^2_B B] poroßden fflementami vida:

x_r[x_{i1}, x_{j1}]u[x_{i2}, x_{j2}], [x_{i1}, x_{j1}]u[x_{i2}, x_{j2}]x_r (IV)

O TOȷDESTVAH I MNOGOOBRAZI˚H 33 gde u – l¸boe slovo nad alfavitom X. Pokaßem, qto faktormodul~ poroßden fflementami vida (IV) pri deg_z(u) ≤ n dlØ l¸- bogo z ∈ X. DlØ fftogo dostatoqno pokazat~, qto fflement vida

(IV) s 2-stepen~¸ u bol~xeæ n lineæno vyraßaetsØ qerez ffle-

menty takogo ße vida so strogo men~ximi 2-stepenØmi u. Esli v fflemente vida (IV) v slove u zamenit~ proizvedenie bukv a,b na ab + [a, b], to fflement soderßawiæ [a, b] obratitsØ v nul~, tak kak on soderßit tri kommutatora. Pofftomu moßno sqitat~, qto u imeet vid z^nv dlØ BK^2_B (vz^n dlØ K^2_B B). Togda primenim sootnoxenie (2) dlØ toßestva (I) (ili (II) dlØ K^2_B B):

x_r[x_{i1}, x_{j1}]z^nv[x_{i2}, x_{j2}] = n−1∑ s=1 α_sz^{n−s}x_r[x_{i1}, x_{j1}]z^sv[x_{i2}, x_{j2}],

[x_{i1}, x_{j1}]vz^n[x_{i2}, x_{j2}]x_r = n−1∑ s=1 β_s[x_{i1}, x_{j1}]vz^s[x_{i2}, x_{j2}]x_rz^{n−s}. Tak fflement svoditsØ k lineænoæ kombinacii fflementov so strogo men~ximi 2-stepenØmi, pofftomu takoæ faktor modul~ koneqno poroßden.

d) Moduli [D(A), K^r_B /K^{r+1}_B ], 3 ≤ r ≤ q + 2, koneqno poroßdeny. Takoæ modul~ poroßdaetsØ sistemoæ fflementov

[x_{i1} , x_{j1}]u_1...u_{r−1}[x_{ir} , x_{jr} ], (V)

gde u_s – slova nad alfavitom X. Dokaßem, qto on poroßdaetsØ ee podsistemoæ, sostoØweæ iz fflementov takih, qto deg_y(u_s) < n dlØ vsØkogo y ∈ X i l¸bogo 1 ≤ s < r. Dostatoqno pokazat~, qto fflement, ime¸wiæ monom u_{s0} takoæ, qto deg_{z0} (u_{s0} ) ≥ n dlØ nekotorogo z_0 ∈ X, moßno svesti k summe fflementov iz sistemy (V) ime¸wih strogo men~xu¸ r-stepen~.

Pust~ R – fflement vida (V) i dlØ nekotorogo z ∈ X naædetsØ s takoe, qto deg_z (u_s) ≥ n, togda qerez s_0 oboznaqim naimen~xee sredi takih s. Poskol~ku fflementy u_{s0} moßno perestavlØt~, ne menØØ R, to moßno sqitat~, qto u_{s0} imeet vid: z^nv, gde v – nekotoroe slovo nad X, vozmoßno, pustoe. Togda primenim sootnoxenie (2) dlØ toßdestva (II): a = [x_{i1}, x_{j1}]u_1...[x_{is0}�_1 , x_{js0}�_1 ]u_{s0−1}, x = x_{is0} ,

y = x_{js0} , b = z, c = l_1(v), esli v nepusto, i c = [x_{is0+1} , x_{js0+1} ] v pro-

tivnom sluqae. Togda fflement R budet predstavlen sledu¸wim

34 S. K. VASIL^EV obrazom: R = n−1∑ t=1 β_tz^{n−t}[x_{i1}, x_{j1}]u_1...[x_{is0} , x_{js0} ]z^tv[x_{is0+1} , x_{js0+1} ]...[x_{ir}, x_{jr} ] Tak kak t < n, to r-stepen~ vseh fflementov pravoæ qasti strogo men~xe r-stepeni R, q.t.d.

Teper~ pokaßem, qto iz fftih svoæstv B sleduet, qto modul~ [D(B), BK_B B] neterov. Deæstvitel~no, takoæ modul~ moßet byt~ predstavlen sledu¸weæ baxneæ moduleæ: BK_B B ⊃

BK^2_B + K^2_B B ⊃ K^3_B ⊃ ... ⊃ K^{q+2}_B = 0. Svoæstva a), b), c), d) po-

kazyva¸t, qto kaßdyæ faktor-modul~ dannoæ baxni ØvlØetsØ koneqno-poroßdennym modulem. S drugoæ storony, sledu¸wie vkl¸qeniØ pokazyva¸t, qto K_B soderßitsØ v annulØtore kaßdogo iz faktor-moduleæ: K_B · BK_B B ⊂ K^2_B B; BK_B B · K_B ⊂ BK^2_B K_B · (BK^2_B + K^2_B B) ⊂ K_B BK^2_B + K^3_B B ⊂ K^3_B;

(BK^2_B + K^2_B B) · K_B ⊂ BK^3_B + K^2_B BK_B ⊂ K^3_B

K_B · K^r_B = K^r_B · K_B ⊂ K^{r+1}_B .

Togda po lemme 4 modul~ [D(B), BK_B B] ØvlØetsØ neterovym. �tim teorema dokazana.

5. Neobhodimye usloviØ koneqnosti tipa Lemma 5. Pust~ V – netrivial~noe mnogoobrazie (t.e. otliqnoe

ot Ass), togda Id_2(V ) ≠ 0.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku V – netrivial~noe mnogoobrazie, suwestvuet kakoe-libo netrivial~noe toßdestvo f(x_1, ..., x_r) vypolnØ¸weesØ v V . Vyberem takoe L ≥ 1, qto 2^L ≥ r, i togda razliqnyh slov ot peremennyh x, y dliny L budet bol~xe r. Zanumeruem proizvol~nye r takih razliqnyh slov: u_1(x, y), ..., u_r(x, y). Osuwestvim podstanovku v f : x_i → u_i(x, y), ona i dast iskomoe toßdestvo g(x, y) ot dvuh peremennyh. DlØ togo, qtoby pokazat~, qto ffto toßdestvo netrivial~no, dostatoqno proverit~ sledu¸- wee: esli dva monoma v(x_1, ..., x_r) = x_{i1} ...x_{is} i w(x_1, .., x_r) = x_{j1} ...x_{jt} byli nepodobny v f, to oni ostanutsØ nepodobnymi v g. Esli by dliny monomov byli razliqny, to i posle podstanovki oni ne

O TOȷDESTVAH I MNOGOOBRAZI˚H 35 mogut sovpast~, tak kak dlina kaßdogo monoma uveliqivaetsØ v L raz. Esli dliny byli odinakovy, to naædetsØ takoe minimal~- noe n, qto x_{in} ≠ x_{jn} . Togda posle podstanovki pervye (n − 1) ∗ L bukv monomov sovpadut, a podslova sootvetstvu¸wie x_{in} i x_{jn} ne sovpadut, to est~ monomy ne budut podobny. Lemma dokazana.

Mnogoobrazie vseh associativnyh algebr Ass obladaet svoæstvom, qto v nem ne vypolnØetsØ ni odnogo netrivial~nogo toßdestva i vse ego idealy toßdestv Id_k(V ) ravny nulevomu idealu. Pofftomu ono ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa. V sluqae, esli mnogoobrazie koneqnogo tipa otliqno ot privial~nogo, to okazyvaetsØ, qto v nem vypolnØ¸tsØ nekotorye toßdestva special~nogo vida.

Predloßenie 2. Esli V – mnogoobrazie koneqnogo tipa nad kol~-

com Λ, otliqnoe ot Ass, to v mnogoobrazii V vypolnØetsØ toßdestvo vida: λx^my^n + s∑ i=1 u_i(x, y) = 0, gde λ ∈ Λ \ {0}, a u_i(x, y) – monomy, nepodobnye x^my^n.

Dokazatel~stvo. Po uslovi¸ Id2(V ) – koneqno poroßdennyæ ideal F_2 = ⟨x, y⟩. Poskol~ku V ≠ Ass, to ideal Id(V_2) ≠ 0 po lemme 5. Pust~ Id_2(V ) = (ψ_1, ..., ψ_k), gde ψ_k – polinomy ot nekommutiru¸wih peremennyh. Oboznaqim qerez d naibol~xee celoe qislo takoe, qto x^d ili y^d vhodit v odin iz monomov kakogo-libo iz ψ_i. Rassmotrim netrivial~noe toßdestvo ψ_1(x, y), i proizvedem v nem podstanovku x → x^{d+1}, y → y^{d+1}, oboznaqim poluqennoe toßdestvo f(x, y). Esli vzØt~ l¸boæ monom f(x, y), to l¸boe ego podslovo vida xy^q x ili yx^q y imeet stepen~ q > d. Tak kak Id_2(V ) koneqno poroßden i f(x, y) ∈ V , to f(x, y) = r∑ i=1 a_i(x, y)ψ_{mi} (x, y)b_i(x, y), (1) priqem ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto a_i(x, y), b_i(x, y) – monomy ili pustye slova. Pust~ u(x, y) – nekotoryæ monom

f(x, y). Togda ispol~zuØ sootnoxenie (1), moßno utverßdat~, qto

suwestvu¸t takie monomy u_j (x, y), prinadleßawie ψ_{ij} (x, y), ili

36 S. K. VASIL^EV ravnye nul¸, takie, qto u(x, y) = r∑ i=1 a_i(x, y)u_i(x, y)b_i(x, y). Odnako, esli monom u_i(x, y) soderßit xy^q x ili yx^q y v kaqestve podslova, to i u(x, y) soderßit ffto ße podslovo. Po vyboru d, stepen~ l¸bogo takogo podslova v l¸bom iz monomov u_i ne prevyxaet d, sledovatel~no, i u(x, y) soderßit podslovo xy^q x ili

yx^q y stepeni q ne vyxe d, qto nevozmoßno. Takim obrazom, ni

odin iz monomov u_i(x, y) ne soderßit podslova takogo vida, sledovatel~no, kaßdyæ iz nih imeet vid: λx^my^n ili λy^nx^m dlØ nekotoryh m, n ≥ 0, m + n > 0. Poskol~ku vse takie monomy ne mogut ravnØt~sØ nul¸ (togda u(x, u) = 0), to naædetsØ takoæ ψ_i(x, y), kotoryæ soderßit monom trebuemogo vida. Po opredeleni¸ on prinadleßit Id_2(V ) i znaqit, vypolnØetsØ v V kak toßdestvo. Predloßenie 3. Pust~ V – mnogoobrazie koneqnogo tipa nad

kol~com Λ, otliqnoe ot Ass. Oboznaqim qerez K_∞ = [F_∞, F_∞] kommutatornu¸ algebru. Esli ideal toßdestv Id(V ) soderßitsØ v K^2_∞, to V ne ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim protivnoe: V – mnogoobrazie koneqnogo tipa. Togda po predloßeni¸ 2 v mnogoobrazii V dolßno byt~ vypolneno netrivial~noe toßdestvo f(x, y) = λx^my^n + ∑_s i=1 u_i(x, y) ∈ Id(V ) ⊂ K^2_∞. Pust~ F_∞ = ⟨x_1, ..., x_n, ...⟩, togda ideal K^2_∞ poroßdaetsØ fflementami [x_{i1} , x_{j1}]u[x_{i2}, x_{j2} ], gde u – proizvol~noe slovo ot peremennyh X = {x_i|i ≥ 1}. Togda

f(x_1, x_2) = r∑ k=1 a_k[x_{ik} , x_{jk} ]b_k[x_{pk} , x_{qk} ]c_k, gde a_k, b_k, c_k – monomy ot peremennyh X. Ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto v pravoæ qasti uqastvu¸t tol~ko peremennye x_1 i x_2 : dlØ fftogo dostatoqno sdelat~ podstanovku x_i → 0 pri i > 2. Togda my poluqim sootnoxenie:

f(x_1, x_2) = r∑ k=1 a_k(x_1, x_2)[x_1, x_2]b_k(x_1, x_2)[x_1, x_2]c_k(x_1, x_2).

Togda suwestvuet takoe k, qto sredi monomov, poroßdennyh polinomom

a_k(x_1, x_2)[x_1, x_2]b_k(x_1, x_2)[x_1, x_2]c_k(x_1, x_2),

O TOȷDESTVAH I MNOGOOBRAZI˚H 37 est~ monom, podobnyæ λx_1^mx_2^n. Vypixem vse monomy, poluqa¸- wiesØ v rezul~tate raskrytiØ skobok v fftom vyraßenii:

a_k(x_1, x_2)x_1x_2b_k(x_1, x_2)x_1x_2c_k(x_1, x_2), a_k(x_1, x_2)x_1x_2b_k(x_1, x_2)x_2x_1c_k(x_1, x_2), a_k(x_1, x_2)x_2x_1b_k(x_1, x_2)x_1x_2c_k(x_1, x_2), a_k(x_1, x_2)x_2x_1b_k(x_1, x_2)x_2x_1c_k(x_1, x_2).

Kaßdyæ iz fftih monomov soderßit podslovo vida x_1ux_2vx_1 ili x_2ux_1vx_2, gde u, v – kakie-to slova ot peremennyh x_1,x_2. Odnako monom λx_1^mx_2^n ne moßet soderßat~ podslovo takogo vida. Tem samym poluqeno protivoreqie, i teorema dokazana.

Sledstvie 3. Nad l¸bym kommutativnym kol~com s ediniceæ,

standartnoe toßdestvo stepeni vyxe dvuh i toßdestvo nnil~potentnosti dlØ n ≥ 2 ne ØvlØ¸tsØ toßdestvami koneqnogo tipa.

Dokazatel~stvo. Otmetim, qto ideal K^2_∞ ØvlØetsØ toßdestvennym, to est~ esli kakoe-libo toßdestvo soderßitsØ v nem, to tam ße soderßatsØ i vse ego sledstviØ.

1) Standartnoe toßdestvo S_n. To, qto ono ne ØvlØetsØ toßdestvom koneqnogo tipa pri n = 3, vytekaet iz teoremy 1. Moßno neposredstvenno proverit~, qto S_4(x_1, x_2, x_3, x_4) vyraßaetsØ sledu¸weæ formuloæ:

[x_1, x_2][x_3, x_4] − [x_1, x_3][x_2, x_4] + [x_1, x_4][x_2, x_3]

+[x_2, x_3][x_1, x_4] − [x_2, x_4][x_1, x_3] + [x_3, x_4][x_1, x_2].

Pofftomu S_4 ∈ K^2_∞, i znaqit, ideal toßdestv, poroßdennyæ S_4, takße soderßitsØ v K^2_∞. Pri n ≥ 4 vse monomy S_4 raspada¸tsØ na nepereseka¸wiesØ klassy po sledu¸wemu otnoxeni¸ ffkvivalentnosti: u_1σu_2 esli l_{n−4}(u_1) = l_{n−4}(u_2), to est~ pervye n − 4 bukvy dannyh slov sovpada¸t. Poskol~ku poslednie 4 bukvy v odnom klasse probega¸t vse perestanovki iz qetyreh bukv, to summa fflementov odnogo klassa moßet byt~ predstavlena kak:

vS_4(x_{i1}, x_{i2}, x_{i3}, x_{i4}), gde v – monom iz n − 4 bukv, a x_{ij} razliqnye

bukvy iz x_1, ..., x_n. Tak kak S_4 ∈ K^2_∞, to i S_n ∈ K^2_∞.

Itak, ideal toßdestv mnogoobraziØ zadannogo S_n soderßitsØ v K^2_∞, i po predloßeni¸ 3 dannoe toßdestvo ne ØvlØetsØ toßdestvom koneqnogo tipa.

38 S. K. VASIL^EV

2) Toßdestvo P (x_1, ..., x_n, y_1, ..., y_n, z_1, ..., z_{n−1}) = [x_1, y_1]z_1[x_2, y_2]z_2...z_{n−1}[x_n, y_n] leßit v K^2_∞ pri n ≥ 2, pofftomu tam ße leßit i ideal toßdestv mnogoobraziØ, zadannogo toßdestvom P . Soglasno predloßeni¸ 3 takoe mnogoobrazie ne ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo ti- pa. Sledstvie 4. Mnogoobrazie,poroßdennoe algebroæ matric Mn(Λ)

nad beskoneqnoæ oblast~¸ celostnosti Λ s 1, ne ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto ffto ne tak, togda po predloßeni¸ 1 v dannom mnogoobrazii, a sledovatel~no, i v algebre

M_n(Λ) vypolnØetsØ toßdestvo vida f(x, y) = λx^my^n + ∑_k i=1 u_i(x, y). Dostatoqno pokazat~, qto vypolnimost~ takogo toßdestva v

M_2(Λ) vedet k protivoreqi¸.

Tak kak Λ – oblast~ celostnosti, to M_2(Λ) ØvlØetsØ algebroæ bez kruqeniØ (nad Λ). Horoxo izvestno, qto ideal toßdestv algebry bez kruqeniØ nad beskoneqnym polem ØvlØetsØ odnorodnym. Rassmotrim odnorodnu¸ komponentu toßdestva f(x, y) po stepeni m po x i stepeni n po y, oboznaqim ee f_0(x, y). Togda

f_0(x, y) = λx^my^n + ∑_k i=1 v_i(x, y), gde vse monomy v_i soderßat pod-

slovo yx (v protivnom sluqae monom dolßen imet~ vid γx^ky^l , qto nevozmoßno). Proizvedem podstanovku: x → a = ( 1 1 0 0 ) ; y → b = ( 0 0 0 1 ) ← Neposredstvennym podsqetom proverØetsØ, qto a, b – idempoten-

ty i ab = ( 0 1 0 0 ) , ba = 0. Takim obrazom vse monomy v_i obrawa- ¸tsØ v nul~ i

f_0(a, b) = ( 0 λ 0 0 ) . Sledovatel~no, takoe toßdestvo ne moßet vypolnØt~sØ v M_2(Λ), – protivoreqie poluqeno.

Predloßenie 4. Esli V – netrivial~noe mnogoobrazie koneqnogo

tipa nad beskoneqnym polem P , togda v mnogoobrazii V vypolnØetsØ netrivial~noe toßdestvo vida: ∑ y^{mi} xy^{ni} = 0.

O TOȷDESTVAH I MNOGOOBRAZI˚H 39

Dokazatel~stvo. Rassmotrim Id2(V ) kak ideal F2 = ⟨x, y⟩. Po uslovi¸ on poroßden nekotorymi fflementami ψ_1, ..., ψ_k. Tak kak V netrivial~no, to ψ_i ≠ 0 dlØ vsØkogo i. Oboznaqim qerez d naibol~xee celoe k takoe, qto nekotoryæ iz ψ_i soderßit monom vida

uxy^dxv, gde u,v – slova ot x, y. Esli takogo k ne suwestvuet, to

budem sqitat~ d = 0. Dokaßem, qto v mnogoobrazii V vypolnØetsØ toßdestvo f(x, y) takoe, qto deg_x f(x, y) ≤ 1. Esli stepen~ ψ_1 po x bol~xe 1, to proizvedem zamenu x → y^{d+1}xy^{d+1}, oboznaqim rezul~tat qerez g(x, y). Togda vse monomy g(x, y) ime¸t taku¸ ße stepen~ po x, kak i sootvetstvu¸wie im monomy ψ_1, i znaqit, v g(x, y) naædetsØ monom stepeni vyxe 1 po x, oboznaqim ego qerez u(x, y). Togda u(x, y) = y^{n1} xy^{n2} x...xy^{ns} , gde stepeni n_i > d. Po uslovi¸ g(x, y) = ∑ a_i(x, y)ψ_{mi} (x, y)b_i(x, y), gde a_i(x, y), b_i(x, y) – monomy ot x,y. Togda suwestvuet takoe i i monom u_i(x, y) iz ψ_{mi} (x, y), qto monom a_i(x, y)u_i(x, y)b_i(x, y) podoben

u(x, y). Esli monom u_i(x, y) soderßit podslovo vida xy^kx, to k ≥

d, a u(x, y) soderßit podslova takogo vida tol~ko pri k > d, pofftomu ffto nevozmoßno. Takim obrazom, monom u_i(x, y) dolßen imet~ pervu¸ stepen~ po x. Poskol~ku v beskoneqnom pole moßno vydelit~ l¸bu¸ odnorodnu¸ komponentu vernogo toßdestva i poluqit~ takße vernoe toßdestvo (v dannom mnogoobrazii), to vydelim odnorodnu¸ komponentu polinoma ψ_{mi} (ili ψ_1) po x, v rezul~tate poluqim toßdestvo trebuemogo vida. Ono ØvlØetsØ netrivial~nym, tak kak naxelsØ hotØ by odin nenulevoæ monom stepeni 1 po peremennoæ x.

6. Strukturnye svoæstva mnogoobraziæ koneqnogo tipa Predloßenie 5. Pust~ V1, V2 – mnogoobraziØ koneqnogo tipa nad

kol~com Λ, togda V_1 ∩V_2 takße ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa.

Dokazatel~stvo. Po zameqani¸ 1.12 dostatoqno pokazat~, qto dlØ vsØkogo natural~nogo n Id_n(V_1 ∩V_2) ØvlØetsØ koneqno poroßdennym idealom v F_n. Iz punkta 1.11 sleduet, qto Id_n(V_1 ∩V_2) =

Id_n(V_1) + Id_n(V_2), i tak kak V_1, V_2 – mnogoobraziØ koneqnogo tipa,

to Id_n(V_1), Id_n(V_2) – koneqno poroßdennye idealy. Summa koneqno poroßdennyh idealov ØvlØetsØ koneqno poroßdennym idealom, pofftomu Id_n(V_1 ∩ V_2) koneqno poroßden.

40 S. K. VASIL^EV

Sledstvie 5. Pust~ X = (x1, ..., xm), Y = (y1, ..., yn), X ∩ Y =

∅. Esli f(X), g(Y ) – toßdestva koneqnogo tipa nad kol~com Λ, togda toßdestvo f(X) + g(Y ) – toßdestvo koneqnogo tipa.

Dokazatel~stvo. DokazyvaetsØ neposredstvenno iz predloßeniØ 5, ispol~zuØ svoæstva idealov toßdestv (1.11). Predloßenie 6. Pust~ V1, V2 – mnogoobraziØ nad kol~com Λ. Esli

V_1 ∩ V_2 i ⟨V_1, V_2⟩ – mnogoobraziØ koneqnogo tipa, to V_1, V_2 takße mnogoobraziØ koneqnogo tipa.

Dokazatel~stvo. Fiksiruem proizvol~noe m ≥ 1 i pokaßem, qto

I_1 = Id_m(V_1) i I_2 = Id_m(V_2) – koneqno poroßdennye idealy al-

gebry F_m. Oboznaqim J = I_1 ∩ I_2, togda po zameqaniØm 1.11, 1.12 J = Id_m(⟨V_1, V_2⟩), I_1 + I_2 = Id_m(V_1 ∩ V_2) – koneqno poroßdennye idealy. Pust~ I_1 + I_2 = (ϕ_1 + ψ_1, ..., ϕ_s + ψ_s), gde ϕ_i ∈ I_1 i

ψ_i ∈ I_2. Dokaßem, qto obrazy ϕ_i pri kanoniqeskom gomomorfiz-

me π : F_m → F_m/J poroßda¸t I_1/J. Pust~ x ∈ I_1, togda x = s∑ i=1 a_iϕ_ib_i + s∑ i=1 c_iψ_id_i, gde a_i, b_i, c_i, d_i ∈ F^#_m . Togda s∑ i=1 a_iϕ_ib_i ∈ I_1, otkuda s∑ i=1 c_iψ_id_i = x − s∑ i=1 a_iϕ_ib_i ∈ I_1. S drugoæ storony, ψ_i ∈ I_2 i znaqit, s∑ i=1 c_iψ_id_i ∈ I_1 ∩ I_2 = J.

Takim obrazom, v algebre F_m/J vypolneno: x = ∑ ∑_s i=1 a_iϕ_ib_i,

i ϕ_i poroßda¸t I_1/J. Analogiqno I_2/J koneqno poroßden, i po zameqani¸ 1.8 poluqim, qto I_1 i I_2 koneqno poroßdeny. Predloßenie 7. Pust~ Λ – neterovo kol~co Dßekobsona s 1. To-

gda suwestvu¸t mnogoobraziØ V_1, V_2, V_3 nad Λ takie, qto V_1 ⊂ V_2 ⊂ V_3 i V_1, V_3 – mnogoobraziØ koneqnogo tipa, a V_2 – ne koneqnogo tipa.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim mnogoobraziØ algebr, zadannye sledu¸wimi sistemami toßdestv:

V_1 = {[x, y] = 0}, V_2 = { [a, b][c, d] = 0 a[x, y]b = 0, V_3 = {a[x, y]c = 0}.

O TOȷDESTVAH I MNOGOOBRAZI˚H 41 To, qto mnogoobrazie V_1 ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa, sleduet iz teoremy 1. Koneqnost~ tipa mnogoobraziØ V_3 vytekaet iz predloßeniØ 1. Mnogoobrazie V_2 imeet levu¸ i pravu¸ normal~nu¸ harakteristiku ravnu¸ nul¸, a ego normal~- naØ harakteristika ravna 1, pofftomu po teoreme 1 ono ne ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa. To, qto V_1 ⊂ V_2 ⊂ V_3, proverØetsØ neposredstvenno, tak kak bazis toßdestv V_i sleduet iz bazisa toßdestv V_{i+1}.

Predloßenie 8. Pust~ Λ – neterovo kol~co Dßekobsona s 1. To-

gda suwestvu¸t mnogoobraziØ V_1, V_2, V_3 nad Λ takie, qto V_1 ⊂ V_2 ⊂ V_3 i V_1, V_3 – mnogoobraziØ ne koneqnogo tipa, a V_2 – koneqnogo tipa.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim mnogoobraziØ algebr, zadannye sledu¸wimi sistemami toßdestv:

V_1 = {[a, b][x, y][c, d] = 0}, V_2 = [a, b][x, y][c, d] = 0 ab[x, y]c = 0 a[x, y]bc = 0, V_3 = { [a, b][c, d] = 0 a[x, y]b = 0 . Neposredstvenno iz opredeleniæ proverØetsØ, qto V_1 ⊂ V_2 ⊂ V_3, tak kak bazis toßdestv V_i sleduet iz bazisa toßdestv V_{i+1}. Iz predloßeniØ 3 vytekaet, qto V_1 ne ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa. Iz teoremy 2 sleduet, qto V_2 ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa. Mnogoobrazie V_3 imeet levu¸ i pravu¸ normal~nu¸ harakteristiku ravnu¸ nul¸, a ego normal~naØ harakteristika ravna 1, pofftomu po teoreme 1 ono ne ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa.

Predloßenie 9. Esli Λ – neterovo kol~co Dßekobsona s 1, to

suwestvu¸t takie mnogoobraziØ koneqnogo tipa V_1, V_2 nad Λ, qto mnogoobrazie, poroßdennoe V_1 i V_2, ne ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa.

Dokazatel~stvo. Opredelim V1 i V2 kak mnogoobraziØ, zadannye toßdestvami a[x, y] = 0 i [x, y]a = 0 sootvetstvenno. Togda po teoreme 1 oba mnogoobraziØ oblada¸t svoæstvom koneqnosti tipa. Oboznaqim qerez K_∞ kommutatornu¸ algebru F_∞. Ne-

42 S. K. VASIL^EV posredstvenno proverØetsØ, qto ν_l(V_1) = 0 i ν_r(V_2) = 0, otkuda sleduet, qto Id(V_1) ⊂ F_∞K_∞ i Id(V_2) ⊂ K_∞F_∞(sm. p. 1.13). Oboznaqim qerez V mnogoobrazie, poroßdennoe V_1 i V_2, togda

Id(V ) = Id(V_1) ∩ Id(V_2) (sm. p. 1.11). Sledovatel~no, Id(V ) ⊂ F_∞K_∞ ∩ K_∞F_∞, a znaqit, ν_l(V ) = ν_r(V ) = 0. Odnako, toßdestvo f(a, b, c) = a[b, c] − b[a, c] + c[a, b] vypolnØetsØ v V . Deæstvitel~-

no, oqevidno, qto ono ØvlØetsØ sledstviem toßdestva a[x, y] = 0 i znaqit, vypolneno v V_1. S drugoæ storony, zapisav cepoqku ravenstv: f(a, b, c) = a[b, c] − b[a, c] + c[a, b] = abc − acb − bac + bca + cab − cba = [a, b]c − [a, c]b + [b, c]a, poluqim, qto ono takße ØvlØetsØ sledstviem toßdestva [x, y]a = 0, to est~ vypolnØetsØ v V_2. Togda, po opredeleni¸ V toßdestvo f(a, b, c) vypolnØetsØ v V . Odnako ν(f(a, b, c)) = 1, a znaqit, i ν(V ) = 1, i po teoreme 1 dannoe mnogoobrazie ne ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa.

7. KlassifikaciØ

Poluqennye rezul~taty pozvolØt provesti nekotoru¸ klassifikaci¸ mnogoobraziæ algebr nad proizvol~nym polem P . Pust~ dano nekotoroe mnogoobrazie algebr V nad P . Qerez K_∞ oboznaqim kommutatornu¸ algebru F_∞. Razbienie po sluqaØm budet osuwestvlØt~sØ na osnove ideala toßdestv mnogoobraziØ V : (1) Id(V ) ⊄ F_∞K_∞ ∩ K_∞F_∞ – V koneqnogo tipa; (2) Id(V ) ⊂ F_∞K_∞∩K_∞F_∞; Id(V ) ⊄ F_∞K_∞F_∞ – V ne koneqnogo tipa;

(3) Id(V ) ⊂ F_∞K_∞F_∞;

(3.1) Id(V ) ⊂ K^2_∞ – V ne koneqnogo tipa; (3.2) Id(V ) ⊄ K^2_∞ – neizvestno.

Dalee, opixem kaßdyæ iz sluqaev bolee podrobno: (1) Dannoe uslovie na ideal toßdestv ravnosil~no tomu, qto

ν_l(V ) + ν_r (V ) ≠ 0 (sm. 1.12), a v sluqae polØ ffto ravnosil~-

no tomu, qto ν_l(V ) + ν_r(V ) = 1. Togda po teoreme Kublanovskogo mnogoobrazie ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa.

(2) Uslovie Id(V ) ⊄ F_∞K_∞F_∞ ffkvivalentno tomu, qto ν(V ) ≠ 0 (sm. 1.12), i tak kak mnogoobrazie nad polem, to ffto ravnosil~no ν(V ) = 1. S drugoæ storony, uslovie Id(V ) ⊂

O TOȷDESTVAH I MNOGOOBRAZI˚H 43

F_∞K_∞ ∩ K_∞F_∞ vleqet ν_l(V ) + ν_r(V ) = 0, togda po kriteri¸

Kublanovskogo mnogoobrazie V ne ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa.

(3.1) Predloßenie 3 pokazyvaet, qto dannoe mnogoobrazie ne ØvlØetsØ mnogoobraziem koneqnogo tipa.

(3.2) O takih mnogoobraziØh poka net informacii, krome togo, qto sredi mnogoobraziæ, podpada¸wih pod dannyæ sluqaæ, est~ kak mnogoobraziØ koneqnogo tipa, tak i ne koneqnogo tipa. Tak, primerom mnogoobraziØ koneqnogo tipa ØvlØetsØ mnogoobrazie, zadannoe toßdestvom a[x, y]b = 0 (sm. sledstvie 2). Toßdestvo ne koneqnogo tipa, podhodØwee pod dannyæ sluqaæ privedeno v dokazatel~stve predloßeniØ 9 : a[b, c] − b[a, c] + c[a, b]. Ego levaØ i pravaØ normal~- naØ harakteristiki ravny nul¸, a normal~naØ ravna 1, sledovatel~no, po teoreme 1 dannoe toßdestvo ne ØvlØetsØ toßdestvom koneqnogo tipa.

Literatura

1. V. T. Markov, O sistemah obrazu¸wih T-idealov koneqno-poroßdennyh svobodnyh algebr. — Algebra i Logika 18, No. 5 (1979), 587–598.

2. S. I. Kublanovskiæ, O mnogoobraziØh associativnyh algebr, s lokal~nymi usloviØmi koneqnosti. — Algebra i Logika 9, No. 4 (1997), 119–174.

3. O. G. Kharlampovich and M. V. Sapir, Algorithmic problems in varieties. — In-

ternat. J. Algebra Comput. 5, No. 4–5 (1995), 379–602. Algebra i Logika 9, No. 4 (1997), 119–174.

4. I. Hersteæn, Nekommutativnye kol~ca. Mir, M. (1972). 5. N. Dßekobson, Stroenie kolec. IL., M. (1961).

6. S. I. Kublanovskiæ, Lokal~no finitno approksimiruemye i lokal~no predstavimye mnogoobraziØ associativnyh kolec i algebr. – Leningr. gos. ped. in-t., L. (1982) (Rukopis~ dep. v VINITI No. 6143-82 Dep.).

7. N. Burbaki, Mnogoqleny i polØ; uporØdoqennye gruppy. Nauka, M. (1966).

Vasiliev S. K. On identities and varieties of associative algebras of finite type.

Varieties, where each finitely generated relatively free algebra is finitely defined, are considered. Description of such varieties with identities is obtained and a number of their structural properties is found.

Postupilo 6 dekabrØ 2003 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet