Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 304, 2003 g.

A. XlØpentoh

DIOFANTOVA NERAZREXIMOST^ DL˚ NEKOTORYH FUNKCIONAL^NYH POLE` BESKONEQNO` STEPENI TRANSCENDENTNOSTI I POLOȷITEL^NO` HARAKTERISTIKI

1. Vvedenie

Interes k zadaqam diofantovyh predstavleniæ i diofantovoæ razreximosti voshodit k voprosu, postavlennomu Gil~bertom: suwestvuet li univesal~nyæ algoritm, kotoryæ po zadannomu polinomial~nomu uravneni¸ ot neskol~kih peremennyh nad Z opredelØet, imeet li dannoe uravnenie rexeniØ v Z? Na fftot vopros, izvestnyæ takße kak desØtaØ problema Gil~berta, v rabotah M. Deævisa, H. Patnama, Dß. Robinson i ı. MatiØseviqa byl dan otricatel~nyæ otvet (sm. [6] i [7]). Posle ustanovleniØ fftogo rezul~tata analogiqnye voprosy stavilis~ dlØ drugih poleæ i kolec. Bessporno, dvumØ naibolee interesnymi i sloßnymi otkrytymi problemami v fftoæ oblasti ØvlØ¸tsØ voprosy diofantovoæ razreximosti nad Q i nad kol~cami algebraiqeskih celyh qisel proizvol~nyh qislovyh poleæ. Odin iz sposobov rexeniØ voprosa o diofantovoæ razreximosti nad kol~com harakteristiki 0 sostoit v postroenii diofantova predstavleniØ mnoßestva Znad fftim kol~com. �to ponØtie opredelØetsØ dalee.

1.1. Opredelenie. Pust~ R – kol~co, a A ⊂ R. My govorim,

qto A obladaet diofantovym predstavleniem nad R, esli suwestvuet takoæ mnogoqlen f(t, x_1, . . . , x_n) ∈ R[t, x_1, . . . , x_n], qto dlØ vsØkogo t ∈ R imeem ∃x_1, . . . , x_n ∈ R, f(t, x_1, ..., x_n) = 0 ⇐⇒ t ∈ A. Pri podderßke NSF (grant DMS-9988620). Perevod s angliæskogo M. A. Vsemirnogo. 141

142 A. XL˚PENTOH

Moßno pokazat~, qto esli pole qastnyh kol~ca R ne ØvlØetsØ algebraiqeski zamknutym, to dopustimy diofantovy predstavleniØ sostoØwie iz neskol~kih mnogoqlenov; pri fftom sut~ otnoxeniØ ne izmenØetsØ. (Dal~neæxie podrobnosti sm. v [7].) V obwem sluqae, esli pole qastnyh rassmatrivaemogo kol~ca ne ØvlØetsØ algebraiqeski zamknutym, to s toqki zreniØ obsußdeniØ diofantovyh predstavleniæ i diofantovoæ razreximosti koneqnaØ sistema polinomial~nyh uravneniæ vsegda ffkvivalentna odnomu polinomial~nomu uravneni¸. Drugimi slovami, koneqnaØ sistema polinomial~nyh uravneniæ moßet byt~ ffffektivnym obrazom zamenena na edinstvennoe polinomial~noe uravnenie, kotoroe imeet rexeniØ v rassmatrivaemom kol~ce togda i tol~ko togda, kogda razrexima i ishodnaØ sistema.

Byli poluqeny diofantovy predstavleniØ mnoßestva Znad nekotorymi podkol~cami sledu¸wih qislovyh poleæ: vpolne vewestvennyh rasxireniæ polØ Q, ih vpolne kompleksnyh rasxireniæ stepeni 2, poleæ s rovno odnoæ paroæ soprØßennyh kompleksnyh vloßeniæ, nekotoryh poleæ stepeni 4 i nekotoryh vpolne vewestvennyh beskoneqnyh rasxireniæ polØ Q. Dal~- neæxie detali, kasa¸wiesØ fftih rezul~tatov sm. v [8, 11, 12, 25, 27, 37, 28, 29, 32] i [33]. Odnako, v rexenii diofantovoæ problemy^1 polØ Q progress ne stol~ znaqitelen. Bolee togo, odnim iz sledstviæ serii gipotez Barri Mazura i Kollio– Telena, Suinnerton–Daæera i Skorobogatova ØvlØetsØ to, qto Z ne imeet diofantovogo predstavleniØ nad Q, i pofftomu sleduet iskat~ drugie metody rexeniØ diofantovoæ problemy polØ Q. (Gipotezy Mazura moßno naæti v [20–22] i [23]. Kollio–Telen, Suinnerton–Daæer i Skorobogatov naxli kontrprimer k samoæ sil~noæ iz gipotez Mazura. Ih modifikaci¸ gipotezy Mazura v svete fftogo kontrprimera moßno naæti v [4].) Po povodu obsußdeniØ teoretiko-model~nyh aspektov gipotez Mazura my otsylaem qitatelØ k [5] i [38].

OstaetsØ otkrytym obwiæ vopros o suwestvovanii diofantovyh predstavleniæ celyh racional~nyh i algebraiqeskih qisel nad celozamknutymi podkol~cami qislovyh poleæ (vkl¸qaØ sami polØ).

1Zdes~ i dalee pod diofantovoæ problemoæ nekotorogo polØ avtor podrazumevaet analog 10-æ problemy Gil~berta nad sootvetstvu¸wim polem. — Prim. perev.

DIOFANTOVA NERAZREXIMOST^ 143 Nad funkcional~nymi polØmi zadaqa v bol~xeæ stepeni poddaetsØ usiliØm. Po povodu nailuqxih izvestnyh rezul~tatov dlØ funkcional~nyh poleæ harakteristiki 0 otsylaem qitatelØ k [9, 16, 18] i [41]. Odnako gorazdo bol~xe izvestno o funkcional~nyh polØh i kol~cah poloßitel~noæ harakteristiki. V qastnosti, byli poluqeny sledu¸wie rezul~taty. T. Feædas dokazal diofantovu nerazreximost~ dlØ polØ racional~nyh funkciæ nad koneqnym polem konstant harakteristiki bol~xeæ dvuh (sm. [26]). K. Videla dokazal analogiqnyæ rezul~tat, kogda harakteristika ravna dvum (sm. [39]). Kim i Roux rasprostranili rezul~tat Feædasa na proizvol~noe pole racional~nyh funkciæ K harakteristiki p bol~xeæ dvuh, ne soderßawee algebraiqeskogo zamykaniØ koneqnogo polØ (sm. [17]). Avtor nastoØweæ stat~i rasprostranila rezul~tat Feædasa na proizvol~noe pole funkciæ odnoæ peremennoæ nad koneqnym polem konstant harakteristiki bol~xeæ dvuh (sm. [31]). Dalee, v [34] avtor dannoæ stat~i dokazala sledu¸wee utverßdenie.

1.2. Teorema. Pust~ K – pole algebraiqeskih funkciæ harakteri-

stiki p > 2. Pust~ C – algebraiqeskoe zamykanie koneqnogo polØ v K. Predpoloßim, qto C obladaet rasxireniem stepeni p. Predpoloßim takße, qto K soderßit podpole K_1, vozmoßno sovpada¸wee s C, i takie fflementy u, x, qto u transcendenten nad K_1, x algebraiqeskiæ nad C(u) i K = K_1(u, x). Togda diofantova problema polØ K nerazrexima.

V [36] avtor nastoØweæ stat~i pokazala, qto desØtaØ problema Gil~berta nerazrexima v l¸bom pole, koneqnoporoßdennom nad koneqnym polem harakteristiki bol~xeæ dvuh. Zatem v [13] Kirstin Aæzentrager dokazala teoremu 1.2 v sluqae, kogda harakteristika ravna dvum. V nastoØweæ rabote my obobwaem teoremu 1.2 i osnovnoæ rezul~tat iz [36] i dokazyvaem sledu¸wu¸ teoremu

1.3. Teorema. Pust~ M – proizvol~noe pole funkciæ harakteri-

stiki p > 0, takoe, qto algebraiqeskoe zamykanie koneqnogo polØ v M obladaet rasxireniem stepeni p. Pust~ L – proizvol~noe pole, koneqnoporoßdennoe nad C i takoe, qto L i M lineæno razdeleny nad C. Poloßim K = M L. Togda diofantova problema polØ K nerazrexima.

Dokazatel~stvo fftogo rezul~tata sleduet metodu, primenØe-

144 A. XL˚PENTOH momu praktiqeski vo vseh rezul~tatah, svØzannyh s diofantovymi predstavleniØmi nad polØmi poloßitel~noæ harakteristiki. �tot metod byl razrabotan Denefom v [10] i primenen Feædasom v [24]. DlØ togo qtoby ob¨Øsnit~ sut~ fftogo metoda, nam potrebuetsØ dat~ opredelenie i sformulirovat~ lemmu.

1.3. Opredelenie. Pust~ m, n, p ∈ N i p – prostoe qislo. Simvol

“n|_pm” oznaqaet ∃s ∈ N, m = np^s.

1.4. Lemma. Togda ne suwestvuet obwego algoritma, kotoryæ po

zadannomu naboru {P_i(z_{i,1}, . . . , z_{i,ki} ), Q_i(z_{i,1}, . . . , z_{i,mi} )} mnogoqlenov

nad Z, stepen~ kotoryh ne prevoshodit 1, opredelØl by razrexi-

most~ sledu¸weæ sistemy v N: P_i(z_{i,1}, . . . , z_{i,ki} )|_pQ_i(z_{i,1}, . . . , z_{i,mi} ) (1.1) (sm. [24] teorema1).

�ta lemma, dokazannaØ Feædasom, primenØetsØ v predloßenii 1.6 dlØ togo, qtoby nametit~ put~ k dokazatel~stvu diofantovoæ nerazreximosti nad polem funkciæ. Preßde qem formulirovat~ predloßenie, nam neobhodimo vvesti pervyæ nabor oboznaqeniæ, ispol~zuemyh v fftoæ stat~e.

1.5. OboznaqeniØ.

• Pust~ K – pole funkciæ poloßitel~noæ harakteristiki p, separabel~no poroßdennoe nad polem konstant C_K .

• Pust~ fflement u ∈ K \C_K takov, qto rasxirenie K/C_K(u) separabel~no.

• Pust~ pole C algebraiqno nad koneqnym polem harakteristiki p. Predpoloßim, qto C algebraiqeski zamknuto v C_K.

• Pust~ F – algebraiqeskoe zamykanie polØ C(u) v K.

1.6. Predloßenie. Pust~ p – prostoæ divizor polØ F nerazvet-

vlennyæ v rasxirenii K/F . Pust~ IN T (p) – proizvol~noe podmnoßestvo polØ K, oblada¸wee sledu¸wimi svoæstvami. Esli w ∈ IN T (p), to w ØvlØetsØ celym vo vseh delitelØh prostogo p v K. Dalee, IN T (p) soderßit vse celye v p fflementy iz F . Poloßim P (K) = {(x, y) ∈ K^2|∃s ∈ N, y = x^{ps} }. Togda, esli mnoßestva IN T (p) i P (K) diofantovy nad K, to desØtaØ problema Gil~berta nad K nerazrexima.

DIOFANTOVA NERAZREXIMOST^ 145

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo fftogo predloßeniØ ves~ma

shodno s dokazatel~stvom lemmy 1.5 iz [31], odnako nekotorye detali trebu¸t izmeneniØ. Pust~ p =

∏ pi – faktorizaciØ divizora p v K. (TakaØ faktorizaciØ imeet smysl s uqetom lemmy 5.1 iz priloßeniØ.) Rassmotrim otobraßenie f mnoßestva

N v mnoßestvo vseh podmnoßestv K, opredelennoe sledu¸wim

obrazom: f(n) = {x ∈ K|ordp_1 x = n}. Soglasno slaboæ teoreme ob approksimacii (sm. predloßenie 2.1 na str. 14 iz [14]), dlØ vsØkogo n imeem f(n) ∩ F ≠ ∅. Takim obrazom, dlØ proizvol~nyh natural~nyh qisel n_1, n_2, n_3 ∈ N ravenstvo n_1 = n_2 + n_3 ravnosil~no suwestvovani¸ z_i ∈ f(n_i), takih, qto z_1 = z_2z_3. Dalee, dlØ proizvol~nyh natural~nyh qisel n, m uslovie n|_pm ravnosil~no suwestvovani¸ x ∈ f(n), y ∈ f(m), w ∈ K, takih, qto (x, w) ∈ P (K), (y/w), (w/y) ∈ IN T (p). Sledu¸wie dva razdela stat~i posvØweny diofantovym predstavleniØm mnoßestv IN T (p) i P (K), sootvetstvenno. V qetvertom razdele dokazyvaetsØ rezul~tat o nerazreximosti.

2. Celoqislennost~ v koneqnom qisle prostyh

Dokazatel~stvo, privedennoe niße, oqen~ blizko k dokazatel~stvam iz [34]. Osnovnoe razliqie sostoit v tom, qto zdes~ my ne predpolagaem, qto vybrannyæ prostoæ divizor iz F ostaetsØ prostym i v K. My tol~ko predpolagaem, qto on nerazvetvlen. Preßde qem my pereædem k tehniqeskim detalØm, nam potrebuetsØ novyæ nabor oboznaqeniæ i predpoloßeniæ.

2.1. OboznaqeniØ i predpoloßeniØ.

• Predpoloßim, qto C obladaet rasxireniem stepeni p i soderßit vse rexeniØ uravneniØ x^{p2} − x = 0.

• Pust~ C̃ – algebraiqeskoe zamykanie polØ C. • Pust~ q – prostoæ divizor polØ F stepeni 1. • Pust~ q_{K,1}, . . . , q_{K,m} – ffto vse somnoßiteli q v K; krome togo predpoloßim, qto deg_K (q_{K,i}) = e(q_{K,i}/q) = 1 dlØ i = 1, . . . , m. • Pust~ α ∈ C̃ – fflement stepeni p nad C. • Pust~ w ∈ K.

• Pust~ f ∈ F – ffto funkciØ, F -divizor kotoroæ imeet vid q^aQ t^{ai}_i , gde a, a^i ∈ N \ {0}, a ∼= 0 mod p.

146 A. XL˚PENTOH

• Poloßim h = f^{−1}w^{ap3} + f^{−p2} .

• Poloßim z = b^{p2} − b dlØ nekotorogo b ∈ C \ {0}. • Pust~ β – koren~ uravneniØ

X^{p2} − X − h^{−1} − z + f^2 = 0. (2.2)

• Pust~ {q_{K(β),i,j}} – mnoßestvo vseh somnoßiteleæ divizora q_{K,i} v K(β).

• Esli w ∈ F , to qerez {t_{i,j}} oboznaqim mnoßestvo vseh somnoßiteleæ divizora t_i v F (β).

2.2. Lemma. Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(1) Pole C(u) algebraiqeski zamknuto v C_K (u). (2) F/C(u) – koneqnoe separabel~noe rasxirenie.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto C(u) ne ØvlØetsØ algebra-

iqeski zamknutym v C_K(u). Togda dlØ nekotorogo Z(u) ∈ C_K (u) \

C(u), Z(u) ØvlØetsØ algebraiqeskim nad C(u). Tak kak pole C

algebraiqeski zamknuto v C_K , to Z(u) ∈ C̃C_K (u) \ C̃(u). (V protivnom sluqae, vse kofffficienty privedennyh qislitelØ i znamenatelØ byli by v C_K ∩ C̃ = C.) Togda po lemme 2.3 iz [30] dlØ nekotorogo a ∈ C̃ fflement Z(a) ∈ C̃C_K \ C̃ i ØvlØetsØ algebraiqeskim nad C, to est~ leßit v C̃, qto nevozmoßno.

Soglasno teoreme 11 na str. 280 iz [1], vsØkiæ fflement polØ F imeet tu ße stepen~ nad C(u), qto i nad C_K (u). Tak kak rasxirenie K/C_K (u) koneqno, to stepen~ vsØkogo fflementa iz F nad C(u) ograniqena, i sledovatel~no, F/C(u) rasxirenie takße koneqno. Predpoloßim teper~, qto rasxirenie F/C(u) neseparabel~- no. Pust~ ω – fflement polØ F neseparabel~nyæ nad C(u). Kak i vyxe, ω imeet odin i tot ße neprivodimyæ mnogoqlen nad C(u) i C_K (u). Takim obrazom, ω ostavalsØ by neseparabel~nym i nad

C_K (u). �to, odnako, ne moßet proizoæti, poskol~ku rasxirenie K/C_K(u) separabel~no.

2.3. Teorema. Pust~ w ∈ K, i predpoloßim, qto uravnenie NK(α,β)/K(β)(x) = h (2.3) imeet rexenie x ∈ K(α, β). Togda ordq_{K,i} w ≥ 0. Dalee, esli w ∈ F i ordqw ≥ 0, to uravnenie (2.3) imeet rexeniØ v K(α, β).

DIOFANTOVA NERAZREXIMOST^ 147

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto w imeet pol¸s v qK,i dlØ

nekotorogo i, 1 ≤ i ≤ m. Togda spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

• ordq_{K,i} f^{−1}w^{ap3} = ap^3ordq_{K,i} w − a < −ap^2 = ordq_{K,i} f^{−p2} . Sle-

dovatel~no

ordq_{K,i} h = ordq_{K,i} (f^{−1}w^{ap3} + f^{−p2} ) = ordq_{K,i} f^{−1}w^{ap3}

= ap^3ordq_{K,i} w − a ≁= 0 po modul¸ p. (2.4)

• ordq_{K,i} h < 0, a znaqit, h^{−1} ØvlØetsØ celym v q_{K,i}. Sle-

dovatel~no, h^{−1} + z − f^2 ØvlØetsØ celym v q_{K,i}. Takim obrazom, primenØØ rassußdenie, podobnoe ispol~zovavxemusØ v dokazatel~stve lemmy 3.1 iz [34], moßno pokazat~, qto q_{K,i} nerazvetvlen v rasxirenii K(β)/K. Dalee zametim, qto diskriminant mnogoqlena, opredelØ¸- wego β, est~ konstanta. Takim obrazom, po teoreme 7.6 na str. 32 i predloßeni¸ 7.7, na str. 33 iz [15], stepennoæ bazis, poroßdennyæ β ØvlØetsØ celym otnositel~no q_{K,i} bazisom, i faktorizaciØ levoæ qasti uravneniØ (2.2) po modul¸ q_{K,i} opredelØet faktorizaci¸ qK,i v rasxirenii K(β)/K. Zdes~ sleduet zametit~, qto

h^{−1} + z − f^2 ∼= z = b^{p2} − b mod q_{K,i}, a znaqit, levaØ qast~

uravneniØ (2.2) polnost~¸ raspadaetsØ po modul¸ q_{K,i}, poskol~ku po predpoloßeni¸ pole C soderßit vse rexeniØ uravneniØ x^{p2} − x = 0. Takim obrazom, libo β ∈ K, libo v K(β) vse somnoßiteli q_{K(β),i,j} diwizora q_{K,i} ime- ¸t nad q_{K,i} otnositel~nu¸ stepen~ 1, i, takim obrazom, ih polØ vyqetov sovpada¸t s C_K . �to takße pokazyvaet, qto rasxirenie K(β)/K ne soderßit rasxireniØ polØ konstant. Takim obrazom, α po-preßnemu imeet stepen~ p nad K(β), i α imeet stepen~ p nad polem vyqetov otnositel~no q_{K(β),i,j} dlØ vseh j. Sledovatel~no, po teoreme 7.6 na str. 32 i predloßeni¸ 7.7 na str. 33 iz [15] (na fftot raz primenennym k stepennomu bazisu, poroßdennomu α) q_{K(β),i,j} ne raspadaetsØ v rasxirenii K(β, α)/K(β). Sledovatel~no, esli (2.3) imeet mesto dlØ nekotorogo

x ∈ K(α, β), to ordq_{K(β),i,j} h = ordq_{K,i} h ∼= 0 mod p po lem-

me 5.2. �to sravnenie protivoreqit ravenstvu (2.4), a znaqit, (2.3) ne imeet rexeniæ v K(α, β).

148 A. XL˚PENTOH

Dalee my rassmotrim sluqaæ, kogda w, a znaqit, i h leßat v F , a w ØvlØetsØ celym v q, i sledovatel~no vo vseh q_{K,i}. V fftom sluqae my moßem zakl¸qit~ sledu¸wee.

• Zametim, qto v predpoloßenii w ∈ F fflement β ØvlØetsØ algebraiqeskim nad F , i po teoreme 13 na str. 281 iz [1] pole F (α, β) algebraiqeski zamknuto v K(α, β), tak kak

α, β separabel~ny nad F .

• Pust~ x ∈ F (α, β). Togda N_{K(α,β)/K(β)}(x) = N_{F (α,β)/F (β)} (x).

Takim obrazom, dostatoqno pokazat~, qto uravnenie

NF (α,β)/F (β) (x) = h (2.5)

razreximo v F (α, β).

• Preßde vsego zametim, qto ordqh = −ap^2 ∼= 0 mod p^2, i q – pol¸s h.

• Sledovatel~no, ordq(h^{−1}+z−f^2 ) ≥ 0 i h^{−1}+z−f^2 ∼= (b^{p2} −b) mod q. Takim obrazom, q polnost~¸ raspadaetsØ v rasxirenii F (β)/F . Tak kak q – prostoæ divizor stepeni 1, to my vnov~ zakl¸qaem, qto rasxirenie F (β)/F ne soderßit rasxireniØ polØ konstant, i qto stepen~ α nad F (β) ravna p.

• Dalee, zametim, qto tak kak stepen~ divizora funkcii f ravna 0, to a deg_F q = ∑ a_i deg_F (t_i). Takim obrazom, a ≥ ∑ a_i.

• Predpoloßim teper~, qto ordt_i w = 0. Togda ordt_i h =

min(ordt_i f^{−1}, ordt_i f^{−p2} ) = a_i. Takim obrazom, ordt_i (h^{−1} + z − f^2) = min(−a_i, −2a_i) = −2a_i < 0. V fftom sluqae rassu-

ßdeniØ podobnye primenØvximsØ v dokazatel~stve lemmy 3.1 iz [34] da¸t, qto-libo 2a_i ∼= 0 mod p^2, libo t_i razvetvlØetsØ v rasxirenii F (β)/F , priqem stepen~ vetvleniØ delitsØ na p, esli 2a_i ∼= 0 mod p, ili delitsØ na

p^2, esli 2a_i ≁= 0 mod p.

Teper~ predpoloßim, qto ordt_i w > 0. Togda ordt_i h =

min(ap^3ordt_i w + a_i, p^2a_i) = p^2a_i.ordt_i (h^{−1} + z − f^2) = min(−p^2a_i, −2a_i) = −p^2a_i ∼= 0 mod p^2.

Nakonec, predpoloßim, qto ordt_i w < 0. Togda ordt_i h =

min(p^3aordt_i w + a_i, p^2a_i) = p^3aordt_i w + a_i < 0. Sledovatel~-

no, ordt_i (h^{−1} + z − f^2) = min(−p^3aordt_i w − a_i, −2a_i) = −2a_i < 0. OpØt~, kak i v sluqae, kogda w – edinica v t_i, ispol~- zuØ rassußdeniØ, podobnye privedennym v dokazatel~-

DIOFANTOVA NERAZREXIMOST^ 149 stve lemmy 3.1, poluqaem, qto libo 2a_i ∼= 0 mod p^2, libo ti razvetvlen v rasxirenii F (β)/F , priqem stepen~ vetvleniØ delitsØ na p, esli 2a_i ∼= 0 mod p, i delitsØ na

p^2, esli 2a_i ≁= 0 mod p.

Takim obrazom, v l¸bom sluqae ordt_{i,j} h ∼= 0 mod p^2 dlØ vseh i • Pust~ l ≠ t_i – nul~ funkcii h. Togda ordl(h^{−1} + z − f^2) =

−ordlh, tak kak z − f^2 imeet pol¸sy tol~ko v t_i. Tak ße,

kak i vyxe, libo ordlh ∼= 0 mod p^2, libo l razvetvlØetsØ v rasxirenii F (β)/F , priqem stepen~ vetvleniØ delitsØ na p, esli ordlh ∼= 0 mod p, i delitsØ na p^2, esli ordlh ≁=

0 mod p. Sledovatel~no, esli l_i leßit nad l v F (β), to ordl_i h ∼= 0 mod p^2.

• Esli m – pol¸s funkcii h i m ≠ q, m ≠ t_i, to ordmh =

ordmw^{ap3} ∼= 0 mod p^2.

• Po lemme 5.4, suwestvuet podpole G ⊂ F (β), udovletvorØ¸wee sledu¸wim trebovaniØm:

(1) G – global~noe pole, soderßawee h.

(2) Nikakoæ prostoæ iz G ne razvetvlØetsØ v rasxirenii

F (β)/G. Rasxirenie F (β)/G ØvlØetsØ separabel~nym (no

ne obØzatel~no koneqnym) rasxireniem, poluqa¸wimsØ rasxireniem polØ konstant.

(3) Stepen~ α nad G ravna p.

Iz svoæstva 2 sleduet, qto, ordkh ∼= 0 mod p^2 dlØ l¸bogo prostogo k iz G. Takim obrazom, po lemme 3.3 iz [34], h ØvlØetsØ lokal~noæ normoæ vo vseh prostyh iz G v rasxirenii G(α)/G; po sil~nomu principu norm Hasse (sm. [2, str. 185] ili [40, predloßeniØ 10, 11, str7 182–183;teorema 2, str. 206]) h ØvlØetsØ global~noæ normoæ. Sledovatel~no, suwestvuet x ∈ G(α), takoæ, qto N_{G(α)/G}(x) = h. Teper~ libo x ∈ G, libo x ∉ G. Esli

x ∈ G, to h ØvlØetsØ p-oæ stepen~¸ v G i h – norma v rasxirenii F (α, β)/F (β). Esli x ∉ G, to G(x) = G(α), tak kak [G(α) : G] = p.

Togda p ≥ [F (x, β) : F (β)] = [F (α, β) : F (β)] = p. Takim obrazom, stepen~ x nad F (β) ravna p i norma x nad F (β) dolßna byt~ takoæ ße, kak i nad G. Sledovatel~no, h – norma v rasxirenii F (α, β)/F (β). 2.4. Predloßenie. Suwestvuet mnoßestvo AK ⊂ K, udovle-

tvorØ¸wee sledu¸wim usloviØm.

150 A. XL˚PENTOH

(1) Esli w ∈ A_K , to ordq_{K,i} w ≥ 0 dlØ vseh i. (2) Esli w ∈ F i ordqw ≥ 0, to w ∈ A_K . (3) Mnoßestvo A_K diofantovo nad K.

Dokazatel~stvo. Preßde vsego otmetim, qto iz dokazatel~stva

teoremy 2.3 sleduet, qto pri l¸bom vybore w stepen~ α nad

K(β) ravna p. Dalee, v vvedennyh vyxe oboznaqeniØh, poloßim A_K = {w ∈ K|∃x ∈ K(α, β), N_{K(α,β)/K(β)}(x) = h}. Nam potrebuetsØ perepisat~ N_{K(α,β)/K(β)}(x) = h v vide mnogoqlena, znaqeniØ peremennyh kotorogo probega¸t pole K. Zametim, qto formula ∃x ∈ K(α, β), N_{K(α,β)/K(β)}(x) = h ffkvivalentna formule ∃x_0, . . . , x_{p−1} ∈ K(β), p∏ j=1 (_{p−1} ∑ i=0 x_iα^i_j ) = h, (2.6)

gde α_1 = α, . . . , α_p – ffto vse soprØßennye s α nad K i K(β). Kofffficienty mnogoqlena P (x_0, . . . , x_{p−1}) = ∏_p j=1 (∑_{p−1} i=0 x_{i,j}α^i_j ) invariantny otnositel~no deæstviØ gruppy Gal(K(α, β)/K(β)) ∼=

Gal(K(α)/K), i sledovatel~no, P (x_0, . . . , x_{p−1}) ∈ K[x_0, . . . , x_{p−1}].

OstaetsØ lix~ pozabotit~sØ o tom, qto peremennye x_i probega¸t

K(β). �to moßno sdelat~ pri pomowi lemmy 2.12 iz [36].

2.5. Teorema. Pust~ K0 – pole funkciæ, separabel~no poroßden-

noe nad polem konstant C_{K0} . Pust~ fflement z ∈ K_0 \ C_{K0} takov, qto rasxirenie K_0/C_{K0} (z) separabel~no. Qerez C_0 oboznaqim algebraiqeskoe zamykanie v K_0 koneqnogo polØ, a qerez F_0 – algebraiqeskoe zamykanie polØ C_0(z) v K_0. Pust~ q_0 – prostoæ divizor polØ F_0, leßawiæ nad prostym polØ C_0(z), ne razvetvlennym v rasxirenii K_0/C_0(z). Togda suwestvuet mnoßestvo A_0(q_0), udovletvorØ¸wee sledu¸wim usloviØm.

(1) Esli w ∈ A_0(q_0), to w ØvlØetsØ celym vo vseh somnoßitelØh q_0 v K_0.

(2) Esli w ∈ F_0 i w ØvlØetsØ celym v q_0, to w ∈ A_0(q_0). (3) Mnoßestvo A_0(q_0) diofantovo nad K_0.

Dokazatel~stvo. Pust~ q_{C0(z)} – prostoæ v C0(z0), leßawiæ pod q0. Ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto on ne ØvlØetsØ pol¸som z i, takim obrazom, sootvetstvuet neprivodimomu nad C_0

DIOFANTOVA NERAZREXIMOST^ 151 mnogoqlenu ot z. Tak kak pole C_0 algebraiqeski zamknuto v C_{K0} , to fftot prostoæ ne razvetvlØetsØ i ne raspadaetsØ v rasxirenii C_{K0} (z)/C_0(z). Pust~ q_{CK0 (z)} – prostoæ, leßawiæ nad q_{C0(z)} v

C_{K0} (z). Togda q_{CK0 (z)} ne razvetvlØetsØ v rasxirenii K_0/C_{K0} (z).

Pust~ q_{K0,1}, . . . , q_{K0,m0} – vse somnoßiteli q_{C0(z)} v K_0. My utverßdaem, qto pole vyqetov kaßdogo iz q_{K0,i} separabel~no nad C_{K0} . Deæstvitel~no, tak kak q_{K0 ,i} nerazvetvlen nad C_{K0} (z), to ego pole vyqetov separabel~no nad polem vyqetov dlØ q_{CK0 (z)}. S drugoæ storony, pole vyqetov otnositel~no q_{CK0 (z)} poroßdaetsØ fflementom, algebraiqeskim nad koneqnym polem. Sledovatel~no, pole vyqetov otnositel~no q_{CK0 (z)} separabel~no nad C_{K0} . Takim obrazom, pole vyqetov otnositel~no q_{K0 ,i} separabel~no nad C_{K0} . Po lemme 6.14 iz [34], suwestvuet koneqnoe separabel~noe rasxirenie K polØ K_0, poluqa¸weesØ rasxireniem polØ konstant, i takoe, qto vse somnoßiteli q_{CK0 (z)} v K ime¸t stepen~ 1, vse somnoßiteli q_{C0(z)} v F (algebraiqeskom zamykanii polØ C_0(z) v K) takße ime¸t stepen~ 1, i C – algebraiqeskoe zamykanie polØ C_0 v K – soderßit vse korni mnogoqlena X^{p2} − X = 0. Pust~ q_{0,i} – somnoßitel~ q_0 v F . Togda po lemme 5.5, suwestvuet funkciØ f_i, takaØ, qto ee divizor imeet vid q^{a0,i}Q ta_{jj,0} , gde a ≁= 0 mod p, a, a_j ∈ N

i t_j ≠ q_{0,i}. Dalee, iz svoæstv koneqnyh poleæ (sm. teoremu 13 na str. 185 iz [19]) vytekaet, qto C obladaet rasxireniem stepeni p. Takim obrazom, po predloßeni¸ 2.4 suwestvuet mnoßestvo A(q0,i), udovletvorØ¸wee sledu¸wim usloviØm.

(1) Esli w ∈ A(q_{0,i}), to w ØvlØetsØ celym vo vseh somnoßitelØh q_{0,i} v K.

(2) Esli w ∈ F i w ØvlØetsØ celym v q_{0,i}, to w ∈ A(q_{0,i}). (3) Mnoßestvo A(q_{0,i}) ØvlØetsØ diofantovym nad K. Zametim, vo-pervyh, qto mnoßestvo A = ∩_iA(q_{0,i}) diofantovo nad K. Vo-vtoryh, ispol~zuØ metod “vverh i vniz”^2 (sm. razdel 2.2 v [35]), my moßem zakl¸qit~, qto nad K_0 imeetsØ diofantovo predstavlenie A ∩ K_0. OstaetsØ pokazat~, qto mnoßestvo A ∩ K_0 obladaet trebuemymi svoæstvami. Snaqala predpoloßim, qto

w ∈ A ∩ K_0. Togda w ØvlØetsØ celym vo vseh somnoßitelØh vseh

q0,i v K. Takim obrazom, w ØvlØetØ celym vo vseh somnoßitelØh q0 v K. Nakonec, poslednee utverßdenie vleqet, qto w ØvlØetsØ celym vo vseh somnoßitelØh q_0 v K_0. Predpoloßim teper~, qto

2V originale “Going up and then down method”. – Prim. perev.

152 A. XL˚PENTOH

w ∈ F_0 i ØvlØetsØ celym v q_0. Togda w ∈ F i ØvlØetsØ celym

vo vseh q_{0,i}. Takim obrazom, po postroeni¸ mnoßestv A(q_{0,i}) i A imeem w ∈ A. Tak kak w ∈ A i w ∈ F_0 ⊂ K_0, to w ∈ A ∩ K_0.

3. UravneniØ stepeni p

My naqnem obsußdenie s oboznaqeniæ i predpoloßeniæ, otnosØwihsØ k fftomu razdelu.

3.1. OboznaqeniØ i predpoloßeniØ.

• Pust~ M – proizvol~noe pole funkciæ harakteristiki

p > 0, takoe, qto C – algebraiqeskoe zamykanie koneqnogo

polØ v M – obladaet rasxireniem stepeni p. • Pust~ L – proizvol~noe koneqno poroßdennoe nad C pole, udovletvorØ¸wee sledu¸wim usloviØm: L = C(u_1, . . . , u_n, w), gde u_1, . . . , u_n algebraiqeski nezavisimy nad C; fflement w ØvlØetsØ algebraiqeskim i separabel~nym nad C(u_1, . . . , u_n). • Poloßim d = [L : C(u_1, . . . , u_n)].

• DlØ k = 1, . . . , n qerez F_k oboznaqim algebraiqeskoe zamykanie polØ C(u_1, . . . , u_k) v L.

• Predpoloßim, qto M i L lineæno razdeleny nad C. • Poloßim K = M L = M (u_1, . . . , u_n, w).

• Pust~ C_{K,i} (i = 1, . . . , n) – algebraiqeskoe zamykanie polØ

M (u_1, u_2, . . ., u_{i−1}, u_{i+1}, . . . , u_n) v K. Poloßim C_K = C_{K,1}.

• Qerez C̃_{K,i} oboznaqim algebraiqeskoe zamykanie polØ

C_{K,i}, a qerez C̃_K – algebraiqeskoe zamykanie polØ C_K.

• Poloßim K̃ = C̃_K K i K̃_i = C̃_{K,i}K.

• Qerez F oboznaqim algebraiqeskoe zamykanie polØ C(u_1) v K.

• Qerez g_i oboznaqim koliqestvo prostyh, razvetvlØ¸wihsØ v rasxirenii K̃_i/C̃_{K,i}(u_i), i = 1, . . . , n.

OsnovnaØ cel~ fftogo razdela sostoit v tom, qtoby svesti obwiæ sluqaæ, kogda pole K imeet koneqnu¸ stepen~ transcendentnosti nad M , k sluqa¸ polØ stepeni transcendentnosti 1 nad M , t. e. k sluqa¸, uße rexennomu dlØ p > 2 v [34] i dlØ p = 2 v [13].

3.2. Predloßenie. Ime¸t mesto sledu¸wie utverßdeniØ.

(1) PolØ F i M lineæno razdeleny nad C. (2) Pole F algebraiqeski zamknuto v K.

DIOFANTOVA NERAZREXIMOST^ 153 (3) Pole F M algebraiqeski zamknuto v K. (4) ⋂_n i=2 C_{K,i} = F M . Dokazatel~stvo.

(1) Predpoloßim, qto F i M ne ØvlØ¸tsØ lineæno razdelennymi nad C. Po lemme 9.1 iz [14] ffto vleqet, qto suwestvuet mnoßestvo x_1, . . . , x_l ∈ F , kotoroe lineæno nezavisimo nad C, no ne nad M . Tak kak F ⊂ L, to suwestvovanie takogo mnoßestva protivoreqit tomu, qto polØ L i M lineæno razdeleny.

(2) Po lemme 2.2 pole C(u_1) algebraiqeski zamknuto v

C_K (u_1), a F/C(u_1) – koneqnoe separabel~noe rasxire-

nie. Pust~ fflement v takov, qto F = C(u_1, v). Predpoloßim teper~, qto suwestvuet w_1 ∈ K, takoæ, qto

w_1 ØvlØetsØ algebraiqeskim nad C(u_1), no ne leßit v F = C(u_1, v). Poloßim F_1 = F (w_1) = C(u_1, v, w_1). Tak

kak C(u_1) ØvlØetsØ algebraiqeski zamknutym v C_K (u_1), to po teoreme 11 na str. 280 iz [1] neprivodimyæ mnogoqlen dlØ w_1 nad C_K (u_1) sovpadaet s neprivodimym mnogoqlenom dlØ w_1 nad C(u_1). Tak kak u_1, . . . , u_n – razdelØ¸wiæ transcendentnyæ bazis polØ L nad C, to rasxirenie L/C(u_1, . . . , u_n) separabel~no. Takim obrazom,

K/M (u_1, . . . , u_n) i K/C_K (u_1) – separabl~nye rasxire-

niØ. Sledovatel~no, fflement w_1 separabelen nad C_K(u_1) i, tem samym, nad C(u_1). Znaqit, F (w_1)/C(u_1) – separabel~noe rasxirenie, i sledovatel~no, prostoe. Pust~

w_2 ∈ F (w_1) poroßdaet F (w_1) nad C(u_1). Togda stepen~ ffle-

menta w_2 nad C(u_1) dolßna byt~ bol~xe, qem [F : C(u_1)]. No opØt~ po teoreme 11 na str. 280 iz [1] stepen~ w_2 nad C(u_1) takaØ ße, kak i stepen~ w_2 nad C_K (u_1). PoslednØØ ne prevoshodit stepeni w nad C(u_1), poskol~ku

w_2 ∈ K = C_K(u_1, w). Takim obrazom, naxe predpoloße-

nie, o tom, qto K soderßit fflement algebraiqeskiæ nad F , no ne leßawiæ v F , privodit k protivoreqi¸. Sledovatel~no, pole F algebraiqeski zamknuto v K.

(3) Zametim snaqala, qto u_2, . . . , u_n algebraiqeski nezavisimy nad M F , potomu qto u_1, . . . , u_n algebraiqeski nezavisimy nad M . Dalee, pust~ v ∈ K ØvlØetsØ algebraiqeskim nad M F . Tak kak pole F algebraiqeski zamknuto v K, to ono algebraiqeski zamknuto v

154 A. XL˚PENTOH

M F (v). Dalee, u_2, . . . , u_n takße algebraiqeski nezavi-

simy nad M F (v). Sledovatel~no, ispol~zuØ rassußdeniØ podobnye tem, qto primenØlis~ pri dokazatel~stve lemmy 2.2, my zakl¸qaem, qto pole F (u_2, . . . , u_n) algebraiqeski zamknuto v M F (v)(u_2, . . . , u_n). Predpoloßim, qto v_1 poroßdaet L nad F (u_2, . . . , u_n) i, sledovatel~- no, K nad M F (v)(u_2, . . . , u_n). Po teoreme 11 na str. 280 iz [1] fflement v_1 dolßen imet~ odin i tot ße neprivodimyæ mnogoqlen nad F (u_2, . . . , u_n), M F (u_2, . . . , u_n) i M F (v)(u_2, . . . , u_n). �to nevozmoßno, esli rasxirenie

M F (v)/M F ne ØvlØetsØ trivial~nym.

(4) Pust~ x ∈ ⋂_n i=2 C_{K,i}. Togda kofffficienty normirovanno-

go neprivodimogo mnogoqlena dlØ x nad M (u_1, . . . , u_n) na samom dele leßat v M (u_1). Takim obrazom, x ØvlØetsØ algebraiqeskim nad M F . Dalee, pole M F ⊂ ⋂_n i=2 C_{K,i} i algebraiqeski zamknuto v K. Znaqit, x ∈ M F .

3.3. Lemma. Predpoloßim, qto ime¸t mesto sledu¸wie raven-

stva:

(a_kw + b) − t_k = v^{ps}_k − v_k, (3.7)

(a_kw + b)^{−1} − t^{−1}_k = u^{ps}_k − u_k, (3.8) gde w, v_1, . . . , v_{d+1}, u_1, . . . , u_{d+1} ∈ K, b, t_1, . . . , t_{d+1}, a_0, a_1, . . . , a_{d+1} ∈ C_{K,i} dlØ nekotorogo i = 2, . . . , n, priqem s = 1, esli p > 2, i s = 2 esli p = 2, i gde dlØ k, j ∈ {0, . . . , d + 1}, k ≠ j, imeem t_k ≠ t_j , a_k ≠ a_j . Predpoloßim takße, qto w ne imeet pol¸sov v prostyh, razvetvlennyh v rasxirenii K̃_i/C̃_{K,i}(u_i), a a_0, . . . , a_{d+1}, b ØvlØ¸tsØ algebraiqeskimi nad koneqnym polem harakteristiki p, no ne ravny nul¸, i dlØ vseh k funkcii a_kw + b ne ime¸t nuleæ v prostyh, razvetvlennyh v rasxirenii K̃_i/C̃_{K,i}(u_i). Togda w ∈ C_{K,i}.

Dokazatel~stvo. Zametim, preßde vsego, qto [^~Ki :^~Ck,i(ui)] ≤ d.

Predpoloßim, qto w ∈ K \ C_{K,i}. Togda w ∈ K̃_i \ C̃_{K,i}. Togda dlØ vseh k imeem (a_kw + b)^{±1} − t_i ∉ C̃_{K,i}. Sledovatel~no, dlØ vseh k imeem v_k, u_k ∉ C̃_{K,i}. Tak kak dlØ kaßdogo k funkciØ a_kw + b ne prinadleßit C̃_{K,i}, to ona imeet pol¸s dlØ nekotorogo ne razvetvlennogo v rasxirenii K̃_i/C̃_{K,i}(u_i) prostogo P polØ K̃_i. Togda soglasno uravneni¸ (3.7) P ØvlØetsØ pol¸som v^{ps}_k − v_k dlØ vseh k. Sledovatel~no, po lemme 5.6, P ØvlØetsØ pol¸som dlØ v^{ps}_k −v_k,

DIOFANTOVA NERAZREXIMOST^ 155 porØdok kotorogo delitsØ na p^s. Znaqit, porØdok l¸bogo pol¸sa dlØ a_kw + b v K̃_i delitsØ na p^s. Analogiqnym obrazom, ispol~- zuØ uravnenie (3.8), zakl¸qaem qto dlØ vseh k vse nuli funkcii

a_kw+b v K̃_i ime¸t porØdki, delØwiesØ na p^s. Takim obrazom, dlØ

vseh k divizor funkcii w +^b_{ak} ØvlØetsØ p^s-oæ stepen~¸ drugogo divizora iz K̃_i. Tak kak funkcii w+^b_{ak} ne ime¸t nuleæ ili pol¸- sov, razvetvlennyh v rasxirenii K̃_i/C̃_{K,i}(u_i), to divizory fftih fflementov v C̃_{K,i}(u_i, w) takße ØvlØ¸tsØ p-ymi stepenØmi drugih divizorov.

Takim obrazom, divizor normy N~_{CK,i(w,ui)/C̃K,i(ui)}(w+^b_{ak} ) ØvlØetsØ p^s-oæ stepen~¸ drugogo divizora, i sledovatel~no, poskol~- ku C̃_{K,i} – soverxennoe pole, ØvlØetsØ p^s-æ stepen~¸. Tak kak a_k est~ p^s-aØ stepen~ v K, to po lemme 2.2 iz [34] v sluqae harakteristiki p > 2 i po sledstvi¸ 4.2 iz [13] v sluqae p = 2 imeem, qto w est~ p^s-aØ stepen~ v K̃_i. Analogiqnym obrazom, a_kw + b ØvlØetsØ p^s-oæ stepen~¸ v K̃_i. Pust~ fflement w̃ ∈ K̃_i takov, qto w̃^{ps} = w. DlØ kaßdogo k voz~mem ã_k takim, qto ã^{ps}_k = a_k i voz~mem b takim, qto b̃^{ps} = b. Zametim, qto^{b̃}_{ãk} takße ØvlØetsØ p^s-oæ stepen~¸ v K̃_i. Dalee zametim, qto teper~ moßno perepisat~ uravneniØ (3.7) i (3.8) v vide

(ã_kw̃ + b̃) − t_k = (v_k − ã_kw̃ − b̃)^{ps} − (v_k − ã_kw̃ − b̃), (3.9)

(ã_kw̃ + b̃)^{−1} − t^{−1}_k = (u_k − (ã_kw̃ + b̃)^{−1})^{ps} − (u_k − (ã_kw̃ − b̃)^{−1}). (3.10)

Znaqit my moßem primenit~ predyduwee rassußdenie k (ã_kw̃+b̃). Zametim, qto vysota a_kw + b ravna vysote w, a vysota (ã_kw̃ + b̃) ravna vysote a_kw+b delennoæ na p^s. Takim obrazom, posle koneqnogo qisla povtoreniæ opisannoæ vyxe procedury my poluqim, qto vysota novogo fflementa ã_kw̃ + b̃ men~xe, qem p^s, a znaqit, dolßna obrawat~sØ v 0. Inaqe govorØ, my pridem k zakl¸qeni¸, qto ã_kw̃ + b̃ ∈ C̃_{K,i}. Odnako v fftom sluqae a_kw + b takße ØvlØetsØ fflementom C̃_{K,i} kak stepen~ drugogo fflementa iz C̃_{K,i}. Nakonec, zametim, qto w ∈ C̃_{K,i} ∩ K = C_{K,i}, tak kak pole C_{K,i} algebraiqeski zamknuto v K.

Teper~ my vvedem novyæ nabor predpoloßeniæ i oboznaqeniæ, kotoryæ narØdu s oboznaqeniØmi i predpoloßeniØmi 3.1 potrebuetsØ pri dokazatel~stve lemmy 3.5, sledstviØ 3.6, lemmy 3.7 i teoremy 3.8.

156 A. XL˚PENTOH

3.4. OboznaqeniØ i predpoloßeniØ.

• Suwestvuet takoæ fflement t ∈ F , qto dlØ nekotoryh

m, h ∈ N i c_0 = 0, c_1, . . . , c_m ∈ C vypolneny sledu¸wie

usloviØ.

- Rasxirenie F/C(t) separabel~no.

- DlØ vseh i = 0, . . . divizor fflementa t + c_i iz F imeet vid pi/q, gde pi, q – prostye divizory F stepeni p^h. Poloßim p = p0.

- Pust~

∏ Pi – faktorizaciØ divizora p v^~K, a^∏ Qj – faktorizaciØ divizora q_i v K̃. (Takim obrazom, my predpolagaem, qto p i q nerazvetvleny v K̃/C̃_K(t).)

- DlØ vseh s ∈ N i i ≠ j imeem c^{ps}_i ≠ c_j.

• Pust~ g – qislo prostyh divizorov, razvetvlennyh v rasxirenii K̃/C̃_K(t).

• Predpoloßim, qto m ≥ d +2(g + g_2 . . .+ g_n)+6+[K : C_K (t)]. • DlØ kaßdogo c_i, i = 0, . . . , m, qerez r_i oboznaqim naimen~- xee natural~noe qislo, takoe, qto c^{pri}_i = c_i.

• DlØ vseh i = 0, . . . , m i j_i = 1, . . . , r_i, poloßim d_{i,ji} = c^{ji}_i .

3.5. Lemma. Pust~ s = 1, esli p > 2, i s = 2, esli p = 2. Pust~ w, u, u_{i,ji,k,jk} , v_{i,ji,k,jk} , gde i, k = 0, . . . , m, j_i = 1, . . . , r_i, j_k = 1, . . . , r_k, – fflementy polØ K, udovletvorØ¸wie sledu¸wim uravneniØm pri vseh k = 0, . . . , m dlØ nekotoryh 1 ≤ j_k ≤ r_k i pri vseh i = 0, . . . , m, dlØ nekotoryh 1 ≤ j_i ≤ r_i. w − t = u^{ps} − u, (3.11) w^{−1} − t^{−1} = v^{ps} − v, (3.12) w_{i,ji,k,jk} = w − d_{i,ji} w − d_{k,jk} , (3.13) t_{i,k} = t − c_i t − c_k , (3.14) w_{i,ji,k,jk} − t_{i,k} = u^{ps}_{i,ji,k,jk} − u_{i,ji,k,jk} , (3.15) 1 w_{i,ji,k,jk} − 1 t_{i,k} = v^{ps}_{i,ji,k,jk} − v_{i,ji,k,jk} . (3.16) Togda w = t^{pa} dlØ nekotorogo natural~nogo qisla a ≥ 0.

DIOFANTOVA NERAZREXIMOST^ 157

Dokazatel~stvo. Snaqala my pokaßem, qto predpoloßeniØ fftoæ lemmy vlekut, qto w, u_{i,ji,k,jk} , v_{i,ji,k,jk} , u, v ∈ F M . Zatem, dlØ po- luqeniØ trebuemogo utverßdeniØ my primenim lemmu 2.6 iz [34] v sluqae p > 2 i lemmu 3.5 iz [13] v sluqae p = 2. Qtoby pokazat~, qto w ∈ F M , dostatoqno pokazat~, qto w ∈ C_{K,i}, i = 2, . . . , n, poskol~ku ⋂_n i=2 C_{K,i} = F M soglasno predloßeni¸ 3.2.

DlØ kaßdogo l = 2, . . . , n, zafiksiruem d + 2 znaqeniæ h takim obrazom, qtoby dlØ nekotorogo znaqeniØ j_h funkciØ w − d_{h,jh} ne delilas~ by ni na kakoæ prostoæ iz polØ K̃_l (rassmatrivaemogo kak pole funkciæ ot u_l), razvetvlennyæ v rasxirenii K̃_l/C̃_l(u_l). Takie znaqeniØ h suwestvu¸t, poskol~ku obwee qislo vozmoßnyh znaqeniæ h bol~xe, qem 2g_l + d + 6, i pri h_1 ≠ h_2 dlØ vseh

j_{h1} , j_{h2} funkcii w − d_{h1 ,jh1} i w − d_{h2,jh2} ne mogut imet~ obwih

divizorov nuleæ. Zametim, qto kaßdyæ razvetvlennyæ prostoæ iskl¸qaet tol~ko odno znaqenie h. Sledovatel~no, vsego moßet byt~ iskl¸qeno g_l znaqeniæ, qto ostavlØet bolee qem d + 2 znaqeniØ dlØ indeksov. Pust~ h_1, . . . , h_{d+2} vybrany tak, qtoby dlØ l¸bogo znaqeniØ j_{hr} funkcii w − d_{hr,jhr} ne imeli nuleæ v prostyh, razvetvlennyh v rasxirenii K̃/C̃_l(u_l). Poloßim k = h_1 i voz~mem i ∈ {h_2, . . . , h_{d+2}}. Dalee zametim, qto uravneniØ (3.11)– (3.16) spravedlivy pri k = h_1 dlØ nekotorogo j_{h1} i pri vseh

i ∈ {h_2, . . . , h_{d+2}} dlØ nekotoryh j_i. Rassmotrim sledu¸wie urav-

neniØ: w_{i,ji,k,jk} = w − d_{i,ji} w − d_{k,jk} = w − d_{k,jk} + d_{k,jk} − d_{i,ji} w − d_{k,jk} = 1 + d_{k,jk} − d_{i,ji} w − d_{k,jk} . Zametim, qto po predpoloßeni¸ dlØ i ≠ k imeem d_{k,jk} − d_{i,ji} ≠ 0. Dalee, t_k ∈ C_{K,j} pri j = 2, . . . , n. Takim obrazom, po lemme 3.3. imeem w − d_{k,jk} ∈ C_{K,j} pri j = 2, . . . , n. Sledovatel~no, w ∈ ⋂_n j=2 C_{K,j} = F M . Nakonec, u_{i,ji,k,jk} , v_{i,ji,k,jk} , v, u ØvlØ¸tsØ al- gebraiqeskimi nad F M , i znaqit, leßat v F M , poskol~ku pole F M algebraiqeski zamknuto v K.

3.6. Sledstvie. Mnoßestvo {x ∈ K|∃a ∈ Nx = t^{pa} } ØvlØetsØ

diofantovym nad K.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo fftogo sledstviØ identiqno

dokazatel~stvu sledstviØ 2.7 iz [34].

Sledu¸waØ lemma analogiqna lemme 2.8 iz [34] i lemme 4.4 iz [13] odnako nam prihoditsØ dopolnit~ nekotorye detali, v

158 A. XL˚PENTOH osnovnom kasa¸wiesØ togo fakta, qto my bolee ne predpolagaem, qto prostye, sostavlØ¸wie divizor funkcii t osta¸tsØ prostymi v K (hotØ my predpolagaem, qto oni nerazvetvleny).

3.7. Lemma. Pust~ σ, μ ∈ K. Predpoloßim, qto vse prostye,

ØvlØ¸wiesØ pol¸sami σ ili μ, nerazvetvleny v rasxirenii K̃/C̃_K (t). Dalee predpoloßim, qto spravedlivo sledu¸wee ravenstvo: t(σ^{ps} − σ) = μ^{ps} − μ, (3.17) gde s = 2 dlØ p = 2 i s = 1 dlØ p > 2. Togda σ^{ps} − σ = μ^{ps} − μ = 0.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim ffto uravnenie nad^~K. Pust~ A, B

– takie vzaimno prostye drug s drugom i s P_1, . . . , P_l, Q_1, . . . , Q_s celye divizory polØ K̃, qto divizor fflementa σ imeet vid A B ∏ P^{af}_f^∏ Q^{bg}g , gde af , bg ∈ Z. Togda netrudno videt~, qto dlØ nekotorogo celogo divizora C, vzaimno prostogo s B, i s P1, . . . , Pl, Q1, . . . , Qs, divizor fflementa μ imeet vid^C_B^∏ P^{df}_f ∏ Q^{eg}g , gde df , eg ∈ Z. Deæstvitel~no, pust~ t – takoæ pol¸s μ, qto t ∉ {P_1, . . . , P_l, Q_1, . . . , Q_s}. Togda

0 > p^sordtμ = ordt(μ^{ps} −μ) = ordt(t(σ^{ps} −σ)) = ordt(σ^{ps} −σ) = p^sordtσ.

I naoborot, pust~ t – pol¸s σ, takoæ, qto t ∉ {P_1, . . . , P_l, Q_1, . . . , Qs}. Togda

0 > p^sordtσ = ordt(σ^{ps} −σ) = ordt(t(σ^{ps} −σ)) = ordt(μ^{ps} −μ) = p^sordtμ.

Nakonec, zametim, qto dlØ nekotorogo f = 1, . . . , a my imeem

ordP_f σ < 0 togda i tol~ko togda, kogda dlØ fftogo ße f imeem ordP_f t(σ^{ps} − σ) ∼= 1 mod p^s i ordP_f t(σ^{ps} − σ) < 0. Poslednee nera-

venstvo spravedlivo togda i tol~ko togda, kogda ordP_f (μ^{ps} − μ) < 0 i ordP_f (μ^{ps} − μ) ∼= 0 mod p. Analogiqnym obrazom, esli dlØ nekotorogo g imeem ordQ_g σ < 0, to dlØ fftogo ße g, ordQ_g t(σ^{ps} − σ) ∼=

−1 mod p^s i ordQ_f (μ^{ps} − μ) ∼= 0 mod p^s. Sledovatel~no, dlØ vseh f = 1, . . . , l i g = 1, . . . , s imeem a_f ≥ 0, b_g ≥ 0, d_f ≥ 0, e_g ≥ 0.

Soglasno sil~noæ teoreme ob approksimacii suwestvuet takoæ fflement b ∈ K, qto divizor b imeet vid BD/Q^k_1, gde D – celyæ divizor, vzaimno prostoæ s A, C, P_1, . . . , P_l, Q_1, . . . , Q_s, a k – natural~noe qislo. Togda bσ = s_1, bμ = s_2, gde s_1, s_2 ØvlØ¸tsØ celymi nad C_K [t]. Deæstvitel~no, rassmotrim divizory dlØ

DIOFANTOVA NERAZREXIMOST^ 159

s_1 = bσ: BD Q^k_1 A B ∏ P^{af}_f^∏ Q^{bg}_g =

DA^∏ P^{af}_f^∏ Q^{bg}g Q^{k−b1}_1 Sledovatel~no, Q_1 – edinstvennyæ pol¸s funkcii s_1, dela¸wiæ ee celoæ nad C_K [t]. Analogiqnoe rassußdenie primenimo i k s_2.

UmnoßaØ na b^{ps} , my poluqaem sledu¸wee ravenstvo:

t(s^{ps}_1 − b^{ps−1}s_1) = s^{ps}_2 − b^{ps−1}s_2. (3.18)

Teper~ moßno perepisat~ (3.18) v vide

(s^{ps}_1 t − s^{ps}_2 ) = b^{ps−1}(s_1t − s_2). (3.19)

Pust~ t – proizvol~nyæ prostoæ somnoßitel~ B v K̃. Togda t, kak pol¸s σ i μ, ne razvetvlØetsØ v rasxirenii K̃/C~_K(t). Dalee, tak kak p^s − 1 ≥ 2, to ordt(s^{ps}_1 t − s^{ps}_2 ) ≥ 2. Tak kak t ne razvetvlen v rasxirenii K̃/C~_K(t), to po lemme 4.4 iz [31] imeem

ordtd(s^{ps}_1 t−s^{ps}_2 )/dt > 0. No d(s^{ps}_1 t−s^{ps}_2 )/dt = s^{ps}_1 . Po postroeni¸, di-

vizor funkcii s_1 ne soderßit prostyh iz B. Takim obrazom, B – trivial~nyæ divizor. Znaqit, σ, μ ne ime¸t pol¸sov i, sledovatel~no, ØvlØ¸tsØ konstantami. No levaØ qast~ ravenstva (3.17) ØvlØetsØ konstantoæ togda i tol~ko togda, kogda σ^{ps} − σ = 0. Sledovatel~no, takße i μ^{ps} − μ = 0.

ImeØ v rasporØßenii lemmy (3.5) i (3.7), moßno prodolßit~ v toqnosti tak ße, kak v [34] i [13], i dokazat~ sledu¸wu¸ teoremu.

3.8. Teorema. Mnoßestvo P (K) = {(x, y) ∈ K^2|∃s ∈ N y = x^{ps} }

ØvlØetsØ diofantovym nad K.

3.9. Predloßenie. Pust~ K0 – pole funkciæ separabel~no poro-

ßdennoe nad polem konstant C_{K0} , i udovletvorØ¸wee predpoloßeniØm iz razdela “OboznaqeniØ i predpoloßeniØ 3.1”, no ne obØzatel~no udovletvorØ¸wim predpoloßeniØm iz razdela “OboznaqeniØ i predpoloßeniØ 3.4”. Togda K_0 obladaet koneqnym separabel~nym rasxireniem K, takim, qto mnoßestvo {(x, y) ∈ K^2|∃s ∈

N y = x^{ps} } ØvlØetsØ diofantovym nad K.

Dokazatel~stvo. My pokaßem, qto suwestvuet koneqnoe separa-

bel~noe rasxirenie K polØ K_0, dlØ kotorogo vypolneny predpoloßeniØ 3.4. Pust~ C_0 – algebraiqeskoe zamykanie koneqnogo

160 A. XL˚PENTOH polØ v K_0. Pust~ F_0 – algebraiqeskoe zamykanie polØ C_0(u_1) v K_0. My dolßny rassmotret~ dva sluqaØ: pole C_0 beskoneqno i pole C_0 koneqno. V pervom sluqae soglasno teoreme 6.11 iz [34] suwestvuet takoe koneqnoe rasxirenie C polØ C_0, qto pole F = CF_0 soderßit fflement t i beskoneqno mnogo konstant

c_0 = 0, c_1, . . ., dlØ kotoryh divizor funkcii t + c_i v F imeet vid

pi/q, gde stepen~ oboih prostyh ravna p^h dlØ nekotorogo neotricatel~nogo celogo qisla h. Poloßim K = F K_0. Tak kak imeetsØ beskoneqno mnogo konstant c_i, i kaßdaØ konstanta c_i imeet tol~- ko koneqnoe qislo p^s-yh stepeneæ, to moßno vybrat~ c_0, . . . , c_m, gde m > d + 6 + [K : C_K (t)] + g + g_2 + . . . + g_n, tak, qtoby c^{ps}_i ≠ c_j dlØ vseh i ≠ j i dlØ vseh s ∈ N.

Teper~ rassmotrim sluqaæ, kogda pole C_0 koneqno. Pust~

F_0 – algebraiqeskoe zamykanie polØ C_0(u_1) v K_0. Pust~ C^′_0 –

pole, poluqa¸weesØ iz C_0 dobavleniem korneæ vseh neprivodimyh mnogoqlenov, stepen~ kotoryh ne delitsØ na p. Togda iz svoæstv koneqnyh poleæ (sm. teoremu 13 na str. 185 knigi [19]) sleduet, qto C^′_0 ØvlØetsØ beskoneqnym polem, oblada¸wim rasxireniem stepeni p, i qto rasxirenie C^′_0/C_0 algebraiqeskoe i separabel~noe. Poloßim F^′_0 = C^′_0F_0. Togda rasxirenie

F^′_0/F_0 takße algebraiqeskoe i separabel~noe, i po teoreme 13

na str. 281 knigi [1] pole konstant polØ F^′_0 beskoneqno i sovpadaet s C^′_0. Dalee, rassußdeniØ, podobnye privedennym vyxe pokazyva¸t, qto dlØ polØ F^′_0 suwestvuet koneqnoe separabel~- noe rasxirenie F^′, poluqa¸weesØ rasxireniem polØ konstant, takoe, qto F^′ soderßit nekonstantnyæ fflement t i konstanty

c_0 = 0, c_1, . . . , c_m0 , udovletvorØ¸wie vsem trebovaniØm oboznaqe-

niæ 3.4 pri m^′ > d_0 + 6 + [K^′ : C_K0 (t)] + g^′ + g^′_2 + . . . + g^′_n, gde

d_0 = [K_0 : C_0(u_1, . . . , u_n)], g^′ – qislo prostyh, razvetvlennyh v

rasxirenii K̃^′/C̃_K0 (t), a g^′_i – qislo prostyh, razvetvlennyh v rasxirenii K̃^′_i/C̃_K0_{,i}(u_i). (Zdes~ C^′ est~ pole konstant polØ F^′,

K^′ = F^′K_0 = C^′K_0, a K̃^′, C̃_K0 , C̃_K0_{,i}, K̃^′_i opredeleny po analogii s K̃, C̃_K, C̃_{K,i}, K̃_i.) Tak kak rasxirenie C′/C separabel~no, to vnov~

po teoreme 13 na str. 281 iz [1] imeem C_K0 = C^′C_{K0} .

Tak kak F^′/F^′_0 i F^′_0/F_0 ØvlØ¸tsØ koneqnym i algebraiqeskim, sootvetstvenno, separabel~nymi rasxireniØmi, poluqa¸wimisØ rasxireniØmi poleæ konstant, to F^′/F_0 – (beskoneqnoe) algebraiqeskoe separabel~noe rasxirenie, poluqa¸weesØ rasxireniem polØ konstant. Poloßim F = F_0(t, c_0, . . . , c_m0 ) ⊂ F^′. Togda

DIOFANTOVA NERAZREXIMOST^ 161

F/F_0 – koneqnoe separabel~noe rasxirenie, poluqa¸weesØ ras-

xireniem polØ konstant. Pust~ C – pole konstant dlØ F . Togda

C ⊂ C^′, i C^′/C est~ separabel~noe algebraiqeskoe rasxirenie.

Poloßim K = CK_0. Togda C_K = C_{K0} C, vnov~ po teoreme 13 na str. 281 iz [1]. Dalee, C_K ⊂ C_K0 , i C_K0 /C_K – algebraiqeskoe rasxirenie. Analogiqnym obrazom, C_{K,i} ⊂ C_K0_{,i}, i C_K0_{,i}/C_{K,i} – algebraiqeskoe rasxirenie. Sledovatel~no, C̃_K0 = C̃_K, C̃_K0_{,i} =

C̃_{K,i}, K̃ = K̃′, K̃_i = K̃′_i. Takim obrazom, g′ = g, g_i = g′_i i d_0 ≥ d.

Tak kak F^′/F – separabel~noe (beskoneqnoe) rasxirenie, poluqa¸weesØ rasxireniem polØ konstant, to po teoreme 9 na str. 279 iz [1] vse divizory polØ F sohranØ¸t svo¸ stepen~ v F^′. Rassmotrim divizory pol¸sov i nuleæ funkcii t v F^′. Po postroeni¸, oba divizora ØvlØ¸tsØ prostymi divizormi stepeni

p^h dlØ nekotorogo h ∈ N. Sledovatel~no, to ße samoe utverßde-

nie verno i dlØ divizorov pol¸sov i nuleæ funkcii t v F . Analogiqnym obrazom, divizory nuleæ funkciæ t + c_i, i = 1, . . . , m, v F takße ØvlØ¸tsØ prostymi divizorami stepeni p^h.

Dalee my rassmotrim trebovanie togo, qtoby pol¸s i nul~ funkcii t ne razvetvlØlis~ v rasxirenii. Po postroeni¸ m, dlØ nekotoryh c_1 ≠ c_2 funkciØ^{t+c1}_{t+c2} imeet nul~ i pol¸s v prostyh, ne razvetvlØ¸wihsØ v rasxirenii K̃/C̃_K(t). Poloßim t^′ = t+c1 t+c2 . Togda CK(t

′) = C_K (t), i moßno podobrat~ c_0 = 0, c^′_1, . . . , c^′_m,

udovletvorØ¸wie vsem trebovaniØm otnositel~no t^′.

Nakonec, poloßim K = F K_0. Togda predpoloßeniØ iz razdela predpoloßeniØ i oboznaqeniØ 3.4 vypolneny po postroeni¸ F , i teorema 3.8 spravedliva dlØ K. S drugoæ storony, tak kak F/F_0 – koneqnoe separabel~noe rasxirenie, to ße samoe verno i dlØ rasxireniØ K/K_0, poskol~ku pole F_0 algebraiqeski zamknuto v

K_0.

3.10. Sledstvie. Pust~ K0 – proizvol~noe pole, udovletvorØ¸-

wee predpoloßeniØm iz razdela “OboznaqeniØ i predpoloßeniØ 3.1.” Togda mnoßestvo P (K_0) = {(x, y) ∈ K^2_0 |∃s ∈ N y = x^{ps} } ØvlØetsØ diofantovym nad K_0.

Dokazatel~stvo. Snaqala zametim, qto P (K0) = P (K) ∩ K^2_0 . Da-

lee, ispol~zuØ metod “vverh i vniz”^3 (sm. razdel 2.2 iz [35)], zakl¸qaem, qto mnoßestvo P (K) ∩ K^2_0 obladaet diofantovym predstavleniem nad K_0.

3Sm. primeqanie na str. 8. – Prim. perev.

162 A. XL˚PENTOH 4. Diofantova nerazreximost~ 4.1. Teorema. Pust~ M – proizvol~noe pole funkciæ harakteri-

stiki p > 0, takoe, qto algebraiqeskoe zamykanie C koneqnogo polØ v M obladaet rasxireniem stepeni p. Pust~ L – proizvol~- noe pole, koneqno poroßdennoe nad C, takoe qto L i M lineæno razdeleny nad C. Poloßim K = M L. Togda diofantova problema polØ K nerazrexima.

Dokazatel~stvo. Preßde vsego zametim, qto soglasno sled-

stvi¸ 9.6 na str. 111 iz [14], pole L separabel~no poroßdeno nad C, i sledovatel~no, pole K udovletvorØet predpoloßeniØm iz razdela “OboznaqeniØ i predpoloßeniØ 3.1.” Takim obrazom, mnoßestvo P (K) diofantovo nad K po sledstvi¸ 3.10. Pust~ teper~ u – qast~ razdelØ¸wego transcendentnogo bazisa polØ L nad C. Rassmotrim K kak pole funkciæ ot peremennoæ u. Inymi slovami, esli u_1 = u, u_2, . . . , u_n – razdelØ¸wiæ transcendentnyæ bazis polØ L nad C, to voz~mem v kaqestve C_K algebraiqeskoe zamykanie polØ M (u_2, . . . , u_k) v K i zametim, nqto K/C_K (u) est~ koneqnoe separabel~noe rasxirenie. Pust~ F – algebraiqeskoe zamykanie polØ C(u) v K. Togda po teoreme 2.5 dlØ vseh za iskl¸qeniem koneqnogo qisla prostyh p_F polØ F suwestvuet diofantovo nad K mnoßestvo A ⊂ K, takoe, qto esli fflement w ∈ A, to w celyæ vo vseh somnoßitelØh divizora p_F v K, togda kak vse

w ∈ F , celye v p_F , leßat v A. Takim obrazom, soglasno predlo-

ßeni¸ 1.6, diofantova problema polØ K nerazrexima.

5. Priloßenie 5.1. Lemma. Pust~ K, F, u, C, CK takovy, kak v oboznaqeniØh 1.5.

Pust~ q – prostoæ divizor polØ F . Togda v K imeetsØ po kraæneæ mere odin prostoæ nad q. Dalee, imeetsØ lix~ koneqnoe qislo prostyh v K, leßawih nad q. Nakonec, vse krome koneqnogo qisla prostyh iz F ne razvetvleny v rasxirenii K/F .

Dokazatel~stvo. Suwestvovanie v K po kraæneæ mere odnogo

prostogo, leßawego nad q, sleduet iz teoremy 1 na str. 52 iz [3]. Pust~ Q – nekiæ prostoæ iz C(u), leßawiæ pod q. Ne umalØØ obwnosti predpoloßim, qto Q ne ØvlØetsØ pol¸som u, i sledovatel~no, otveqaet neprivodimomu mnogoqlenu P (u) ot peremennoæ u. Tak kak pole C algebraiqeski zamknuto v C_K , to P (u) ostaetsØ prostym v C_K(u), i sledovatel~no, v C_K (u) imeetsØ tol~ko odin

DIOFANTOVA NERAZREXIMOST^ 163 prostoæ Q̄ nad Q. Takim obrazom, prostye q_i iz K leßat nad Q̄ togda i tol~ko togda oni leßat nad Q. Sledovatel~no, vnov~ po teoreme 1 na str. 52 iz [3] %citeC imeetsØ tol~ko koneqnoe qislo prostyh iz K, leßawih nad Q. Po lemme 2 na str. 71 iz [3] lix~ koneqnoe qislo prostyh Q̄ moßet razvetvlØt~sØ v rasxirenii K/C_K(u). Takim obrazom, lix~ koneqnoe qislo prostyh moßet razvetvlØt~sØ v rasxirenii K/C(u). Tak kak kaßdyæ prostoæ iz K, leßawiæ nad q, takße leßit nad Q, ots¸da sleduet zakl¸qenie lemmy.

5.2. Lemma. Pust~ N/G – cikliqeskoe rasxirenie poleæ funkciæ.

Pust~ p – prostoæ divizor polØ G, osta¸wiæsØ prostym v fftom rasxirenii. Togda, esli y ∈ G i N_{N/G}(x) = y, dlØ nekotorogo x ∈ N to ordpy ∼= 0 mod [N : G].

Dokazatel~stvo. Pust~ x, y udovletvorØ¸t usloviØm lemmy.

Pust~ P – prostoæ divizor v N , leßawiæ nad p. Pust~ P^aU – divizor funkcii x, gde a ∈ Z, a U – divizor v N , vzaimno prostoæ s P. Togda divizor normy N_{N/G}(x) est~ N_{N/G}(P^aU) =

NN/G(P^a)NN/G(U) = P^{fa}NN/G(U), gde f – otnositel~naØ stepen~

divizora P nad p. (Sm. str. 35–37 v [15]). Tak kak po predepoloßeni¸ divizor p ostaetsØ prostym v rasxirenii N/G, to

f = [N : G].

5.3. Lemma. Pust~ L/N – separabel~noe rasxirenie poleæ funk-

ciæ, poluqa¸weesØ rasxireniem polØ konstant. Togda ni odin prostoæ iz N ne razvetvlØetsØ v fftom rasxirenii.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto p – prostoæ divizor polØ

N , razvetvlØ¸wiæsØ v fftom rasxirenii. Togda v L suwestvuet takoæ prostoæ P, qto P^2 poØvlØetsØ v razloßenii p na mnoßiteli. Pust~ fflement x ∈ N takov, qto ordPx = 1. Rassmotrim rasxireniØ L/N (x) i N (x)/N . Pust~ P_x – prostoæ, leßawiæ v

N (x) pod P (i nad p v N (x)). Togda e(P/P_x) = 1, i sledova-

tel~no, p dolßen byt~ razvetvlen v rasxirenii N (x)/N . Takim obrazom, ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto rasxirenie L/N koneqno. Pust~ C_L – pole konstant polØ L, i α ∈ C_L – fflement, poroßda¸wiæ ffto rasxirenie. Togda po predloßeni¸ 7.7 na str. 33 iz [15] stepennoæ bazis, poroßdennyæ α, ØvlØetsØ celym bazisom po otnoxeni¸ k kaßdomu prostomu iz N . Dalee, tak kak nikakoæ prostoæ ne delit diskriminant fftogo bazisa, to po lemme 2 na str. 71 iz [3] nikakoæ prostoæ ne razvetvlØetsØ

164 A. XL˚PENTOH v fftom rasxirenii. Takim obrazom my poluqaem protivoreqie s naxim predpoloßeniem otnositel~no p.

5.4. Lemma. Pust~ u, β, h, α, z, C, F, w takovy, kak v oboznaqeni-

Øh 2.1. Predpoloßim, qto w ∈ F . Togda suwestvuet pole G ⊆ F , udovletvorØ¸wee sledu¸wim trebovaniØm:

(1) Pole G – global~noe pole, soderßawee h.

(2) Nikakoæ prostoæ iz G ne razvetvlØetsØ v rasxirenii

F (β)/G. Rasxirenie F (β)/G ØvlØetsØ separabel~nym (no neobØzatel~no koneqnym) rasxireniem polØ konstant.

(3) Stepen~ fflementa α nad G ravna p.

Dokazatel~stvo. Tak kak F/C(u) – koneqnoe separabel~noe ras-

xirenie, i F (β)/F – koneqnoe separabel~noe rasxirenie, to

F (β)/C(u) ØvlØetsØ prostym rasxireniem. Pust~ γ – obrazu¸-

wiæ fflement fftogo rasxireniØ. Pust~ A_0, . . . , A_s ∈ C(u) – kofffficienty normirovannogo neprivodimogo mnogoqlena dlØ γ nad

C(u). Pust~ C_{finite} ⊂ C̃ – naimen~xee pole, soderßawee F_p2 (ko-

neqnoe pole iz p^2 fflementov) i kofffficienty normirovannogo neprivodimogo mnogoqlena dlØ α nad C, i takoe, qto A_1, . . . , A_s ∈

C_{finite}(u). Togda C_{finite} – koneqnoe pole, i C_{finite} ⊆ C. Poloßim G = C_{finite}(u, γ, w) ⊂ F (β). Togda G ØvlØetsØ global~nym polem.

Pust~ C_G – ffto pole konstant polØ G. Tak kak pole konstant polØ F (β) est~ C (sm. dokazatel~stvo teoremy 2.3), to C_G ⊂ C. Teper~ rassmotrim sledu¸wu¸ diagrammu poleæ. G −−−−→ F (β)

C_G(u) −−−−→ C(u) Utverßdaem, qto F (β)/G – rasxirenie, poluqa¸weesØ rasxireniem polØ konstant. Drugimi slovami, F (β) = CG. Deæstvitel~- no, ffto sleduet iz togo, qto F (β) = C(u, γ) ⊆ CG = CC_G(u, γ, w). Tak kak pole C soverxenno, to ffto pole rasxireniØ konstant ØvlØetsØ separabel~nym. Takim obrazom, soglasno lemme 5.3 nikakoæ prostoæ ne razvetvlØetsØ v rasxirenii F (β)/G.

5.5. Lemma. Pust~ F – pole funkciæ, q – proizvol~nyæ prostoæ

polØ F , a p – proizvol~noe racional~noe prostoe qislo. Togda su-

DIOFANTOVA NERAZREXIMOST^ 165 westvuet fflement f ∈ F s F -divizorom vida q^{aF}Q ta_{ii} , gde t_i ≠ q dlØ vseh i, a a ≁= 0 mod p.

Dokazatel~stvo. Po sledstvi¸ k teoreme Rimana–Roha

(sm. 4(d), na str. 20 v [14]) dlØ dostatoqno bol~xih a razmernost~ (kak vektornogo prostranstva nad polem konstant) mnoßestva vseh funkciæ s edinstvennym pol¸som v q porØdka, ne prevoshodØwego a, i celyh vo vseh ostal~nyh prostyh ravna

a deg(q) − g + 1, gde g – rod F . V to ße samoe vremØ, dlØ do-

statoqno bol~xih a razmernost~ (kak vektornogo prostranstva na polem konstant) mnoßestva vseh funkciæ s edinstvennym pol¸som v q porØdka strogo men~xego a i celyh vo vseh ostal~nyh prostyh ravna (a − 1) deg(q) − g +1. Sledovatel~no, dlØ dostatoqno bol~xih a ∈ N mnoßestvo funkciæ s edinstvennym pol¸som v q porØdka v toqnosti a nepusto.

5.6. Lemma. Pust~ F – pole funkciæ ot odnoæ peremennoæ. Pust~

s ∈ N, w ∈ F , a PF – prostoæ divizor polØ F . Esli ordP_F (w^{ps} −w) <

0, to ordP_F w < 0 i ordP_F (w^{ps} − w) ∼= 0 mod p^s.

Dokazatel~stvo. Esli ordP_F (w^p − w) < 0, to ordP_F w < 0 i

ordP_F (w^p − w) = ordP_F (w^p) ∼= 0 mod p.

Literatura

1. E. Artin, Algebraic Numbers and Algebraic Functions. — Gordon Breach Science Publishers, New York (1986).

2. J. W. S Cassels and A. Frölich, Algebraic Number Theory. — Thompson Book Co, Washington, D. C. (1967).

3. C. Chevalley, Introduction to the theory of Algebraic Functions of One Variable, vol. 6 of Mathematical Surveys. — AMS, Providence, RI, 1951.

4. J.-L. Colliot-Thélène, A. Skorobogatov, and P. Swinnerton-Dyer, Double fibres and double covers: Paucity of rational points. — Acta Arithmetica, 79 (1997), 113–135.

5. G. Cornelissen and K. Zahidi, Topology of diophantine sets: Remarks on Mazur’s conjectures. — In: Jan Denef, Leonard Lipshitz, Thanases Pheidas, and Jan Van Geel, editors, Hilbert’s Tenth Problem: Relations with Arithmetic and Algebraic Geometry, vol. 270 of Contemporary Mathematics, pages 253–260. American Mathematical Society, 2000.

6. M. Davis, Hilbert’s tenth problem is unsolvable. — American Mathematical Month-

ly, 80 (1973), 233–269.

7. M. Davis, Yurii Matijasevich, and Julia Robinson, Positive aspects of a negative solution. — In Proc. Sympos. Pure Math., vol. 28, pages 323– 378. Amer. Math. Soc., 1976.

8. J. Denef, Hilbert’s tenth problem for quadratic rings. — Proc. Amer. Math. Soc.,

48 (1975), 214–220.

166 A. XL˚PENTOH

9. J. Denef, The diophantine problem for polynomial rings and fields of rational functions. — Transactions of American Mathematical Society, 242 (1978), 391–399.

10. J. Denef, The diophantine problem for polynomial rings of positive characteristic.

— In: M. Boffa, D. van Dalen, and K. MacAloon, editors, Logic Colloquium 78, pages 131 –145. North Holland (1979).

11. J. Denef, Diophantine sets of algebraic integers, II. — Transactions of American Mathematical Society, 257 (1) (1980), 227–236.

12. J. Denef and L. Lipshitz, Diophantine sets over some rings of algebraic integers.

— Journal of London Mathematical Society, 18 (2) (1978), 385–391. 13. K. Eisenträeger, Hilbert’s tenth problem for algebraic function fields of characteristic 2. — To appear.

14. M. Fried and M. Jarden, Field Arithmetic. — Springer-Verlag, New York (1986). 15. G. Janusz, Algebraic Number Fields. — Academic Press, New York (1973). 16. H. K. Kim and F. W. Roush, Diophantine undecidability of C(t1 , t2). — Journal of Algebra, 150 (1) (1992), 35–44.

17. H. K. Kim and F. W. Roush, Diophantine unsolvability for function fields over certain infinite fields of characteristic p. — Journal of Algebra, 152 (1) (1992), 230–239.

18. H. K. Kim and F. W. Roush, Diophantine unsolvability over p-adic function fields.

— Journal of Algebra, 176 (1995), 83–110.

19. S. Lang, Algebra. — Addison Wesley, Reading, Ma (1971).

20. B. Mazur, The topology of rational points. — Experimental Mathematics, 1 (1) (1992), 35–45.

21. B. Mazur, Questions of decidability and undecidability in number theory. — Journal of Symbolic Logic, 59 (2) (June 1994), 353–371.

22. B. Mazur, Speculation about the topology of rational points: An up-date. — Asterisque, 228 (1995), 165–181.

23. B. Mazur, Open problems regarding rational points on curves and varieties. — In: A. J. Scholl and R. L. Taylor, editors, Galois Representations in Arithmetic Algebraic Geometry. Cambridge University Press (1998).

24. Th. Pheidas, An undecidability result for power series rings of positive characteristic. II. — Proc. Amer. Math. Soc., 100 (3) (1987), 526–530.

25. Th. Pheidas, Hilbert’s tenth problem for a class of rings of algebraic integers. — Proceedings of American Mathematical Societ, 104 (2) (1988), 611–620.

26. Th. Pheidas, Hilbert’s tenth problem for fields of rational functions over finite fields. — Inventiones Mathematicae, 103 (1991), 1–8.

27. H. Shapiro and A. Shlapentokh, Diophantine relations between algebraic number fields. — Communications on Pure and Applied Mathematics, XLII:1113–1122 (1989).

28. A. Shlapentokh, Extension of Hilbert’s tenth problem to some algebraic number fields. — Communications on Pure and Applied Mathematics, XLII:939–962 (1989).

29. A. Shlapentokh, Diophantine undecidability in some rings of algebraic numbers of totally real infinite extensions of Q. — Annals of Pure and Applied Logic, 68 (1994), 299–325.

30. A. Shlapentokh, Algebraic and turing separability of rings. — Journal of Algebra,

185 (1996), 229–257.

DIOFANTOVA NERAZREXIMOST^ 167

31. A. Shlapentokh, Diophantine undecidability of algebraic function fields over finite fields of constants. — Journal of Number Theory, 58 (2) (June 1996), 317–342.

32. A. Shlapentokh, Diophantine definability over some rings of algebraic numbers with infinite number of primes allowed in the denominator. — Inventiones Mathematicae, 129 (1997), 489–507.

33. A. Shlapentokh, Defining integrality at prime sets of high density in number fields.

— Duke Mathematical Journal, 101 (1) (2000), 117–134.

34. A. Shlapentokh, Hilbert’s tenth problem for algebraic function fields over infinite fields of constants of positive characteristic. — Pacific Journal of Mathematics, 193 (2) (2000), 463–500.

35. A. Shlapentokh, Hilbert’s tenth problem over number fields, a survey. — In: Jan Denef, Leonard Lipshitz, Thanases Pheidas, and Jan Van Geel, editors, Hilbert’s Tenth Problem: Relations with Arithmetic and Algebraic Geometry, vol. 270 of Contemporary Mathematics, pages 107–137. American Mathematical Society (2000).

36. A. Shlapentokh, Diophantine undecidability of function fields of characteristic greater than 2 finitely generated over a field algebraic over a finite field. — Compositio Mathematica, 132 (1) (May 2002), 99–120.

37. A. Shlapentokh, On diophantine definability and decidability in large subrings of totally real number fields and their totally complex extensions of degree 2. — Journal of Number Theory, 95 (2002), 227–252.

38. A. Shlapentokh, A ring version of Mazur’s conjecture on topology of rational points. — International Mathematics Research Notices, 2003:7: 411–423 (2003).

39. C. Videla, Hilbert’s tenth problem for rational function fields in characteristic 2.

— Proceedings of the American Mathematical Society. — 120 (1) (January 1994) 249–253.

40. A. Weil, Basic Number Theory. — Springer-Verlag (1974).

41. K. Zahidi, The existential theory of real hyperelliptic fields. — Journal of Algebra,

233 (1) (2000), 65–86.

Shlapentokh A. Diophantine undecidability for some function fields of infinite transcendence degree and positive characteristic.

Let M be a field of positive characteristic p > 0 such that C, the closure of a finite field in M , has an extension of degree p. Let L be a field finitely generated over C and such that M and L are linearly disjoint over C. Then Hilbert’s Tenth problem is not decidable over M L.

Postupilo 2 aprelØ 2003 g.

Department of Mathematics East Carolina University E-mail: shlapentokha@mail.ecu.edu