Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 303, 2003 g.

A. M. Kotoqigov

SVOBODNA˚ INTERPOL˚CI˚ V PROSTRANSTVAH FUNKCI` S S–` PROIZVODNO` IZ KLASSA HARDI

§1. Vvedenie

V rabote issleduetsØ povedenie sledov analitiqeskih v kruge funkciæ na mnoßestvah needinstvenosti. Podmnoßestvo v kruge nazyvaetsØ mnoßestvom svobodnoæ interpolØcii, esli pri sußenii na nego analitiqeskie funkcii iz zadannogo klassa utraqiva¸t vsØkie sledy analitiqnosti. Obwee opisanie fftogo ØvleniØ v toqnyh terminah nevozmoßno. Vo vseh konkretnyh primerah polnaØ poterØ analitiqnosti u sledov funkciæ na interpolØcionnom mnoßestve soverxenno oqevidna, no proØvlØetsØ kaßdyæ raz svoim sposobom. V rabote Karlesona [1], poloßivxeæ naqalo takogo roda issledovaniØm, poluqeno neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie dlØ togo, qtoby sledy ograniqennyh analitiqeskih funkciæ na zadannom mnoßestve poroßdali v toqnosti vse prostranstvo ograniqennyh funkciæ na fftom mnoßestve. �ta zadaqa i sposob ee rexeniØ poslußili obrazcom dlØ ogromnogo qisla posledu¸wih rabot. Rexenie zadaqi svobodnoæ interpolØcii, kak pravilo, osloßnØetsØ tem, qto odnovremenno s opisaniem struktury mnoßestva trebuetsØ podbirat~ estestvennoe opisanie dlØ prostranstva sledov. Prostranstva ograniqennyh analitiqeskih funkciæ i prostranstva analitiqeskih funkciæ, udovletvorØ¸wih uslovi¸ Gœl~dera, ØvlØ¸tsØ edinstvennymi iskl¸qeniØmi. Xapiro i Xilds [2] poluqili rexenie zadaqi svobodnoæ interpolØcii dlØ vseæ xkaly prostranstv Hardi. Okazalos~, qto struktura mnoßestv svobodnoæ interpolØcii zdes~ takaØ ße, kak u prostranstva ograniqennyh analitiqeskih funkciæ, a prostranstvo sledov obrazuet ideal~noe prostranstvo i, tem samym, ne neset nikakoæ ostatoqnoæ analitiqnosti. Pri perehode k prostranstvam analitiqeskih funkciæ, gladkih

Rabota vypolnena pri podderßke granta “Veduwie nauqnye xkoly” NX-2266-2003-1. 169

170 A. M. KOTOQIGOV vplot~ do granicy, zadaqa svobodnoæ interpolØcii usloßnØetsØ. InterpolØcionnoe mnoßestvo moßet teper~ vyhodit~ na granicu oblasti analitiqnosti. V rabote avtora [3] bylo pokazano, qto graniqnaØ qast~ interpolØcionnogo mnoßestva dolßna udovletvorØt~ nekotoromu geometriqeskomu uslovi¸ – uslovi¸ poristosti. IssledovaniØ Dyn~kina [4], Xirokova [5], Bruny [6] pokazali, qto ffto uslovie ØvlØetsØ i dostatoqnym dlØ rØda prostranstv analitiqeskih funkciæ, gladkih vplot~ do granicy, v tom qisle i dlØ prostranstv funkciæ s proizvodnoæ iz klassov Hardi H^p (1 < p < ∞). Opisanie prostranstva sledov dlØ prostranstv funkciæ s proizvodnoæ iz klassov Hardi okazyvaetsØ soderßatel~noæ zadaqeæ, priqem glavnoæ problemoæ stanovitsØ opisanie sledov na graniqnoæ qasti interpolØcionnogo mnoßestva. Pri p = 1 ili p = ∞ opisanie prostranstva sledov stanovitsØ samostoØtel~noæ trudnoæ zadaqeæ, rexenie kotoroæ dlØ p = 1 poluqeno Dyn~kinym [7]. Opisanie sledov analitiqeskih funkciæ, gladkih vplot~ do granicy, na vnutrenneæ qasti interpolØcionnogo mnoßestva ne trebuet special~nyh usiliæ, no dopuskaet raznye interpretacii. V upomØnutyh rabotah Dyn~kina prinØto “ßestkoe” opisanie, kogda funkciØ interpoliruetsØ vmeste so vsemi proizvodnymi, suwestvu¸wimi u nee v zamykanii oblasti (interpolØciØ lokal~nyh rostkov). Pri fftom interpolØcionnye mnoßestva vnov~ opisyva¸tsØ usloviem Karlesona iz teoremy ob interpolØcii ograniqennymi analitiqeskimi funkciØmi. Estestvenno rassmotret~ zadaqu interpolØcii i dlØ sluqaØ “mØgkogo” opisaniØ prostranstva sledov, kogda v kaßdoæ vnutrenneæ toqke interpoliruetsØ tol~ko znaqenie funkcii. Issledovani¸ fftogo voprosa i posvØwena nastoØwaØ rabota. MØgkoe opisanie prostranstva sledov delaet strukturu fftogo prostranstva bolee sloßnoæ. Zdes~ my rassmotrim tol~ko prosteæxiæ variant interpolØcii, ograniqivaØs~ interpolØcionnymi mnoßestvami, udovletvorØ¸wimi uslovi¸ Xtol~ca. Legko proverØetsØ, qto pri takoæ postanovke zadaqi interpolØcionnoe mnoßestvo uße ne dolßno udovletvorØt~ ßestkomu uslovi¸ razdeleniØ toqek. L¸boe interpolØcionnoe mnoßestvo v fftom sluqae moßno predstavit~ v vide ob¨edineniØ neskol~kih redkih mnoßestv. Qislo redkih mnoßestv v ob¨edinenii opredelØetsØ stepen~¸ gladkosti funkciæ. �to uslovie, po-vidimomu, ØvlØetsØ i dostatoqnym vo vseæ xkale fftih pro-

SVOBODNA˚ INTERPOL˚CI˚ 171 stranstv. Zdes~ budet privedeno dokazatel~stvo dostatoqnosti tol~ko dlØ p = ∞, pri fftom my stroim nepreryvnyæ lineænyæ operator prodolßeniØ, zadannyæ na estestvennom prostranstve sledov. Teorema ob interpolØcii operatorov pozvolila by poluqit~ dostatoqnost~ fftih usloviæ dlØ vseh pokazateleæ p, esli by my dokazali analogiqnoe utverßdenie dlØ p = 1. Odnako tehniqeskie problemy, voznika¸wie v fftom sluqae, znaqitel~no uveliqili by ob¨em stat~i; my otkladyvaem ffti rassmotreniØ do sledu¸weæ publikacii. Trudnosti, voznika¸wie pri p = 1, vpolne estestvenny, tak kak togda (v otliqii ot sluqaØ p > 1) sledy sootvetstvu¸wih funkciæ ne obrazu¸t ideal~nogo prostranstva. PodgotavlivaØ bazu dlØ rexeniØ zadaqi v sluqae

p = 1, my privodim toßdestva, pozvolØ¸wie vosstanavlivat~

funkci¸ po ee razdelennym raznostØm. �ti dostatoqno gromozdkie formuly perenosØtsØ s funkciæ na diskretnom mnoßestve na analitiqeskie funkcii, gladkie vplot~ do granicy. My stroim analitiqeskie funkcii, veduwie sebØ na interpolØcionnom mnoßestve kak splaæny sootvetstvu¸weæ gladkosti. IdeØ i vozmoßnost~ postroeniØ takih funkciæ vpervye voznikli i byli realizovany v rabote S. A. Vinogradova [8].

§2. OboznaqeniØ i formulirovka osnovnogo rezul~tata

Pust~ D – ediniqnyæ krug v kompleksnoæ ploskosti, A(D) – prostranstvo vseh analitiqeskih v kruge funkciæ. Napomnim opredelenie prostranstv Hardi

H^p = {f ∈ A(D) : sup_{r∈(0,1)} 2π∫ 0 |f(re^{it})|^pdt < ∞}. Osnovnoæ ob¨ekt naxih issledovaniæ – prostranstvo H^{(s)}p funkciæ s s-æ proizvodnoæ iz klassa Hardi. Opredelenie 2.1. H^{(s)}p = {f ∈ A(D) : f^{(s)} ∈ H^p}.

Vs¸du v fftoæ rabote my predpolagaem, qto kandidat na interpolØci¸ – mnoßestvo E, – ØvlØetsØ diskretnym mnoßestvom, udovletvorØ¸wim uslovi¸ Xtol~ca. Opredelenie 2.2. E = {zn} ⊂ D, zn → 1, | arg(1 − zn)| < π/2 − ε. DlØ opisaniØ struktury interpolØcionnyh mnoßestv nam potrebuetsØ ewe odno opredelenie.

172 A. M. KOTOQIGOV

Opredelenie 2.3. Mnoßestvo E udovletvorØet uslovi¸ redko-

sti, esli suwestvuet poloßitel~naØ postoØnnaØ δ takaØ, qto {z : |z − z_n| < δ(1 − |z_n|)} ∩ E = {z_n} dlØ l¸bogo n. Napomnim, qto dlØ mnoßestv, udovletvorØ¸wih uslovi¸ Xtol~ca, uslovie redkosti ffkvivalentno uslovi¸ Karlesona, opisyva¸wemu interpolØcionnye mnoßestva dlØ prostranstva ograniqennyh analitiqeskih funkciæ.

Pereædem k opisani¸ prostranstva sledov v terminah razdelennyh raznosteæ. Funkci¸ x na mnoßestve E estestvenno rassmatrivat~ kak posledovatel~nost~ x(z_n) = x_n. Razdelennye raznosti opredelØ¸tsØ po indukcii. DlØ unifikacii oboznaqeniæ budem nazyvat~ razdelennoæ raznost~¸ nulevogo porØdka znaqenie funkcii v toqke: [z_n]_x = x_n.

Opredelenie 2.4. RazdelennaØ raznost~ s-go porØdka pri s > 0

zadaetsØ formuloæ [z_n, . . . , z_{n+s}]_x = [z_n, . . . , z_{n+s−1}]_x − [z_{n+1}, . . . , z_{n+s}]_x z_n − z_{n+s} . Proanaliziruem, vnaqale, popytku vvesti normu na prostranstve sledov, ne uqityva¸wu¸ struktury mnoßestva E. Norma formiruetsØ na osnove predpoloßeniØ o tom, qto razdelennaØ raznost~ vedet sebØ kak sootvetstvu¸waØ proizvodnaØ i razliqnye razdelennye raznosti ne zavisØt drug ot druga:

w^{(s)}_p (E) = {(x_n) : ∞∑ n=1 |[z_n, . . . , z_{n+s}]_x|^p|1 − z_n| < ∞} pri 1 ≤ p < ∞. Legko obnarußit~, qto ffto opredelenie ne goditsØ dlØ naxih celeæ. Posmotrev na probnye funkcii, ravnye 1 v odnoæ toqke mnoßestva E i 0 vo vseh ostal~nyh toqkah, legko ponØt~, qto numeraciØ toqek dolßna byt~ takoæ, qtoby vsØkiæ nabor

z_n,z_{n+1}, . . . , z_{n+s} realizovyval gruppu samyh blizkih meßdu so-

boæ toqek iz mnoßestva E. Tol~ko oqen~ regulØrnye posledovatel~nosti dopuska¸t taku¸ numeraci¸. Takovymi, v koneqnom sqete, okaßutsØ i interpolØcionnye mnoßestva, no dlØ vyvoda neobhodimosti sootvetstvu¸wih usloviæ nam nado imet~ opredelenie, ne zavisØwee ot vybora numeracii. S fftoæ cel~¸ my vvedem normu v prostranstve sledov, ispol~zuØ diskretnyæ analog maksimal~nyh funkciæ. Nazovem s-oboloqkoæ toqki z_n koneq-

SVOBODNA˚ INTERPOL˚CI˚ 173 nu¸ posledovatel~nost~ Z_n = {z_{n0} , z_{n1} , . . . , z_{ns} } ⊂ E, gde z_n = z_{n0} , |z_n − z_{n1} | 6 |z_n − z_{n2} | 6 · · · 6 |z_n − z_{ns} | 6 |z_n − z_m| dlØ z_m ∈ E \ Z_n. �kstremal~noe svoæstvo oboloqek proØvlØetsØ v tom, qto dlØ l¸bogo n funkciØ h(z_m) = δ_{n,m} udovletvorØet neravenstvu

|[z_n, z_{n1} , . . . , z_{ns} ]_h| > |[z_n, z_{k1} , . . . , z_{ks} ]_h| dlØ l¸bogo nabora razliq- nyh toqek z_{k1} , . . . , z_{ks} ∈ E \ {z_n}. Opredelenie 2.5. Poloßim

w^{(s)}_p (E) = { (x_n) : ∞∑ n=1 |[z_n, z_{n1} , . . . , z_{ns} ]_x|^p|z_n − z_{ns} | < ∞ }

pri 1 ≤ p < ∞;

w^{(s)}_∞ (E) = { (x_n) : sup_n |[z_n, z_{n1} , . . . , z_{ns} ]_x| < ∞ } . V oboih sluqaØh s-Ø razdelennaØ raznost~ vyqislØetsØ dlØ soboloqki toqki z_n.

Opredelenie 2.6. Budem govorit~, qto E – interpolØcionnoe

mnoßestvo dlØ pary prostranstv H^{(s)}p , w^{(s)}p , esli dlØ l¸boæ funkcii x ∈ w^{(s)}p naædetsØ funkciØ f ∈ H^{(s)}p takaØ, qto f(z) = x(z) dlØ l¸bogo z ∈ E.

Sformuliruem osnovnoæ rezul~tat raboty.

Teorema 2.7. Pust~ mnoßestvo E udovletvorØet uslovi¸

Xtol~ca.

1. Esli mnoßestvo E ØvlØetsØ interpolØcionnym dlØ pary prostranstv H^{(s)}p , w^{(s)}p (E) pri 1 ≤ p < ∞, to ono moßet byt~ predstavleno kak ob¨edinenie ne bolee qem s redkih mnoßestv.

2. E ØvlØetsØ interpolØcionnym dlØ pary prostranstv H^{(s)}∞ ,

w^{(s)}_∞ (E) togda i tol~ko togda, kogda ono moßet byt~ predstavleno kak ob¨edinenie ne bolee qem (s + 1)-go redkogo mnoßestva.

Plan dokazatel~stva.

V §3 my vyvedem neobhodimost~ usloviæ, sformulirovannyh v teoreme, i dokaßem sootvetstvu¸wu¸ teoremu vloßeniØ (operator sußeniØ nepreryvno otobraßaet H^{(s)}p v predpolagaemoe

174 A. M. KOTOQIGOV prostranstvo sledov). OsnovnaØ rabota prihoditsØ na dokazatel~stvo dostatoqnosti fftih usloviæ, toqnee, na postroenie operatora prodolßeniØ, deæstvu¸wego iz prostranstva w^{(s)}∞ (E) v prostranstvo H^{(s)}∞ . Postroeni¸ operatora predxestvuet privedennyæ v §4 vyvod vspomogatel~nogo toßdestva, pozvolØ¸wego vosstanovit~ posledovatel~nost~ (x_n) po naboru ee razdelennyh raznosteæ. �to toßdestvo sostavlØet osnovu postroeniØ operatora prodolßeniØ. V §5 my posledovatel~no vvodim neskol~- ko semeæstv vspomogatel~nyh analitiqeskih funkciæ, kotorye, v konce koncov, da¸t funkcii, vosproizvodØwie v toqkah mnoßestva E znaqeniØ kofffficientov vspomogatel~nogo toßdestva. �to pozvolØet dat~ formal~noe opisanie operatora prodolßeniØ. Ocenki postroennyh vspomogatel~nyh funkciæ sostavlØ¸t soderßanie zakl¸qitel~nogo §6. Na osnove fftih ocenok legko dokazyvaetsØ nepreryvnost~ postroennogo operatora prodolßeniØ pri p = ∞.

V hode dokazatel~stva teoremy my budem oboznaqat~ vse ocenoqnye konstanty simvolom C. Oboznaqenie f(x) ≍ g(x) ispol~- zuetsØ dlØ sokrawennoæ zapisi dvustoronnih ocenok dlØ pary poloßitel~nyh funkciæ f i g.

§3. Dokazatel~stvo neobhodimosti usloviæ teoremy

Trebuemoe utverßdenie sleduet iz ocenok razdelennyh raznosteæ. V svo¸ oqered~, ocenki poluqa¸tsØ iz toßdestv, kotorye moßno naæti v knige A. O. Gel~fonda [9, glava 1, §4]:

[a_0, a_1, .., a_s]_f = s∑ k=0 f(a_k ) s∏ j=0,j≠k (x_k − x_j)

, (3.1)

[a_0, a_1, .., a_s]_f = 1∫ 0 t_1∫

0 · · · t_s�_1∫

0 f^{(s)}(a_0 + (a_1 − a_0)t_1 + · · · +

(a_s − a_{s−1})t_s)dt_s · · · dt_1, (3.2)

i dlØ analitiqeskih v kruge funkciæ spravedlivo ewe odno

SVOBODNA˚ INTERPOL˚CI˚ 175 predstavlenie:

[a_0, a_1, .., a_s]_f = 1 2πi ∫ ∂D f(w)dw s∏ j=0 (w − x_j) . (3.3)

Predloßenie 3.1. Esli f ∈ H^{(s)}p i a0, a1, . . . , as ∈ D, to spraved-

liva ocenka | | [a_0, a_1, .., a_s]_f | | ≤ C ‖f‖ min_k(1 − |a_k|)^{1/p} . Dokazatel~stvo. Teorema ob interpolØcii operatorov pozvolØet ograniqit~sØ neravenstvami v kraænih toqkah xkaly. Rassmotrim vnaqale sluqaæ p = ∞. Toßdestvo (3.2) pozvolØet napisat~ neravenstvo

|[a_0, a_1, .., a_s]_f | 6 1∫ 0 t_1∫

0 · · · t_s�_1∫

0 |f^{(s)}(a_0 + (a_1 − a_0)t_1 + · · · + +(a_s − a_{s−1})t_s)|dt_s · · · dt_1 6 C‖f‖, t.e. v fftom sluqae nußnaØ ocenka vypolnena.

V sluqae p = 1 my naqnem s togo ße toßdestva, predstavim funkci¸ f^{(s)} kak integral Koxi ot ee graniqnyh znaqeniæ na okrußnosti, a zatem pomenØem porØdok integrirovaniØ. �to vedet k ocenke

|[a_0, a_1, .., a_s]_f | 6 C ∫ ∂D |f^{(s)}(w)| 1∫ 0 t_1∫

0 · · · t_s�_1∫

0 dt_s · · · dt_1 |w − (a_0 + (a_1 − a_0)t_1 + · · · + (a_s − a_{s−1})t_s)| |dw|. Zameniv podyntegral~noe vyraßenie ego naibol~xim znaqeniem, poluqim | |[a_0, a_1, .., a_s]_f | | 6 C‖f‖^1_{mink(1 − |ak|)} . Sledovatel~no, neravenstvo spravedlivo i pri p = 1, i ostaetsØ prointerpolirovat~ ego meßdu p = 1 i p = ∞. �

Poluqennoe neravenstvo pozvolØet poluqit~ ocenku, kotoraØ uqityvaet naliqie korneæ u funkcii.

176 A. M. KOTOQIGOV

Sledstvie 3.2. Pust~ f ∈ H^{(s)}p i f(a1) = f(a2) = · · · = f(as) = 0,

togda |f(a)| ≤ C|a − a_1| · · · |a − a_s| ‖f‖ min_k(1 − |a_k|)^{1/p} . Dokazatel~stvo. Iz formuly (3.1) sleduet, qto

f(a) = (a − a_1) · · · (a − a_s) ( f(a) (a − a_1) · · · (a − a_s) + f(a_1) (a_1 − a)(a_1 − a_2) · · · (a_1 − a_s) + · · · + f(a_s) (a_s − a)(a_s − a_1) · · · (a_s − a_{s−1}) ) = (a − a_1) · · · (a − a_s)[a, a_1, .., a_s]_f ; (3.4)

ostaetsØ soslat~sØ na predloßenie 3.1. � Esli korni funkcii f horoxo sgruppirovany, to tem ße sposobom moßno ocenit~ proizvodnu¸. Nam potrebuetsØ ocenka proizvodnoæ v toqke, gde sama funkciØ obrawaetsØ v nol~. Predloßenie 3.3. Pust~ f(aj ) = 0, j = 1, 2, . . . , s, i suwestvuet

qislo δ < 1 takoe, qto a_k ∈ {z : |z − a_1| < δ(1 − |a_1|)}. Togda spravedliva ocenka |f^′(a_1)| ≤ C ‖f‖ (1 − |a_1|)^{1/p} s∏ 2 |a_1 − a_k|. Dokazatel~stvo. Utoqnim oboznaqeniØ. Budem sqitat~, qto

|a_1 − a_2| ≤ |a_1 − a_k| i poloßim r =^1_2 min(|a_1 − a_2|, 1 − |a_1|), Γ_r = {w : |w − a_1| = r}. Zametim, qto iz usloviØ |w − a_1| = r vyte-

kaet sootnoxenie |w − a_k| ≍ min(|a − a_k|, 1 − |a_1|). Zapixem proizvodnu¸, kak integral Koxi po konturu Γ_r = {w : |w − a_1| =^{1+δ}_2 }. Zatem zapixem funkci¸ soglasno formule (3.4) qerez razdelennu¸ raznost~ i ocenim ee na osnovanii predloßeniØ 3.1, vospol~zovavxis~ tem, qto na konture Γ_r vypolneno sootnoxenie

|w − a_k| ≍ |1 − a_1|. V itoge poluqim trebuemoe neravenstvo

|f^′(a_1)| = | | | | | | 1 2πi ∫ |w−a_1|=r f(w)dw (w − a_1)^2 | | | | | | =

SVOBODNA˚ INTERPOL˚CI˚ 177 = C | | | | | | ∫ Γ_r 1 (w − a_1)^2 s∏ 1 (w − a_k)[w, a_1, . . . , a_s]_f dw | | | | | | =

= C ∫ Γ_r 1 |w − a_1| s∏ 2 |a_1 − a_k| ‖f‖ (1 − |a_1|)^{1/p} |dw| ≤

≤ C ‖f‖ (1 − |a_1|)^{1/p} s∏ 2 |a_1 − a_k|. � VernemsØ ewe raz k analizu togo, naskol~ko “pravil~no” opredelena norma v prostranstve w^{(s)}p (E). Fiksiruem toqku z_k ∈ E i opredelim probnu¸ funkci¸ h(z_n) = 0, n ≠ k, h(z_k) = 1. Dokazatel~stvo neobhodimosti usloviæ teoremy budet osnovano na tom, qto norma probnoæ funkcii opredelØetsØ znaqeniem ee razdelennoæ raznosti na oboloqke toqki z_k. Zametim, qto razdelennye raznosti funkcii h otliqny ot nulØ tol~ko v tom sluqae, kogda toqka z_k vhodit v sootvetstvu¸wu¸ oboloqku. Sredi otliqnyh ot nulØ razdelennyh raznosteæ naibol~xeæ po modul¸ ØvlØetsØ raznost~, vyqislennaØ po oboloqke toqki z_k. �to obstoØtel~stvo bylo otmeqeno vyxe, kak ffkstremal~noe svoæstvo oboloqek. Zametim, qto norma funkcii h budet obladat~ ßelaemym svoæstvom, esli l¸baØ toqka mnoßestva E vhodit tol~ko v koneqnoe qislo oboloqek fflementov fftogo mnoßestva. Dokaßem, qto ffto tak.

Predloßenie 3.4. Toqka mnoßestva E moßet vhodit~ v obo-

loqki ne bolee, qem v 12(s + 1)^2 fflementov mnoßestva E.

Dokazatel~stvo. Fiksiruem toqku zn ∈ E i dlØ l¸boæ drugoæ toqki z_m ∈ E opredelim mnoßestvo C(z_m) – ugol s verxinoæ v toqke z_m, ime¸wiæ rastvor π/3 i ne soderßawiæ toqki z_n, bissektrisa kotorogo leßit na prØmoæ, opredelØemoæ toqkami

z_n i z_m. Predpoloßim, qto, krome toqki z_m, ugol C(z_m) soderßit

ewe s toqek mnoßestva E. Perenumeruem ih {z_{kr} }^s_{r=1} tak, qtoby qisla |z_n − z_{kr} | ne ubyvali. Togda z_n /∈ Z_{ks} . Deæstvitel~no, krug

{z : |z − z_{ks} | 6 |z_m − z_{ks} |} soderßit s + 1 toqku mnoßestva E i,

sledovatel~no, oboloqku toqki z_{ks} , v to ße vremØ toqka z_n ne vhodit v fftot krug.

178 A. M. KOTOQIGOV

Esli vybrannaØ nami toqka z_n ne prinadleßit oboloqke ni odnogo iz fflementov mnoßestva E \ {z_n}, to utverßdenie predloßeniØ verno. V protivnom sluqae, rassmotrim mnoßestvo

E_1(z_n) = {z_j ∈ E \ {z_n} : z_n ∈ K(z_j )}. Oboznaqim qerez z^{(1)}_m

odnu iz blißaæxih k z_n toqek mnoßestva E_1(z_n). Dalee numeraciØ prodolßaetsØ po indukcii. Esli uße vvedeny toqki

z^{(1)}_m , . . . , z^{(k−1)}_m , to my rassmotrim mnoßestvo E_k(z_n), sostoØwee

iz vseh toqek mnoßestva E_1(z_n), ne prinadleßawih ni odnomu iz uglov C(z_m(r) ), r = 1, .., k − 1. Esli mnoßestvo E_k(z_n) nepusto, to

z^{(k)}_m – odna iz blißaæxih k z_n toqek fftogo mnoßestva.

Pokaßem, qto qislo takih toqek ne prevoshodit 12(s+1). Predpoloßim, qto ffto ne tak, togda naædetsØ ugol s verxinoæ v toqke

z_n i rastvora^π_6 , soderßawiæ ne menee s + 1 toqek iz posledo-

vatel~nosti z^{(k)}m . Fiksiruem takoæ ugol i oboznaqim qerez z_∗ blißaæxu¸ k toqke z_n toqku iz naxeæ posledovatel~nosti vnutri ugla. Dalee, takim ße obrazom vyberem toqku z^∗ – samu¸ daleku¸ ot toqki z_n. Togda krug |z − z^∗| 6 |z_∗ − z^∗| soderßit ne menee s + 1 toqki mnoßestva E i, sledovatel~no, oboloqku toqki

z^∗, a s drugoæ storony, on ne moßet soderßat~ toqku z_n: |z_n − z^∗| = |z_n − z_∗| √ 3 2 + √ |z_∗ − z^∗|^2 − 1 4 |z_n − z_∗|^2 > |z_∗ − z^∗|. OstaetsØ zametit~, qto esli toqka z_n prinadleßit oboloqke toqki z_m, to libo z_m – odna iz toqek z^{(k)}m , kotoryh ne bolee

12(s + 1), libo z_m – toqka, leßawaØ v odnom iz uglov C(z^{(k)}_m ), no,

kak bylo otmeqeno vyxe, v takom ugle moßet soderßat~sØ ne bolee s + 1 toqki z_r takih, qto z_n prinadleßit oboloqke toqki z_r .

�

Sledstvie 3.5. Pust~ Zk = {zk_1 , · · · , zk_s } ⊂ E – oboloqka toqki

z_k. Togda ‖h‖ ≍ |z_k − z_{ks} |^{1/p} ∏_s j=1 |z_k − z_{kj} | . Zaverxenie dokazatel~stva neobhodimosti usloviæ teoremy. Pust~ h – probnaØ funkciØ, h(zk) = 1, h(zn) = 0, n ≠ k. Predpoloßenie ob interpolØcionnosti mnoßestva E garantiruet suwestvovanie funkcii f ∈ H^{(s)}p takoæ, qto f(z_n) = h(z_n)

SVOBODNA˚ INTERPOL˚CI˚ 179

pri vseh n i ‖f‖ ≍ ‖h‖. Funkcii iz prostranstva H^{(s)}p dopuska-

¸t faktorizaci¸ [10]. V qastnosti, esli opredelit~ funkci¸ g

ravenstvom f = B · g, gde B(z) = ∏ z_n /∈Z_k |z_n| z_n z − z_n 1 − zz̄_n – proizvedenie

BlØxke s mnoßestvom nuleæ E \ {Z_k}, to g ∈ H^{(s)}p i ‖f‖ ≍ ‖g‖. Do-

kazatel~stvo budet osnovano na ocenkah, svØzannyh s razdelen-

noæ raznost~¸ [z_k, z_{k1} , · · · , z_{ks} ]_g. S odnoæ storony, neravenstvo iz

predloßeniØ 3.1, ffkvivalentnost~ norm funkciæ h i g i ocenka iz sledstviØ 3.6 pozvolØ¸t zakl¸qit~, qto |[z_k, z_{k1} , · · · , z_{ks} ]_g| 6 C | | | | z_k − z_{ks} 1 − |z_k| | | | | 1/p 1 ∏_s m=1 |z_k − z_{km} | . (3.5)

S drugoæ storony, ffta razdelennaØ raznost~ dopuskaet prØ-

moe vyqislenie na osnovanii formuly (3.1). �ta formula is-

pol~zuet znaqeniØ funkcii g v toqkah z_k i z_{kj} , j = 1, . . . , s. V

pervoæ toqke po postroeni¸ g(z_k) =^1_{B(zk)} , v ostal~nyh toqkah

g(z_{kj} ) = f(z_{kj} ) = 0, tak kak po postroeni¸ B(z_{kj} ) ≠ 0, sledova-

tel~no,

[z_k, z_{k1} , · · · , z_{ks} ]_g = 1 B(z_k) · 1 ∏_s m=1(z_k − z_{km} ) . Pofftomu neravenstvo (3.5) daet ocenku 1 |B(z_k)| · 1 ∏_s m=1 |z_k − z_{km} | 6 | | | | z_k − z_{ks} 1 − |z_k| | | | | 1/p 1 ∏_s m=1 |z_k − z_{km} | i, dalee, C 6 |B(zk)|^|^{zk − zks}_{1 − |zk|}^|^{1/p} . (3.6) Tak kak vse somnoßiteli proizvedeniØ BlØxke men~xe 1, to

ocenka snizu rasprostranØetsØ na kaßdyæ iz somnoßiteleæ v

pravoæ qasti. Neravenstvo | | |^{zk−zm} 1−z_kz̄_m | | | > C ffkvivalentno uslovi¸

redkosti i, sledovatel~no, ono vypolneno dlØ z_m /∈ Z_k. Esli

p < ∞, to uslovie redkosti vypolneno i dlØ pary toqek z_k, z_{ks} .

�.

Dokazatel~stvo teoremy vloßeniØ. Otmetim, qto dlØ p = ∞ teorema vloßeniØ oqevidnym obrazom vytekaet iz formuly (3.2)

180 A. M. KOTOQIGOV i dalee sqitaem p < ∞. Nam nado pokazat~, qto razdelennye raznosti funkcii iz prostranstva H^{(s)}p vhodØt v prostranstvo posledovatel~nosteæ l^p(E) = {(y_n) : ∑ n |y_n|^pdiam K(z_n) < ∞}. In-

teresu¸wee nas utverßdenie okazyvaetsØ prostym sledstviem teoremy vloßeniØ Karlesona [11].

Predloßenie 3.6. Esli mnoßestvo E udovletvorØet uslovi¸

Xtol~ca i suwestvuet takoe poloßitel~noe qislo δ, qto l¸boæ iz krugov {z : |z − z_n| < δ(1 − |z_n|)} soderßit ne bolee s toqek mnoßestva, to dlØ l¸boæ funkcii f ∈ H^{(s)}p imeem ∑ n |[z_n, z_{n1} , . . . , z_{ns} ]_f |^pdiam K_n 6 C‖f‖^p. Dokazatel~stvo. Zametim, qto po uslovi¸ teoremy diam Kn ≍

1 − |z_n|. Perepixem razdelennye raznosti v naxeæ summe po for-

mule (3.2): ∑ n |[z_n, z_{n1} , . . . , z_{ns} ]_f |^pdiam K_n = ∑ n | | | | 1∫ 0 t_1∫

0 · · · t_s�_1∫

0 f^{(s)}(z_n + (z_{n1} − z_n)t_1 + · · · +

(z_{ns} − z_{ns}�_1 )t_s)dt_s · · · dt_1 | | | p diam K_n 6

C ∑ n (1 − |z_n|) 1∫ 0 t_1∫

0 · · · t_s�_1∫

0 | | | |f^{(s)}(z^n + (z^n1 − z^n)t^1 + · · · +

(z_{ns} − z_{ns}�_1 )t_s) | | | | p dt_s · · · dt_1 6 C ∑ n (1 − |z_n|) max_{H(Kn)} |f^{(s)}(z)|^p;

zdes~ H(K_n) – vypuklaØ oboloqka toqek klastera K_n. Fiksiruem poka funkci¸ f i oboznaqim qerez w_n toqki iz H(K_n), dlØ kotoryh |f(s)(w_n)| = max_{H(Kn )} |f^{(s)}(z)|. Zametim, qto dlØ l¸bogo diadiqeskogo kol~ca {z : 2^{−m−1} 6 |1 − z| 6 2^{−m}} qislo vypuklyh oboloqek H(K_n), s kotorymi ono peresekaetsØ, ograniqeno postoØnnoæ M , ne zavisØweæ ot vybora funkcii f. Sledovatel~- no, diskretnaØ mera μ_f = ∑ n(1 − |z_n|)δ_{wn} udovletvorØet uslovi¸

SVOBODNA˚ INTERPOL˚CI˚ 181 Karlesona. Znaqit, po teoreme vloßeniØ Karlesona ∑ n |[z_n, z_{n1} , . . . , z_{ns} ]_f |^pdiam K_n 6 C ∑ n (1 − |z_n|)|f(s)(w_n)|^p = = C ∫ |f(s)(w)|^pdμ_f 6 C(μ_f )‖f‖^p. ˚sno, qto specifika raspoloßeniØ toqek w_n garantiruet, qto postoØnnu¸ C(μ_f ) moßno vybrat~ edinoæ dlØ vseh funkciæ f ∈

H^{(s)}_p . �

§4. Formula vosstanovleniØ posledovatel~nosti po razdelennym raznostØm

Zdes~ budet ustanovleno toßdestvo, vosstanavliva¸wee posledovatel~nost~ (funkci¸, zadannu¸ na mnoßestve E) po ee razdelennym raznostØm. Dalee my modificiruem fftu formulu tak, qtoby naboru razdelennyh raznosteæ stavilas~ v sootvetstvie funkciØ iz prostranstva H^{(s)}p . �to otobraßenie faktiqeski rexaet zadaqu prodolßeniØ. DlØ postroeniØ takoæ modifikacii nußno, qtoby pervonaqal~naØ “diskretnaØ” formula vosstanavlivala fflement posledovatel~nosti s nomerom N po sisteme razdelennyh raznosteæ, opredelØemyh toqkami s nomerami, bol~ximi libo ravnymi N . Po fftoæ priqine formuly prevrawa¸tsØ v rØdy i ime¸t smysl tol~ko v tom sluqae, kogda ffti rØdy shodØtsØ. My budem deæstvovat~ v predpoloßenii, qto vse voznika¸wie rØdy absol¸tno shodØtsØ. V sledu- ¸wem paragrafe my proanaliziruem strukturu mnoßestv, udovletvorØ¸wih neobhodimomu uslovi¸ interpolØcii, dadim na fftom osnovanii bolee prostoe opisanie prostranstva w^{(s)}p (E) i pokaßem, qto rØdy, ispol~zuemye v formulah vosstanovleniØ, deæstvitel~no shodØtsØ absol¸tno. Vnaqale my dokaßem vspomogatel~noe toßdestvo. V formulirovke i dokazatel~stve fftogo utverßdeniØ budet ispol~zovat~sØ oboznaqenie Δ_r(k) = z_k −z_{k+r} . Predloßenie 4.1. Spravedliva formula ∑ n6k16k^{Δs−1(k1)} ∑ n6k26k1^{Δs−2(k2) · · ·} ∑ n6ks�16ks�2^{Δ1(ks−1) =} s−1∏ r=1 (z_n − z_{k+r}).

182 A. M. KOTOQIGOV

Dokazatel~stvo. My ispol~zuem dvoænu¸ indukci¸. Pervyæ xag – indukciØ po s. Pri s = 2 imeem oqevidnoe ravenstvo ∑ n6k16k^{Δ1(k1) =} ∑ n6k16k^{(zk1 − zk1+1) = zn − zk+1.} Predpoloßim, qto toßdestvo verno dlØ s − 1, togda toßdestvo dlØ s moßno uprostit~: ∑ n6k16k^{Δs−1(k1)} ∑ n6k26k1^{Δs−2(k2) · · ·} ∑ n6ks�16ks�2^{Δ1(ks−1)} =

= ∑ n6k16k^{Δs−1(k1)} s−2∏ r=1 (z_n − z_{k1+r} ).

Sledovatel~no, dostatoqno dokazat~ toßdestvo ∑ n6k16k^{Δs−1(k1)} s−2∏ r=1 (z_n − z_{k1+r} ) = s−1∏ r=1 (z_n − z_{k+r} ). Dalee my provedem vtoroæ xag indukcii po k. Pri k = n imeem oqevidnoe ravenstvo (z_n − z_{n+s−1}) s−2∏ r=1 (z_n − z_{n+r} ) = s−1∏ r=1 (z_n − z_{n+r} ). Predpoloßim, qto toßdestvo verno dlØ k − 1. Togda toßdestvo dlØ k moßno zapisat~ v vide ∑ n6k16k^{Δs−1(k1)} s−2∏ r=1 (z_n − z_{k1+r} ) =

= (z_k − z_{k+s−1}) s−2∏ r=1 (z_n − z_{k+r}) + ∑ n6k16k−1^{Δs−1(k1)} s−2∏ r=1 (z_n − z_{k1 +r}) =

= (z_k − z_{k+s−1}) s−2∏ r=1 (z_n − z_{k+r} ) + s−1∏ r=1 (z_n − z_{k−1+r}) =

= (z_k − z_{k+s−1}) s−2∏ r=1 (z_n − z_{k+r} ) + s−2∏ r=1 (z_n − z_{k+r})(z_n − z_k) =

= (z_n − z_{k+s−1}) s−2∏ r=1 (z_n − z_{k+r} ).

SVOBODNA˚ INTERPOL˚CI˚ 183 Oba xaga indukcii zaverxeny i predloßenie dokazano. � Dokaßem teper~ toßdestvo, sostavlØ¸wee osnovu operatora vosstanovleniØ.

Predloßenie 4.2. Pust~ y – funkciØ na mnoßestve E, yn =

y(z_n). Zadadim funkci¸ x na mnoßestve E formuloæ

x_n = ∑ k¿n^{yk(zk − zk+s)} s−1∏ r=1 (z_n − z_{k+r}), n = 1, 2, . . . ; pri fftom predpolagaetsØ, qto vse rØdy absol¸tno shodØtsØ. Togda [z_n, z_{n+1}, . . . , z_{n+s}]_x = y_n n = 1, 2, . . . . Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ predloßeniem 4.1 i perepixem opredelenie veliqiny x_n qerez summy

x_n = ∑ k¿n^{yk(zk − zk+s)} ∑ n6k16k^{(zk1 − zk1+s−1)×} ∑ n6k26k1^{(zk2 − zk2+s−2) · · ·} ∑ n6ks�16ks�2^{(zks} �1 − zks�1 +1). V predpoloßenii absol¸tnoæ shodimosti moßno pomenØt~ porØdok summirovaniØ

x_n = ∑ k_s�_1¿n

(z_{ks}�_1 − z_{ks}�_{1 +1}) · · · ∑ k_1¿k_2

(z_{k1} − z_{k1+s−1}) ∑ k¿k1^{(zk − zk+s)yk.} Dokaßem spravedlivost~ ravenstv

[z_n, . . . z_{n+r} ]_x = ∑ k_s�_r�_1 ¿n

(z_{ks}�_r�_1 − z_{ks}�_r�_{1 +r−1}) · · · ∑ k¿k1^{(zk − zk+s)yk.} Provedem indukci¸ po r. Pri r = 1 iz opredeleniæ i poluqennogo opisaniØ qisel x_n zakl¸qaem:

[z_n, z_{n+1}]_x = 1 z_n − z_{n+1} × ( ∑ k_s�_1 ¿n

(z_{ks}�_1 − z_{ks}�_{1+1}) · · · ∑ k_1¿k_2

(z_{k1} − z_{k1 +s−1}) ∑ k¿k1^{(zk − zk+s)yk−}

184 A. M. KOTOQIGOV ∑ k_s�_1¿n+1

(z_{ks}�_1 − z_{ks}�_{1+1}) · · · ∑ k_1¿k_2

(z_{k1} − z_{k1+s−1}) ∑ k¿k1^{(zk − zk+s)yk} ) . Ot raznosti ostaetsØ tol~ko pervoe slagaemoe pervoæ summy:

[z_n, z_{n+1}]_x = 1 z_n − z_{n+1} (z_n − z_{n+1})· ∑ k_s�_2¿n

(z_{ks}�_2 − z_{ks}�_{2 +2}) · · · ∑ k¿k1^{(zk − zk+s)yk.} SokrawaØ obwie mnoßiteli, poluqaem nußnu¸ formulu dlØ

r = 1.

Predpoloßim, qto ravenstva verny dlØ r − 1 i dokaßem ih spravedlivost~ dlØ r:

[z_n, . . . z_{n+r}]_x = 1 z_n − z_{n+r} ([z_n, . . . z_{n+r−1}]_x − [z_{n+1}, . . .z_{n+r} ]_x) = = 1 z_n − z_{n+r} ( ∑ k_s�_r¿n

(z_{ks}�_r − z_{ks}�_{r +r} ) · · · ∑ k¿k1^{(zk − zk+s)yk−} − ∑ k_s�_r ¿n+1

(z_{ks}�_r − z_{ks}�_{r +r} ) · · · ∑ k¿k1^{(zk − zk+s)yk} ) . Posle teh ße uproweniæ, qto i pri r = 1, my poluqaem trebuemoe ravenstvo

[z_n, . . . z_{n+r} ]_x = ∑ k_s�_r�_1¿n

(z_{ks}�_r�_1 − z_{ks}�_r�_{1 +r+1}) · · · ∑ k¿k1^{(zk − zk+s)yk.} Oqerednoe indukcionnoe predpoloßenie dokazano. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva predloßeniØ proanaliziruem vid poluqennoæ formuly dlØ r = s − 1. Zametim, qto voznika¸wiæ zdes~ indeks k_0 nado ponimat~ kak k, togda poluqim [z_n, . . . z_{n+s−1}]_x = ∑ k¿n^{(zk − zk+s)yk.} Teper~ oqevidno, qto dlØ r = s poluqaem trebuemoe toßdestvo [z_n, . . . z_{n+s}]_x = y_k. Predloßenie polnost~¸ dokazano. � DlØ postroeniØ operatora prodolßeniØ nam nado imet~ polnoe opisanie poledovatel~nosteæ, u kotoryh sovpada¸t vse razdelennye raznosti porØdka s.

SVOBODNA˚ INTERPOL˚CI˚ 185

Predloßenie 4.3. Esli u posledovatel~nosteæ {un}, {vn} pri

vseh n sovpada¸t razdelennye raznosti [z_n, z_{n+1}, .., z_{n+s}]_u i [z_n, z_{n+1} , .., z_{n+s}]_v, to suwestvuet mnogoqlen P stepeni ne vyxe s − 1 takoæ, qto u_n = v_n + P (z_n).

Dokazatel~stvo. DlØ sokraweniØ zapisi oboznaqim ϕ(n, r, u) =

[z_n, z_{n+1}, .., z_{n+r}]_u. Togda uslovie predoßeniØ moßno zapisat~ v

vide ϕ(n, s − 1, u) − ϕ(n + 1, s − 1, u) = ϕ(n, s − 1, v) − ϕ(n + 1, s − 1, v), n = 1, 2, . . . , otkuda sleduet, qto ϕ(n, s − 1, u) − ϕ(n, s − 1, v) = ϕ(1, s − 1, u) −

ϕ(1, s − 1, v) = C_0. �to daet seri¸ ravenstv ϕ(n, s − 2, u) − ϕ(n + 1, s − 2, u) = ϕ(n, s − 2, v)− ϕ(n + 1, s − 2, v) + C_0(z_n − z_{n+s−1}), n = 1, 2, . . . . ProdolßaØ ffti preobrazovaniØ, poluqim trebuemoe. � Sledstvie 4.4. Mnogoqlen iz predloßeniØ (4.3) moßno zapisat~

v vide P (z) = ∑_{s−1} r=0 p_r(z − 1)^r , gde

p_r = 1 r! lim_{n→∞} ( [z_n, z_{n+1}, .., z_{n+r}]_u − [z_n, z_{n+1}, .., z_{n+r}]_v ) . §5. Opisanie operatora prodolßeniØ DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy dostatoqno postroit~ operator prodolßeniØ, deæstvu¸wiæ po sheme x ∈ w(E)^{(s)}_p → y_n = [z_n, . . . , z_{n+s}]_x^T→ f ∈ H^{(s)}_p i takoæ, qto f(z_n) = x_n, n = 1, 2, . . .. Operator T my budem stroit~ v sledu¸weæ forme:

T y(z) = P (z) + ∞∑ n=1 y_n(z_n − z_{n+s})F_n(z), gde funkcii F_n dolßny udovletvorØt~ toßdestvam

F_n(z_m) = s−1∏ r=1 (z_m − z_{n+r} ) pri m 6 n,

F_n(z_m) = 0 pri m > n.

(5.1)

186 A. M. KOTOQIGOV Togda formuly v §4 garantiru¸t ravenstva [z_n, . . . , z_{n+s}]_f =

[z_n, . . . , z_{n+s}]_x. Operator prodolßeniØ poluqitsØ iz operatora

T dobavleniem podhodØwego mnogoqlena. V fftom paragrafe my opixem tol~ko konstrukci¸ takih funkciæ, a v sledu¸wem provedem ocenki, iz kotoryh budet sledovat~ nepreryvnost~ operatora T . Otmetim, qto seæqas legko videt~, poqemu nam nußny formuly vosstanovleniØ posledovatel~nosti po “hvostam” posledovatel~nosteæ razdelennyh raznosteæ. �to daet nam vozmoßnost~ rabotat~ s funkciØmi F_n, obrawa¸wimisØ v 0 na vseh toqkah mnoßestva E, krome nekotorogo koneqnogo podmnoßestva. Dal~neæxie postroeniØ i ocenki trebu¸t twatel~nogo podbora numeracii toqek mnoßestva E, osnovannogo na tom, qto mnoßestvo udovletvorØet neobhodimomu uslovi¸ interpolØcii.

Pust~ E – diskretnoe mnoßestvo toqek v ediniqnom kruge; predpoloßim, qto dlØ nekotorogo poloßitel~nogo δ dlØ kaßdoæ toqki z ∈ E suwestvuet klaster toqki z – mnoßestvo K(z) =

{z^{(0)}, . . . , z^{(r)}} ⊂ E, 0 6 r 6 s, z^{(0)} = z, takoe, qto |z − z^∗| > δ|(1 − |z|) dlØ l¸boæ toqkæ z^∗ ∈ E \ K(z), t.e. vypolneno neobhodimoe

uslovie interpolØcii.

Zametim, qto vse mnoßestvo E okazyvaetsØ diz¨¸nktnym ob¨- edineniem klasterov. DlØ udobstva raboty s normoæ v prostranstve sledov, v kaßdom klastere vyberem central~nu¸ toqku klastera z_c ∈ K(z) tak, qtoby ∏ w∈K(z)\{z_c } |w −z_c| 6 ∏ w∈K(z)\{z�} |w −z_∗| dlØ l¸boæ toqki z_∗ ∈ K(z).

Centr opredelen neodnoznaqno, no ne zavisit ot vybora toqki z, v tom smysle, qto esli klastery dvuh toqek sovpali, to i mnoßestvo toqek, kotorye mogut byt~ centrom, odinakovy.

Opredelenie 5.1. EstestvennaØ numeraciØ toqek mnoßestva E

vvoditsØ tak:

1) fiksiruem v kaßdom klastere ego centr;

2) oboznaqim qerez z_1 odin iz centrov s maksimal~no vozmoßnoæ veliqinoæ |1 − z|, z ∈ E (my predpolagaem, qto 1 – edinstvennaØ toqka sguweniØ mnoßestva E);

3) zanumeruem dalee toqki klastera K(z_1) = {z_1, . . . , z_r} tak, qto

|z_1 − z_2| 6 |z_1 − z_3| 6 · · · 6 |z_1 − z_r |;

SVOBODNA˚ INTERPOL˚CI˚ 187 4) oboznaqim qerez z_{r+1} centr odnogo iz klasterov, otliqnyæ ot

z_1, takoæ, qto libo |1 − z_1| = |1 − z_{r+1}|, libo |1 − z_1| > |1 − z_{r+1}|, i togda dolßno vypolnØt~sØ uslovie |1 − z_c| 6 |1 − z_{r+1}| dlØ centra l¸bogo drugogo klastera z_c;

5) zanumeruem toqki klastera K(z_{r+1}) po pravilu punkta 3; 6) prisvoim sledu¸wiæ nomer centru klastera po pravilu, analogiqnomu pravilu punkta 4, i t.d.

Vvedem ewe odno oboznaqenie. Budem nazyvat~ rassloeniem mnoßestva natural~nyh qisel sledu¸wee diz¨¸nktnoe razbienie: N = ⋃_s r=0 N_r, gde N_0 – nomera vseh centrov klasterov, N_1 – nomera vseh toqek klasterov, ime¸wih nomer, na 1 bol~-

xiæ, qem nomer centra, i t.d. Mnoßestvo N_k, a vmeste s nim i

{z_m : m ∈ N_k}, budem nazyvat~ k-m sloem. DlØ udobstva posledu-

¸wih opisaniæ vvedem ewe dva oboznaqeniØ. Vvedem numeraci¸ mnoßestva vseh klasterov

K_n = K(z_n), n ∈ N_0,

t.e. klaster poluqaet to ße nomer, qto ego central~naØ toqka. DlØ toqek z_n nulevogo sloØ, n ∈ N_0, oboznaqim E_n = E \ K_n.

Postroenie funkciæ F_n proædet v dva fftapa: na pervom my postroim ffti funkcii dlØ toqek nulevogo sloØ, na vtorom ispravim poluqennye funkcii na kaßdom iz klasterov. Osnovu konstrukcii sostavlØ¸t dva tipa vspomogatel~nyh funkciæ, kaßdaØ iz kotoryh ØvlØetsØ modifikacieæ proizvedeniØ BlØxke: B(z, E) = ∏ k:z_k∈E b_k(z), gde b_k(z) = |z_k| z_k z_k − z 1 − zz̄_k . (5.2)

Otmetim, qto, dokazyvaØ neobhodimost~ usloviæ teoremy 2.7, my ustanovili neravenstvo (3.6):

|B(z, E \ K_n)| > δ pri z ∈ K_n i n ∈ N_0. (5.3)

Pervu¸ seri¸ vspomogatel~nyh funkciæ moßno nazvat~ impul~- sami. Oni opredeleny dlØ kaßdoæ iz toqek z_m ∈ E, opisanie funkcii, krome samoæ toqki z_m, ispol~zuet ewe oboloqku K_n, kotoroæ prinadleßit rassmatrivaemaØ toqka:

Φ_m(z) = V^{s+1}_m (z) B(z, E_n) B(z_m , E_n) , V_m(z) =

(1 − z^2)(1 − z^2_m) (1 − z_mz)^2

. (5.4)

188 A. M. KOTOQIGOV Osnovnoe svoæstvo impul~sa sostoit v tom, qto

Φ_m(z_m) = 1, Φ_m(z_k) = 0, z_k ∈ E_n.

Krome togo, privedennaØ vyxe ocenka (5.3) garantiruet, qto vse ffti funkcii ravnomerno ograniqeny. Esli by my ne udalili iz proizvedeniØ vse mnoßiteli, otveqa¸wie klasteru fflementa

z_m, to takaØ ocenka mogla by isqeznut~. VtoraØ seriØ vspomo-

gatel~nyh funkciæ, kotorye moßno nazvat~ stupenØmi, stroitsØ tol~ko dlØ toqek z_n nulevogo sloØ (n ∈ N_0):

Ψ_n(z) = ( 1 − z 1 − z_nz )_2 ∏ k>n� b_k(z), gde n_∗ = max(m : z_m ∈ K_n).

(5.5)

Posledovatel~no ispravlØØ stupen~ku s pomow~¸ impul~sov, my poluqim iskomye funkcii F_n. DlØ toqek s bol~ximi nomerami

k > n_∗ ispravleniæ ne trebuetsØ, tak kak po postroeni¸ Ψ_n(z_k) =

0. Pristupim k opisani¸ ispravleniæ.

ModifikaciØ stupeni na nulevom sloe. Qtoby garantirovat~ nußnye ocenki dlØ funkciæ F_n, nam pridetsØ provodit~ ispravleniØ dostatoqno plavno. Na pervom xage my postroim nastoØwu¸ stupen~ – peredelaem funkci¸ Ψ_n v funkci¸ G_1 (dlØ sokraweniØ oboznaqeniæ my ne ukazyvaem v oboznaqeniØh na ee zavisimost~ ot n) taku¸, qto G_1(z_m) = 1 pri m ∈ N_0, m 6 n. �togo legko dobit~sØ, poloßiv

G_1(z) = Ψ_n(z) + ∑ m<n, m∈N_0 d^{(1)}_m Φ_m(z), d^{(1)}_m = 1 − Ψ_n(z_m). (5.6)

Na sledu¸wem xage my postroim funkci¸ G_2 taku¸, qto

G_2(z_m) = z_m − z_{n+1} pri m ∈ N_0, m 6 n:

G_2(z) = (z − z_{n+1}) 1 − z 1 − z_{n+1}z

G_1(z) + ∑ m<n, m∈N_0 d^{(2)}_m Φ_m(z),

d^{(2)}_m = G_1(z_m) − a_{n+1}(z_m);

zdes~ a_{n+1}(z) = (z − z_{n+1}) 1 − z1 − z_{n+1}z .

SVOBODNA˚ INTERPOL˚CI˚ 189 Vvedenie v funkcii a_k mnoßitelØ^{1−z}_{1−zkz} izlixne dlØ vypolneniØ ravenstva G_2(z_m) = z_m −z_{n+1}, no kraæne vaßno dlØ posledu¸- wih ocenok. Otmetim, qto po tem ße priqinam podobnye mnoßiteli vvedeny v sostav impul~sa i stupeni. Dal~neæxee postroenie proishodit po indukcii. Dopustim, qto postroena funkciØ

G_{ρ−1} takaØ, qto G_{ρ−1}(z_m) = (z_m − z_{n+1}) · · · (z − m − z_{n+ρ−2}). Po-

stroim dalee funkci¸ G_ρ taku¸, qto G_ρ(z_m) = (z_m − z_{n+1}) · · · (z −

m − z_{n+ρ}) pri m ∈ N_0, m 6 n:

G_ρ(z) = a_{n+ρ−1}(z)G_{ρ−1}(z) + ∑ m<n, m∈N_0 d^{(ρ)}_m Φ_m(z) (5.7)

a_{n+ρ−1}(z) = (z − z_{n+ρ−1}) 1 − z 1 − z_{n+ρ−1}z ,

d^{(ρ)}_m = ρ−1∏ r=1 (z_m − z_{n+r} ) − a_{n+ρ−1}(z_m)G_{ρ−1}(z_m). (5.8)

Otmetim prostu¸, no vaßnu¸ perezapis~ vyraßeniØ dlØ kofffficientov

d^{(ρ)}_m = ρ−1∏ r=1 (z_m − z_{n+r} ) z_m(1 − z_n) 1 − z_m · z_{n+ρ−1} . (5.9)

Iz postroeniØ vidno, qto funkciØ G_s prinimaet nußnye znaqeniØ v toqkah nulevogo sloØ. Zapixem Øvnoe vyraßenie dlØ fftoæ funkcii:

G_s = g_1Ψ_m + s∑ r=1 g_r ∑ m6n,m∈N0^d (ρ) m Φ_m,

g_r = s−1∏ ρ=r a_{n+ρ}, 1 6 r < s, g_r = 1, r = s. (5.10)

Inymi slovami, nußnaØ funkciØ na nulevom sloe postroena. ModifikaciØ stupeni na starxih sloØh. Ispravlenie funkcii snova budet proishodit~ postepenno, v dannom sluqae – posloæno. Po-preßnemu, sqitaem fiksirovannoæ toqku z_n, n ∈ N_0. Na pervom xage my peredelaem funkci¸ G_s v funkci¸ H_1 tak, qto H_1(z_m) = ∏_{s−1} r=1(z_m −z_{n+r} ), m ∈ N_1 ∪N_0, m 6 n_∗. Napomnim, qto

vedennaØ nami numeraciØ toqek mnoßestva E takova, qto z_{m−1} ∈

190 A. M. KOTOQIGOV

N_0, z_m ∈ K_{m−1}. Esli provodit~ ispravleniØ tak ße, kak na nule-

vom sloe, rassmatrivaØ funkci¸ G_s(z)+ ∑ m6n�,m∈N1^{dmΦm(z)}, to, ispraviv funkci¸ v toqke z_m, my isportim ranee dostignutoe ravenstvo v toqkah nulevogo sloØ G_s(z_{m−1}) = ∏_{s−1} r=1(z_{m−1} − z_{n+r} ),

tak kak Φ_m(z_{m−1}) ≠ 0. �tot nedostatok ustranØetsØ sledu¸wim opredeleniem:

H_1(z) = G_s(z) + ∑ m6n�,m∈N1^{dm} z − z_{m−1} z_m − z_{m−1} Φ_m(z),

d_m = s−1∏ r=1 (z_m − z_{n+r} ) − G_s(z_m).

Domnoßenie na funkci¸ V_n, opredelennu¸ v formule (5.4), poka nesuwestvenno, no budet neobhodimo dlØ ocenki norm v H^1. Ewe raz provedem indukci¸. Predpoloßim, postroena funkciØ H_{ρ−1} takaØ, qto

H_{ρ−1}(z_m) = s−1∏ r=1 (z_m − z_{n+r}), m ∈ N_σ , 0 6 σ 6 ρ − 1, i vvedem sledu¸wu¸ funkci¸

H_ρ(z) = H_{ρ−1}(z) + ∑ m6n�,m∈Nρ^{dmhm(z)Φm(z),} (5.11)

h_m(z) = ρ∏ k=1 z − z_{m−k} z_m − z_{m−k} , m ∈ N_ρ; (5.12)

d_m = s−1∏ r=1 (z_m − z_{n+r} ) − H_{ρ−1}(z_m), m ∈ N_ρ. (5.13)

Legko proverit~, qto F_n = H_s i est~ iskomaØ funkciØ, v tom smysle, qto

F_n(z_m) = s−1∏ r=1 (z_m − z_{n+r} ) pri m 6 n_∗.

Zapixem Øvnoe vyraßenie dlØ postroennoæ funkcii F_n:

F_n = g_1 · Ψ_n + s∑ r=1 g_r ∑ m6n,m∈N0^d (r) m Φ_m+

SVOBODNA˚ INTERPOL˚CI˚ 191 + s∑ r=1 ∑ m6n+s,m∈Nr^{dm · hm · Φm,} (5.14) g_r(z) = a_{n+s−1}(z) · · · a_{n+r} (z), r = 1, 2, .., s − 1, g_s(z) = 1. Vspomogatel~nye funkcii postroeny, i moßno perehodit~ k dokazatel~stvu nepreryvnosti operatora T .

§6. Ocenki vspomogatel~nyh funkciæ i kofffficientov

Nam nado pokazat~, qto dlØ mnoßestv E, udovletvorØ¸wih neobhodimomu uslovi¸ teoremy, absol¸tno shodØtsØ rØdy, vosstanavliva¸wie posledovatel~nost~ po ee razdelennym raznostØm, i dokazat~ nepreryvnost~ operatora T . Dokazatel~stvo budet provedeno tak, qto iz ocenki normy operatora budet sledovat~ utverßdenie o shodimosti rØdov. Nam nado ocenit~ vse kofffficienty i vspomogatel~nye funkcii, formiru¸wie funkcii F_n. Rabota s mnoßestvom, udovletvorØ¸wim uslovi¸ Xtol~ca, pozvolØet nam stroit~ operator prodolßeniØ s bol~- xim zapasom analitiqnosti. Funkcii F_n analitiqny vs¸du, krome toqek {z : 1/z ∈ E, 1/z̄ ∈ E}. �to sil~no uprostit ocenku normy operatora – ona polnost~¸ opredelØetsØ povedeniem funkciæ v okrestnosti toqki z = 1.

Ocenki dlØ fflementov nulevogo sloØ.

Predloßenie 6.1. Pust~ m, n ∈ N0, m < n, qislo d^{(1)}m opredeleno

formuloæ (5.6). Togda spravedliva ocenka

|d^{(1)}_m | 6 C | | | 1 − z_n 1 − z_m | | | . Dokazatel~stvo. Provedem predvaritel~no toßdestvennye preobrazovaniØ

d^{(1)}_m = 1 − ( 1 − z_m 1 − z̄_nz_m )_2 ∏ k>n� b_k(z_m) = ( 1 − ( 1 − z_m 1 − z̄_nz_m )_2) + ( 1 − z_m 1 − z̄_nz_m )_2 ( 1 − ∏ k>n� b_k(z_m) ) ; (6.1)

192 A. M. KOTOQIGOV zdes~ n_∗ = max(m : z_m ∈ K_n). Prodolßim razloßenie vo vtorom slagaemom 1− ∏ k>n� b_k(z_m) = ( (1 − b_n�_{+1}(z_m)) + b_n�_{+1}(z_m) ( 1 − ∏ k>n� b_k(z_m) )) =

(1 − b_n�_{+1}(z_m)) + ∑ n_1>n�+1 n_1∏ k=n�+1 b_k(z_m)(1 − b_n�_{+1}(z_m)).

Qtoby poluqit~ ocenku, nado preobrazovat~ fragmenty poluqennyh vyraßeniæ 1 − 1 − z_m 1 − z̄_nz_m = z_m(1 − z̄_n) (1 − z_m) + z_m(1 − z̄_n) , 1 − b_k(z_m) = (1 − |z_k|)(z_m|z_k| + z_k) z_k((1 − z_k) + z̄_k(1 − z_m)) . Napomnim, qto m, n, k ∈ N_0, m < n < k, a numeraciØ toqek nulevogo sloØ provedena tak, qto |1 − z_m| > |1 − z_n| > |1 − z_k|. �to daet vozmoßnost~ ocenit~ rassmotrennye vyxe fragmenty: | | |1 − 1 − z^m 1 − z̄_nz_m | | | 6 C^{|1 − zn|} |1 − z_m| , (6.2) |1 − b_k(z_m)| 6 C |1 − z_k| |1 − z_m| . (6.3)

Po postroeni¸, mnoßestvo {z_m}_{m∈N0} ØvlØetsØ redkim, pofftomu vypolnØ¸tsØ neravenstva | | | | 1 − z_m 1 − z̄_nz_m | | | | 6 C^|^{zn − zm} 1 − z̄_nz_m | | | | 6 C. (6.4)

Ocenki (6.2) i (6.4) pozvolØ¸t poluqit~ nußnu¸ ocenku pervogo slagaemogo v ravenstve (6.1). Vospol~zuemsØ neravenstvom (6.3) dlØ ocenki fflementov vtorogo slagaemogo v ravenstve (6.1). Pri fftom okonqatel~naØ ocenka summy okazyvaetsØ vozmoßnoæ, poskol~ku special~naØ struktura mnoßestva E garantiruet, qto v kaßdom iz kolec {2^{−k−1} 6 |1 − z| 6 2^{−k}} soderßitsØ ne bolee M toqek mnoßestva. Sledovatel~no, summa vida ∑ k>n |1−z_k| oceni- vaetsØ veliqinoæ pervogo slagaemogo. S uqetom skazannogo, my poluqaem ocenku |1 − ∏ k>n� b_k(z_m)| 6 C ∑ k>n� |1 − b_k(z_m)| 6

SVOBODNA˚ INTERPOL˚CI˚ 193 C |1 − z_m| ∑ k>n� |1 − z_k| 6 C |1 − z_n| |1 − z_m| . Vmeste s ocenkoæ (6.4) ffto zaverxaet ocenku vtorogo slagaemogo v (6.1). Ob¨edinØØ ocenki oboih slagaemyh v (6.1), poluqim neravenstvo

|d^{(1)}_m | 6 C | | | | 1 − z_n 1 − z_m | | | | . � Ocenka kofffficientov d^{(r)}m , r > 1, proishodit mnogo prowe.

Predloßenie 6.2. Pust~ m, n ∈ N0, m < n, qislo d^{(r)}m opredeleno

formuloæ (5.8). Togda spravedliva ocenka |d^{(r)}_m | 6 C|1 − z_n| · |1 − z_m|^{r−2}. Dokazatel~stvo. Dostatoqno vospol~zovat~sØ formuloæ (5.9):

d^{(r)}_m = r−1∏ k=1 (z_m − z_{n+k}) z_m(1 − z_n) 1 − z_m · z_{n+r−1} i tem, qto v usloviØh predloßeniØ dlØ toqek z_{n+r} ∈ K_n spravedlivy ocenki |z_m − z_{n+r} | 6 C|1 − z_m|, |1 − z_mz_{n+r}| ≍ |1 − z_m|, iz kotoryh legko poluqit~ trebuemoe. �

My perehodim k ocenke funkcii G_s. DlØ ee provedeniØ potrebu¸tsØ sledu¸wie vspomogatel~nye neravenstva. Predloßenie 6.3. Pust~ mnoßestvo E udovletvorØet uslovi¸

Xtol~ca i ØvlØetsØ ob¨edineniem koneqnogo qisla redkih mnoßestv. Pust~ toqki mnoßestva E = {z_n} zanumerovany tak, qto iz usloviØ n > m sleduet, qto |1 − z_n| 6 C|1 − z_m|. DlØ opredelennosti my sqitaem, qto z = 1 – predel~naØ toqka mnoßestva. Togda dlØ l¸byh poloßitel~nyh a i b spravedlivy ocenki ∑ N6m6M |1 − z|^a|1 − z_m|^b |1 − z_mz|^{a+b} 6 C | | | | 1 − z_N 1 − z_N z | | | | b

pri |1 − z| > |1 − z_N |, (6.5)

194 A. M. KOTOQIGOV ∑ N6m6M |1 − z|^a|1 − z_m|^b |1 − z_mz|^{a+b} 6 C | | | | 1 − z 1 − z_M z | | | | a

pri |1 − z_M | > |1 − z|, (6.6) ∑ N6m6M |1 − z|^a|1 − z_m|^b |1 − z_mz|^{a+b} 6 C pri |1 − z_N | > |1 − z| > |1 − z_M |, (6.7) ∑ 16m6M |1 − z_m|^{a+b} |1 − z_mz|^b 6 C pri z ∈ D. (6.8)

Dokazatel~stvo. Vse ffti utverßdeniØ osnovany na tom, qto po-

sledovatel~nost~ |1−z_m| pohoßa na geometriqesku¸ progressi¸,

qto pozvolØet poluqit~ ocenki ∑ N6m6M^{|1 − z|} a ≍ |1 − z|^N , ∑ N6m6M 1 |1 − z_m|^a ≍ 1 |1 − z_M |^a . V usloviØh predloßeniØ spravedlivy ravnomernye po m ocenki |1 − z_mz| ≍ |1 − z| + |1 − z_m|. Preobrazuem obwiæ qlen rØda. DlØ pervyh treh summ zapixem |1 − z|^a|1 − z_m|^b |1 − z_mz|^{a+b} = | | | | 1 − z 1 − z_mz | | | | a | | | | 1 − z_m 1 − z_mz | | | | b , a dlØ posledneæ summy – |1 − z_m|^{a+b} |1 − z_mz|^b = |1 − z_m|^a | | | | 1 − z_m 1 − z_mz | | | | b . Esli |1 − z| > |1 − z_N |, to |1 − z_mz| ≍ |1 − z| i ∑ N6m6M |1 − z|^a|1 − z_m|^b |1 − z_mz|^{a+b} 6

C ∑ N6m6M | | | | 1 − z_m 1 − z | | | | b

6 C

| | | | 1 − z_N 1 − z | | | | b ,

SVOBODNA˚ INTERPOL˚CI˚ 195 qto, v deæstvu¸wih predpoloßeniØh, ravnosil~no neravenstvu (6.5). Esli |1 − z| 6 |1 − z_N |, to |1 − z_mz| ≍ |1 − z_m| i ∑ N6m6M |1 − z|^a|1 − z_m|^b |1 − z_mz|^{a+b} 6 C ∑ N6m6M | | | | 1 − z 1 − z_m | | | | a

6 C^|^{1 − z}_{1 − zM}^|^a ,

i neravenstvo (6.6) dokazano. Neravenstvo (6.7) poluqaetsØ iz dvuh predyduwih. Nado razbit~ summu na indekse P takom, qto

|1 − z| ≍ |1 − z_P |, togda kaßdaØ iz dvuh summ ocenitsØ konstantoæ

v silu predyduwih neravenstv.

Dokaßem neravenstvo (6.8). Esli |1 − z| 6 |1 − z_M |, to ∑ 16m6M |1 − z_m|^{a+b} |1 − z_mz|^b 6 ∑ 16m6M^{|1 − zm|} a 6 C. Esli |1 − z| > |1 − z_M |, to |1 − z| ≍ |1 − z_P | i ∑ 16m6M |1 − z_m|^{a+b} |1 − z_mz|^b 6 ∑ 16m6P^{|1 − zm|} a+ ∑ P 6m6M^{|1 − zm|} a | | | | 1 − z_m 1 − z | | | | b

6 C(1 + |1 − z|^b). �

Predloßenie 6.4. Pust~ funkciØ Gs opredelena ravenstvom

(5.10). Togda spravedliva ocenka |G_s(z)| 6 C |1 − z|^{s+1} |1 − z_nz|^2 . Dokazatel~stvo. Napomnim opredelenie funkcii Gs:

G_s = g_1Ψ_n + s∑ r=1 g_r ∑ m6n,m∈N0^d (ρ) m Φ_m,

g_r = s−1∏ ρ=r a_{n+ρ}, 1 6 r < s, g_s = 1,

196 A. M. KOTOQIGOV a_{n+ρ−1}(z) = (z − z_{n+ρ−1}) 1 − z 1 − z_{n+ρ−1}z . Vypixem ocenki dlØ komponent fftogo vyraßeniØ, bol~xinstvo iz kotoryh trivial~ny. Poskol~ku mnoßestvo E udovletvorØet uslovi¸ Xtol~ca, veliqiny |z − z^{n+k}||1 − z_{n+k}z| ograniqeny i my poluqaem ocenku |g_r(z)| 6 C|1 − z|^{s−r}. Svoæstva proizvedeniØ BlØxke i ocenka (3.6) garantiru¸t, qto |Ψ_n(z)| 6 C |1 − z|^2 |1 − z_nz|^2 , |Φ_m(z)| 6 C ( |1 − z||1 − z_m| |1 − z_mz|^2 )_{s+1} . Vospol~zuemsØ ocenkami qisel d^{(r)}m iz predloßeniæ 6.1, 6.2 i ffkvivalentnost~¸ |1 − z_mz| ≍ |1 − z| + |1 − z_m|, qtoby zapisat~ predvaritel~nu¸ ocenku |G_s(z)| 6 C |1 − z|^{s+1} |1 − z_nz|^2 ( 1 + |1 − z_n||1 − z_nz|^2 s∑ r=1 |1 − z|^{s−r}· ∑ m6n, m∈N0 |1 − z_m|^{s+r−1} |1 − z|^{2s+2} + |1 − z_m|^{2s+2} ) . VnutrennØØ summa ocenivaetsØ na osnovanii predloßeniØ 6.3. Pri |1 − z| > |1 − z_n| poluqaem ocenku |G_s(z)| 6 C |1 − z|^{s+1} |1 − z_nz|^2 ( 1 + |1 − z_n||1 − z_nz|^2 |1 − z|^3 ) . Sootvetstvenno, pri |1 − z| 6 |1 − z_n| poluqaem ocenku |G_s(z)| 6 C |1 − z|^{s+1} |1 − z_nz|^2 ( 1 + |1 − z_n||1 − z_nz|^2 |1 − z_n|^3 ) . Vidno, qto v oboih sluqaØh vtoroæ somnoßitel~ ograniqen. Predloßenie dokazano. �

SVOBODNA˚ INTERPOL˚CI˚ 197

Ocenka fflementov starxih sloev. Ocenka kofffficientov dm,

m ∈ N_r, r > 0, osnovana na ravenstve d_m = f(z_m ), gde f(z) = ∏_{s−1} k=1(z−z_{n+k} )−H_{r−1}(z). Iz opredeleniØ funkciæ H_r sleduet, qto f(z_{m−k} ) = 0, k = 1, 2, .., r. Sledu¸wee vspomogatel~noe predloße-

nie soderßit lokal~nu¸ ocenku dlØ takih funkciæ, iz kotoroæ prØmo sleduet nußnoe neravenstvo.

Predloßenie 6.5. Pust~ funkciØ f analitiqna v kruge D,

f(a_k) = 0, k = 1, . . . , r, i suwestvu¸t toqka a_0 i postoØnnaØ δ < 1 takie, qto krug D(a_0, δ) = {w : |w − a_0| < δ(1 − |a_0|)} soderßit vse toqki a_k, a v kruge D(a_0, (1 + δ)/2) vypolneno neravenstvo |f(w)| 6 C|1 − w|^{s−1}. Togda dlØ l¸boæ toqki z ∈ D(a_0, δ) spravedliva ocenka |f(z)| 6 C|z − a_1| · · · |z − a_r | · |1 − z|^{s−r}. Dokazatel~stvo. Uslovie f(ak) = 0 i predstavlenie (3.1) dlØ razdelennyh raznosteæ pozvolØ¸t zapisat~ ravenstvo f(z) = (z − a_1) · · · (z − a_r) · [z, a_1, . . . , a_r]_f . Dalee na osnovanii formuly (3.3) poluqaem f(z) = r∏ k=1 (z − a_k) 1 2πi ∫ Γ f(w)dw (w − z) ∏_r k=1(w − a_k) ; zdes~ Γ = ∂D(a_0, δ). UsloviØ predloßeniØ vedut k ocenke |f(z)| 6 C r−1∏ k=0 |z − a_k||1 − z|^{s−r}. � Predloßenie 6.6. Pust~ m ∈ Nr , 1 6 r 6 s, togda spravedlivy

ocenki |d_m| 6 C r∏ k=1 |z_m − z_{m−k}| · |1 − z_m|^{s−r−1}, (6.9)

|H_r(z)| 6 C |1 − z|^{s+1} |1 − z_nz|^2 . (6.10)

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo predstavlØet soboæ cikl. Poluqaem ocenku dlØ d_m, m ∈ N_1, iz nee vyvodim ocenku dlØ H_1, qto v svo¸ oqered~ pozvolØet poluqit~ ocenku dlØ d_m, m ∈ N_2, i t. d.

198 A. M. KOTOQIGOV

1) Po opredeleni¸ (5.13) dlØ m ∈ N_1 imeem

d_m = s−1∏ r=1 (z_m − z_{n+r} ) − G_s(z_m).

Rassmotrim vspomogatel~nu¸ funkci¸ f(z) = ∏_{s−1} r=1(z − z_{n+r} ) − G_s(z). Struktura mnoßestva E i vvedennaØ numeraciØ ego toqek

takovy, qto ffta funkciØ udovletvorØet usloviØm predyduwego predloßeniØ, v kotorom sleduet poloßit~ a_0 = a_1 = z_{m−1},

r = 1, podhodØwee qislo δ suwestvuet, ego toqnoe znaqenie

vyqislØetsØ po znaqeniØm postoØnnyh v usloviØh redkosti i Xtol~ca dlØ mnoßestva E, uslovie |f(w)| 6 C|1 − w|^{s−1} dlØ

w ∈ D(z_{m−1}, (1 + δ)/2) toße vypolneno, no trebuet nekotoryh

poØsneniæ. DlØ vtorogo slagaemogo vo vsem ediniqnom kruge verna ocenka |G_s(w)| 6 C^{|1−w|s+1}_{|1−znw|2} (predloßenie 6.4) i ostaetsØ zametit~, qto v kruge D(a_0, (1 + δ)/2) spravedlivo sootnoxenie

|1 − z_nw| ≍ |1 − z|. DlØ pervogo slagaemogo funkcii f ocenka sle-

duet iz togo, qto uße upomØnutye svoæstva mnoßestva E garantiru¸t neravenstva |z − a_{n+ρ}| < |1 − z|. Otmetim, qto dlØ m < n ffta ocenka dvustoronnØØ, tak kak klastery K_n i K_{m−1} horoxo razdeleny, esli ße m = n, to ocenka sleduet prØmo iz opredeleniØ klastera, no nikakoæ ocenki snizu uße ne budet. Pofftomu my moßem vospol~zovat~sØ ocenkoæ predloßeniØ 6.5 i poluqit~ |d_m| = |f(z_m)| 6 C|z_m − z_{m−1}||1 − z|^{s−2}. 2) Dokaßem ocenku dlØ funkcii H_1. Po opredeleni¸ (formula (5.11))

H_1(z) = G_s(z) + ∑ m6n�,m∈N1^{dm} z − z_{m−1} z_m − z_{m−1} Φ_m(z).

TrebuemaØ ocenka dlØ pervogo slagaemogo funkcii G_s uße dokazana (predloßenie 6.4). Modul~ funkcii V_n ograniqen. OstaetsØ ocenit~ summu ∑ m6n�,m∈N1^{|dm|} |z − z_{m−1}| |z_m − z_{m−1}| |Φ_m(z)| 6

C ∑ m6n�,m∈N1^{|zm − zm−1||1 − z|} s−2 |z − z_{m−1}| |z_m − z_{m−1}| ( |1 − z^2||1 − z^2_m| |1 − z_mz|^2 )_{s+1}

6

SVOBODNA˚ INTERPOL˚CI˚ 199 C|1 − z|^{2s−1} ∑ m6n�,m∈N1 |1 − z_m|^{s+2} |1 − z_mz|^{2s+2} 6 C|1 − z|^{2s−1} ∑ m6n�,m∈N1 |1 − z_m|^s |1 − z_mz|^{2s} . PoslednØØ ocenka osnovana na neravenstve |1 − z_m| 6 C|1 − z_mz|, vyteka¸wem iz usloviØ Xtol~ca. Posle fftogo my moßem vospol~zovat~sØ predloßeniem 6.3 i poluqit~ neravenstvo C|1 − z|^{2s−1} ∑ m6n�,m∈N1 |1 − z_m|^s |1 − z_mz|^{2s} 6 C |1 − z|^{2s−1} |1 − z_nz|^s 6 C |1 − z|^{s+1} |1 − z_nz|^2 . TrebuemaØ ocenka funkcii H_1 dokazana.

3) Perehodim k indukcii i predpoloßim, qto uße dokazany ocenki dlØ m ∈ N_{r−1}: |d_m| 6 C r−1∏ k=1 |z_m − z_{m−r+1} | · |1 − z_m|^{s−r},

|H_{r−1}(z)| 6 C |1 − z|^{s+1} |1 − z_nz|^2 . 4) Pokaßem, qto togda vypolnena ocenka dlØ d_m pri m ∈ N_r .

Vosproizvedem opredelenie kofffficienta (5.13):

d_m = s−1∏ k=1 (z_m − z_{n+k}) − H_{r−1}(z_m), m ∈ N_r . Rassmotrim vspomogatel~nu¸ funkci¸ f(z) = ∏_{s−1} k=1(z − z_{n+k}) − H_{r−1}(z). Zametim, qto d_m = f(z_m) i iz indukcionnogo predpolo-

ßeniØ o funkcii H_{r−1} sleduet, qto f(z_{m−k} ) = 0, k = 1, 2, .., r − 1. Ocenim |f(z)|, kak i v punkte 2, na osnove predloßeniØ 6.3. �to i dast trebuemu¸ ocenku dlØ |d_m| = |f(z_m)|.

5) Ostalos~ ocenit~ funkci¸ H_r:

H_r(z) = H_{r−1}(z) + ∑ m6n�,m∈Nr^{dmhm(z)Φm(z),}

200 A. M. KOTOQIGOV

h_m(z) = r∏ k=1 z − z_{m−k} z_m − z_{m−k} , m ∈ N_ρ. NußnaØ ocenka pervogo slagaemogo soderßitsØ v indukcionnom predpoloßenii. Vtoroe slagaemoe ocenivaetsØ tem ße sposobom, qto i v punkte 2: ∑ m6n�,m∈Nr^{|dm||hm(z)||Φm(z)|}

6

C ∑ m6n�,m∈Nr r∏ k=1 |z_m − z_{m−k}||1 − z|^{s−r−1}· r∏ k=1 |z − z_{m−k}| |z_m − z_{m−k} | ( |1 − z^2||1 − z^2_m| |1 − z_mz|^2 )_{s+1} . Posle fftogo dokazatel~stvo zaverxaetsØ analogiqno tomu, kak bylo sdelano pri ocenke funkcii H_1. IndukciØ zaverxena, i predloßenie polnost~¸ dokazano. � Zaverxenie dokazatel~stva teoremy. Ocenka normy operatora prodolßeniØ. Funkcii Fn opredeleny v §5 tak, qto

F_n(z_m) = s−1∏ r=1 (z_m − z_{n+r} ) pri m 6 n, F_n(z_m) = 0 pri m > n.

Rassmotrim funkci¸ f(z) = ∑ n y_n(z_n − z_{n+s})F_n(z), predpolagaØ, qto posledovatel~nost~ y_n takova, qto rØd absol¸tno shoditsØ. Povedenie funkciæ F_n v toqkah z_m takovo, qto

f(z_m ) = ∑ n y_n(z_n − z_{n+s})F_n(z_m) = ∑ n¿m^{yn(zn − zn+s)} s−1∏ r=1 (z_m − z_{n+r}). Togda po predloßeni¸ 4.2 poluqim, qto [z_n, z_{n+1}, . . . , z_{n+s}]_f = y_n. OstaetsØ proverit~, qto otobraßenie T y = ∑ n y_n(z_n − z_{n+s})F_n(z) (6.11)

SVOBODNA˚ INTERPOL˚CI˚ 201 ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem iz prostranstva l^∞ v prostranstvo H^{(s)}∞ . Po opredeleni¸ F_n = H_s i, sledovatel~no, v silu predloßeniØ 6.6, |F_n(z)| 6 C |1 − z|^{s+1} |1 − z_nz|^2 , z ∈ D. Uslovie Xtol~ca dlØ mnoßestva E i prostoæ analiz dokazatel~stva pokazyva¸t, qto fftu ocenku moßno prodolßit~ v oblast~ D_∗, soderßawu¸ ediniqnyæ krug, i taku¸, qto dist (w, D) ≍ |1 − w|, w ∈ ∂D_∗. PredstavlØØ funkci¸ F_n integralom Koxi po granice oblasti

D_∗, legko poluqit~ ocenki

|F^{(r)}_n (z)| 6 C |1 − z|^{s+1−r} |1 − z_nz|^2 , z ∈ D, r = 1, 2, .., s. �togo dostatoqno dlØ neperyvnosti operatora. � Predloßenie 6.7. Operator T nepreryven pri p = ∞. Dokazatel~stvo. Zametim, qto |yn| 6 ‖y‖ i | ∑ n y_n(z_n − z_{n+s})F_n(z)^{(s)}| 6

C‖y‖ ∑ n |z_n − z_{n+s}| |1 − z| |1 − z_nz|^2 6 C‖y‖, poslednee neravenstvo vytekaet iz ocenki, dokazannoæ v predloßenii 6.3. � Sledstvie 6.8. Pust~ x ∈ w^{(s)}∞ (E), P (z) =^{∑s−1}_{k=0} pk(z − 1)^k, zdes~

p_k =^1_{k!} lim_{n→∞}[z_n, z_{n+1}, . . . , z_{n+k}]_x. Togda operator Sx(z) = P (z) + ∑ n [z_n, z_{n+1}, . . . , z_{n+s}]_x(z_n − z_{n+s})F_n(z)^{(s)}

ØvlØetsØ lineænym nepreryvnym operatorom prodolßeniØ iz prostranstva w^{(s)}∞ (E) v prostranstvo H^{(s)}∞ .

Dokazatel~stvo. Operator iz predyduwego predloßeniØ daval nam funkci¸ s nußnymi razdelennymi raznostØmi, no obØzatel~no ime¸wu¸ v toqke z = 1 nol~ kratnosti s − 1. Rassmotrim posledovatel~nost~ v_n = Sx(z_n). Ona imeet takie ße razdelennye raznosti s-go porØdka, qto i posledovatel~nost~ x_n.

202 A. M. KOTOQIGOV Predely razdelennyh raznosteæ men~xih porØdkov u nih takße sovpada¸t. Iz predloßeniØ 4.3 sleduet, qto takie posledovatel~nosti ravny. Sledovatel~no, operator S ØvlØetsØ operatorom prodolßeniØ, a predyduwee predloßenie obespeqivaet ego nepreryvnost~. Sledstvie dokazano, a vmeste s nim zaverxeno i dokazatel~stvo teoremy.

Literatura

1. L. Carleson, An interpolation problem for bounded analytic functions. — Am.J.

Math. 80(4) (1958), 921–930.

2. H. S. Shapiro, A. Shields, On some interpolaton problems for analytic functions.

— Am. J. Math. 83 (1961), 513–532.

3. A. M. Kotoqigov, InterpolØciØ analitiqeskimi funkciØmi, gladkimi vplot~ do granicy. — Zap. nauqn. semin. LOMI 30 (1972), 167–169.

4. E. M. Dyn~kin, Mnoßestva svobodnoæ interpolØcii dlØ klassov Gel~- dera. — Mat. sb. 109(1) (1979), 107–128.

5. N. A. Xirokov, SvobodnaØ interpolØciØ v prostranstvah C^A_{r,ω} . — Mat.

sb. 117(3) (1982), 337–358.

6. J. Bruna, Les ensemblees d’interpolation des A^p(D). — C. R. Acad. Sci. Paris, tAB 290(1) (1980), A5–27.

7. E. M. Dyn~kin, SvobodnaØ interpolØciØ funkciØmi s proizvodnoæ iz H1. — Zap. nauqn. semin. LOMI 126 (1983), 77–87.

8. S. A. Vinogradov, Ob interpolØcii stepennyh rØdov, absol¸tno shodØwihsØ na granice kruga shodimosti. – Vestnik LGU, ser. matem. 7 (1965), 30–44.

9. A. O. Gel~fond, Isqislenie koneqnyh raznosteæ. M. (1952). 10. B. I. Korenbl¸m, V. S. Koroleviq, Ob analitiqeskih funkciØh, regulØrnyh v kruge i gladkih na ego granice. — Mat. zametki 7(2) (1970), 165–172.

11. P. Kusis, Vvedenie v teori¸ prostranstv H^p. M. (1984).

Kotochigov A. M. Free interpolation in the spaces of analytic functions with derivative of order s in a Hardy space.

We consider the problem of free interpolation for the spaces of analytic functions with derivative of order s in the Hardy space H^p. For the sets that satisfy the Stolz condition, we obtain a condition necessary for interpolation: if 1 ≤ p < ∞, then the set must be a union of s sparse sets. For p = ∞, we obtain a necessary and sufficient condition for interpolation: the set must be a union of s + 1 sparse sets. In this case, we construct an extension operator.

Postupilo 10 noØbrØ 2003 g.

Sankt-Peterburgskiæ fflektrotehniqeskiæ universitet

kam@peterlink.ru