Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 303, 2003 g.

M. T. Karaev

NEKOTORYE PRIMENENI˚ PROIZVEDENI˚ DıAMEL˚

Vvedenie 1. Pust~ Hol (D ) – prostranstvo golomorfnyh v ediniqnom diske

D = {z ∈ C : |z| < 1} funkciæ s kompaktnoæ shodimost~¸. V Hol (D )

proizvedenie D¸amelØ opredelØetsØ kak proizvodnaØ svertki Mikusinskogo:

(f ~ g)(z)^{def}=^d_{dz} z∫ 0 f(z − t)g(t)dt = z∫ 0 f^′(z − t)g(t)dt + f(0)g(z),

gde integrirovanie vedetsØ po prØmolineænomu otrezku, soedinØ¸wemu toqki 0 i z (sm. [1]).

Proizvedenie D¸amelØ xiroko primenØetsØ v razliqnyh voprosah analiza, naprimer, v teorii differencial~nyh uravneniæ s postoØnnymi kofffficientami, v rexeniØh nekotoryh kraevyh zadaq matematiqeskoæ fiziki, a ego vewestvennyæ analog zanimaet vaßnoe mesto v operatornom isqislenii Mikusinskogo (sm. [1–3]). V rabote [1] Uigli vpervye primenØl proizvedenie D¸amelØ v opisanii zamknutyh idealov algebry Hol (D ), a v rabotah avtora [4, 5] ono primenØlos~, sootvetstvenno, v opisanii cikliqeskih vektorov operatora integrirovaniØ J, (Jf)(x) = x∫ 0 f(t)dt, v nekotoryh konkretnyh prostranstvah funk-

ciæ, i v dokazatel~stve odnokletoqnosti togo ße operatora v banahovom prostranstve golomorfnyh v D funkciæ. O drugih primeneniØh proizvedeniØ D¸amelØ sm. [6–8].

2. V §2 nastoØweæ raboty my ispol~zuem proizvedenie D¸ame-

lØ v izuqenii kratnosti spektra prØmyh summ operatorov. V §3, ispol~zuØ analog proizvedeniØ D¸amelØ dlØ funkciæ ot dvuh peremennyh, my daem opisanie cikliqeskih vektorov sußeniØ 145

146 M. T. KARAEV

operatora dvoænogo integrirovaniØ f(x, y) → x∫ 0 y∫ 0 f(t, τ )dτ dt na invariantnoe podprostranstvo special~nogo vida.

Qast~ rezul~tatov nastoØweæ stat~i poluqeny dovol~no davno, i oni privedeny v dissertacii avtora [9]. Avtor rexil opublikovat~ ih seæqas v ßurnal~noæ stat~e, v qastnosti, i potomu, qto u nih poØvilis~ novye priloßeniØ.

3. Ispol~zuemye v stat~e oboznaqeniØ bolee ili menee stan-

dartny. L(X) – algebra ograniqennyh lineænyh operatorov v banahovom prostranstve X; Lat A – rexetka invariantnyh podprostranstv operatora A ∈ L(X); span {x_i} – zamknutaØ lineænaØ oboloqka vektorov x_i.

Napomnim, qto podprostranstvo E ⊂ X nazyva¸t cikliqeskim (poroßda¸wim) podprostranstvom operatora A ∈ L(X), esli span {A^nE : n > 0} = X. Vektor x ∈ X nazyva¸t cikliqeskim, esli span {A^nx : n > 0} = X.

Mnoßestvo cikliqeskih vektorov operatora A oboznaqim Cyc(A). Kratnost~¸ spektra operatora A ∈ L(X) nazyva¸t qislo (ili simvol ∞)

μ(A)^{def}= inf { dim E : span {A^nE : n > 0} = X } . Operator A ∈ L(X) cikliqen, esli μ(A) = 1, i odnokletoqen, esli rexetka Lat A lineæno uporØdoqena otnositel~no vkl¸qeniØ.

§1. Proizvedenie D¸amelØ i nekotorye ego svoæstva

Pust~ Hol (D ) – prostranstvo golomorfnyh v ediniqnom kru-

ge D funkciæ s topologieæ ravnomernoæ shodimosti na kaßdom

kompaktnom podmnoßestve kruga D. Proizvedenie D¸amelØ dlØ dvuh funkciæ f(z) = ∑ n¿0^{^f (n)z} n, g(z) = ∑ n¿0^{^g(n)z} n ∈ Hol (D ) (gde

NEKOTORYE PRIMENENI˚ PROIZVEDENI˚ DıAMEL˚ 147 ^f (n) =^{f (n) (0)}_{n!} – n-æ kofffficient Teælora funkcii f) opredelØetsØ (sm. [1]) ravenstvom

(f ~ g)(z)^{def}=^d_{dz} z∫ 0 f(z − t)g(t)dt, (1) gde integrirovanie vedetsØ po prØmolineænomu otrezku, soedinØ¸wemu toqki 0 i z. Netrudno videt~, qto proizvedenie D¸amelØ udovletvolØet vsem aksiomam umnoßeniØ, qto Hol (D ) ØvlØetsØ algebroæ takße otnositel~no ~, i qto funkciØ f(z) ≡ 1I ØvlØetsØ ediniqnym fflementom algebry (Hol (D ), ~).

Pust~ B – preobrazovanie BorelØ, deæstvu¸wee iz Hol (D ) v prostranstvo formal~nyh stepennyh rØdov C [[Z]] nad polem kompleksnyh qisel C , opredelØemoe formuloæ B ( ∑ n¿0 ^f (n)z^n )_{def} = ∑ n¿0^{n!} ^f (n)Z^n. Obratnoe preobrazovanie BorelØ B^{−1} deæstvuet po formule B^{−1} ( ∑ n¿0^{an} Z^{n) def}=^∑_{n¿0}^{an}_{n!} z^n.

Otmetim sledu¸wu¸ prostu¸, no poleznu¸ lemmu.

Lemma 1. Pust~ f, g ∈ Hol (D ). Ime¸t mesto sledu¸wie formuly

dlØ proizvedeniØ ~ v Hol (D ):

(a) f ~ g = ∑ n¿0 n∑ k=0 ^f(k)^g(n − k)k! (n − k)! 1 n! z^n;

(b) f ~ g = (Bf)(J)g = (Bg)(J)f, gde J – operator integrirovaniØ v Hol (D ) i (Bf)(J)g^{def}= ∑ n¿0^{n!} ^f(n)(J^ng)(z); (c) f ~ g = B^{−1}(Bf · Bg).

Dokazatel~stvo. Tak kak utverßdeniØ (a) i (c) lemmy soder-

ßatsØ v [1], to privodim lix~ dokazatel~stvo punkta (b). DlØ fftoæ celi, snaqala pokaßem, qto rØd ∑ n¿0^{n! ^f (n)(J} ng)(z) opredelØet nekotoru¸ funkci¸ iz Hol (D ). DlØ fftogo dokaßem, qto fftot

148 M. T. KARAEV

rØd ravnomerno shoditsØ na kaßdom kompaktnom podmnoßestve kruga D.

Pust~ r, 0 < r < 1, – proizvol~noe fiksirovannoe qislo. Dostatoqno pokazat~, qto na kaßdom kruge |z| < r < 1 rØd absol¸tno i ravnomerno shoditsØ.

Deæstvitel~no, uqityvaØ formuly

(J^ng)(rz) = r^nJ^n(g(rz)) (n = 0, 1, 2, . . .)

i ocenki |(J^ng)(z)| = | | | | z∫ 0 (z − t)^{n−1} (n − 1)! g(t)dt | | | | 6^1_{(n − 1)!} sup_{|t|} 6|z|^{|g(t)|,} poluqaem: ∑ n¿0^{n! |} ^f(n)| |(J^ng)(rz)| = ∑ n¿0^{n! |} ^f(n)|r^n|J^n(g_r(z))| 6

6^∑_n

¿0^{n! |} ^f(n)| 1 (n − 1)! r^n sup_{|z|<r} |g_r(z)| = sup_{|z|<r} |g_r(z)| ∑ n¿0^{n|} ^f(n)|r^n < +∞ (tak kak iz vkl¸qeniØ f ∈ Hol (D ) sleduet, qto ∑ n¿0^{n| ^f(n)|r} n < +∞). Trebuemoe utverßenie dokazano. Togda imeem: (Bf)(J)g = ∑ n¿0^{n!} ^f(n)(J^ng) = ∑ n¿0^{n!} ^f (n) ( J^n ∑ m¿0^{^g(m)z} m ) = = ∑ n¿0 ∑ m¿0 ^f (n) ^g(m)n! (J^nz^m) =

= ∑ n¿0 ∑ m¿0 ^f (n) ^g(m) n! (m + 1) · · · (m + n) z^{n+m} = = ∑ n¿0 ∑ m¿0 ^f (n) ^g(m) n! m! (n + m)! z^{n+m} = f ~ g. V silu simmetrii vtoroe ravenstvo v formule (b) proverØetsØ analogiqno. �

Nakonec, otmetim sledu¸wee osnovnoe svoæstvo proizvedeniØ D¸amelØ, dokazannoe v rabote Uigli [1].

NEKOTORYE PRIMENENI˚ PROIZVEDENI˚ DıAMEL˚ 149

Lemma 2. FunkciØ f iz Hol (D ) ØvlØetsØ ~-obratimoæ v Hol (D )

togda i tol~ko togda, kogda f(0) ≠ 0.

Bolee podrobno s proizvedeniem D¸amelØ moßno oznakomit~- sØ v [1].

§2. Special~nye priznaki sloßeniØ kratnosteæ spektra

V fftom razdele my ispol~zuem proizvedeniØ D¸amelØ dlØ vyqisleniØ kratnosti spektra prØmyh summ vida J ⊕ A, gde J – operator integrirovaniØ, deæstvu¸wiæ v algebre Vinera W (D ) vseh golomorfnyh v D funkciæ f(z) = ∑ n¿0^{^f (n)z} n, dlØ kotoryh ∑ n¿0^{| ^f(n)| < +∞} , A – operator, deæstvu¸wiæ v podhodØwem bana-

hovom prostranstve X (teorema 3). Poluqennyæ rezul~tat ØvlØetsØ, po-vidimomu, novym i dlØ operatora J ⊕ J v W (D ) ⊕ W (D ), hotØ analogiqnyæ rezul~tat v L^p[0, 1] ⊕ L^p[0, 1] (1 6 p < +∞) byl priveden v rabote M. M. Malamuda [10].

Otmetim, qto (W (D ), ~) ØvlØetsØ banahovoæ algebroæ. Edinstvennyæ maksimal~nyæ ideal fftoæ algebry sostoit iz funkciæ f iz W (D ), dlØ kotoryh f(0) = 0. Pofftomu prostranstvo maksimal~nyh idealov M(W (D ), ~) fftoæ algebry sostoit iz odnogo gomomorfizma, a imenno, iz ffvol¸cionnogo funkcionala v toqke 0 (t.e., M(W (D ), ~) = {0}), i, sledovatel~no, preobrazovanie Gel~fanda trivial~no. (Podrobnee ob algebre (W (D ), ~) sm., naprimer, v rabote avtora [7].)

Teorema 3. Pust~ X – separabel~noe banahovo prostranstvo i J, (Jf)(z) = z∫ 0 f(t)dt, – operator integrirovaniØ v algebre Vinera

W (D ). Esli operator K ∈ L(X) takov, qto ‖K^n‖ 6 c^1_{n!}, n > 0, dlØ

nekotorogo c > 0, to

μ(J ⊕ K) = μ(J) + μ(K) = 1 + μ(K).

Dokazatel~stvo. Tak kak dlØ l¸byh A1 ∈ L(X1), A2 ∈ L(X2)

ime¸t mesto ocenki max { μ(A_1), μ(A_2)

} 6 μ(A1 ⊕ A2) 6 μ(A1) + μ(A2),

v sluqae μ(K) = +∞ dokazatel~stvo teoremy oqevidno, i pofftomu budem sqitat~, qto μ(K) = n < +∞.

150 M. T. KARAEV

Dopustim, qto μ(J ⊕ K) = μ(K) = n. Pust~ { f_i ⊕ x_i }_n i=1 – cikliqeskiæ nabor vektorov dlØ operatora J ⊕ K. Togda { f_i(z) }_n i=1 ∈ Cyc (J). Pofftomu suwestvuet nomer i_0, 1 6 i_0 6 n, takoæ, qto f_{i0} (0) ≠ 0. Ne umalØØ obwnosti, budem sqitat~, qto i_0 = 1, to est~ f_1(0) ≠ 0. Tak kak pri fftom uslovii fflement f_1 ØvlØetsØ obratimym v (W (D ), ~), suwestvuet funkciØ F_1 ∈ W (D ) takaØ, qto (F_1 ~ f_1)(z) ≡ 1I, i pofftomu F_1(0) ≠ 0. Rassmotrim matricu

F(z) = F_1 O O · · · O −f_2 ~ F_1 1I O O −f_3 ~ F_1 O 1I · · · O . . . . −f_n ~ F_1 O O · · · 1I .

V silu punkta (b) lemmy 1 Øsno, qto

(BF)(J)f^{def}=

(BF_1)(J) O · · · O (B(−f_2 ~ F_1))(J) I · · · O (B(−f_3 ~ F_1))(J) O I · · · O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B(−f_n ~ F_1))(J) O · · · I f_1 f_2 f_3 . . f_n =

= (BF_1)(J)f_1 (B(−f_2 ~ F_1))(J)f_1 + f_2 (B(−f_3 ~ F_1))(J)f_1 + f_3 . . (B(−f_n ~ F_1))(J)f_1 + f_n = F_1 ~ f_1 (−f_2 ~ F_1) ~ f_1 + f_2 (−f_3 ~ F_1) ~ f_1 + f_3 . . (−f_n ~ F_1) ~ f_1 + f_n =

= 1I O O_. . O .

Tak kak ~-det(BF)(0) = (BF_1)(0) ≠ 0, to Øsno, qto operatory (BF)(J) i (BF)(K) obratimy sootvetstvenno v W^n(D )^{def}= W (D ) ×

· · · × W (D ) i X^{n def}= X × · · · × X. Teper~ iz dokazatel~stva lemmy 1.2.3 raboty avtora [9] netrudno videt~, qto { ((BF)(J)f ) i ⊕ ( (BF)(K)x ) i : i = 1, 2, . . . , n }

NEKOTORYE PRIMENENI˚ PROIZVEDENI˚ DıAMEL˚ 151

ØvlØetsØ cikliqeskim naborom dlØ operatora J ⊕ K. Takim obrazom, poluqaem novyæ cikliqeskiæ nabor vida {1I ⊕ x_1,

O ⊕ x2, . . . , O ⊕ xn}. Pofftomu suwestvuet semeæstvo polinomov

{P_{m,i}}^n_{i=1} takoe, qto lim m→∞ P_{m,1}(J)1I = O v W (D ),

lim m→∞ n∑ i=1 P_{m,i}(K)x_i = x v X, gde x ∈ X – proizvol~nyæ fflement. Ots¸da, ispol~zuØ formulu (b) iz lemmy 1, poluqaem, qto lim m→∞ q_{m,1}(z) = 0 v W (D ), gde q_{m,1}(z)^{def}= (B^{−1}P_{m,1})(z) = ∑ k¿0 1 k! ^P_{m,1}(k)z^k,

B^{−1} – obratnoe preobrazovanie BorelØ. Togda, ispol~zuØ uslovie teoremy, imeem: ‖P_{m,1}(K)‖ = ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ k¿0 ^P_{m,1}(k)K^k ‖ ‖ ‖ ‖ 6^∑_k

¿0^| ^P_{m,1}(k)| ‖K^k‖ =

= ∑ k¿0 1 k! | ^P_{m,1}(k)|k! ‖K^k‖ 6 c ∑ k¿0^{|^qm,1(k)| = c} ‖ ‖q_{m,1} ‖ ‖_{W (}D_) → 0, m → ∞.

Ots¸da, v qastnosti, poluqaem, qto lim_{m→∞} P_{m,1}(K)x_1 = 0, i, sle-

dovatel~no, lim_{m→∞}^n ∑ i=2 P_{m,i}(K)x_i = x. Tak kak vektor x proizvolen,

ffto oznaqaet, qto { x_i }_n i=2 – cikliqeskiæ nabor dlØ operatora K, i, stalo byt~, μ(K) 6 n − 1. No ffto nevozmoßno, poskol~ku po uslovi¸ μ(K) = n. �

Zameqanie 1. Suwestvuet bolee neposredstvennoe postroenie

cikliqeskogo nabora vida {1I ⊕ x_1, O ⊕ x_2, . . . , O ⊕ x_n}. V samom dele, pust~ f_k(0) ≠ 0 dlØ k = 1, 2, . . . , l i pust~ f_k(0) = 0 dlØ k = l + 1, . . . , n. Poloßim g_k = f_k, y_k = x_k pri k = 1, . . . , l, g_k = f_k − f_1, y_k = x_k − x_1 pri k = l + 1, . . . , n. Togda nabor vektorov { g_i ⊕ y_i }_n i=1 budet cikliqeskim, i tak kak g_k(0) ≠ 0 dlØ k = 1, 2, . . . , n, to

152 M. T. KARAEV

suwestvu¸t funkcii F_k, F_k ∈ W (D ) takie, qto F_k ~ g_k = 1I, k = 1, 2, . . . , n. Poloßim ~x_k = ∑ m¿0^{m! ^Fk(m)K} my_k, togda

g_k ⊕ y_k = ∑ m¿0^{m! ^gk(m)(J ⊕ K)} m(1I ⊕ ~x_k). Pofftomu

g_k ⊕ y_k ∈ span { (J ⊕ K)^m(1I ⊕ ~x_i) : m > 0, i = 1, . . . , n } dlØ k = 1, . . . , n, i nabor vektorov { 1I⊕ ~x_i }_n i=1 budet cikliqeskim.

Nakonec, poloßim x_1 = ~x_1, x_k = ~x_1 − ~x_k, k = 2, . . . , n, poluqim cikliqeskiæ nabor vektorov vida {1I ⊕ x_1, O ⊕ x_2, . . . , O ⊕ x_n}.

Zameqanie 2. Iz dokazatel~stva teoremy 3 vidno, qto uslo-

vie teoremy moßno neskol~ko oslabit~, potrebovav lix~, qtoby dlØ l¸bogo x ∈ X suwestvovala postoØnnaØ C_x > 0 takaØ, qto ‖K^nx‖ 6 C_x^1_{n!} dlØ l¸bogo n > 0.

V sledu¸weæ teoreme my privedem odin special~nyæ priznak sloßeniØ kratnosteæ spektra. A poka otmetim sledu¸wee. Pust~

A – banahova algebra s ediniceæ e. DlØ unifikacii terminolo-

gii, budem govorit~, qto fflement x ∈ A ØvlØetsØ cikliqeskim

dlØ A, esli clos {Ax} = A, gde Ax^{def}= {ax : a ∈ A}. V fftom sluqae

budem takße pisat~ x ∈ Cyc A. Oqevidno, qto fflement x cikliqen dlØ A togda i tol~ko togda, kogda on obratim; v qastnosti, e ∈ Cyc A. Pofftomu estestvenno sqitat~, qto μ(A) = 1.

Teorema 4. Pust~ X – separabel~noe banahovo prostranstvo, A

– banahova algebra otnositel~no dvuh umnoßeniæ, oboznaqaemyh simvolami · i ∗, priqem (A, ∗) – kommutativnaØ algebra. Pust~ τ – generator algebry (A, ∗) s ediniceæ e, i pust~ A ∈ L(X) – operator s prostym spektrom (t.e. μ(A) = 1) takoæ, qto:

1) A dopuskaet (A, · )-isqislenie;

2) ‖P (τ )(A)x‖ 6 c‖P (A)x‖ dlØ l¸bogo polinoma P otnositel~no umnoßeniØ ∗ i dlØ vseh x ∈ X, pri nekotorom c > 0;

3) esli φ – obratimyæ fflement algebry (A, ∗), to φ(A) ≠ O. Togda μ(M_τ ⊕ A) = 2, gde M_τ oboznaqaet operator umnoßeniØ na τ .

Dokazatel~stvo. Dopustim, qto μ(Mτ ⊕ A) = 1. Pust~ f ⊕ x –

cikliqeskiæ vektor dlØ M_τ ⊕ A. Togda suwestvu¸t polinomy P_n

NEKOTORYE PRIMENENI˚ PROIZVEDENI˚ DıAMEL˚ 153

takie, qto lim_n P_n(M_τ ⊕ A)(f ⊕ x) = e ⊕ O.

Ots¸da lim_n P_n(τ )f = e i lim_n P_n(A)x = O. (2)

Tak kak f ∈ Cyc (A, ∗) i P_n(τ )f = P_n(τ ) ∗ f, to fflement f obratim

v (A, ∗). Pofftomu lim_n Pn(τ ) = f^{−1∗}. Tak kak v silu usloviØ 1)

operator A dopuskaet isqislenie otnositel~no umnoßeniØ · , to lim_n P_n(τ )(A) = f^{−1∗}(A), i pofftomu lim_n P_n(τ )(A)x = f^{−1∗}(A)x. Iz (2) v silu usloviØ 2) sleduet, qto lim_n P_n(τ )(A)x = O. Pofftomu f^{−1∗}(A)x = O. Nakonec, ispol~zuØ uslovie 3), zakl¸qaem, qto f^{−1∗}(A) ≠ O. No tak kak f^{−1∗}(A) i A kommutiru¸t, poluqim, qto x /∈ Cyc (A) – protivoreqie. �

Sledstvie 5. Pust~ A ∈ L(X) – cikliqeskoe neobratimoe sßa-

tie, i pust~ J – operator integrirovaniØ v prostranstve W (D ). Esli ‖q(A)x‖ 6 c‖P (A)x‖ (3) dlØ l¸bogo x ∈ Cyc (A) i dlØ l¸bogo polinoma P , gde q = B^{−1}P , to μ(J ⊕ A) = 2.

Dokazatel~stvo. Snaqala zametim, qto uslovie 0 ∈ σ(A) ØvlØ-

etsØ neobhodimym usloviem dlØ sloßeniØ kratnosteæ spektra. DlØ dokazatel~stva sledstviØ proverim vypolnenie usloviæ teoremy 4. DlØ fftogo poloßim A = W (D ), a v kaqestve umnoßeniØ ∗ prinimaem proizvedenie D¸amelØ ~:

(f ~ g)(z) =^d_{dt} z∫ 0 f(z − t)g(t)dt. To, qto W (D ) – banahova algebra otnositel~no ~, nami uße bylo otmeqeno; vproqem, ffto takße Øsno iz sledu¸wih soobraßeniæ: dlØ f, g ∈ W (D ) Øsno, qto ‖J^ng‖ = ‖ ‖ z^n n! ~ g^‖ 6^1_{n!}‖g‖, i pofftomu

iz punkta (b) lemmy 1 vyvodim ‖f ~ g‖ = ‖(Bf)(J)g‖ =^‖^∑_n ¿0^{n!} ^f(n)(J^ng) ‖ ‖ ‖ ‖ 6

6 ‖g‖^∑_n

¿0^| ^f (n)| = ‖f‖ ‖g‖.

154 M. T. KARAEV

Uslovie 1) teoremy 4, oqevidno, vypolneno. V silu neravenstva (3) uslovie 2) teoremy 4 takße vypolneno. A uslovie 3) vypolneno vvidu teoremy ob otobraßenii spektra: φ(0) ∈ σ(φ(A)), i esli funkciØ φ obratima v (W (D ), ~), to φ(0) ≠ 0, i pofftomu φ(A) ≠ O. Teper~, uqityvaØ, qto operator integrirovaniØ J ØvlØetsØ operatorom umnoßeniØ na z v smysle umnoßeniØ ~, ostaetsØ primenit~ teoremu 4. �

Sledstvie 6. Pust~ X – banahovo prostranstvo analitiqeskih

v D funkciæ, udovletvorØ¸wee sledu¸wim usloviØm: 1) { z^n } n¿0^{– polnaØ sistema v X;}

2) operator sdviga S, Sf = zf, nepreryvno deæstvuet v X;

3) dlØ vseh z, z ∈ D, funkcional f → f(z), X → C nepreryven;

4) dlØ kaßdogo ε > 0 i dlØ kaßdogo x ∈ X spravedliva formula ∑ n¿0 1 n! 1 ε^n ‖ ‖z^nx ‖ ‖_X < +∞.

Pust~ J – operator integrirovaniØ v prostranstve l^1_A(‖S^n‖). Togda μ(J ⊕ S) = 2.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno proverit~, qto ‖q(S)x‖ 6 c‖p(S)x‖ dlØ l¸bogo polinoma p i dlØ l¸bogo x ∈ X, x(0) ≠ 0, gde

q(z)^{def}= ∑ n¿0 ^p(n) n! z^n. S fftoæ cel~¸, pust~ x ∈ X i x(0) ≠ 0. Pust~

ε, 0 < ε < 1, – proizvol~noe qislo. Vyberem 0 < δ < ε takoe, qto

inf_{|z|}6_δ |x(z)|^{def}= α > 0. Po teoreme o zamknutom grafike vloßenie

prostranstva X v C(|z| 6 δ) nepreryvno. Togda ‖ ‖p(z)x(z) ‖ ‖_X > c max_{|z|} 6δ^{|p(z)x(z)|} >^{cα max}|z|6δ^{|p(z)|} >^{δncα|^p(n)|.} Teper~ moßno poluqit~ neposredstvenno trebuemu¸ ocenku: ‖ ‖q(S)x ‖ ‖_X = ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ n¿0 ^p(n) n! z^nx ‖ ‖ ‖ ‖_X 6 ∑ n¿0 ^p(n) n! ‖ ‖z^nx ‖ ‖_X 6

6^1_{cα}^‖p(z)x^‖_X^∑_n

¿0 1 n!δ^n ‖ ‖z^nx ‖ ‖_X = c_1 ‖ ‖p(S)x ‖ ‖_X .

NEKOTORYE PRIMENENI˚ PROIZVEDENI˚ DıAMEL˚ 155

OstaetsØ zametit~, qto l^1_A(‖S^n‖) – banahova algebra takße otnositel~no proizvedeniØ D¸amelØ ~. Deæstvitel~no, ‖ ‖f ~ g^‖_l1_{A(‖Sn‖)} =^‖^∑_n ¿0 n∑ k=0 ^f (k)^g(n − k) k!(n − k)! n! z^n ‖ ‖ ‖ ‖_{l1A(‖Sn ‖)} =

= ∑ n¿0 | | | | n∑ k=0 ^f (k)^g(n − k) k!(n − k)! n! | | | |‖S^n‖ 6

6^∑_n

¿0 (_n∑ k=0 | ^f (k)| |^g(n − k)| ) ‖S^n‖ = ‖ ‖f_+ · g_+ ‖ ‖_{l1A(‖Sn‖)} 6

6 c^‖f+^‖_l1_{A(‖Sn ‖)}^‖g+^‖_l1_{A(‖Sn ‖)} = c^‖f^‖_l1_{A(‖Sn‖)}^‖g^‖_l1_{A(‖Sn‖)},

zdes~ f_+(z)^{def}= ∑ n¿0^{| ^f(n)|z} n, g_+(z)^{def}= ∑ n¿0^{|^g(n)|z} n. Dokazatel~stvo

zaverxeno. �

§3 Ob operatore dvoænogo integrirovaniØ

V fftom razdele rassmatrivaetsØ analog proizvedeniØ D¸amelØ dlØ funkciæ ot dvuh peremennyh. S ego ispol~zovaniem daetsØ opisanie cikliqeskih vektorov sußeniØ operatora dvoænogo integrirovaniØ na invariantnoe podprostranstvo special~nogo vida.

Pust~ C^{(n)}[0, 1]×[0, 1], gde n > 2, – banahovo prostranstvo funkciæ, ime¸wih na [0, 1] × [0, 1] vse nepreryvnye qastnye proizvodnye do porØdka n vkl¸qitel~no. Norma v C^{(n)}[0, 1]×[0, 1] vvoditsØ po formule ‖ ‖u ‖ ‖_{C(n) [0,1]×[0,1]} = ∑ |α|6n ‖ ‖D^αu ‖ ‖_{C[0,1]×[0,1]}, ili, podrobnee, ‖ ‖u ‖ ‖_{C(n)[0,1]×[0,1]} = ∑ 06|α|6n^{max} x∈[0,1]×[0,1] |D^αu(x)|. Rassmotrim teper~ v prostranstve C^{(n)}[0, 1] × [0, 1] vol~terrov operator integrirovaniØ ot dvuh peremennyh

(W f)(x, y)^{def}= x∫ 0 y∫ 0 f(t, τ )dτ dt.

156 M. T. KARAEV

Qerez E_{xy} oboznaqim podprostranstvo funkciæ iz C^{(n)}[0, 1] × [0, 1], zavisØwih ot proizvedeniØ argumentov xy. Netrudno pokazat~, qto E_{xy} = span {(xy)^k : k > 0} i E_{xy} ∈ Lat W . Oboznaqim W_{xy} = W |E_{xy}, t.e. (W_{xy} f)(xy)^{def}= x∫ 0 y∫ 0 f(tτ )dτ dt. Opredelim v prostranstve C^{(n)}[0, 1]×[0, 1] svertku (analog proizvedeniØ D¸amelØ dlØ funkciæ ot dvuh peremennyh) po formule:

(f ~ g)(x, y)^{def}=^{∂2}_{∂x∂y} x∫ 0 y∫ 0 f(x − t, y − τ )g(t, τ )dτ dt. (4) Zametim, qto formula (4) posredstvom differencirovaniØ integrala predstavlØetsØ v vide sootnoxeniØ (f ~ g)(x, y) = x∫ 0 y∫ 0 ∂^2 ∂x∂y f(x − t, y − τ )g(t, τ )dτ dt+

+ x∫ 0 ∂ ∂x f(x − t, 0)g(t, y)dt + y∫ 0 ∂ ∂y f(0, y − τ )g(x, τ )dτ + f(0, 0)g(x, y). Ots¸da vidno, qto esli f, g ∈ E_{xy}, to (f ~ g)(xy) = x∫ 0 y∫ 0 ∂^2 ∂x∂y f((x − t)(y − τ ))g(tτ )dτ dt + f(0)g(xy) =

= x∫ 0 y∫ 0 [ f^′((x−t)(y−τ ))+(x−t)(y −τ )f^{′′}((x−t)(y−τ )) ] g(tτ )dτ dt+ +f(0)g(xy). (5) V qastnosti, esli f, g ∈ E_{xy}, to, delaØ zameny peremennyh u =^t_x , v =^τ_y , iz (5) poluqaem, qto funkciØ f ~ g zavisit tol~ko ot proizvedeniØ xy.

Poloßim

X^{(s) def}= { f ∈ E_{xy} : ∂^{i+j} f ∂x^i∂y^j | | | |_{xy=0}= 0, i+j = 0, 1, . . . , s } (s = 0, 1, . . . , n), X_λ^{def}= { f ∈ E_{xy} : f(xy) = 0, 0 6 xy < λ } (0 < λ < 1).

NEKOTORYE PRIMENENI˚ PROIZVEDENI˚ DıAMEL˚ 157

˚sno, qto X^{(s)}, X_λ ØvlØ¸tsØ zamknutymi invariantnymi podprostranstvami operatora W_{xy}, i qto

{0} ⊂ X_μ ⊂ X_λ ⊂ X^{(n)} ⊂ X^{(n−1)} ⊂ · · · ⊂ X^{(0)} ⊂ C^{(n)}[0, 1] × [0, 1] (μ > λ). Posle raskrytiØ operatorov^{∂i+j}_{∂xi∂yj} netrudno pokazat~, qto ∂^{i+j} f(xy) ∂x^i∂y^j | | | xy=0 = 0 ⇐⇒ f^{(max(i,j))}(xy) | | | xy=0 = 0.

Pofftomu podprostranstva X^{(s)} ime¸t sledu¸wiæ vid:

X^{(s)} = {f ∈ E_{xy} : f(0) = f^′(0) = · · · = f^{(s)}(0) = 0} (s = 0, 1, . . . , n). V sledu¸wem predloßenii, ispol~zuØ proizvedenie D¸amelØ, my daem opisanie cikliqeskih vektorov sußennogo operatora W_{xy}.

Predloßenie 7. Pust~ f ∈ Exy. Togda f ∈ Cyc (Wxy) v tom i

tol~ko v tom sluqae, esli f(0) ≠ 0.

Dokazatel~stvo. Pust~ g – proizvol~naØ funkciØ iz Exy. Iz

ravenstva (5) legko videt~, qto 1I ~ g(xy) = g(xy), qto W^k_{xy}g(xy) = (xy)^k (k!)^2~ g(xy) (k > 1), i qto D_f , (D_f g)(xy)^{def}= (f ~ g)(xy), ØvlØetsØ ograniqennym operatorom v E_{xy} (bolee togo, E_{xy} – banahova algebra otnositel~no

~). UqityvaØ vse ffto, imeem:

E_f^{def}= span { W^k_{xy}f(xy) : k > 0 } = span { (xy)^k (k!)^2~ f(xy) : k > 0 } =

= span { D_f ( (xy)^k (k!)^2 ) : k > 0^} = clos Df span{(xy)^k : k > 0} =

= clos D_f E_{xy}.

Pofftomu f ∈ Cyc (W_{xy}) ⇔ clos D_f E_{xy} = E_{xy}. DlØ dokazatel~stva predloßeniØ pokaßem, qto clos D_f E_{xy} = E_{xy} ⇔ f(0) ≠ 0. Deæstvitel~no, esli clos D_f E_{xy} = E_{xy}, t.e. E_f = E_{xy}, to f(0) ≠ 0.

158 M. T. KARAEV

Naoborot, esli f(0) ≠ 0, to pokaßem, qto D_f ØvlØetsØ obratimym operatorom v E_{xy}, iz qego, v qastnosti, budet sledovat~ nußnoe nam utverßdenie. Deæstvitel~no, kak vidno iz formuly (5), D_f = (K ∂2f_{∂x∂y} + f(0)I), gde I – ediniqnyæ operator v E_{xy} i K ∂2 f_{∂x∂y} g(xy) = = x∫ 0 y∫ 0 [ f^′((x − t)(y − τ )) + (x − t)(y − τ )f^{′′}((x − t)(y − τ )) ] g(tτ )dτ dt. Netrudno dokazat~, qto K ∂2 f_{∂x∂y} ØvlØetsØ kompaktnym operatorom v E_{xy}. S drugoæ storony, uslovie f(0) ≠ 0 v silu teoremy Titqmarxa o svertke dlØ funkciæ mnogih peremennyh (sm. [11]) vleqet ravenstvo ker D_f = {0}. Sledovatel~no, po teoreme Fredgol~ma D_f ØvlØetsØ obratimym operatorom v E_{xy}, i pofftomu E_f = E_{xy}, t.e. f ∈ Cyc (W_{xy}). �

Zameqanie 3. S pomow~¸ zameny peremennyh moßno pokazat~, qto (W_{xy} f)(xy) = x∫ 0 y∫ 0 f(tτ )dτ dt = xy∫ 0 ln xy v f(v)dv, (6) i pofftomu predloßenie 7 faktiqeski opisyvaet cikliqeskie vektory operatora

(K_{ln x}f)(x)^{def}= x∫ 0 ln x y f(y)dy v prostranstve C^{(n)}[0, 1]. Deæstvitel~no, poloßim u = tτ . Tak kak 0 6 τ 6 y, to 0 6 u 6 ty^{def}= v, 0 6 v 6 xy. UqityvaØ vse ffto, imeem: (W_{xy}f)(xy) = x∫ 0 y∫ 0 f(tτ )dτ dt =

= x∫ 0 (^{ty}∫ 0 f(u) du t ) dt = x∫ 0 (^{ty}∫ 0 f(u)du ) d ln t =

NEKOTORYE PRIMENENI˚ PROIZVEDENI˚ DıAMEL˚ 159 = ( ln t ty∫ 0 f(u)du )| | | x 0 − x∫ 0 ( ln t d ty∫ 0 f(u)du ) =

= ln x xy∫ 0 f(u)du − x∫ 0 ln tf(ty)y dt =

= ln x xy∫ 0 f(u)du − xy∫ 0 ln v y f(v)dv = xy∫ 0 ln xy v f(v)dv. Takim obrazom, formula (6) dokazana.

V zakl¸qenie zametim, qto obsußdenie invariantnyh podprostranstv operatora W dvoænogo integrirovaniØ v prostranstve L^2[0, 1] × [0, 1] vpervye bylo naqato v izvestnoæ rabote Donoh~¸ [12], i qto W neodnokletoqnyæ operator. Otmetim takße rabotu Acmona i Manosa [13], gde dokazano, qto μ(W ) = +∞ i dano opisanie vseh privodØwih podprostranstv operatora W v L^2[0, 1]×[0, 1]. Zadaqa polnogo opisaniØ Lat W do sih por ostaetsØ nerexennoæ.

˚ blagodaren recenzentu za vnimatel~noe qtenie raboty i mnogoqislennye poleznye zameqaniØ.

Literatura

1. N. M. Wigley, The Duhamel product of analytic functions. — Duke Math. J. 41 (1974), 211–217.

2. ˚. Mikusinskiæ, Operatornoe isqislenie. IL, M. (1956). 3. M. A. Lavrent~ev, B. V. Xabat, Metody teorii funkcii kompleksnogo peremennogo. Nauka, M. (1973).

4. M. T. Karaev, Ispol~zovanie svertki dlØ dokazatel~stva odnokletoqnosti. — Zap. nauqn. semin. LOMI 135 (1984), 66–68.

5. M. T. Karaev, Ispol~zovanie proizvedeniØ D¸amelØ v opisanii invariantnyh podprostranstv. — Trudy IMM AN Azerb. (1995), 137–146.

6. I. Dimovski, Convolution calculus. Sofia (1982).

7. M. T. Karaev, Ispol~zovanie proizvedeniØ D¸amelØ v zadaqah bazisnosti. — Izv. AN Azerb. SSR, Ser. fiz.-tehn. matem. nauk, No. 3–6 (1990), 145–150.

8. M. K. Fage, N. I. Nagnibida, Problema ffkvivalentnosti obyknovennyh lineænyh differencial~nyh operatorov. Nauka, Novosibirsk (1987).

9. M. T. Karaev, Sloßenie kratnosteæ spektra i invariantnye podprostranstva. DissertaciØ na soiskanie uqenoæ stepeni kand. fiz.-mat. nauk, Baku (1991).

160 M. T. KARAEV 10. M. M. Malamud, O vosproizvodØwih podprostranstvah vol~terrovyh operatorov. — Dokl. RAN 351, No. 4 (1996), 454–458.

11. J. Mikusinski, Convolution of functions of several variables. — Stidua math. 20 (1961), 253–259.

12. W. F. Donoghue, The lattice of invariant subspaces of a completely continuous quasinilpotent transformations. — Pacific J. Math 7, No. 2 (1957), 1031–1035.

13. A. Atzmon, H. Manos, The integration operator in two variables. — Proc. Amer.

Math. Soc. 119, No. 2 (1993), 513–523.

Karaev M. T. Some applications of Duhamel product. The Duhamel product of functions f and g is defined by formula

(f ~ g)(x) =^d_{dx} x∫ 0 f(x − t)g(t)dt. In the present paper the Duhamel product is used in the study of the spectral multiplicity for direct sums of operators and in the description of cyclic vectors of the restriction of the integration operator in two variables f(x, y) → x∫ 0 y∫ 0 f(t, τ )dτ dt to its invariant subspace consisting of functions

that depend only on the product xy.

Postupilo 25 i¸nØ 2003 g.

Suleyman Demirel University Faculty of Arts and Sciences Department of Mathematics 32260 Isparta, TURKEY garayev@fef.sdu.edu.tr