Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 303, 2003 g.

N. V. Il¸xeqkin O NEKOTORYH TOȷDESTVAH NAD �LEMENTAMI SIMMETRIQESKO` MATRICY

Vvedenie

V nekotoryh sploxnyh sredah vstreqaetsØ ne tenzornaØ [1], a bolee obwaØ zavisimost~ tenzora naprØßeniæ ot tenzora deformaciæ. Svoæstva upomØnutoæ zavisimosti privodØt k postanovke sledu¸weæ zadaqi.

Pust~ Sym(n) – prostranstvo n-mernyh vewestvennyh simmetriqeskih matric. TrebuetsØ opisat~ semeæstvo beskoneqno gladkih otobraßeniæ

F : Sym(n) −→ Sym(n),

oblada¸wih sledu¸wim svoæstvom: dlØ l¸boæ matricy X ∈

Sym(n) i takoæ ortogonal~noæ matricy C, qto C^{−1}XC – dia-

gonal~naØ matrica, C^{−1}F(X)C toße ØvlØetsØ diagonal~noæ matriceæ.

Moßno postavit~ takße zadaqu ob opisanii semeæstva beskoneqno gladkih otobraßeniæ

G : Sym(n) −→ Sym(n),

v kakom-to smysle dvoæstvennogo k predyduwemu semeæstvu. Imenno, budem sqitat~, qto iz diagonal~nosti matricy C^{−1}XC sleduet ravenstvo nul¸ vseh diagonal~nyh fflementov matricy C^{−1}G(X)C. Niße budut dokazany sledu¸wie teoremy.

Teorema 1. Esli F – otobraßenie iz pervogo semeæstva, to su-

westvu¸t takie beskoneqno gladkie funkcii

a_m : Sym(n) −→ R

dlØ m = 0, 1, . . . , n − 1, qto

F(X) = a_0(X)E + a_1(X)X + · · · + a_{n−1}(X)X^{n−1}, (0.1)

to est~ F(X) ØvlØetsØ matriqnym mnogoqlenom stepeni n − 1 s peremennymi kofffficientami. 119

120 N. V. ILıXEQKIN

Teorema 2. DlØ l¸bogo otobraßeniØ G iz vtorogo semeæstva su-

westvuet takaØ beskoneqno gladkaØ kososimmetriqeskaØ matrica A(X), qto G(X) = A(X)X − XA(X), (0.2) to est~ G(X) ØvlØetsØ matriqnym kommutatorom X s peremennoæ kososimmetriqeskoæ matriceæ.

Popytki dokazatel~stva sformulirovannyh vyxe teorem priveli k ustanovleni¸ nekotoryh toßdestv, predstavlØ¸wih, po mneni¸ avtora, i samostoØtel~nyæ interes.

§1. Ob ob¨emah, poroßdennyh funkciØmi ot normal~noæ matricy

HotØ naxe issledovanie posvØweno simmetriqeskim matricam, vse ße odna neobhodimaØ v dal~neæxem formula trivial~no obobwaetsØ na bolee obwiæ sluqaæ normal~nyh matric, priqem s kompleksnymi fflementami.

Oboznaqim teper~ qerez Mat_C (n) prostranstvo kvadratnyh kompleksnyh matric porØdka n, kotoroe my budem rassmatrivat~ kak unitarnoe prostranstvo razmernosti n^2. Pust~

Z ∈ Mat_C (n) – normal~naØ matrica, i pust~ f_1(ζ), . . . , f_n(ζ) –

kompleksnoznaqnye funkcii kompleksnogo argumenta, opredelennye na spektre λ_1, . . . , λ_n matricy Z. Nas budet interesovat~ ob¨em parallelepipeda, natØnutogo v Mat_C (n) na vektory f_1(Z), . . . , f_n(Z). Vyqislenie ob¨ema naqnem s odnogo prostogo zameqaniØ.

Pust~ w_1, . . ., w_l – vektory unitarnogo prostranstva razmernosti m ≥ l. Ob¨em parallelepipeda, natØnutogo na ffti vektory, budem oboznaqat~ V (w_1, . . . , w_l). Esli vse w_j myslit~ kak vektory-stolbcy w_j = (w_{1j}, . . ., w_{mj} )^T , to iz ih koordinat moßno sostavit~ matricu W = (w_{ij} ), gde i = 1, . . . , m i j = 1, . . . , l. Oboznaqim qerez M_r (W ) summu kvadratov absol¸tnyh veliqin vseh minorov porØdka r matricy W . Togda, kak izvestno [2],

V^2(w_1, . . . , w_l) = M_l (W ). (1.1)

Zametim, qto ob¨em ne izmenitsØ, esli vse vektory w_j podvergnut~ odnomu i tomu ße unitarnomu preobrazovani¸ Q, to est~

V (w_1, . . ., w_l) = V (Qw_1, . . . , Qw_l). (1.2)

O NEKOTORYH TOȷDESTVAH NAD �LEMENTAMI 121 V samom dele, kvadrat ob¨ema V^2(w_1, . . . , w_l) sovpadaet s opredelitelem matricy Grama, poroßdennoæ vektorami w_1, . . . , w_l, a skalØrnye proizvedeniØ (w_j , w_k) = (Qw_j , Qw_k), kotorye sut~ fflementy matricy Grama, ne izmenØ¸tsØ pri unitarnom preobrazovanii vsego prostranstva.

VernemsØ k vyqisleni¸ ob¨ema V (f_1(Z), . . . , f_n(Z)). Iz fflementov matric f_1(Z), . . . , f_n(Z) moßno obrazovat~ novu¸ matricu

Φ(Z) razmera n^2 × n, v ν-m (ν = 1, . . . , n) stolbce kotoroæ stoØt

fflementy matricy f_ν (Z), vzØtye v opredelennom, odnom i tom ße dlØ vseh ν, porØdke. Togda v silu (1.1) budem imet~

V^2(f_1(Z), . . . , f_n(Z)) = M_n (Φ(Z)). (1.3)

Zametim, qto preobrazovanie podobiØ N = U^{−1}M U , gde peremennye M, N vzØty iz Mat_C (n), a U – postoØnnaØ unitarnaØ matrica, moßno rassmatrivat~ kak unitarnoe preobrazovanie prostranstva Mat_C (n). Vyberem unitarnu¸ matricu U tak, qtoby matrica L = U^{−1}ZU byla diagonal~noæ:

L = diag(λ_1, . . . , λ_n).

Togda, razumeetsØ, f_ν (L) = U^{−1}f_ν (Z)U i

f_ν (L) = diag(f_ν (λ_1), . . . , f_ν(λ_n)).

Iz (1.2) blagodarØ unitarnosti preobrazovaniØ podobiØ poluqaem V (f_1(Z), . . . , f_n(Z)) = V (f_1(L), . . . , f_n(L)), i vsledstvie (1.3) dlØ opredeleniØ iskomogo ob¨ema nam ostaetsØ naæti veliqinu M_n (Φ(L)). No v matrice Φ(L) imeetsØ vsego odin nenulevoæ minor porØdka n, obrazovannyæ diagonal~nymi fflementami matric f_ν (Z), tak qto M_n (Φ(L)) est~ kvadrat absol¸tnoæ veliqiny upomØnutogo minora. IzvlekaØ kvadratnyæ koren~, poluqim okonqatel~nu¸ formulu

V (f_1(Z), . . . , f_n(Z)) = | | | | | | |

| | | | | | | f_1(λ_1) f_2(λ_1) . . . f_n(λ_1) f_1(λ_2) f_2(λ_2) . . . f_n(λ_2) . . . . ... . . f_1(λ_n) f_2(λ_n) . . . f_n(λ_n)

| | | | | | |

| | | | | | | .

Naprimer, pust~ vse f_ν (ζ) = p_ν (ζ) – mnogoqleny stepeni n − 1: p_ν(ζ) = b_{ν0} + b_{ν1}ζ + · · · + b_{ν,n−1}ζ^{n−1}.

122 N. V. ILıXEQKIN Kofffficienty fftih mnogoqlenov obrazu¸t kvadratnu¸ matricu porØdka n: B = b_{10} b_{11} . . . b_{1,n−1} b_{20} b_{21} . . . b_{2,n−1} . . . . ... . . b_{n0} b_{n1} . . . b_{n,n−1} . Togda, kak vidno iz teoremy ob umnoßenii opredeliteleæ, V (p_1(Z), . . . , p_n(Z)) = |det(B)||W (λ_1, . . . , λ_n)|, gde W – opredelitel~ Vandermonda, poroßdennyæ qislami

λ_1, . . . , λ_n. VozvodØ v kvadrat, poluqim

V^2(p_1(Z), . . . , p_n(Z)) = |det(B)|^2|Dis(χ_Z )|,

gde χ_Z – harakteristiqeskiæ mnogoqlen matricy Z, a Dis(χ_Z ) – ego diskriminant. V qastnosti, V^2(E, Z, . . . , Z^{n−1}) = |Dis(χ_Z )|. Vsledstvie (1.3) algebraiqeskiæ analog posledneæ formuly priobretaet vid

|Dis(χ_Z )| = M_n (Z_∗), (1.4)

gde Z_∗ – matrica razmera n^2 × n, v ν-m (ν = 0, 1, . . ., n − 1) stolbce kotoroæ stoØt fflementy matricy Z^ν , vzØtye v opredelennom, odnom i tom ße dlØ vseh ν, porØdke.

V sluqae, kogda normal~naØ matrica Z = X ∈ Sym(n) simmetriqna, formuly (1.3) i (1.4) mogut byt~ neskol~ko vidoizmeneny. Predlagaemoe izmenenie svØzano s tem, qto razmernost~ prostranstva Sym(n), kotoru¸ my vsegda budem oboznaqat~ qerez N = C^2_{n+1}, men~xe razmernosti n^2 prostranstva Mat_C (n) ili qisla strok v matricah Φ(X) i X_∗.

Pereædem k toqnym opredeleniØm. Matricu X = (x_{ij} ) ∈

Sym(n) my vpred~ budem rassmatrivat~ kak stolbec ^X razmer-

nosti N , fflementy kotorogo sut~ x_{ii} i √ 2x_{ij} pri i < j, raspolo-

ßennye v porØdke 11, 22, . . ., nn, 12, 13, . . ., 1n, 23, . . ., 2n, . . ., n − 1 n. (1.5) Vybor mnoßitelØ √ 2 obuslovlen tem, qto preobrazovanie podo- biØ X = C^{−1}Y C, (1.6)

O NEKOTORYH TOȷDESTVAH NAD �LEMENTAMI 123 gde X i Y – peremennye simmetriqeskie matricy, a C – posto- ØnnaØ ortogonal~naØ matrica, sohranØet kvadratiqnu¸ formu n∑ i=1 x^2_{ii} + 2 ∑ i<j x^2_{ij}. Qerez E_{ij} budem oboznaqat~ kvadratnu¸ matricu porØdka n, na pereseqenii i-æ stroki i j-go stolbca kotoroæ stoit edinica, a vse ostal~nye fflementy ravny nul¸. Opredelim takße simmetriqeskie matricy Γ_{ii} pri i = 1, . . ., n i Γ_{ij} pri i < j ravenstvami

Γ_{ii} = E_{ii}, Γ_{ij} = 1 √ 2 (E_{ij} + E_{ji}). (1.7)

Togda Sym(n) moßno rassmatrivat~ kak evklidovo prostranstvo razmernosti N s ortonormirovannym bazisom (1.7), raspoloßennym v porØdke (1.5).

RassußdeniØmi, analogiqnymi privedennym vyxe, moßno vyvesti formuly, podobnye (1.3) i (1.4), no v razmernosti N . Imenno, vmesto matricy Φ(X) iz (1.3) moßno ispol~zovat~ matricu Φ_s(X) razmera N × n, v ν-m (ν = 1, . . . , n) stolbce kotoroæ stoØt fflementy matricy f_ν (X), raspoloßennye v porØdke (1.5) i umnoßennye, gde ffto nußno, na √ 2. Togda formula (1.3) preobrazuetsØ k vidu

V^2(f_1(X), . . . , f_n(X)) = M_n (Φ_s(X)),

a formula (1.4) – k vidu

Dis(χ_X ) = M_n (X_!), (1.8)

gde matrica X_! obrazovana stolbcami ^X^0, ^X, . . . , “X^{n−1}, raspoloßennymi v estestvennom porØdke. Voobwe, esli X = (x_{ij}) ∈

Sym(n), to fflementy matricy X^m dlØ m = 0, 1, . . ., n − 1 obozna-

qim qerez x^{(m)}_{ij} . Takim obrazom, v stroke X_! s nomerom ii stoØt fflementy 1, x_{ii}, x^{(2)}_{ii} , . . . , x^{(n−1)}_{ii} , a stroka s nomerom ij pri i < j obrazovana fflementami 0, √ 2x_{ij}, √ 2x^{(2)}_{ij} , . . . , √ 2x^{(n−1)} ij .

124 N. V. ILıXEQKIN

Naprimer, v sluqae n = 3 matrica X_! imeet vid

X_! =

1 x_{11} x^{(2)}_{11}

1 x_{22} x^{(2)}_{22}

1 x_{33} x^{(2)}_{33} 0 √ 2x_{12} √ 2x^{(2)}_{12} 0 √ 2x_{13} √ 2x^{(2)}_{13} 0 √ 2x_{23} √ 2x^{(2)}_{23}

.

§2. Diskriminantnye mnogoqleny

Kak my uvidim niße, maksimal~nye minory matricy X_! ime- ¸t prØmoe otnoxenie k dokazatel~stvu teoremy 1. Minor porØdka n matricy X_!, obrazovannyæ strokami s dvoænymi indeksami

i_1j_1, . . ., i_nj_n, oboznaqim qerez ⟨i_1j_1, . . ., i_nj_n⟩(X). �to – odnorod-

nyæ mnogoqlen stepeni C^2_n ot fflementov matricy X. Naprimer, pri n = 3 imeem

⟨11, 22, 33⟩(X) = | | | | | | 1 x_{11} x^2_{11} + x^2_{12} + x^2_{13} 1 x_{22} x^2_{12} + x^2_2 + x^2_3 1 x_{33} x^2_{13} + x^2_3 + x^2_{33}

| | | | | | =

= (x_{22} − x_{11})(x_{33} − x_{11})(x_{33} − x_{22})−

−(x_{22} − x_{11})x^2_{12} + (x_{33} − x_{11})x^2_{13} − (x_{33} − x_{22})x^2_3;

⟨33, 12, 23⟩(X) = 2 | | | | x_{12} x_{11}x_{12} + x_{12}x_{22} + x_{13}x_{23} x_{23} x_{12}x_{13} + x_{22}x_{23} + x_{23}x_{33} | | | | = = 2x_{12}x_{23}(x_{33} − x_{11}) + 2x_{13}(x^2_{12} − x^2_3).

Kak my uße dokazali, summa kvadratov vseh fftih minorov ravna diskriminantu Dis(χ_X ). Pofftomu minory ⟨i_1j_1, . . . , i_nj_n⟩(X) my v dal~neæxem budem nazyvat~ diskriminantnymi mnogoqlenami.

Skaßem neskol~ko slov o mnogoqlene T (X) = ⟨11, . . ., nn⟩(X), kotoryæ zanimaet central~noe v kakom-to smysle poloßenie vo mnoßestve diskriminantnyh mnogoqlenov. Imenno, my dokaßem ego neprivodimost~.

Opredelim snaqala deæstvie gruppy podstanovok S(n) na mnoßestve kvadratnyh matric. Pust~ A = (a_{ij} ) – matrica porØdka n, a σ ∈ S(n) – podstanovka. Togda po opredeleni¸ (σA)_{ij} = a_{σ(i)σ(j)}. Netrudno videt~, qto σ – kol~cevoæ gomomorfizm, to est~ σ(A + B) = σ(A) + σ(B), σ(AB) = σ(A)σ(B).

O NEKOTORYH TOȷDESTVAH NAD �LEMENTAMI 125

V qastnosti, dlØ X ∈ Sym(n) imeem

σ(X^m) = [σ(X)]^m. (2.1)

Moßno takße opredelit~ deæstvie gruppy S(n) na mnoßestve

{P (X)} mnogoqlenov, zavisØwih ot peremennyh x_{ij}. RazumeetsØ,

po opredeleni¸ σP (. . . , x_{ij}, . . .) = P (. . . , x_{σ(i)σ(j)}, . . .), priqem σ – avtomorfizm kol~ca mnogoqlenov.

Pristupim k dokazatel~stvu neprivodimosti mnogoqlena T (X).

Tak kak

T (X) = | | | | | | | | |

1 x_{11} x^{(2)}_{11} . . . x^{(n−1)}_{11}

1 x_{22} x^{(2)}_{22} . . . x^{(n−1)}_{22} . . . . . . ... . . 1 x_{nn} x^{(2)}_{nn} . . . x^{(n−1)}_{nn}

| | | | | | | | | , (2.2)

to vsledstvie (2.1) dlØ l¸boæ podstanovki σ imeem σx^{(m)}_{ij} = x^{(m)}_{σ(i)σ(j)}, tak qto σT (X) = ±T (X), (2.3) gde znak zavisit ot qetnosti podstanovki.

Dalee, fflementy x_{ii} nazovem diagonal~nymi, a vse ostal~nye

peremennye – nediagonal~nymi. Netrudno videt~, qto fflement

x^{(m)}_{ii} moßno predstavit~ v vide x^{(m)}_{ii} = x^m_{ii} + ~x^{(m)}_{ii} , gde kaßdyæ od-

noqlen mnogoqlena ~x^{(m)}_{ii} soderßit nediagonal~nye peremennye.

Znaqit, moßno napisat~

T (X) = W (x_{11}, x_{22}, . . . , x_{nn}) + ~T (X), (2.4)

gde W – kak i preßde, opredelitel~ Vandermonda, a kaßdyæ od-

noqlen mnogoqlena ~T (X) soderßit nediagonal~nye peremennye.

Odnako iz (2.2) vidno, qto v ~T (X) net odnoqlena, soderßawego

tol~ko nediagonal~nye peremennye.

Teper~ predpoloßim, qto Q(X) – neprivodimyæ delitel~

T (X). V silu (2.4) mnogoqlen Q(X) imeet vid Q(X) = R(x_{11}, x_{22}, . . ., x_{nn}) + ~Q(X), (2.5)

126 N. V. ILıXEQKIN gde R zavisit tol~ko ot diagonal~nyh peremennyh i ØvlØetsØ delitelem W , a v kaßdyæ odnoqlen ~Q(X) vhodØt nediagonal~- nye peremennye. Iz (2.3) sleduet, qto dlØ l¸boæ podstanovki

σ ∈ S(n) mnogoqlen σ(Q) toße ØvlØetsØ neprivodimym delitelem

mnogoqlena T (X), a iz (2.4) i (2.5) vidno, qto σ(R) – delitel~ mnogoqlena W . Tak kak W raspadaetsØ v proizvedenie lineænyh form x_{jj} − x_{ii}, a dlØ l¸byh dvuh razliqnyh takih form suwestvuet podstanovka, perevodØwaØ pervu¸ iz nih vo vtoru¸, to l¸boæ drugoæ neprivodimyæ delitel~ mnogoqlena T (X) imeet vid σ(Q) dlØ nekotoroæ podstanovki σ. Dalee nußno rassmotret~ tri sluqaØ.

1. Q – forma pervoæ stepeni. Togda T (X) raspadaetsØ v proizvedenie lineænyh form. Pri fftom, esli ~Q(X) ≡ 0, to

T (X) = W (x_{11}, . . . , x_{nn}), qto oqevidnym obrazom neverno. Esli

ße ~Q(X) ≢ 0, to i vse σ( ~Q) ne ravny toßdestvenno nul¸ i ne zavisØt ot diagonal~nyh peremennyh. No togda T (X) soderßit odnoqleny, ne zavisØwie ot diagonal~nyh peremennyh, qto takße neverno.

2. Q – forma stepeni vyxe pervoæ. Togda R – proizvedenie nekotoryh somnoßiteleæ vida x_{jj} −x_{ii}, priqem vse oni razliqny. Legko pokazat~, qto vsegda moßno podobrat~ taku¸ podstanovku σ, qto σ(R) ≠ R, no u R i σ(R) budet odinakovyæ delitel~ vida x_{jj} − x_{ii} (iskl¸qenie sostavlØet sluqaæ n = 4, kogda stepen~ formy Q ravna dvum, o nem niße). Tak kak formy Q i σ(Q) razliqny i neprivodimy, to obe oni vhodØt v razloßenie mnogoqlena T (X) na neprivodimye mnoßiteli. Pofftomu W delitsØ na proizvedenie Rσ(R), soderßawee mnoßitel~ (x_{jj} − x_{ii})^2, qto nevozmoßno.

3. Iskl¸qitel~nyæ sluqaæ n = 4, R = (x_{jj} − x_{ii})(x_{ll} − x_{kk}), gde (i, j, k, l) – perestanovka qisel 1,2,3,4. V fftom sluqae T (X) raspadaetsØ v proizvedenie treh kvadratiqnyh form. Oqevidno, forma ~Q dolßna imet~ pervu¸ stepen~ po diagonal~nym peremennym i pervu¸ – po nediagonal~nym. Togda l¸boæ odnoqlen v T (X) imeet po kraæneæ mere tret~¸ stepen~ po diagonal~nym peremennym. Pokaßem, qto na samom dele ffto ne tak. Pridadim peremennym x_{ij} sledu¸wie znaqeniØ:

x_{11} = x, x_{12} = x_{23} = x_{34} = t,

O NEKOTORYH TOȷDESTVAH NAD �LEMENTAMI 127 a vse ostal~nye peremennye poloßim ravnymi nul¸. Togda, kak netrudno videt~,

⟨11, 22, 33, 44⟩(X) = x^2t^4,

otkuda sleduet, qto T (X) obØzan soderßat~ odnoqleny, ime¸wie stepen~ po diagonal~nym peremennym ne vyxe vtoroæ – protivoreqie.

OkazyvaetsØ, diskriminantnye mnogoqleny moßno poluqit~ iz sovsem drugih soobraßeniæ. Imenno, pust~ so(n) – prostranstvo kososimmetriqeskih matric porØdka n. Razmernost~ fftogo prostranstva my budem oboznaqat~ qerez M = C^2_n. Matricu

A = (a_{kl}) ∈ so(n) moßno rassmatrivat~ kak stolbec Ā razmerno-

sti M , fflementy kotorogo √ 2a_{kl} pri k < l raspoloßeny v porØd-

ke (1.5), no, razumeetsØ, bez pervyh n fflementov. Takim obrazom, my budem rassmatrivat~ so(n) kak evklidovo prostranstvo razmernosti M s ortonormirovannym bazisom

Δ_{ij} = 1 √ 2 (E_{ij} − E_{ji}) (2.6)

pri i < j, raspoloßennym v porØdke (1.5). Pust~ X ∈ Sym(n). Rassmotrim lineænoe otobraßenie X�_{: so(n) −→ Sym(n),}

zadavaemoe formuloæ X�_{(A) = AX − XA.} Matricu fftogo otobraßeniØ v bazisah (1.7) i (2.6) oboznaqim qerez X^!. S uqetom vvedennyh ranee oboznaqeniæ imeet mesto matriqno-vektornoe ravenstvo ^H = X^{!¯}A, gde H = X�(A). Dadim opisanie matricy X^!. Preßde vsego, ona imeet razmer N × M . Ee stroki pronumerovany dvoænymi indeksami ij pri i 6 j i raspoloßeny v porØdke (1.5). Stolbcy pronumerovany dvoænymi indeksami kl pri k < l i raspoloßeny v tom ße porØdke.

Oqevidno, esli oboznaqit~

Ψ_{kl} = X�(Δ_{kl}),

to ^Ψ_{kl} est~ kl-yæ stolbec matricy X^!.

Pofftomu stroka matricy X^! s indeksom ii vyglØdit sledu- ¸wim obrazom. Esli k < i, to v stolbce ki nahoditsØ qislo

128 N. V. ILıXEQKIN − √ 2x_{ki}, a esli k > i, to v stolbce ik nahoditsØ qislo √ 2x_{ik}. Vse

ostal~nye fflementy stroki ravny nul¸.

Teper~ opixem stroku s indeksom ij pri i < j. Esli k < i, to v stolbce ki leßit qislo −x_{kj}, a v stolbce kj – qislo −x_{ki}. Esli

i < k < j, to v stolbce ik nahoditsØ qislo x_{kj}, a v stolbce kj

– qislo −x_{ik}. Esli j < k, to stolbec ik soderßit qislo x_{jk}, a stolbec jk – qislo x_{ik}. Nakonec, v stolbce ij raspoloßeno qislo

x_{jj} − x_{ii}. Vse ostal~nye fflementy stroki ravny nul¸.

Naprimer, pust~ n = 3. Togda

X^! =

√ 2x_{12} √ 2x_{13} 0 − √ 2x_{12} 0 √ 2x_{23} 0 − √ 2x_{13} − √ 2x_{23}

x_{22} − x_{11} x_{23} x_{13}

x_{23} x_{33} − x_{11} −x_{12}

−x_{13} −x_{12} x_{33} − x_{22} .

Nas budut interesovat~ maksimal~nye minory matricy X^!. Minor, soderßawiæ vse stroki, krome i_1j_1, . . ., i_nj_n, oboznaqim qerez {i_1j_1, . . . , i_nj_n}(X). Oqevidno, qto ffto – odnorodnyæ mnogoqlen stepeni M ot fflementov x_{ij} matricy X. Naprimer, pri

n = 3 imeem

{11, 22, 33}(X) = | | | | | | x_{22} − x_{11} x_{23} x_{13}

x_{23} x_{33} − x_{11} −x_{12}

−x_{13} −x_{12} x_{33} − x_{22}

| | | | | | = ⟨11, 22, 33⟩(X);

{33, 12, 23}(X) = | | | | | √ 2x_{12} √ 2x_{13} 0 − √ 2x_{12} 0 √ 2x_{23}

x_{23} x_{33} − x_{11} −x_{12}

| | | | | = −⟨33, 12, 23⟩(X). My dokaßem, qto i voobwe, pri l¸bom nabore indeksov spravedlivo ravenstvo {i_1j_1, . . . , i_nj_n}(X) = ±⟨i_1j_1, . . . , i_nj_n⟩(X). (2.7) §3. Ob izomorfizme Hodßa nad prostranstvom simmetriqeskih operatorov

Qtoby pri dokazatel~stve ravenstva (2.7) izbeßat~ utomitel~nyh vyqisleniæ s associirovannymi matricami, my budem rabotat~ v invariantnoæ situacii, to est~ ne s matricami, a

O NEKOTORYH TOȷDESTVAH NAD �LEMENTAMI 129 s lineænymi operatorami. Pri fftom my sohranim vse predyduwie oboznaqeniØ, no invariantnye ob¨ekty budem otmeqat~ ßirnym xriftom. V osnovu dokazatel~stva my poloßim izvestnoe svoæstvo izomorfizma Hodßa [3], glasØwee, qto koordinaty sootvetstvu¸wih drug drugu pri fftom izomorfizme kososimmetriqeskih tenzorov mogut otliqat~sØ tol~ko znakom. Vvedem neobhodimye oboznaqeniØ i vkratce napomnim nußnye nam svoæstva invariantnyh ob¨ektov.

Pust~ L – vewestvennoe n-mernoe evklidovo prostranstvo so skalØrnym umnoßeniem ( , ). Qerez End(n) oboznaqim prostranstvo lineænyh operatorov nad L. Nulevoæ operator v End(n) budem oboznaqat~ qerez O.

Esli v prostranstve L zadan ortonormirovannyæ bazis e_1, . . . ,

e_n, to v prostranstve End(n) toße moßno estestvennym obrazom

vvesti ortogonal~nu¸ sistemu koordinat. DlØ fftogo nam snaqala pridetsØ opredelit~ konstrukci¸ tenzornogo proizvedeniØ (a ⊗ b) dlØ kaßdoæ uporØdoqennoæ pary vektorov a, b ∈ L. Imenno, (a ⊗ b) ∈ End(n) – lineænyæ operator, opredelØemyæ formuloæ

(a ⊗ b)(x) = (b, x)a.

Vsevozmoßnye proizvedeniØ (e_i ⊗ e_j) fflementov bazisa L obrazu¸t bazis prostranstva End(n), kotoryæ my budem nazyvat~ bazisom, soputstvu¸wim bazisu e_1, . . . , e_n. Oqevidno, dlØ l¸byh i, j, k imeem (e_i ⊗ e_j )(e_k) = δ_{jk}e_i, (3.1)

gde δ_{jk} – simvol Kronekera. Operatoru (e_i ⊗e_j ) v bazise e_1, . . . , e_n sootvetstvuet matrica E_{ij}. RazumeetsØ, esli A = (a_{ij}) – matrica operatora A ∈ End(n) v tom ße bazise, to A = n∑ i=1 n∑ j=1 a_{ij}(e_i ⊗ e_j ).

V prostranstve End(n) moßno estestvennym obrazom opredelit~ skalØrnoe umnoßenie ⟨ , ⟩, tesno svØzannoe s umnoßeniem (, ) v L. DlØ l¸byh dvuh operatorov A, B ∈ End(n) ih skalØrnoe proizvedenie vvoditsØ formuloæ

⟨A, B⟩ = tr(A^∗B),

130 N. V. ILıXEQKIN gde A^∗ – operator, soprØßennyæ s A, a simvolom tr oboznaqaetsØ sled lineænogo operatora. V l¸bom ortonormirovannom bazise

e_1, . . ., e_n sled opredelØetsØ formuloæ

trA = n∑ i=1 (Ae_i, e_i).

Netrudno naæti poparnye skalØrnye proizvedeniØ fflementov bazisa (e_i ⊗ e_j ). Imenno,

⟨(e_i ⊗ e_j), (e_k ⊗ e_l)⟩ = δ_{ik}δ_{jl}, (3.2)

to est~ soputstvu¸wiæ bazis ortonormirovan i koordinaty operatora A ∈ End(n) v fftom bazise sovpada¸t s fflementami matricy A fftogo operatora v bazise e_1, . . . , e_n.

Operator A nazyvaetsØ simmetriqeskim, esli A^∗ = A, i kososimmetriqeskim, esli A^∗ = −A. Podprostranstvo simmetriqeskih operatorov budem oboznaqat~ simvolom Sym(n), kososimmetriqeskih – simvolom so(n).

Pust~ X ∈ Sym(n). Tak kak matrica X = (x_{ij}) operatora X v bazise e_1, . . . , e_n simmetriqna, to X = n∑ i=1 x_{ii}(e_i ⊗ e_i) + ∑ i<j x_{ij}((e_i ⊗ e_j ) + (e_j ⊗ e_i)).

Rassmotrim simmetriqeskie operatory

Γ_{ii} = (e_i ⊗ e_i), Γ_{ij} = 1 √ 2 (e_i ⊗ e_j) + 1 √ 2 (e_j ⊗ e_i), (3.3)

gde i < j. �tim operatoram sootvetstvu¸t vvedennye ranee matricy Γ_{ii} i Γ_{ij} . Oqevidno, l¸boæ operator X ∈ Sym(n) moßet byt~ razloßen po sisteme (3.3): X = n∑ i=1 x_{ii}Γ_{ii} + √ 2 ∑ i<j x_{ij}Γ_{ij}. Krome togo, iz (3.2) netrudno vyvesti, qto sistema (3.3) ortonormirovana. Sledovatel~no, ffta sistema operatorov obrazuet ortonormirovannyæ bazis evklidova prostranstva Sym(n) razmernosti N , priqem koordinatami operatora X ∈ Sym(n) v fftom bazise budut diagonal~nye fflementy x_{ii} ego matricy X v bazise

O NEKOTORYH TOȷDESTVAH NAD �LEMENTAMI 131

e_1, . . . , e_n, a takße umnoßennye na √ 2 nediagonal~nye fflementy

x_{ij} fftoæ ße matricy pri i < j. �lementy bazisa (3.3) vsegda

budem raspolagat~ v porØdke (1.5).

Teper~ pust~ A ∈ so(n). Tak kak matrica A = (a_{ij}) operatora A v bazise e_1, . . . , e_n kososimmetriqna, to A = ∑ i<j a_{ij}((e_i ⊗ e_j) − (e_j ⊗ e_i)),

tak qto v prostranstve so(n) estestvenno voznikaet ortonormirovannyæ bazis

Δ_{ij} = 1 √ 2 (e_i ⊗ e_j) − 1 √ 2 (e_j ⊗ e_i) (3.4)

pri i < j. �lementy fftogo bazisa raspoloßim v tom ße porØdke (1.5). Im, oqevidno, sootvetstvu¸t matricy Δ_{ij}. Koordinatami operatora A ∈ so(n) v fftom bazise budut umnoßennye na √ 2 nediagonal~nye fflementy a_{ij} (pri i < j) ego matricy A v bazise

e_1, . . . , e_n.

S fftogo momenta fiksiruem v prostranstve L kaku¸-to odnu opredelennu¸ orientaci¸, to est~ dopustimymi budem sqitat~ tol~ko preobrazovaniØ bazisov s sobstvenno ortogonal~nymi matricami. Dokaßem, qto pri takih preobrazovaniØh i soputstvu¸wie bazisy (3.3) i (3.4) takße podverga¸tsØ sobstvenno ortogonal~nym preobrazovaniØm. Pust~ bazisy e_1, . . . , e_n i

e^′_1, . . . , e^′_n svØzany formulami

e^′_i = n∑ j=1 c_{ji}e_j, gde matrica C – sobstvenno ortogonal~naØ, det C = 1. Togda legko vyvesti formuly zameny soputstvu¸wih bazisov:

Γ^′_{ii} = n∑ k=1 c^2_{ki}Γ_{kk} + √ 2 ∑ k<l c_{ki}c_{li}Γ_{kl},

Γ^′_{ij} = √ 2 n∑ k=1 c_{ki}c_{kj}Γ_{kk} + ∑ k<l (c_{ki}c_{lj} + c_{kj}c_{li})Γ_{kl}, (3.5)

Δ^′_{ij} = ∑ k<l (c_{ki}c_{lj} − c_{kj}c_{li})Δ_{kl}.

132 N. V. ILıXEQKIN Pust~ C^∧ – matrica perehoda ot starogo bazisa k novomu v prostranstve Sym(n), C_∧ – sootvetstvu¸waØ matrica v prostranstve so(n). Tak kak vse bazisy, svØzannye formulami (3.5), ortonormirovany, to obe matricy C^∧ i C_∧ ortogonal~ny. Naprimer, esli n = 2 i C = ( a −b b a ) , to C^∧ = a^2 b^2 − √ 2ab b^2 a^2 √ 2ab √ 2ab − √ 2ab a^2 − b^2 , gde a^2 + b^2 = 1. Pri fftih ße usloviØh C_∧ = 1. Dokaßem, qto matricy C^∧ i C_∧ sobstvenno ortogonal~ny, to est~ ih opredeliteli poloßitel~ny. V samom dele, tak kak matrica C sobstvenno ortogonal~na, to ee moßno nepreryvnoæ deformacieæ preobrazovat~ v ediniqnu¸ matricu. Itak, suwestvu¸t takie nepreryvnye funkcii c_{ij}(t), opredelennye pri 0 6 t 6 1, qto

c_{ij}(0) = δ_{ij}, c_{ij}(1) = c_{ij} , i matrica C(t) = (c_{ij}(t)) ortogonal~na pri

l¸bom t. Rassmotrim semeæstvo preobrazovaniæ (3.5), v kotoryh fflementy c_{ij} zameneny na c_{ij} (t). Togda my poluqim nepreryvnoe semeæstvo ortonormirovannyh bazisov Γ^′_{ij}(t) i Δ^′_{ij}(t), priqem, kak netrudno videt~,

Γ^′_{ij}(0) = Γ_{ij}, Γ^′_{ij}(1) = Γ^′_{ij}, Δ^′_{ij}(0) = Δ_{ij}, Δ^′_{ij} (1) = Δ^′_{ij}.

Znaqit, matricy C^∧ i C_∧ mogut byt~ nepreryvno prodeformirovany v ediniqnye matricy sootvetstvu¸wih razmernosteæ.

Takim obrazom, zadanie orientacii v prostranstve L avtomatiqeski vleqet zadanie orientaciæ v prostranstvah Sym(n) i so(n). Poloßitel~no orientirovannymi my budem sqitat~ bazisy (3.3) i (3.4).

Razmernosti prostranstv Sym(n) i so(n) svØzany sootnoxeniem M + n = N . Nad prostranstvom Sym(n) moßno postroit~ vnexn¸¸ algebru ⋀ (Sym(n)) = N⨁ p=0 ⋀_p (Sym(n)). (3.6)

V fftoæ algebre nas budut interesovat~ dva polivektora X_! i X^! stepeneæ n i M sootvetstvenno, svØzannyh s proizvol~nym

O NEKOTORYH TOȷDESTVAH NAD �LEMENTAMI 133 operatorom X ∈ Sym(n). Pervyæ iz nih opredelØetsØ kak vnexnee proizvedenie stepeneæ X^q operatora X pri q = 0, 1, . . . , n − 1:

X_! = X^0 ∧ X^1 ∧ · · · ∧ X^{n−1}.

Vtoroæ polivektor opredelØetsØ neskol~ko sloßnee. Rassmotrim lineænoe otobraßenie X�_{: so(n) −→ Sym(n),}

zadavaemoe formuloæ X�_{(A) = AX − XA.}

Pust~ Φ_1, . . . , Φ_M – proizvol~nyæ poloßitel~no orientirovannyæ ortonormirovannyæ bazis prostranstva so(n). Oboznaqim

Ψ_r = X�(Φ_r ). Togda po opredeleni¸

X^! = Ψ_1 ∧ Ψ_2 ∧ · · · ∧ Ψ_M .

Dokaßem korrektnost~ fftogo opredeleniØ. Pust~ Φ^′_1, . . . , Φ^′_M – drugoæ poloßitel~no orientirovannyæ ortonormirovannyæ bazis prostranstva so(n), svØzannyæ s pervym bazisom sobstvenno ortogonal~noæ matriceæ perehoda G. Togda v silu lineænosti operatora X� sistemy vektorov Ψ_1, . . . , Ψ_M i Ψ^′_1, . . . , Ψ^′_M , gde

Ψ^′_r = X�(Φ^′_r ), budut svØzany toæ ße matriceæ perehoda G. A tak

kak det G = 1, to

Ψ^′_1 ∧ · · · ∧ Ψ^′_M = (det G)Ψ_1 ∧ · · · ∧ Ψ_M = X^!.

Oqevidno, rassmotrennye ranee matricy X_! i X^! sut~ prosto matricy polivektorov X_! i X^!, esli X – matrica operatora X, a v kaqestve bazisnyh vektorov Φ_r v so(n) vzØty operatory Δ_{ij}. Takim obrazom, minory ⟨i_1j_1, . . . , i_nj_n⟩(X) i {i_1j_1, . . ., i_nj_n}(X) predstavlØ¸t soboæ koordinaty polivektorov X_! i X^! sootvetstvenno.

OkazyvaetsØ, meßdu polivektorami X_! i X^! est~ oqen~ prostaØ svØz~. Napomnim, qto na slagaemyh formuly (3.6) moßno opredelit~ izomorfizm Hodßa

H_p : ⋀_p (Sym(n)) −→ ⋀_{N−p} (Sym(n)),

svØzyva¸wiæ slagaemye, ime¸wie dopolnitel~nye stepeni p i

N − p. V qastnosti, takovymi budut prostranstva kososimme-

triqeskih tenzorov stepeneæ n i M . Netrudno videt~, qto pri

134 N. V. ILıXEQKIN vybrannoæ nami orientacii prostranstva Sym(n) spravedlivo sootnoxenie

H_n(Γ_{11} ∧ Γ_{22} ∧ · · · ∧ Γ_{nn}) =

= Γ_{12} ∧ · · · ∧ Γ_{1n} ∧ Γ_{23} ∧ · · · ∧ Γ_{2n} ∧ · · · ∧ Γ_{n−1,n}. (3.7)

Dokaßem, qto izomorfizm Hodßa H_n perevodit polivektor X_! v polivektor X^!, to est~

H_n(X_!) = X^!. (3.8)

Preßde vsego, iz (3.1), (3.3) i (3.4) moßno vyvesti, qto v sluqae i < j spravedlivy ravenstva

Γ�_{ii (Δij) = −Γij, Γ}�_{jj(Δij ) = Γij, Γ}�_{kk(Δij) = O, (3.9)} gde k ≠ i, j. Dalee, vyberem v L takoæ bazis e_1, . . . , e_n, v kotorom matrica operatora X imeet diagonal~nyæ vid:

X = diag(λ_1, . . . , λ_n).

Togda dlØ l¸bogo q ¿ 0 budet

X^q = λ^q_1Γ_{11} + λ^q_2Γ_{22} + · · · + λ^q_nΓ_{nn},

i, sledovatel~no,

X_! = W (λ_1, . . . , λ_n)Γ_{11} ∧ Γ_{22} ∧ · · · ∧ Γ_{nn}.

Nakonec, iz (3.9) vytekaet, qto X�_{(Δij) = (λj − λi)Γij,} otkuda

X^! = ∏ i<j (λ_j − λ_i) × Γ_{12} ∧ · · · ∧ Γ_{1n} ∧ Γ_{23} ∧ · · · ∧ Γ_{2n} ∧ · · · ∧ Γ_{n−1,n},

priqem kofffficient pri vnexnem proizvedenii ØvlØetsØ, oqevidno, tem ße samym opredelitelem Vandermonda W (λ_1, . . . , λ_n). Ravenstvo (3.8) sleduet teper~ iz (3.7).

V proizvol~noæ sisteme koordinat polivektory X_! i X^! ime- ¸t predstavleniØ

X_! = ∑ ⟨i_1j_1, . . . , i_nj_n⟩(X)Γ_{i1j1} ∧ · · · ∧ Γ_{injn} ,

O NEKOTORYH TOȷDESTVAH NAD �LEMENTAMI 135

X^! = ∑ {i_1j_1, . . ., i_nj_n}(X)Γ_{k1l1} ∧ · · · ∧ Γ_{kM lM} , gde k_1l_1, . . . , k_M l_M – mnoßestvo dvoænyh indeksov, dopolnØ¸wee nabor i_1j_1, . . . , i_nj_n do rØda (1.5). Tak kak pri izomorfizme Hodßa imeem H_n(Γ_{i1j1} ∧ · · · ∧ Γ_{injn} ) = ±Γ_{k1l1} ∧ · · · ∧ Γ_{kM lM} , to ravenstvo (2.7) sleduet iz (3.8). Formula (2.7) daet osnovaniØ nazyvat~ diskriminantnymi mnogoqlenami takße i minory {i_1j_1, . . . , i_nj_n}(X). §4. Dokazatel~stvo osnovnyh teorem

Naqnem s dokazatel~stva teoremy 1. UslovimsØ nazyvat~ regulØrnymi te matricy X ∈ Sym(n), u kotoryh vse sobstvennye qisla poparno razliqny. Mnoßestvo vseh regulØrnyh matric oboznaqim qerez R. Vse ostal~nye simmetriqeskie matricy nazovem kritiqeskimi.

Pust~ X – regulØrnaØ matrica. Togda suwestvuet takaØ ortogonal~naØ matrica C, qto

C^{−1}XC = L = diag(λ_1, λ_2, . . ., λ_n), (4.1)

priqem vse znaqeniØ λ_1, λ_2, . . . , λ_n poparno razliqny. Po uslovi¸ zadaqi

C^{−1}F(X)C = M = diag(μ_1, μ_2, . . . , μ_n).

Diagonal~nye matricy E, L, . . . , L^{n−1} lineæno nezavisimy, pofftomu diagonal~naØ matrica M edinstvennym obrazom predstavima v vide lineænoæ kombinacii matric E, L, . . . , L^{n−1}:

M = a_0E + a_1L + · · · + a_{n−1}L^{n−1},

otkuda

F(X) = a_0E + a_1X + · · · + a_{n−1}X^{n−1}.

Takim obrazom, esli matrica X regulØrna, to qisla a_0, a_1, . . . ,

a_{n−1} v vyraßenii (0.1) edinstvennym obrazom opredelØ¸tsØ qe-

rez fflementy X.

V dal~neæxem pod gladkost~¸ kakoæ-libo funkcii budem ponimat~ ee beskoneqnu¸ gladkost~. Dokaßem, qto funkcii

a_0(X), a_1(X), . . . , a_{n−1}(X) ØvlØ¸tsØ gladkimi na mnoßestve R.

�lementy matricy F(X) oboznaqim qerez θ_{ij} (X). Oqevidno, dlØ

136 N. V. ILıXEQKIN l¸boæ matricy X ∈ R i pri proizvol~nom nabore dvoænyh indeksov i_1j_1, i_2j_2, . . . , i_nj_n spravedlivo ravenstvo

x^{(0)}_{i1j1} x^{(1)}_{i1j1} . . . x^{(n−1)}_{i1j1}

x^{(0)}_{i2j2} x^{(1)}_{i2j2} . . . x^{(n−1)}_{i2j2} . . . . ... . . x^{(0)}_{injn} x^{(1)}_{injn} . . . x^{(n−1)}_{injn} a_0(X) a_1(X) . . a_{n−1}(X) = θ_{i1j1} (X) θ_{i2j2} (X) . . θ_{in jn} (X) , pravaØ qast~ kotorogo opredelena i gladka na vsem mnoßestve

Sym(n). Esli i_r < j_r , to r-¸ stroku ravenstva moßno umnoßit~ na √ 2. UmnoßaØ posle fftogo obe qasti ravenstva sleva na matricu, prisoedinennu¸ k matrice, kotoraØ stoit v levoæ qasti, poluqim dlØ m = 0, 1, . . ., n − 1 sootnoxeniØ ⟨i_1j_1, . . . , i_nj_n⟩(X)a_m (X) = φ_{i1j1,...,injn ,m}(X), (4.2) v kotoryh vse φ_{i1j1,...,injn,m} opredeleny i gladki na vsem prostranstve Sym(n).

Pust~ X_0 ∈ R. V toqke X_0 matricy E, X, . . . , X^{n−1} lineæno nezavisimy, to est~ rang matricy X_! v toqnosti raven n. Znaqit, u X_! est~ nevyroßdennyæ v toqke X_0 minor ⟨i_1j_1, . . . , i_nj_n⟩(X). Oqevidno, suwestvuet takaØ okrestnost~ Ω ∋ X_0, qto vs¸du v Ω imeem ⟨i_1j_1, . . ., i_nj_n⟩(X) ≠ 0. Ots¸da i iz (4.2) sleduet, qto a_m(X) ∈ C^∞(Ω) dlØ vseh m.

Oqevidno, teper~ nam nußno dokazat~, qto funkcii a_m(X) prodolßimy po nepreryvnosti na kritiqeskoe mnoßestvo i gladki na nem. Kak my videli, dlØ l¸bogo m = 0, 1, . . ., n−1 i l¸bogo nabora dvoænyh indeksov k_1l_1, . . . , k_nl_n funkciØ f(X), opredelennaØ na mnoßestve R ravenstvom f(X) = ⟨k_1l_1, . . . , k_nl_n⟩(X)a_m (X), moßet byt~ gladko prodolßena na vse prostranstvo Sym(n). Sledovatel~no, esli iz razliqnyh minorov ⟨k_1l_1, . . . , k_nl_n⟩(X) sostavit~ kaku¸-nibud~ lineænu¸ kombinaci¸

P (X) = ∑ P_{k1l1,...,knln} ⟨k_1l_1, . . ., k_nl_n⟩(X), v kotoroæ vse P_{k1l1,...,knln} – konstanty, to funkciØ g(X) =

P (X)a_m(X) budet gladkoæ na Sym(n). Pust~ Q(X) – kakaØ-to dru-

gaØ lineænaØ kombinaciØ i h(X) = Q(X)a_m(X). Oqevidno, h(X)P (X) = g(X)Q(X) (4.3)

O NEKOTORYH TOȷDESTVAH NAD �LEMENTAMI 137 vo vseh toqkah mnoßestva R. No tak kak kritiqeskie matricy sostavlØ¸t v Sym(n) mnoßestvo nulevoæ mery, a funkcii g(X) i h(X) gladki vs¸du, to ravenstvo (4.3) verno na vsem mnoßestve Sym(n). Teper~, esli by udalos~ dokazat~, ishodØ iz (4.3), qto g(X) delitsØ na P (X) v okrestnosti kakoæ-nibud~ kritiqeskoæ toqki X_0 i qastnoe ot deleniØ ØvlØetsØ gladkoæ funkcieæ, to oqevidno, qto funkci¸ a_m(X) moßno bylo by prodolßit~ v okrestnost~ toqki X_0 s sohraneniem gladkosti. DlØ obosnovaniØ vozmoßnosti takih deleniæ pri, razumeetsØ, special~nom podbore mnogoqlenov P (X) i Q(X) nam ponadobitsØ teorema Mal~- granßa [4], formulirovka kotoroæ privoditsØ niße.

Teorema Mal~granßa. Pust~ Ω – otkrytoe mnoßestvo v R^N i

f_1, . . . , f_r – analitiqeskie v Ω funkcii. Pust~ φ ∈ C^∞(Ω). Togda φ moßno predstavit~ v vide φ = r∑ i=1 f_iψ_i, gde ψ_i ∈ C^∞(Ω), v tom i tol~ko v tom sluqae, esli dlØ l¸bogo a ∈ Ω razloßenie Teælora T_aφ prinadleßit idealu, poroßdennomu razloßeniØmi T_af_i v kol~ce formal~nyh stepennyh rØdov v toqke a.

Kak vidno, v teoreme Mal~granßa req~ idet o delenii gladkih funkciæ na analitiqeskie. U nas v roli analitiqeskih funkciæ budut vsegda vystupat~ mnogoqleny. Pofftomu kosnemsØ voprosa o delenii formal~nogo stepennogo rØda na mnogoqlen. Kak izvestno, l¸boæ mnogoqlen ot neskol~kih peremennyh moßno edinstvennym obrazom predstavit~ v vide summy odnorodnyh mnogoqlenov. Tot iz nih, kotoryæ imeet naimen~xu¸ stepen~, obyqno nazyvaetsØ naqal~noæ formoæ dannogo mnogoqlena.

My budem ispol~zovat~ sledu¸wee dostatoqnoe uslovie delimosti. Pust~ P_1 i P_2 – mnogoqleny ot neskol~kih peremennyh,

R_1 i R_2 – formal~nye stepennye rØdy ot teh ße peremennyh,

priqem R_1P_2 = R_2P_1. Predpoloßim, qto naqal~nye formy mnogoqlenov P_1 i P_2 vzaimno prosty. Netrudno dokazat~, qto togda i sami mnogoqleny P_1 i P_2 vzaimno prosty v kol~ce formal~nyh stepennyh rØdov. No tak kak upomØnutoe kol~co faktorial~no, to rØd R_1 delitsØ na P_1, a rØd R_2 – na P_2.

138 N. V. ILıXEQKIN

V svØzi s fftim vstaet vopros o stepenØh naqal~nyh form diskriminantnyh mnogoqlenov, razloßennyh v koneqnyæ rØd Teælora v okrestnosti kakoæ-libo kritiqeskoæ toqki X_0. Iz (1.8) vidno, qto dlØ rexeniØ fftogo voprosa imeet smysl naæti porØdok nulØ diskriminanta Dis(χ_X ) v kaßdoæ kritiqeskoæ toqke.

DlØ rexeniØ postavlennoæ zadaqi vvedem ponØtie kornevogo tipa simmetriqeskoæ matricy. Stroku (m_1, m_2, . . . , m_k) nazovem kornevym tipom matricy X ∈ Sym(n), esli u X rovno k razliqnyh sobstvennyh qisel λ_1, λ_2, . . . , λ_k, priqem kaßdoe znaqenie λ_i imeet kratnost~ m_i. RazumeetsØ, m_1 + m_2 + · · · + m_k = n. Budem govorit~, qto dva kornevyh tipa (m_1, m_2, . . ., m_k) i (r_1, r_2, . . . , r_l) ffkvivalentny, esli k = l i vo vtoroæ iz fftih strok moßno tak perestavit~ qisla, qto ona sovpadet s pervoæ.

Dalee, skaßem, qto kornevoæ tip (r_1, r_2, . . . , r_l) poluqaetsØ iz kornevogo tipa (m_1, m_2, . . . , m_k) posredstvom fflementarnoæ operacii, esli l = k − 1 i naædutsØ takie celye qisla α, β, qto

1 6 α < β 6 k i kornevoæ tip (m_1, . . . , m_{α−1}, m_α + m_β , m_{α+1}, . . . , m_{β−1}, m_{β+1}, . . . , m_k) ffkvivalenten tipu (r_1, r_2, . . ., r_l). Nakonec, budem govorit~, qto odin kornevoæ tip predxestvuet drugomu, esli fftot drugoæ moßet byt~ poluqen iz pervogo posredstvom neskol~kih fflementarnyh operaciæ.

Oqevidno, qto kornevoæ tip (1, 1, . . ., 1) regulØrnoæ matricy predxestvuet l¸bomu drugomu, a kornevomu tipu (n) skalØrnoæ matricy predxestvuet vsØkiæ drugoæ.

Predpoloßim, qto X_0 ∈ Sym(n) – kritiqeskaØ matrica kornevogo tipa (m_1, m_2, . . . , m_k). Kak my uße govorili, nas interesuet povedenie lineænyh kombinaciæ diskriminantnyh mnogoqlenov v okrestnosti toqki X_0 i porØdok nulØ diskriminanta Dis(χ_X ) v toqke X_0. Privedem X_0 k diagonal~nomu vidu preobrazovaniem podobiØ Y_0 = CX_0C^{−1}. Preobrazovanie (1.6) osuwestvlØet sootvetstvie meßdu okrestnostØmi toqek X_0 i Y_0. Primenitel~- no k Sym(n) kak k evklidovu prostranstvu razmernosti N ffto preobrazovanie moßno zapisat~ v vide ^X = C^∧ ^Y , gde C^∧ – ortogonal~naØ matrica porØdka N . Iz (1.6) sleduet, qto dlØ l¸bogo q imeem X^q = C^{−1}Y^qC ili, v drugoæ zapisi, ^X^q = C^∧ ^Y^q. Ob¨- edinØØ ffti ravenstva pri q = 0, 1, . . ., n − 1, poluqim formulu

O NEKOTORYH TOȷDESTVAH NAD �LEMENTAMI 139 preobrazovaniØ

X_! = C^∧Y_!.

Ots¸da, a takße iz formuly Bine–Koxi, sleduet, qto kaßdyæ mnogoqlen ⟨i_1j_1, . . . , i_nj_n⟩(X) ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ s postoØnnymi kofffficientami mnogoqlenov ⟨i_1j_1, . . . , i_nj_n⟩(Y ) i naoborot. Qto ße kasaetsØ diskriminanta, to on invarianten otnositel~no preobrazovaniæ podobiØ. Pofftomu moßno sqitat~, qto X_0 – diagonal~naØ matrica vida

X_0 =

L_1 L_2 ... L_k , gde L_α = λ_α ... λ_α (4.4)

ØvlØetsØ skalØrnoæ matriceæ razmernosti m_α. Teper~ uße netrudno dokazat~ (s ispol~zovaniem, naprimer, krugov Gerxgorina [2]), qto iskomyæ porØdok nulØ raven 2ν, gde

ν = C^2_{m1} + C^2_{m2} + · · · + C^2_{mk} .

Ots¸da i iz (1.8) sleduet, qto l¸boæ diskriminantnyæ mnogoqlen imeet v toqke X_0 nul~ porØdka ne menee ν.

VernemsØ k dokazatel~stvu teoremy. Itak, my ocenili snizu stepeni naqal~nyh form diskriminantnyh mnogoqlenov, razloßennyh v rØd Teælora v okrestnosti kakoæ-nibud~ kritiqeskoæ toqki. Teper~ moßno pristupit~ k postroeni¸ mnogoqlenov

P (X) i Q(X) v ravenstve (4.3) so vzaimno prostymi naqal~nymi

formami.

Kak my uße delali ran~xe, razob~em mnoßestvo peremennyh

x_{ij} na dve gruppy: diagonal~nye peremennye x_{ii} i nediagonal~-

nye peremennye x_{ij} s i < j. Teper~ sdelaem odno zameqanie. Pust~ R(Z, W ) – odnorodnyæ mnogoqlen stepeni M ot dvuh grupp peremennyh Z = (z_1, z_2, . . . , z_k) i W = (w_1, w_2, . . . , w_l). Togda ego moßno edinstvennym obrazom predstavit~ v vide R(Z, W ) = ∑ s+t=M R_{s,t}(Z, W ), gde kaßdyæ mnogoqlen R_{s,t}(Z, W ) ØvlØetsØ odnorodnym po peremennym Z so stepen~¸ odnorodnosti s i po peremennym W

140 N. V. ILıXEQKIN so stepen~¸ odnorodnosti t. U odnogo iz nenulevyh mnogoqlenov R_{s,t}(Z, W ) znaqenie s okaßetsØ naibol~xim. �tot mnogoqlen nazovem starxeæ qast~¸ mnogoqlena R(Z, W ) po peremennym Z. Oqevidno, qto esli u dvuh odnorodnyh mnogoqlenov R_1(Z, W ) i

R_2(Z, W ) vzaimno prosty starxie qasti po Z, to i sami ffti

mnogoqleny vzaimno prosty.

Starxu¸ qast~ l¸bogo odnorodnogo mnogoqlena K(X) po diagonal~nym peremennym budem oboznaqat~ qerez ΔK(X). Kaßdyæ fflement x^{(m)}_{ij} matricy X^m ØvlØetsØ odnorodnym mnogoqlenom stepeni m. Netrudno dokazat~, qto

Δx^{(m)}_{ii} = x^m_{ii} , Δx^{(m)}_{ij} = x_{ij} x^m_{jj} − x^m_{ii} x_{jj} − x_{ii} . (4.6)

Ots¸da vytekaet formula Δ⟨11, 22, . . ., nn⟩(X) = W (x_{11}, x_{22}, . . ., x_{nn}), (4.7) gde W – opredelitel~ Vandermonda. Dalee, pust~ 1 6 i < j 6 n. Oboznaqim qerez P_{ij}(X) opredelitel~, kotoryæ poluqaetsØ iz opredelitelØ ⟨11, 22, . . ., nn⟩(X), esli v nem stroku jj zamenit~ strokoæ ij. Vsledstvie (4.6) imeem

ΔP_{ij}(X) = x_{ij} x_{jj} − x_{ii} W (x_{11}, x_{22}, . . . , x_{nn}). (4.8)

Teper~ pust~ X_0 – kritiqeskaØ matrica. Dokaßem, qto kofffficienty a_m(X) mogut byt~ prodolßeny v nekotoru¸ okrestnost~ toqki X_0 s sohraneniem gladkosti. Dokazatel~stvo povedem indukcieæ po kornevomu tipu matricy X_0. Bazoæ indukcii poslußit kornevoæ tip (1, 1, . . ., 1) regulØrnoæ matricy. Budem sqitat~, qto prodolßenie vozmoßno v nekotorye okrestnosti vseh toqek, kornevoæ tip kotoryh predxestvuet tipu matricy

X_0.

V silu skazannogo vyxe my vprave predpoloßit~, qto X_0 – diagonal~naØ matrica vida (4.4). Okolo toqki X_0 vyberem taku¸ okrestnost~ Ω, qto vse ee toqki ime¸t kornevoæ tip, predxestvu¸wiæ ili ffkvivalentnyæ tipu X_0, i poloßim X = X_0 +H. Naqal~nu¸ formu teælorovskogo razloßeniØ l¸bogo mnogoqlena K(X) v toqke X_0 budem oboznaqat~ qerez K_{X0} (H). Dalee, paru indeksov (i, j) nazovem dopustimoæ, esli naædetsØ takoe celoe t, qto m_0 + m_1 + · · · + m_t + 1 6 i < j 6 m_0 + m_1 + · · · + m_{t+1}

O NEKOTORYH TOȷDESTVAH NAD �LEMENTAMI 141 (my sqitaem, qto m_0 = 0, 0 6 t 6 n − 1 ). Voz~mem v ravenstve (4.3) Q(X) = ⟨11, 22, . . ., nn⟩(X). Netrudno videt~, qto Q(X) imeet v toqke X_0 nul~ porØdka ν vida (4.5), priqem v silu (4.7) starxaØ po diagonal~nym peremennym qast~ naqal~noæ formy Q_{X0} (H) imeet vid

ΔQ_{X0} (H) = B ∏ (h_{jj} − h_{ii}), gde B ≠ 0 – nekotoraØ konstanta, zavisØwaØ tol~ko ot X_0, a proizvedenie beretsØ po vsem dopustimym param.

Toqno tak ße, esli (i, j) – dopustimaØ para, to dlØ mnogoqlena

P_{ij}(X) vblizi X_0 blagodarØ (4.8) imeem ΔP_{ij,X0}(H) = h_{ij} h_{jj} − h_{ii} ΔQ_{X0} (H).

Pofftomu, esli v ravenstve (4.3) vzØt~

P (X) = ∑ P_{ij}(X), gde summirovanie rasprostraneno na vse dopustimye pary, to poluqim

ΔP_{X0}(H) = ΔQ_{X0} (H) ∑ h_{ij} h_{jj} − h_{ii} , otkuda vidno, qto mnogoqleny ΔP_{X0} (H) i ΔQ_{X0}(H) vzaimno prosty. No togda vzaimno prosty i naqal~nye formy P_{X0} (H) i

Q_{X0} (H), tak qto v toqke X_0 formal~nyæ rØd T_{X0} g(X) delitsØ

na T_{X0} P (X).

Dalee, vo vseh toqkah okrestnosti Ω, kornevoæ tip kotoryh predxestvuet kornevomu tipu matricy X_0, po predpoloßeni¸ indukcii kofffficient a_m(X) ØvlØetsØ gladkoæ funkcieæ. Pofftomu v nih formal~nyæ rØd dlØ g(X) delitsØ na razloßenie P (X). Nakonec, v okrestnosti Ω osta¸tsØ toqki, kornevoæ tip kotoryh ffkvivalenten tipu matricy X_0. V fftih toqkah po dokazannomu ranee mnogoqleny P (X) i Q(X) ime¸t nuli porØdka ne menee ν. Esli ße vzØt~ okrestnost~ Ω dostatoqno maloæ, to formy stepeni ν mnogoqlenov P (X) i Q(X), razloßennyh v l¸boæ toqke mnoßestva Ω, budut skol~ ugodno blizki k sootvetstvu¸wim

142 N. V. ILıXEQKIN formam fftih mnogoqlenov, razloßennyh v toqke X_0. Pofftomu, vopervyh, P (X) i Q(X) ime¸t v toqkah ffkvivalentnogo kornevogo tipa iz Ω nuli porØdka v toqnosti ν, a vo-vtoryh, naqal~nye formy razloßeniæ mnogoqlenov P (X) i Q(X) v fftih toqkah vzaimno prosty. Pofftomu i v nih formal~noe razloßenie funkcii

g(X) delitsØ na razloßenie mnogoqlena P (X).

Utverßdenie o vzaimnoæ prostote dostatoqno blizkih form nußdaetsØ v poØsnenii. Pust~ α_X (H) i β_X (H) – formy stepeni ν ot peremennyh H s kofffficientami, nepreryvno zavisØwimi ot peremennyh X. Esli by pri kakom-to znaqenii X oni ne byli vzaimno prostymi, to naxlis~ by takie nenulevye formy γ(H) i δ(H) stepeni v toqnosti ν − 1, qto

α_X (H)δ(H) = β_X (H)γ(H). (4.9)

Poslednee ravenstvo est~ sistema lineænyh uravneniæ na kofffficienty form γ(H) i δ(H). Pri X = X_0 ffta sistema imeet tol~ko nulevoe rexenie, to est~ ee rang ne men~xe qisla neizvestnyh. No matrica sistemy (4.9) nepreryvno zavisit ot X. Pofftomu pri X, dostatoqno blizkih k X_0, ee rang toße ne men~xe qisla neizvestnyh. Sledovatel~no, sistema (4.9) imeet tol~ko nulevoe rexenie, i formy α_X (H), β_X (H) vzaimno prosty.

Itak, v l¸boæ toqke X nekotoroæ okrestnosti Ω ∋ X_0 formal~nyæ rØd T_X g prinadleßit idealu, poroßdennomu rØdom

T_X P . Po teoreme Mal~granßa v oblasti Ω moßno razdelit~ g(X)

na P (X), priqem qastnoe budet gladkoæ funkcieæ. Tem samym dokazana prodolßaemost~ l¸bogo kofffficienta a_m(X) v okrestnost~ toqki X_0 s sohraneniem gladkosti. Tak kak X_0 – l¸baØ kritiqeskaØ toqka, to funkcii a_m(X) mogut byt~ prodolßeny na vse kritiqeskoe mnoßestvo. Teorema 1 polnost~¸ dokazana. RazumeetsØ, ffta teorema ostaetsØ spravedlivoæ i v sluqae, kogda funkciØ F opredelena ne na vsem prostranstve Sym(n), a na nekotoroæ ego oblasti.

Ispol~zuØ ravenstvo (2.7), moßno tem ße sposobom dokazat~ teoremu 2. Otliqie zdes~ budet tol~ko v dokazatel~stve bazy indukcii, kotoroe my seæqas i provedem. Pust~ matrica X regulØrna. Togda suwestvuet takaØ ortogonal~naØ matrica C, qto spravedlivo ravenstvo (4.1). Pust~ C^{−1}G(X)C = T = (t_{ij} ),

O NEKOTORYH TOȷDESTVAH NAD �LEMENTAMI 143 priqem vse t_{ii} ravny nul¸. Togda moßno podobrat~ taku¸ kososimmetriqesku¸ matricu B, qto T = BL − LB. (4.10) Imenno, fflementy b_{ij} matricy B odnoznaqno opredelØ¸tsØ iz sootnoxeniØ t_{ij} = (λ_j − λ_i)b_{ij}.

PodvergaØ (4.10) preobrazovani¸ podobiØ, poluqim (0.2), gde

A(X) = CBC^{−1}. Takim obrazom, na regulØrnom mnoßestve R ma-

trica A(X) suwestvuet i odnoznaqna. Tak kak sootnoxenie (0.2) moßet byt~ zapisano v matriqno-vektornoæ forme

“_{G(X) = X}!_{A(X),}

to prodolßaemost~ fflementov a_{ij}(X) matricy A(X) na kritiqeskoe mnoßestvo dokazyvaetsØ tak ße, kak i preßde, s ispol~zovaniem diskriminantnyh mnogoqlenov {i_1j_1, . . . , i_nj_n}(X).

Avtor blagodaren svoemu uqitel¸ A. S. Miwenko, a takße P. P. Mosolovu, A. T. Fomenko, S. V. Dußinu i V. I. Arnol~du za postanovku zadaq i vnimanie k rabote.

Literatura

1. A. I. Lur~e, TeoriØ uprugosti, Nauka, M. (1970). 2. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric, Nauka, M. (1988).

3. M. M. Postnikov, Lekcii po geometrii. Semestr II. LineænaØ algebra, Nauka, M. (1986).

4. Mal~granß, Idealy differenciruemyh funkciæ, Mir, M. (1968). 5. N. V. Il¸xeqkin, Ob odnom klasse gladkih matriqnoznaqnyh funkciæ, — UMN 40, No. 1 (1985), 201–202.

6. N. V. Il¸xeqkin, Diskriminant harakteristiqeskogo mnogoqlena normal~noæ matricy, — Matem. zametki 51, No. 3 (1992), 16–23.

7. N. V. Il¸xeqkin, O nekotoryh klassah gladkih preobrazovaniæ prostranstva simmetriqeskih matric, — Matem. sbornik 184, No. 9 (1993), 89– 102.

Ilyushechkin N. V. On some identities for the elements of a symmetric matrix.

Let Sym(n) be the space of n-dimensional real symmetric matrices, and let X ∈ Sym(n). The matrices E, X, X^2, . . . , X^{n−1} can be regarded as vectors of Euclidean space of dimension n^2. Denote by V (E, X, . . . , X^{n−1}) the volume of the parallelepiped built on these vectors. It is proved that V^2(E, X, . . . , X^{n−1}) = D(X),

144 N. V. ILıXEQKIN where D(X) is the discriminant of the characteristic polynomial of the matrix X. Two classes of smooth maps of the space Sym(n) are described.

Postupilo 21 maØ 2003 g.

Federal~noe Gosudarstvennoe Unitarnoe PredpriØtie Nauqno-Proizvodstvennoe Ob¨edinenie “Agat”

E-mail: nikita@ilyush.mccme.ru