Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 303, 2003 g.

A. VagarxakØn

O VZAIMOSV˚ZI SISTEM S DISKRETNYM I NEPRERYVNYM VREMENEM

1. Vvedenie. LineænaØ sistema – ffto ustroæstvo, preobrazu¸-

wee vhodnoæ signal x(t), t ∈ (−∞, ∞), v vyhodnoæ signal y(t), t ∈ (−∞, ∞), t.e. (Φx)(t) = y(t), gde Φ – ograniqennyæ lineænyæ operator, deæstvu¸wiæ v L_2(−∞, ∞). V dal~neæxem predpolagaetsØ, qto operator Φ priqinno-obuslovlen i invarianten otnositel~no sdvigov.

Pri opredelenii sistem s diskretnym vremenem beretsØ prostranstvo l_2 vmesto L_2(−∞, ∞).

V nekotoryh priloßeniØh kvadrat normy signala v prostranstve L_2(−∞, ∞) raven znaqeni¸ perenosimoæ signalom ffnergii.

Opixem ide¸, igra¸wu¸ suwestvennu¸ rol~ v perehode ot sistem s nepreryvnym vremenem k sistemam s diskretnym vremenem.

Pust~ x(n), n = 0, ±1, . . ., – posledovatel~nost~, v kotoroæ est~ lix~ koneqnoe qislo nenulevyh fflementov. Po fftoæ posledovatel~nosti budet postroeno semeæstvo signalov pri nepreryvnom vremeni x̂_m(t), −∞ < t < ∞, m = 0, ±1, . . .. Oqen~ suwestvenno zametit~, qto v postroenii kaßdogo signala x̂_m(t) ispol~zu¸tsØ tol~ko qisla x(n) s n ≤ m.

Dalee, postroennyæ signal x̂_m(t) podaetsØ na vhod sistemy s nepreryvnym vremenem, i registriruetsØ sootvetstvu¸wiæ signal y(m) na vyhode v moment vremeni t = m. Takim obrazom poluqaetsØ sistema, kotoraØ svØzyvaet posledovatel~nost~ y(m), m = 0, ±1, . . ., s kaßdoæ posledovatel~nost~¸ x(n), n = 0, ±1, . . .. DlØ togo, qtoby poluqit~ y(m), v fftoæ konstrukcii dlØ razliqnyh momentov vremeni m stroØtsØ razliqnye signaly, podavaemye na vhod sistemy s nepreryvnym vremenem.

Sistema s diskretnym vremenem zavisit ne tol~ko ot ishodnoæ sistemy s nepreryvnym vremenem, no takße i ot formuly, 71

72 A. VAGARXAK˚N ispol~zuemoæ pri postroenii signala x̂(t) po qislam x(n), n ≤ t.

Pro perehod govoritsØ, qto on proishodit bez poteri informacii, esli po peredatoqnoæ funkcii poluqa¸weæsØ sistemy s diskretnym vremenem moßno edinstvennym obrazom vosstanovit~ peredatoqnu¸ funkci¸ sistemy s nepreryvnym vremenem. Esli ffto ne tak, to pri perehode terØetsØ informaciØ.

V fftoæ stat~e dokazyvaetsØ, qto perehod k sisteme s diskretnym vremenem moßno osuwestvit~ bez poteri informacii pri pomowi podhodØwego vybora vhodnogo signala pri nepreryvnom vremeni. ȷelatel~no, koneqno, poluqit~ sistemu s diskretnym vremenem s ograniqennoæ peredatoqnoæ funkcieæ. �to uslovie svØzano s tem, qto H^∞-norma peredatoqnoæ funkcii sootnositsØ s ffnergieæ, zatraqennoæ naxeæ sistemoæ za vremØ raboty. Pri naxem perehode peredatoqnaØ funkciØ postroennoæ sistemy s diskretnym vremenem moßet byt~ neograniqennoæ. Naxi parametry zada¸tsØ takim obrazom, qtoby peredatoqnaØ funkciØ sistemy s diskretnym vremenem byla nastol~ko blizka k ograniqennoæ funkcii, naskol~ko vozmoßno. Da¸tsØ dostatoqnye usloviØ na sistemu s nepreryvnym vremenem, pozvolØ¸wie sdelat~ fftu funkci¸ ograniqennoæ.

Poluqennye rezul~taty moßno interpretirovat~ ewe i kak testovyæ algoritm dlØ proverki raboty ustroæstv s nepreryvnym vremenem.

2. Obwie shemy interpolØcii. Pri perehode ot sistem s ne-

preryvnym vremenem k sistemam s diskretnym vremenem moßno ispol~zovat~ raznye formuly. Qtoby proill¸strirovat~ voznika¸wie zdes~ problemy, rassmotrim prosteæxiæ primer.

Pust~ vhodnoæ i vyhodnoæ signaly x(t) i y(t) sistemy s nepreryvnym vremenem svØzany formuloæ y(t) = ∞∫ 0 x(t − s)φ(s)ds, gde φ(s) – obobwennaØ funkciØ, preobrazovanie Laplasa kotoroæ prinadleßit prostranstvu H^∞. Vvedem oboznaqenie S(z) = ∞∫ 0 e^{−tz}φ(t)dt, Re z > 0. (1)

O VZAIMOSV˚ZI SISTEM 73 Dopustim, qto imeetsØ posledovatel~nost~ x(n), n = 0, ±1, . . ., iz prostranstva l_2. PrimenØØ formulu x̃(t) = x(m)(t − m + 1) + x(m − 1)(m − t), m − 1 ≤ t ≤ m, (2) poluqaem novyæ signal. Podadim fftot signal na vhod sistemy s nepreryvnym vremenem. Sootvetstvu¸wiæ signal na vyhode raven y(m) = ∞∑ n=0 n+1∫ n x̃(m − t)φ(t)dt =

= ∞∑ n=0 n+1∫ n (x(m − n)(t − m + n + 1) + x(m − n − 1)(m − n − t))φ(n + t)dt =

= x(m) 1∫ 0 (t − m + 1)φ(t)dt+

+x(m − 1) 1∫ 0 ((t − m + 2)φ(t + 1) + (m − t)φ(t))dt + . . . +

+x(m − n) 1∫ 0 ((t−m+n+1)φ(n + t) + (m − n − t + 1)φ(n + 1 + t))dt + . . . . Iz fftoæ formuly sleduet, qto po peredatoqnoæ funkcii poluqennoæ sistemy s diskretnym vremenem moßno opredelit~ tol~- ko momenty 1∫ 0 φ(n + t)dt, 1∫ 0 tφ(n + t)dt, n = 0, 1, . . . . Takim obrazom, pri takom perehode informaciØ ne terØetsØ lix~ dlØ oqen~ nebol~xogo klassa sistem.

Estestvenno voznikaet vopros: kak vybrat~ vhodnoæ signal, qtoby vyhodnoæ signal, registriruemyæ v diskretnye momenty vremeni, daval kak moßno bol~xe informacii o lineænoæ sisteme?

74 A. VAGARXAK˚N

Otmetim, qto lineænaØ sistema pri rabote nakaplivaet nekotoru¸ qast~ ffnergii vhodnogo signala i vybrasyvaet ee qerez opredelennoe vremØ. Estestvenno predpoloßit~, qto vhodnye signaly, kotorye “sil~nee” nakapliva¸tsØ v lineænoæ sisteme, luqxe godØtsØ dlØ naxeæ celi, t.e. mogut nesti bol~xe informacii o sisteme. OkazyvaetsØ, qto takie signaly ime¸t osobu¸ strukturu.

Pust~ lineænaØ sistema Φ imeet peredatoqnu¸ funkci¸ ϕ(z), Re (z) > 0, taku¸, qto ϕ(z_0) = 0 pri nekotorom z_0, Re (z_0) > 0. Rassmotrim vhodnoæ signal x(t) = { e^{z0t}, esli − ∞ < t < t_0, 0, esli t ≥ t_0.

Imeem X(u) = ∞∫ −∞ e^{−iut}x(t)dt = 1 iu − z_0 , u ∈ (−∞, ∞). Sootvetstvu¸wiæ vyhodnoæ signal y(t), t ∈ (−∞, ∞), imeet predstavlenie

Y (u) = ∞∫ −∞ e^{−iut}y(t)dt = X(u)ϕ(iu) = ϕ(iu) iu − z_0 . Takim obrazom, Y (u) dopuskaet analitiqeskoe prodolßenie v nißn¸¸ poluploskost~ Im (u) < 0, kotoroe tam prinadleßit klassu H^2. Sledovatel~no, y(t) = 0, t < 0, i, znaqit, v moment vremeni 0 ves~ vhodnoæ signal byl uße nakoplen vnutri ustroæstva.

Posle sdelannyh zameqaniæ estestvenno rassmotret~ sledu¸- wie signaly v kaqestve testovyh: x(t) = { e^{zt}, esli − ∞ < t < t_0, 0, esli t ≥ t_0,

gde Re (z) > 0; takße moßno rassmatrivat~ ih lineænye kombinacii.

Qtoby izbeßat~ tehniqeskih problem, v fftoæ stat~e predpolagaetsØ, qto sistema s nepreryvnym vremenem BIBO-stabil~na, t.e. na ee vhod moßet byt~ podan proizvol~nyæ ograniqennyæ

O VZAIMOSV˚ZI SISTEM 75 signal, priqem sootvetstvu¸wiæ signal na vyhode takße budet ograniqen.

Pust~ λ_n, n = 1, . . . , — posledovatel~nost~ kompleksnyh qisel v pravoæ poluploskosti, t.e. Re λ_n > 0. Vvedem oboznaqenie z_n = e^{−λn} , n = 1, . . . . Pust~ f_n(z) – posledovatel~nost~ analitiqeskih funkciæ iz prostranstva H^∞ takih, qto

f_k(z_n) = δ_{kn},

gde δ_{kn} – simvol Kronekera i ∞∑ k=1 |f_k(z)| < ∞, |z| < 1. DlØ uproweniØ dal~neæxih oboznaqeniæ zapixem funkcii f_n(z) v sledu¸wem vide:

f_k(z) = ∞∑ n=0 a_{kn}z^n. Pust~ m – celoe qislo. Postroim signal x_m(t) pri nepreryvnom vremeni po posledovatel~nosti x(n), n = m, m − 1, . . . , sledu¸wim obrazom:

x_m(t) = ∞∑ k=1 e^{λk(t−m)} (_∞ ∑ n=0 a_{kn}x(m − n) ) =

= ∞∑ n=0 x(m − n) (_∞ ∑ k=1 a_{kn}e^{λk(t−m)} ) , t < m. (3) Pri t ≥ m polagaem x_m(t) = 0.

Zametim, qto v fftoæ konstrukcii rassmatriva¸tsØ tol~ko koneqnye vhodnye signaly x(n), n = m, m − 1, . . . , t.e. takie, kotorye prinima¸t nulevye znaqeniØ pri bol~xih indeksah. Sledovatel~no, signal x_m(t), −∞ < t < ∞, ograniqen.

Podadim fftot signal na vhod sistemy s nepreryvnym vremenem. Signal na vyhode v moment vremeni t = m raven y(m) = ∞∫ 0 x_m(m − s)φ(s)ds = ∞∑ n=0 x(m − n) (_∞ ∑ k=1 S(λ_k)a_{kn} ) ,

76 A. VAGARXAK˚N gde m = 0, ±1, . . . Takim obrazom, poluqena sistema s diskretnym vremenem so vhodnym signalom x(n) i vyhodnym signalom y(n). PeredatoqnaØ funkciØ fftoæ sistemy ravna R(z) = ∞∑ n=0 z^n (_∞ ∑ k=1 S(λ_k)a_{kn} ) = ∞∑ k=1 S(λ_k )f_k(z), |z| < 1. Iz fftoæ formuly sleduet, qto dlØ proizvol~nogo k = 1, 2, . . .

imeem R(z_k) = S(λ_k ), k = 1, 2, . . . . V dal~neæxem rassmatriva¸tsØ tol~ko perehody, opisannye v fftom paragrafe. Proizvol~nyæ perehod opredelØetsØ mnoßestvom {z_n}^∞_{n=1} i semeæstvom analitiqeskih funkciæ {f_n(z)}^∞_{n=1}, dlØ kotoryh f_n(z_k) = δ_{n,k}.

Problema sostoit v sledu¸wem: kak vybrat~ ffti parametry takim obrazom, qtoby sohranit~ kak moßno bol~xe informacii v sisteme s diskretnym vremenem ob ishodnoæ sisteme s nepreryvnym vremenem?

3. Perehod s predvaritel~noæ informacieæ.

Zdes~ budut dany nekotorye opredeleniØ i klassiqeskie rezul~taty.

Opredelenie. GovorØt, qto mnoßestvo {zk} iz ediniqnogo kruga

– interpolØcionnoe mnoßestvo dlØ prostranstva H^∞, esli dlØ proizvol~noæ ograniqennoæ posledovatel~nosti qisel a_k, k = 1, 2, . . ., suwestvuet funkciØ f(z) ∈ H^∞ takaØ, qto

f(z_k ) = a_k, k = 1, 2, . . . . (4)

DlØ proizvol~nogo mnoßestva {z_k}^∞_{k=1}, z_k ≠ 0, iz ediniqnogo kruga, udovletvorØ¸wego uslovi¸ ∞∑ k=1 (1 − |z_k|) < ∞, qerez B(z) oboznaqaetsØ proizvedenie BlØxke B(z) = ∞∏ k=1 z_k − z 1 − z̄_kz |z_k| z_k .

O VZAIMOSV˚ZI SISTEM 77 DlØ proizvol~nogo natural~nogo qisla j po opredeleni¸

B_j (z) = B(z) 1 − z̄_j z z_j − z z_j |z_j| . Snaqala privedem teoremu L. Karlesona, vkl¸qiv v formulirovku original~nu¸ konstrukci¸ interpoliru¸weæ funkcii, prinadleßawu¸ P. Dßonsu; ob interpolØcionnyh posledovatel~nostØh v prostranstve H^∞ sm. [2, str. 285].

Teorema (L. Karleson, P. Dßons). Mnoßestvo {zn}^∞_{n=1} ØvlØ-

etsØ interpolØcionnym dlØ prostranstva H^∞ togda i tol~ko togda, kogda inf_n |B_n(z_n)| > 0. (5)

Semeæstvo funkciæ

f_j (z) = 1 − |z_j|^2 1 − z̄_j z B_j (z) B_j (z_j ) ×

× exp C ∞∑ k=j ( 1 + z̄_kz_j 1 − z̄_kz_j − 1 + z̄_kz 1 − z̄_kz ) (1 − |z_k|^2)

, (6)

gde C > 0 i j = 1, . . ., bylo vvedeno P. Dßonsom [4]. Otmetim, qto f_j (z_k) = δ_{jk}, j, k = 1, 2, . . .. Izvestno, sm. [4], qto ∞∑ k=1 |f_k(z)| ≤ M < ∞, |z| < 1, esli vypolneno uslovie (5).

Teorema 1. Pust~ {zn} – interpolØcionnaØ posledovatel~nost~

dlØ prostranstva H^∞, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ (5), i pust~ peredatoqnaØ funkciØ S(λ), Re λ > 0, sistemy s nepreryvnym vremenem prinadleßit prostranstvu H^∞.

Pust~ R(z) – peredatoqnaØ funkciØ sistemy s diskretnym vremenem, poluqennoæ iz sistemy s nepreryvnym vremenem s pomow~¸ formuly (3), gde {z_k}^∞_{k=1} – proizvol~naØ posledovatel~nost~ v ediniqnom kruge, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ (5), i f_j (z), j = 1, . . ., – funkcii Dßonsa (6).

78 A. VAGARXAK˚N

Togda R(z) ∈ H^∞ i R(z) = ∞∑ n=1 S(− log z_n)f_n(z), |z| < 1. Zametim, qto v perehode, opisannom v teoreme 1, informaciØ o sisteme s nepreryvnym vremenem vsegda terØetsØ. Deæstvitel~no, esli o peredatoqnoæ funkcii S sistemy s nepreryvnym vremenem izvestno tol~ko, qto S(λ) ∈ H^∞, to ee nel~zØ vosstanovit~ po qislam S(λ_k ), k = 1, 2, . . ., poskol~ku ∞∑ k=1 Re λ_k 1 + |λ_k|^2 < ∞, qto vsegda vypolneno dlØ interpolØcionnyh posledovatel~nosteæ.

OstavxaØsØ qast~ fftogo paragrafa posvØwena obsußdeni¸ voprosa o predvaritel~noæ informacii o peredatoqnoæ funkcii S(λ), kotoraØ obespeqivala by edinstvennost~.

Nam ponadobØtsØ sledu¸wie fflementarnye svedeniØ iz teorii gil~bertovyh prostranstv. Pust~ x_1, x_2, . . ., x_n – semeæstvo lineæno-nezavisimyh fflementov gil~bertova prostranstva H. Edinstvennyæ fflement y_n iz H s minimal~noæ normoæ, udovletvorØ¸wiæ usloviØm (y_n, x_k) = −c_k, k = 1, . . . , n, gde c_1, . . . , c_n – zadannye kompleksnye qisla, dopuskaet predstavlenie y_n = 1 G(x_1, . . . , x_n) det(A_n), (7) gde A_n =

0 x_1 · · · x_n c_1 (x_1, x_1) · · · (x_1, x_n) . . . . ... . . c_n (x_n, x_1) · · · (x_n, x_n) i G(x_1, . . . , x_n) = det|(x_i, x_j)|_{i,j=1:n} – opredelitel~ Grama.

O VZAIMOSV˚ZI SISTEM 79 Oboznaqim qerez D^2_α, 0 ≤ α ≤ 1, prostranstvo analitiqeskih v pravoæ poluploskosti funkciæ iz prostranstva H^2, dlØ kotoryh_∞ ∫ −∞ 1∫ 0 |f^′(x + iy)|^2x^αdxdy < ∞. Po teoreme Pffli–Vinera (sm. [2]) imeem f(z) = ∞∫ 0 e^{−zt}F (t)dt, Re z > 0. Tak kak f(z) ∈ D^2_α, poluqaem ∞∫ 0 |F (t)|^2(1 + t^2)^1

�α_2 dt < ∞. V prostranstve D^2_α vvedem skalØrnoe proizvedenie

(f, g)_α = ∞∫ 0 F (t)Ḡ(t)(1 + t^2)^1

�α_2 dt, gde f(z) i g(z) – preobrazovaniØ Laplasa funkciæ F (t) i G(t).

Vvedem special~nu¸ funkci¸

K_α(z) = z^α 2^{α−1} √ πΓ(α + 1/2) ∞∫ 0 e^{−xz} (1 + x^2)^{α−1/2}dx. Zametim, qto dlØ proizvol~nogo z, Re z > 0, imeem

f(z) = 2^{α−1} √ πΓ(α + 1/2) ( f(w), K_{α/2−1}(w + z) (w + z)^{α/2−1} ) α . Opredelenie. Pust~ Λ = {λn}^∞_{n=1} – posledovatel~nost~ v pra-

voæ poluploskosti i σ, 0 ≤ σ ≤ 1, – fiksirovannoe qislo. Vvedem oboznaqenie

ρ_σ (iy, Λ) = inf_n |λ_n − iy| (Re λ_n)^σ , −∞ < y < ∞.

80 A. VAGARXAK˚N

Pri σ = 0 qislo ρ_0(iy, Λ) ØvlØetsØ rasstoØniem ot toqki iy do mnoßestva Λ. V sluqae σ = 1 imeem

ρ_1(iy, Λ) ≥ 1

pri vseh −∞ < y < ∞.

Analog teoremy 2 dlØ funkciæ, opredelennyh v ediniqnom kruge, moßno naæti v [3]; teorema 2 dokazyvaetsØ tem ße sposobom.

Teorema 2. Pust~ funkciØ f ∈ H^2 ne ravna toßdestvenno nul¸

i_∞ ∫ −∞ 1∫ 0 |f^′(x + iy)|^2x^αdx dy < ∞, gde 0 ≤ α < 1. Pust~ Λ – mnoßestvo nuleæ funkcii f. Togda ∞∫ −∞ ln ρ 1+α_2 (iy, Λ) dy 1 + y^2 > −∞. OkazyvaetsØ, qto v ramkah fftih konstrukciæ, voobwe govorØ, nevozmoßno dobit~sØ togo, qtoby peredatoqnaØ funkciØ poluqa¸weæsØ sistemy s diskretnym vremenem byla ograniqennoæ. Estestvenno voznikaet vopros: moßno li dobit~sØ fftogo, esli naloßit~ dopolnitel~nye usloviØ na peredatoqnu¸ funkci¸ sistemy s nepreryvnym vremenem? ȷelatel~no, qtoby ffti dopolnitel~nye usloviØ byli kak moßno slabee. Pofftomu v sledu¸weæ teoreme parametr α dolßen byt~ blizok k 1. DlØ bolee tonkih semeæstv vesov takih, kak (1 + x) log^σ(2 + x), x > 0, fftot vopros ostaetsØ otkrytym.

Teorema 3. Pust~ peredatoqnaØ funkciØ S(λ), Re λ > 0, sistemy

s nepreryvnym vremenem prinadleßit prostranstvu H^∞ i ∞∫ −∞ 1∫ 0 |S^′(x + iy)|^2x^αdxdy < ∞, gde 0 ≤ α < 1. Togda suwestvuet posledovatel~nost~ {λ_n}^∞_{n=1}, Re λ_n > 0, takaØ, qto perehod, osnovannyæ na formule (3), gde f_j (z) – funkcii Dßonsa (6), daet sistemu s diskretnym vremenem s peredatoqnoæ funkcieæ R(z) ∈ H^∞, |z| < 1.

O VZAIMOSV˚ZI SISTEM 81 FunkciØ S(λ) moßet byt~ vosstanovlena edinstvennym obrazom po R(z). DlØ fftogo v formule (7) poloßim

x_k =

K_{α/2−1}(λ_k + z) (λ_k + z)^{α/2−1} , k = 1, . . . , n, i c_k = R(z_k) 2^{α−1} √ πΓ(α + 1/2) , k = 1, . . ., n, gde z_k = e^{−λk} , i postroim posledovatel~nost~ y_n ∈ D^2_α. Togda predel funkciæ y_n po norme prostranstva D^2_α est~ funkciØ S(λ).

Dokazatel~stvo. Dostatoqno postroit~ interpolØcionnoe mno-

ßestvo dlØ H^∞, kotoroe ne udovletvorØet usloviØm iz teoremy 2. Pust~ σ – qislo takoe, qto 1 + α 2 < σ < 1. Pust~ λ_{nk} = 2^{−n} + ik2^{−σn}, gde n = 1, 2, . . . i k = 1, 2, . . . , [2^{σn}].

Horoxo izvestno, sm. [2, str. 285], qto mnoßestvo Λ = {λ_{nk}} ØvlØetsØ interpolØcionnym togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet konstanta a > 0 takaØ, qto | | | | λ_{lm} − λ_{kn} λ̄_{lm} + λ_{kn} | | | | ≥ a > 0 pri vseh (n, k) ≠ (l, m), i dlØ l¸bogo kvadrata Q = {x + iy; 0 < x < δ, |y − y_0| < δ} imeet mesto neravenstvo ∑ λ_{kn}∈Q Re λ_{kn} ≤ Aδ, gde a, A ne zavisit ot y_0 i ot δ.

Esli m = n i k ≠ l, imeem | | | | λ_{ml} − λ_{nk} λ̄_{ml} + λ_{nk} | | | | 2 = (k − l)^2 (k − l)^2 + 4^{1−n+σn} ≥ 1 5 ; esli m ≠ n, to | | | | λ_{ml} − λ_{nk} λ̄_{ml} + λ_{nk} | | | | 2 ≥ ( 2^{−n} − 2^{−m} 2^{−n} + 2^{−m}

)_2 ≥ 1 9 .

82 A. VAGARXAK˚N Dalee, imeem ∑ λ_{kn}∈Q Re λ_{kn} ≤ 2δ ∞∑ n=[lg2 1_δ ] 2^{−(1−σ)n} ≤ Aδ, gde A – konstanta.

Pust~ β – nekotoroe qislo, dlØ kotorogo 1 + α 2 < 1 + α 2 + β < σ. Vvedem oboznaqenie Δ_{kn} = {iy; |y − k2^{−σn}| < 2^{−( 1+α2 +β)n}}, gde n = 1, 2, . . . i k = 1, 2, . . . , [2^{σn}]. Legko videt~, qto dlØ vsØkogo y ∈ (0, 1) imeem iy ∈ [2^{σn}]⋃

k=1 Δ_{kn}, esli n – dostatoqno bol~xoe qislo.

S drugoæ storony, spravedlivy neravenstva

ρ 1+α_2 (iy, Λ) ≤ |iy − (2^{−n} + ik2^{−σn})|2^{1+α2 n} < 2^{−βn+1}, gde iy ∈ Δ_{kn} i n – bol~xoe qislo. Takim obrazom, dlØ proizvol~nogo n verna ocenka ∞∫ −∞ ln ρ 1+α_2 (iy, Λ) dy 1 + y^2 ≤ (1 − βn) 1∫ 0 dy 1 + y^2 . Sledovatel~no, ∞∫ −∞ ln ρ 1+α_2 (iy, Λ) dy 1 + y^2 = −∞. 4. Perehod bez poteri informacii.

V fftom paragrafe vmesto funkciæ (6) budet postroeno novoe semeæstvo funkciæ, kotoroe pozvolit osuwestvit~ perehod bez poteri informacii. V takom sluqae vsegda budet poluqat~sØ

O VZAIMOSV˚ZI SISTEM 83 sistema s diskretnym vremenem, peredatoqnaØ funkciØ kotoroæ neograniqena.

Zadaqa sostoit v takom vybore parametrov perehoda, qtoby peredatoqnaØ funkciØ poluqennoæ sistemy s diskretnym vremenem byla kak moßno bliße k H^∞. Rassmotrim fiziqeskiæ smysl takoæ postanovki voprosa. Sistema s neograniqennoæ peredatoqnoæ funkcieæ dolßna imet~ beskoneqnyæ istoqnik ffnergii. Tem ne menee, esli na vhod takoæ sistemy podat~ signaly {x_n}^∞, dlØ kotoryh x_n = 0, |n| ≥ N , to pri obrazovanii sootvetstvu¸wego vyhodnogo signala uqityvaetsØ tol~ko qast~

S_N (z) = N∑ k=−N g_kz^k peredatoqnoæ funkcii S(z) = ∞∑ k=−∞ g_kz^k zadannoæ sistemy. Takim obrazom, qem luqxe ocenka funkcii S(z), tem medlennee normy ||S_N ||_∞ rastut pri uveliqenii N . Grubo govorØ, ffto oznaqaet, qto moßno dobit~sØ trebuemoæ pogrexnosti vyqisleniØ vyhodnogo signala, pri fftom ocenivaØ neobhodimye zatraty ffnergii.

Teorema 4. Pust~ h(t) ≥ 2, t > 0, – proizvol~naØ ubyva¸waØ

neograniqennaØ funkciØ. Togda suwestvuet posledovatel~nost~ z_n, n = 1, 2, . . ., v ediniqnom kruge, dlØ kotoroæ ∞∑ n=1 (1 − |z_n|) = ∞, i suwestvu¸t analitiqeskie funkcii f_k(z), |z| < 1, udovletvorØ- ¸wie usloviØm f_j (z_k) = δ_{jk}, j, k = 1, 2, . . ., i ∞∑ k=1 |f_k(z)| ≤ M h(1 − |z|), |z| < 1. DlØ proizvol~noæ ograniqennoæ posledovatel~nosti c_n, n = 1, 2, . . ., analitiqeskaØ funkciØ f(z) = ∞∑ k=1 c_kf_k(z)

84 A. VAGARXAK˚N rexaet interpolØcionnu¸ zadaqu f(z_n) = c_n, n = 1, 2, . . . , i |f(z)| ≤ M_1h(1 − |z|), |z| < 1. Dokazatel~stvo. Pust~ mn, n = 1, 2, . . ., – vozrasta¸waØ posle-

dovatel~nost~ poloßitel~nyh qisel, priqem m_n ≥ nm_k, esli n > k, i 4 ∞∑ n=1 |z|^{mn} ≤ ln h(1 − |z|), |z| < 1. Poloßim r_n = 1 − 1 m_n , n = 1, 2, . . . . InterpolØcionnoe mnoßestvo sostoit iz toqek z_{n,k} = r_ne^{2πikm}n , k = 1, . . . , m_n, n = 1, 2, . . . . (8) Imeem_∞ ∑ n=1 m_n∑

k=1 (1 − |z_{n,k}|) = +∞. Qerez C(z) oboznaqim funkci¸ C(z) = ∞∏ n=1 1 − (_z r_n )_{mn} 1 − (zr_n)^{mn} , |z| < 1. Iz sledu¸wih formul vyteka¸t shodimost~ fftogo beskoneqnogo proizvedeniØ i ocenka dlØ veliqiny funkcii C(z): |C(z)| = ∞∏ n=1 | | | |1 − z^{mn} r^{−mn}_n − r^{mn}_n 1 − (zr_n)^{mn} | | | | ≤

≤ ∞∏ n=1 ( 1 + |z|^{mn} r^{−mn}_n − r^{mn}_n 1 − r^{mn}n ) = ∞∏ n=1 (1 + |z|^{mn} (1 + r^{−mn}_n )) ≤

≤ ∞∏ n=1 (1 + 4|z|^{mn} ) ≤ exp{4 ∞∑ n=1 |z|^{mn} } ≤ h(1 − |z|), |z| < 1.

O VZAIMOSV˚ZI SISTEM 85 DlØ funkciæ

C_m(z) = 1 − zr_m 1 −^z_{rm} C(z), m = 1, 2, . . . , imeem |C_k(r_k)| = k−1∏ n=1

(_{rk} r_n )_{mn} − 1 1 − (r_kr_n)^{mn} (1 − r^{2k})m^k 1 − r^{2mk}_k ∞∏ n=k+1 1 − (_{rk} r_n )_{mn} 1 − (r_nr_k)^{mn} ≥

≥ (_∞ ∏ n=1 (1 − (r_kr_n)^{mn} ) )_{−1 k−1} ∏ n=1 (( r_k r_n )_{mn} − 1 )_∞∏ n=k+1 ( 1 − ( r_k r_n )_{mn} )

≥ c_1 k−1∏ n=1 ( (r^{mk}_k )^{mnmk} r^{mn}_n − 1 )_∞ ∏ n=k+1 ( 1 − (r^{mk}_k )^{mnmk} r^{mn}_n )(_∞ ∏ n=1 (1 − (r_1r_n)^{mn} ) )_{−1} . PrinimaØ vo vnimanie, qto m_n ≥ nm_k pri n > k i lim_{n→∞} r^{mn}_n = e^{−1}, poluqaem

|C_k(r_k)| ≥ c_2(e^{1− 1k} − 1)^{k−1} ∞∏ n=k+1 (1 − e^{1−n}), k = 1, 2, . . . . Takim obrazom, rØd_∞ ∑ k=1 1 |C_k(r_k)| shoditsØ.

Vvedem oboznaqenie f_{n,k}(z) = ( 1 − r^2_n 1 − z̄_{n,k}z )_2 C_n(ze^{− 2πikmn} ) C_n(r_n)

. (9)

DlØ proizvol~noæ pary (n, k) imeem f_{n,k}(z_{n,k}) = 1, a dlØ l¸byh razliqnyh par (n, k) ≠ (p, q) imeem f_{n,k}(z_{p,q} ) = 0. Dalee, pri |z| < 1 spravedlivy neravenstva ∞∑ n=1 m_n∑

k=1 |f_{n,k}(z)| ≤

86 A. VAGARXAK˚N ≤ h ( 1 − |w| 2 )_∞∑ n=1 1 |C_n(r_n)| ( 4 m_n m_n∑

k=1 1 − r^2_n |1 − z̄_{n,k}z|^2 ) ≤ Ch(1 − |w|), gde C – konstanta.

Sledovatel~no, rexenie interpolØcionnoæ zadaqi moßet byt~ zapisano v vide f(z) = ∞∑ n=1 m_n∑

k=1 c_{n,k}f_{n,k}(z).

Pust~ {z_k} – posledovatel~nost~ razliqnyh toqek v D, priqem ∞∑ k=1 (1 − |z_k|) = ∞. Opredelim posledovatel~nost~ funkciæ {g_k} formulami

g_1(z) = √ 1 − |z_1|^2 1 − z̄_1z i g_k(z) = √ 1 − |z_k|^2 1 − z̄_kz k−1∏ j=1 z − z_j 1 − z̄_kz , k = 2, 3, . . . . Dokazatel~stvo sledu¸weæ klassiqeskoæ teoremy moßno naæti v [4, str. 363].

Teorema (Walsh J. L.). Funkcii {gk(z)} obrazu¸t ortonormiro-

vannyæ bazis v prostranstve H^2. DlØ l¸boæ funkcii f ∈ H^2 imeetsØ razloßenie f(z) = ∞∑ k=1 c_kg_k(z), (10)

gde rØd shoditsØ po norme prostranstva H^2, i kaßdyæ kofffficient c_k opredelØetsØ znaqeniØmi f(z_1), . . . , f(z_k ).

Teorema 5. Pust~ S(λ) ∈ H^∞, Re λ > 0, – peredatoqnaØ funkciØ

sistemy s nepreryvnym vremenem. Togda dlØ l¸boæ ubyva¸weæ neograniqennoæ funkcii h(t) ≥ 1, t > 0, suwestvu¸t perehod s parametrami (8) i semeæstvo funkciæ (9) takie, qto |R(z)| ≤ Ah(1 − |z|), |z| < 1,

O VZAIMOSV˚ZI SISTEM 87 gde A – konstanta, a R(z) – peredatoqnaØ funkciØ poluqennoæ sistemy s diskretnym vremenem.

Zanumeruem mnoßestvo (8), ispol~zuØ v kaqestve indeksov natural~nye qisla, t.e. {ζ_n}^∞_{n=1} = {r_ne^{2πikmn} , k = 1, . . . , m_n, n = 1, 2, . . .}. Po funkcii R(z) moßno vosstanovit~ peredatoqnu¸ funkci¸ S(λ) edinstvennym obrazom s pomow~¸ formuly S ( 1 − z 1 + z ) = c_1 √ 1 − |w_1|^2 1 − w̄_1z + ∞∑ n=2 c_n √ 1 − |w_n|^2 1 − w̄_nz n−1∏ k=1 z − w_k 1 − w̄_kz , gde rØd shoditsØ v prostranstve H^2 i

w_n = ln(eζ_n) ln(^e_{ζn} ) . Kaßdyæ kofffficient c_n opredelØetsØ po znaqeniØm R(ζ_k), k = 1, . . . , n. Dokazatel~stvo. V kaqestve parametrov perehoda vyberem mno-

ßestvo {z_{n,k}}, postroennoe v predyduweæ teoreme, i v kaqestve semeæstva funkciæ voz~mem (9).

DlØ peredatoqnoæ funkcii poluqennoæ sistemy s diskretnym vremenem imeem R(z_{n,k}) = S(− ln z_{n,k}). Takim obrazom, izvestny znaqeniØ peredatoqnoæ funkcii sistemy s nepreryvnym vremenem S(λ) v toqkah λ = − ln z_{n,k}. Dalee nado primenit~ klassiqesku¸ formulu (10) i poluqit~ predstavlenie dlØ S(λ), Re λ > 0.

Literatura

1. K. Yosida, Functional analysis. — Springer-Verlag, Berlin-Gottingen-Heidelberg (1965).

2. J. Garnett, Bounded analytic functions. — Academic Press, New York–London (1981).

3. A. Vagharshakyan, On the zeros of analytic functions of some classes. — Journal of Contemporary Mathematics Analysis, 13, No. 506 (1978).

4. J. L. Walsh, Interpolation and approximation by rational functions in the complex domain. — AMS, New York (1935).

88 A. VAGARXAK˚N

5. P. W. Jones, L1 estimates for the ¯@ problem in a half-plane. — Acta Mathematica,

150 (1983), 137–152.

Vagharshakyan A. Relationship between discrete and continuous time systems.

The input and output signals of a continuous-time system can be registered only at fixed time moments, separated at least by a lap h > 0. It is natural to ask whether the information obtained permits us to restore the original continuous-time system uniquely. Theoretically, it is possible to solve this problem, by letting h > 0 tend to zero. However, the value of h depends upon technical possibilities, and it is important to solve this problem for fixed values of h > 0.

In this paper we prove that it is possible to organize the passage to the discrete-time system lossless of information by a suitable choice of input continuous-time signals. It is desirable, of course, that the resulting discrete-time system have bounded transfer function. Here we give conditions on the continuous-time system that provide that property.

Postupilo 26 maØ 2003 g.

Institut Matematiki Akademii Nauk Armenii

E-mail: vashot@instmath.sci.am