Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 303, 2003 g.

V. A. Bart

FORMULA KARLEMANA–GOLUZINA–KRYLOVA I ANALITIQESKIE FUNKCII, GLADKIE VPLOT^ DO GRANICY

1. Vvedenie

Formula Karlemana–Goluzina–Krylova (CGK) poØvilas~ vpervye v rabote [1]. Ona vosstanavlivaet analitiqesku¸ v ediniqnom kruge D funkci¸ f klassa Hardi H^1(D ) po ee graniqnym znaqeniØm na proizvol~nom podmnoßestve E ⊂ T = {z : |z| = 1} poloßitel~noæ mery Lebega. Imenno,

f(z) = lim_{σ→+∞} 1 2πi Q^{−σ}(z) ∫ E f(t)Q^σ (t) dt t − z , (CGK)

gde z ∈ D, Q – vnexnØØ funkciØ v D, priqem |Q(z)| = { e p.v. na E 1 p.v. na T\ E.

V [1] ustanovleno, qto predel v (CGK) – ravnomernyæ na kaßdom kruge rD, 0 < r < 1.

Formule (CGK) i ee mnogomernym obobweniØm posvØweny mnogie publikacii (v [2] imeetsØ obxirnyæ spisok literatury). UpomØnem tol~ko monografi¸ [3] i stat~i [4–6].

V dal~neæxem, esli osobo ne ogovoreno protivnoe, E budet oboznaqat~ kompaktnu¸ dugu, E = E_δ ⊂ T, taku¸, qto CE := T\ E = {e^{iθ} : |θ| < δ}, 0 < δ < π. Toqki e^{+iδ} i e^{−iδ} my budem oboznaqat~, sootvetstvenno, qerez P i P , a ε−okrestnost~ pary {P, P} – qerez V (ε), (ε > 0).

Cel~ nastoØweæ stat~i – issledovat~ shodimost~ opisannogo klassiqeskogo varianta formuly (CGK) na prostranstvah analitiqeskih funkciæ s graniqnymi znaqeniØmi na T, oblada¸wimi opredelennoæ gladkost~¸. A imenno, nas budut interesovat~

Rabota podderßana grantom NX-2266.2003.1 i grantom RFFI 03-01- 00377. 34

FORMULA KARLEMANA–GOLUZINA–KRYLOVA 35 analitiqeskie funkcii, proizvodnye kotoryh (porØdka k > 0) udovletvorØ¸t nekotoromu uslovi¸ Lipxica.

Integral~noe Ødro v formule (CGK) razryvno v toqkah P i P na T (na koncah dugi E), pofftomu estestvenno rassmatrivat~ shodimost~ formuly v prostanstvah gladkih funkciæ na (kompaktnyh) dugah, ne soderßawih dvuh fftih toqek.

Osnovnym itogom naxego issledovaniØ ØvlØ¸tsØ teoremy 1, 2 i 3 (sm. pp. 4, 5 i 6), kotorye, v qastnosti, otveqa¸t na sledu¸wie voprosy.

1. ShoditsØ li formula (CGK) v metrike Lipxica na kompaktnoæ duge okrußnosti T, ne soderßaweæ P i P , pri uslovii, qto vosstanavlivaemaØ funkciØ f udovletvorØet uslovi¸ Lipxica togo ße ili bol~xego porØdka na vseæ okrußnosti T?

2. Moßno li skazat~ to ße samoe o shodimosti k-h proizvodnyh pravoæ qasti formuly (CGK), esli f^{(k)} ∈ Lip_α(T) ili

f^{(k)} ∈ Lip_{α+ε}(T)?

3. Kakova skorost~ shodimosti (ili rashodimosti)? Shema dokazatel~stv teorem 1 i 3 napominaet priem iz stat~i [7], posvØwennoæ nekotorym operatoram svertki na okrußnosti. No esli, naprimer, v monografii [8, gl. IV] avtor ispol~zuet ee dlØ ustanovleniØ shodimosti approksimacionnyh posledovatel~nosteæ tol~ko s vysokimi porØdkami gladkosti, to perehod v kompleksnu¸ ploskost~ pozvolØet primenit~ ee i v prostranstvah Lipxica malyh porØdkov.

Za ramkami fftoæ stat~i ostalas~ analogiØ formuly (CGK) s summami Fur~e (zameqennaØ V. P. Havinym), kotoru¸ moßno prosledit~ vo vseh osnovnyh utverßdeniØh i daße v ih dokzatel~stvah. Po fftomu povodu sm. takße [6], gde poluqeny rezul~- taty otricatel~nogo haraktera (formula (CGK) ne obØzana shodit~sØ v metrike prostranstva X – daße na duge, “ukoroqenoæ” tak, kak ukazano vyxe – esli f ∈ X, a X est~ disk-algebra ili

H^1(D )).

Vproqem, shodstvo s teorieæ singulØrnyh integralov (v smysle monografii [9]) ves~ma priblizitel~no: operatory, uqastvu¸wie v (CGK), daleki ot svertoqnyh, i ffto privodit k znaqitel~nomu usloßneni¸ formul i ocenok (sm., napr., “formulu ponißeniØ” dlØ proizvodnoæ ostatka v (CGK), lemma 3).

Vvedem oboznaqeniØ: D = {z ∈ C : |z| < 1};

36 V. A. BART

T= ∂D = {z : |z| = 1};

m – normirovannaØ mera Lebega na okrußnosti T: dm(z) = dθ 2π , z = e^{iθ}. Qerez A my oboznaqaem disk-algebru, to est~ mnoßestvo vseh funkciæ, nepreryvnyh v D ∪Ti analitiqeskih v D; normoæ funkcii f ∈ A sqitaetsØ ‖f‖_∞ = maxT|f|.

Simvol H^p oboznaqaet prostranstvo Hardi funkciæ, analitiqeskih v D, s normoæ ‖f‖_Hp = sup π∫ −π | |f(re^{iθ} ) | |^p dθ 1/p , 0 < r < 1 , gde 1 6 p < +∞;

H^∞ oboznaqaet prostranstvo vseh analitiqeskih funkciæ,

ograniqennyh v D, s normoæ ‖f‖_∞ = supD |f|. GovorØ o funkcii klassa H^p, my budem otoßdestvlØt~ ee s ee predel~nymi radial~nymi znaqeniØmi, kotorye suwestvu¸t poqti vs¸du na T i polnost~¸ opredelØ¸t samu funkci¸ (sm., naprimer, [10–12]).

Pust~ M ⊂ T. Oboznaqim qerez dist(z, M ) rasstoØnie ot toqki

z ∈ D do M ; krome togo, ϱ(z) := dist(z, T).

Zamykanie proizvol~nogo mnoßestva S ⊂ C budem oboznaqat~ qerez Clos S.

Pust~ 0 < α 6 1, L ⊂ T – kompaktnaØ duga ili ob¨edinenie koneqnogo qisla kompaktnyh dug.

Prostranstvom Lipxica Lip_α(L) nazyvaetsØ lineænoe banahovo prostranstvo funkciæ na L s koneqnoæ normoæ

‖f‖_{Lip α(L)} =

= sup {|f(x) − f(y)| |x − y|^α : x, y ∈ L, x ≠ y } + max{|f(x)| : x ∈ L}. Vvedem ewe prostranstva:

ΛA_α (L) : = A ∩ Lip_α(L); ΛA_α := A ∩ Lip_α(T).

FORMULA KARLEMANA–GOLUZINA–KRYLOVA 37 (Sm. zameqanie o graniqnyh znaqeniØh vyxe).

Qerez C^A_k (L) oboznaqim prostranstvo funkciæ iz disk-algeb-ry takih, qto ih k-Ø proizvodnaØ nepreryvna v D vplot~ do dugi L. Normoæ v C^A_k (L) slußit veliqina ‖f‖_{L,∞} + ‖f^′‖_{L,∞} + . . . + ‖f^{(k)}‖_{L,∞}, ‖ ‖ξ ‖ ‖_{L,∞} := max_L |ξ|. Esli f ∈ H^1, to dlØ z ∈ D i σ > 0 imeem f(z) = Q^{−σ}(z) · 1 2πi ∫ E f(t)Q^σ (t) t − z dt+

+Q^{−σ}(z) · 1 2πi ∫ CE f(t)Q^σ (t) t − z dt = (CGK)^z_σ (f) + R^z_σ(f). (1)

Nam ponadobitsØ klassiqeskaØ teorema Hardi–Littlvuda, harakterizu¸waØ funkci¸ klassa Λ^A_α v terminah rosta ee proizvodnoæ (sm., naprimer, [12, 13]).

Teorema (Hardi–Littlvuda). DlØ togo, qtoby funkciØ f, regu-

lØrnaØ v kruge D, byla nepreryvna v zamykanii D i na T udovletvorØla uslovi¸ Lipwica porØdka α, 0 < α ≤ 1: | |f(e^{iθ}1 ) − f(e^{iθ}2 ) | | 6 K · |θ1 − θ2|^α, θ1, θ2 ∈ R, neobhodimo i dostatoqno, qtoby pri ζ ∈ D vypolnØlos~ neravenstvo |f^′(ζ)| 6 M (ϱ(ζ))^{1−α} , gde M – nekotoraØ postoØnnaØ.

Esli vypolneno poslednee uslovie, to f ∈ Λ^A_α . My vospol~zuemsØ sledu¸weæ lemmoæ dlØ dokazatel~stva udobnogo nam varianta teoremy Hardi–Littlvuda.

Lemma 1. Pust~ 0 < α ≤ 1, p ∈ R, ζ /∈ T,^~ζ = ζ/|ζ|. Poloßim I_{α,p}(ζ) := ∫ T^{|t − ~ζ|} α |t − ζ|^p dm(t). Suwestvuet postoØnnaØ C = C(p, α) > 0 takaØ, qto pri vseh

ζ ∈ D spravedlivy sledu¸wie neravenstva:

38 V. A. BART pri p > 1 + α: I_{α,p}(ζ) ≤ C (ϱ(ζ))^{p−1−α} ; pri p = 1 + α: I_{α,p}(ζ) ≤ C| ln ϱ(ζ)|; pri p < 1 + α: I_{α,p}(ζ) ≤ C. Dokazatel~stvo lemmy 1 predostavlØem qitatel¸.

Teorema (Hardi–Littlvuda, lokal~nyæ variant). Predpolo-

ßim, qto γ – kompaktnaØ duga na T, funkciØ f regulØrna v D, 0 < α 6 1.

(a) Esli naædetsØ takaØ konstanta M > 0, qto dlØ vseh ζ ∈ γ,

0 < r < 1, verna ocenka |f^′(rζ)| 6 M (1 − r)^{1−α} , (2)

to predel~nye radial~nye znaqeniØ f(ζ), ζ ∈ γ, funkcii f suwestvu¸t vs¸du na γ, i naædetsØ takaØ konstanta C_α > 0, zavisØwaØ tol~ko ot α, qto ‖f‖_{Lip α(γ)} 6 C_α · M + |f(0)|. (b) Obratno, pust~ ε > 0, f ∈ H^1(D ), funkciØ f nepreryvna vplot~ do ε-okrestnosti γ_ε (na T) dugi γ, i ‖f‖_{Lip α(γε )} = M .

Togda suwestvuet konstanta C_α, zavisØwaØ tol~ko ot α, takaØ, qto |f^′(rζ)| ≤ ‖f‖_H1 + M ε^2 + C_α · M (1 − r)^{1−α} , 0 ≤ r ≤ 1, ζ ∈ γ. Dokazatel~stvo. Iz (2) sleduet suwestvovanie predela

f(ζ) := lim_{r↑1} f(rζ) = 1∫ 0 f^′(rζ)dr + f(0) (3)

ravnomerno otnositel~no ζ ∈ γ.

FORMULA KARLEMANA–GOLUZINA–KRYLOVA 39 Pust~ ζ_1 = e^{iθ1} , ζ_2 = e^{iθ2} , ζ_1, ζ_2 ∈ γ. Budem sqitat~, qto

h := |θ_1 − θ_2| < 1. IntegriruØ vdol~ puti, sostoØwego iz radi-

al~nyh otrezkov [ (1 − h)e^{iθj} , e^{iθj} ] , j = 1, 2, i smyka¸weæ ih dugi okrußnosti (1 − h)γ, imeem | |f(e^{iθ}1 ) − f(e^{iθ}2 ) | | 6 1∫ 1−h | |f^′(e^{iθ}1 ) | | dr + θ_2∫

θ_1

(1 − h) | |f^′(he^{it}) | | dt+

+ 1∫ 1−h | |f^′(e^{iθ}2 ) | | dr 6 1∫ 1−h 2M dr (1 − r)^{1−α} + θ_2∫

θ_1 M h (1 − h)^{1−α} dt =

= M ( 2 α + h ) h^α 6 M ( 2 α + 1 ) |θ_1 − θ_2|^α 6 C_α|ζ_1 − ζ_2|.

Dalee, predpoloßim, qto max_γ |f| = f(ζ_0), ζ_0 ∈ γ. Togda

max_γ |f| 6 1∫ 0 |f^′(rζ_0)| dr + |f(0)| 6 1∫ 0 M dr (1 − r)^{1−α} + |f(0)| 6 M α + |f(0)|, qto i dokazyvaet utverßdenie (a).

Utverßdenie (b) pri 0 < α < 1 dokazyvaet sledu¸waØ cepoqka neravenstv: |f^′(z)| ≤ 1 2π | | | | | | ∫ T f(t)dt (t − z)^2 | | | | | | = 1 2π | | | | | | ∫ T f(t) − f(~z) (t − z)^2 dt | | | | | | ≤

≤ ∫ T\ γε |f(t)| + |f(~z)| |t − z|^2 dm + ∫ γ_ε |f(t) − f(~z)| |t − z|^2 dm ≤

≤ 1 ε^2 (‖f‖_H1 + |f(~z)|)+M ∫ T |t − ~z|^α |t − z|^2 dm ≤ 1 ε^2

(‖f‖_H1 + M )+ M C_α (ϱ(z))^{1−α} , po lemme 1 (zdes~ z ∈ D, ~z = z/|z|).

Pust~ α = 1. Imeem

f^′(z) = 1 2πi ∫ T f(t)dt (t − z)^2 , z ∈ D .

40 V. A. BART Pri z /∈ D ∪ Tintegral sprava obrawaetsØ v nul~ po integral~- noæ teoreme Koxi. Pust~ snova z ∈ D, ~z ∈ γ_ε; oboznaqiv qerez z^∗ toqku, simmetriqnu¸ z otnositel~no T, poluqim

f^′(z) = 1 2πi ∫ T f(t)dt (t − z)^2 − 1 2πi ∫ T f(t)dt (t − z^∗)^2 =

= 1 2πi ∫ T\ γε + 1 2πi ∫ γ_ε ( 1 (t − z)^2 − 1 (t − z^∗)^2 ) f(t)dt = I + II, priqem, oqevidno, |I| 6^2_{ε2} · ‖f‖H1 . FunkciØ f – lipxiceva 1-go porØdka i imeet proizvodnu¸

(f(e^{iθ} ))^′_θ, t = e^{iθ} ∈ γ_ε, m-poqti vs¸du na γ_ε, priqem |f^′_θ| 6 M

m-poqti vs¸du na γ_ε. Pofftomu, vvodØ oboznaqeniØ f^′(t) := itf^′_θ(t),

t = e^{iθ}, integral II moßno vzØt~ po qastØm: II = 1 2πi ( 1 t − z^∗ − 1 t − z ) f(t) | | | | t=B t=A + + 1 2πi ∫ γ_ε ( 1 t − z − 1 t − z^∗ ) f^′(t)dt = II_1 + II_2,

gde A i B – koncy dugi γ_ε; |II_1| 6 1 2π · 2 ε · max γ_ε |f| 6^M_{πε} ; |II_2| = | | | | | | ∫ γ_ε f^′(t)(P(t, z))dm(t) | | | | | |

6 M^∫

T (P(t, z))dm(t) = M, gde P(t, z) = (1 − |z|^2)/|t − z|^2, t ∈ T, z ∈ D – Ødro Puassona s pol¸som z. �

2. Svoæstva funkcii Q V formule (CGK) v kaqestve Q, voobwe govorØ, moßno vzØt~ l¸bu¸ vnexn¸¸ v kruge D funkci¸, dlØ kotoroæ |Q| ≡ 1 poqti

FORMULA KARLEMANA–GOLUZINA–KRYLOVA 41 vs¸du na CE i ∫ E log |Q| dm > 0. �ti usloviØ obespeqiva¸t ravenstvo

lim_{σ→∞} R^z_σ(f) = 0

pri |z| < 1. My ße ostanovimsØ na klassiqeskom variante formuly (CGK), poloßiv |Q| ≡ e na mnoßestve E.

V fftom sluqae

Q(z) = e^{Φ(z)}, z ∈ D ,

gde otobraßenie Φ poddaetsØ prostomu geometriqeskomu opisani¸, konformno i odnolistno otobraßaet zamknutyæ krug D ∪ T bez toqek P = e^{iδ} i P na polosu Π = {x + iy : 0 ≤ x ≤ 1} (sm. Ris. 1). Pri fftom prØmye {x = α/π}, gde 0 ≤ α ≤ π, sut~ obrazy sootvetstvu¸wih dug okrußnosteæ, opira¸wihsØ na P i P , obrazu¸wih s ediniqnoæ okrußnost~¸ ugly veliqiny α.

Vot nekotorye svoæstva funkcii Φ, vyteka¸wie iz opredeleniØ.

Svoæstvo 1. Pust~ z ∈ D ∪ T\ {P, P}. Oboznaqim qerez γz dugu

okrußnosti, leßawu¸ v D ∪ T, opira¸wu¸sØ na toqki P i P i prohodØwu¸ qerez toqku z.

Iz opredeleniØ funkcii Φ sleduet, qto veliqina Re Φ(z) ostaetsØ postoØnnoæ na kaßdoæ iz dug γ_z (sm. Ris. 1). Legko videt~, qto semeæstvo dug {γ_x : x ∈ [−1, 1]} zapolnØet ves~ krug D ∪ T. Pri fftom znaqenie Re Φ(x) monotonno ubyvaet ot 1 do 0 pri x, vozrasta¸wem ot −1 do 1.

Oboznaqim qerez Ω_z oblast~, zakl¸qennu¸ meßdu dugami γ_z i CE. Pri l¸bom t ∈ Clos Ω_z, t ≠ P, P, imeem |Q(t)/Q(z)| 6 1, tak kak Re Φ(t) 6 Re Φ(z).

Rassmotrim funkci¸ Ψ : Π → (D ∪ T) \ {P, P}, obratnu¸ k Φ. Nam udobno predstavit~ ee v vide Ψ(w) = M (e^{iπw} ), w ∈ Π, gde M (τ ) =

1 + P τ P + τ

42 V. A. BART

Ris. 1: k svoæstvu 1.

konformno otobraßaet poluploskost~ Im τ > 0 na (D ∪T)\{P, P}, priqem luq [0, +∞) otobraßaetsØ na dugu CE, a toqki 0, ∞ otveqa¸t toqkam P , P sootvetstvenno.

Svoæstvo 2. PolagaØ τ = e^{iπw}, M := M (τ ), poluqim τ = 1 − M P M − P , tak qto Ψ^′(w) = iπτ · M^′(τ ) = iπτ P^2 − 1 (P + τ )^2

= iπ(P^2 − 1) · 1−MP M−P (P +^{1−MP}_{M−P} )^2 =

= iπ(P^2 − 1) · (M − P )(1 − M P ) (1 − P^2)^2 = iπP 1 − P^2 (M − P )(M − P ), gde my uqli ravenstvo P = 1/P .

Dalee,

P^2 − 1 P = e^{iδ} − e^{−iδ} = 2i sin δ, otkuda

Ψ^′(w) = −π 2 sin δ ( M (e^{iπw}) − P ) ( M (e^{iπw}) − P ) = = −π 2 sin δ ( Ψ(w) − e^{iδ} ) ( Ψ(w) − e^{−iδ} ) .

FORMULA KARLEMANA–GOLUZINA–KRYLOVA 43 Po formule dlØ proizvodnoæ obratnoæ funkcii imeem 1 Φ^′(z)

= Ψ^′(w) = −π 2 sin δ (z − e^{iδ} )(z − e^{−iδ}), z = Ψ(w), otkuda sleduet, qto funkciØ 1/Φ^′(z) est~ analitiqeskiæ mnogoqlen vtoroæ stepeni s prostymi nulØmi e^{+iδ} i e^{−iδ}.

Svoæstvo 3. FunkciØ Φ(z), z ∈ D ∪ T\ {P, P}, konformno otobra-

ßaet dugu CE na mnimu¸ os~, i po principu simmetrii Rimana- Xvarca dopuskaet analitiqeskoe prodolßenie qerez fftu dugu: Φ(ζ) = −Φ(1/ζ), ζ ≠ P, P , tak qto podobnoe prodolßenie imeet i funkciØ Q: Q(ζ) = 1 Q(1/ζ) , ζ ∈ C \ D ∪ T. (4)

Pri l¸bom δ ∈ (0, π) oblast~ Ω_{1/2}, otsekaemaØ ot D dugoæ γ_{1/2}, otobraßaetsØ funkcieæ Φ na polosu {w : 0 < Re w < c_δ}, gde

c_δ = Φ(1/2) ∈ (0, 1). Legko videt~, qto radial~nye otrezki [0, P ]

i [0, P ] ne pereseka¸tsØ s Ω_{1/2}, i znaqit ih Φ-obrazy nahodØtsØ vne ukazannoæ polosy. Takim obrazom, na fftih otrezkah Re Φ > c_δ, |Q| > e^{cδ} , i |Q(ζ)| = 1 |Q(1/ζ)| 6 e^{−cδ} < 1, esli |ζ| > 1 i ζ leßit na luqah s naqalom v toqke 0 i prohodØwih qerez P , P .

Svoæstvo 4. FunkciØ Φ prodolßima s otrezka (−1; 1) do vewest-

venno-analitiqeskoæ vewestvennoæ monotonno ubyva¸weæ funkcii na vseæ vewestvennoæ prØmoæ. Krome togo, naædutsØ poloßitel~nye konstanty C_1(δ), C_2(δ) takie, qto

C_1(1 − t) < Φ(t) < C_2(1 − t), t ∈ [0, 2].

�to sleduet iz opredeleniØ funkcii Φ, a takße iz togo, qto

Φ(1) = 0; Φ^′(t) =

2 sin δ −π(t^2 − 2t cos δ + 1) < 0, t ∈ R, 0 < δ < π (sm. svoæstvo 2).

44 V. A. BART

Svoæstvo 5. Pri l¸bom ε0 naædetsØ takoe qislo c(ε0) > 0, qto,

esli σ > 0, ζ ∈ D, i ζ ∈ (CE \ V (ε_0))_{1/σ} , gde (CE \ V (ε_0))_λ, λ > 0, oboznaqaet dvumernu¸ λ-okrestnost~ mnoßestva (CE\V (ε_0)), to |Q^σ(ζ)| < c(ε_0). Dokazatel~stvo. Esli ξ ∈ CE \ V (ε0), to Re Φ(ξ) = 0. Pri ζ ∈ D

imeem

|Q^σ(ζ)| = e^{σ Re(Φ(ζ)−Φ(ξ))} 6 e^{σ|Φ(ζ)−Φ(ξ)|}. Esli σ > 2/ε_0, a |ζ − ξ| < 1/σ, to |ζ − ξ| < ε_0/2 i |Φ(ζ) − Φ(ξ)| 6

6 b(ε0)|ζ − ξ| < b(ε0)/σ, tak kak ζ ostaetsØ v (CE \ V (ε0))ε_0/2, gde

funkciØ |Φ^′| ograniqena nekotorym qislom b = b(ε_0) (ibo Φ analitiqeski prodolßima qerez CE, sm. svoæstvo 3).

ProdolßaØ ocenku, poluqim: |Q^σ (ζ)| 6 e^{b(ε0)}, esli ζ ∈ D,

σ > 2/ε_0, i ζ ∈ (CE \ V (ε_0))_{1/σ}.

Esli ße σ 6 2/ε_0, to |Q^σ (ζ)| 6 e^σ 6 e^{2/ε0} pri l¸bom ζ ∈ D . �

Sledu¸waØ lemma pokazyvaet, kak moßno ispol~zovat~ simmetri¸ t i z pod znakom integrala v formule ostatka R_σ pri differencirovanii (hotØ sam ostatok i ne ØvlØetsØ operatorom svertki).

Lemma 3 (OsnovnaØ formula ponißeniØ). Predpoloßim, qto

f ∈ Λ^A_α , z ∈ D, x ∈ Ω(z) (po povodu oboznaqeniæ sm. svoæstvo 1).

Togda

(R_σf)^′ (z) = Φ^′(z) [ 1 2πi ∫ γ_x Q^σ(t) Q^σ(z) ( f(t) Φ^′(t) )_′ dt (t − z) +

+A_δ (z)(R_σf)(z) + π 2 sin δ R_σ(S(f))(z) ] ; (5)

krome togo, na prostranstve C^A_1 verno sledu¸wee operatornoe ravenstvo:

DR_σ = Φ^′ ( R_σD ( · Φ^′ ) + A_δR_σ + π 2 sin δ R_σS ) , (6)

gde D i S – sootvetstvenno, operatory differencirovaniØ i sdviga (umnoßeniØ na nezavisimu¸ kompleksnu¸ peremennu¸), A_δ(z) = (π/(2 sin δ))(z − 2 cos δ), z ∈ C .

FORMULA KARLEMANA–GOLUZINA–KRYLOVA 45

Dokazatel~stvo. Pust~ G – analitiqeskaØ funkciØ v okrestno-

sti polosy Π = {x + iy : −1 ≤ x ≤ 1}. Togda pri t ∈ D ∪ CE, z ∈ D i z ≠ t imeem ( G(Φ(t) − Φ(z)) t − z )_′ z = −G^′(Φ(t) − Φ(z))Φ^′(z) t − z + G(Φ(t) − Φ(z)) (t − z)^2 =

= −Φ^′(z) ( G(Φ(t) − Φ(z)) t − z )_′ t 1 Φ^′(t) + G(Φ(t) − Φ(z)) (t − z)^2 ( 1 − Φ^′(z) Φ^′(t) ) . Poloßim:

G := G_σ(z) := e^{σz} .

ZamenØØ dugu CE na γ_x v formule, opredelØ¸weæ R_σf, imeem:

2πi (R_σf) (z) = ∫ γ_x ( G_σ(Φ(t) − Φ(z)) t − z ) f(t)dt. Pofftomu

2πi (R_σf)^′ (z) = ∫ γ_x ( G_σ(Φ(t) − Φ(z)) t − z )_′ z f(t)dt =

= − ∫ γ_x Φ^′(z) Φ^′(t) ( G_σ(Φ(t) − Φ(z)) t − z )_′ t f(t)dt+

+ ∫ γ_x G_σ(Φ(t) − Φ(z))

(t − z)^2 ( 1 − Φ^′(z) Φ^′(t) ) f(t)dt =

= Φ^′(z) ∫ γ_x G_σ(Φ(t) − Φ(z)) t − z ( f(t) Φ^′(t) )_′ t dt−

− Φ^′(z) ( e^{iσ(Φ(t)−Φ(z))}f(t) (t − z)Φ^′(t) )| | | e^{+iδ}

e^{−iδ} + (7) + ∫ γ_x G_σ(Φ(t) − Φ(z)) t − z ( Φ^′(t) − Φ^′(z) t − z ) f(t) Φ^′(t) dt. Vtoroe slagaemoe v pravoæ qasti vozniklo pri integrirovanii po qastØm, i podrazumevaet predely pri t → e^{±iδ} po duge γ_x,

46 V. A. BART a tak kak pri fftom 1/Φ^′(t) → 0, to ono isqezaet vovse. Oba integrala sprava shodØtsØ, tak kak |f^′(t)| 6 C(ϱ(t))^{α−1}, a 1/Φ^′ est~ mnogoqlen (sm. svoæstvo 2).

Mnoßitel~ v skobkah v poslednem integrale moßno uprostit~: ( Φ^′(t) − Φ^′(z) t − z ) = ( 1 (t − P )(t − P ) − 1 (z − P )(z − P ) ) · (t − P )(t − P ) t − z =

= (z − P )(z − P )−(t − P )(t − P ) (t − z)(z − P )(z − P ) = (z^2 − t^2) − (P + P )(z − t) (t − z)(z − P )(z − P ) =

= (P + P ) − (z + t) (z − P )(z − P ) = π 2 sin δ

Φ^′(z)((z + t) − 2 cos δ) =

= Φ^′(z)(A_δ (z) + π 2 sin δ t). V predposlednem ravenstve my vospol~zovalis~ svoæstvom 2 i ravenstvom P + P = 2 cos δ.

Takim obrazom, my poluqim

(R_σ(f))^′ (z) = Φ^′(z) ∫ γ_x Q(t) Q(z) ( f(t) Φ^′(t) )_′ dt (t − z) + R_σ ( f (Φ^′ − Φ(z)) (· − z)Φ^′ ) =

= Φ^′(z) [ 1 2πi ∫ γ_x Q^σ(t) Q^σ(z) ( f(t) Φ^′(t) )_′ dt (t − z) +

+A_δ (z)(R_σ f)(z) + π 2 sin δ (R_σSf)(z) ] . My deformirovali dugu integrirovaniØ γ_x v poslednem integrale v (7) v dugu CE, vospol~zovavxis~ tem, qto podyntegral~- naØ funkciØ golomorfna i ograniqena v oblasti Ω_x (i daße nepreryvna vplot~ do ee granicy, za iskl¸qeniem dvuh toqek P i P ).

Esli predpoloßit~ dopolnitel~no, qto f^′ ∈ A, to opisannaØ zamena dugi integrirovaniØ vozmoßna i dlØ pervogo slagaemogo. Ots¸da sleduet formula (6). �

FORMULA KARLEMANA–GOLUZINA–KRYLOVA 47

Lemma 4. Pri l¸byh ε > 0, λ ∈ C i n = 0, 1, 2, . . . spravedlivo

ravenstvo ( Q^λ )_{(n)} (ζ) = Q^λ(ζ) n∑ j=0 λ^ja_{j,n}(ζ), gde funkcii a_{j,n} analitiqny v (D ∪ T) \ V_ε.

Dokazatel~stvo. IndukciØ po n.

1. Pri n = 0 utverßdenie oqevidno dlØ toqek ζ ∈ D. Pri ζ ∈ Tzametim, qto iz opredeleniØ funkcii Q sleduet ee analitiqeskaØ prodolßimost~ za l¸bu¸ dugu okrußnosti Tvne mnoßestva V (ε).

2. Pust~ lemma verna pri nekotorom celom neotricatel~nom n. Imeem: Q = e^Φ; ( Q^λ )_{(n+1)} = (( Q^λ )_{(n)})^′ = Q^λ n∑ j=0 λ^j a_{j,n} ′ =

= Q^λ n∑ j=0 λ^j a^′_{j,n} + ( Q^λ )_′^n∑ j=0 λ^j a_{j,n} = Q^λ n∑ j=0 ( λ^j a^′_{j,n} + λ^{j+1}a_{j,n}Φ^′ ) , i utverßdenie lemmy sleduet iz analitiqnosti vseh proizvodnyh funkcii Φ vne krugov V (ε). �

Lemma 5. Suwestvuet takaØ konstanta C = C(n, ε, δ) > 0, ne

zavisØwaØ ot σ > 1, qto ∀ε > 0, | | ( Q^{−σ} )_{(n)} (ζ) | | 6 C^|Q^{−σ}(ζ)^| σ^n, n = 0, 1, 2, . . . ; ζ ∈ (D ∪ T) \ V_ε, σ > 1. Dokazatel~stvo: sledstvie predyduweæ lemmy. �

Lemma 6. Pust~ h > 0, funkciØ f ∈ H^1 analitiqna v (CE)h, gde

(CE)_λ pri λ > 0 oboznaqaet λ-okrestnost~ dugi CE v C ; pust~ n = 0, 1, 2, . . .. Togda | | |(Rσf)^{(n)} (ζ) | | | 6 ‖f‖∞,h/2 C σ^{−n} e^{−cσ},

48 V. A. BART gde ζ ∈ (D ∪ T) \ V (ε); konstanty c = c(ε, δ, h) i C = C(n, ε, δ) poloßitel~ny i ne zavisØt ot σ > 1 i f; ‖f‖_{∞,h/2} oboznaqaet maksimum funkcii |f| na zamykanii mnoßestva (CE)_{h/2}.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim mnoßestvo K, sostoØwee iz kru-

govoæ dugi {ζ : |ζ| = 1 + h 2 , ζ |ζ| ∈ CE} i dvuh otrezkov [ P ; P ( 1 + h 2 )] , [ P ; P ( 1 + h 2 )]

(sm. Ris. 2).

Ris. 2: k lemme 6.

Oqevidno, K ⊂ Clos CE_{h/2}. BlagodarØ analitiqnosti funkcii f v okrestnosti mnoßestva CE_h my moßem perenesti put~ integrirovaniØ v vyraßenii dlØ ostatka R_σ s dugi CE na K:

(R_σf)(z) = 1 2πi ∫ K Q^σ (ζ)f(ζ) Q^σ(z)(ζ − z) dζ, i takim obrazom, po lemme 5, poluqaem | | |(Rσf)^{(n)} | | | (z) = = | | | | 1 2π ∫ K

[ ∑ k+l=n n! k! l! (Q^{−σ} (z))^{(k)} ∂^l ∂z^l ( 1 ζ − z )] Q^σ(ζ)f(ζ)dζ | | | | 6

FORMULA KARLEMANA–GOLUZINA–KRYLOVA 49

6 2^{n 1}_{2π}^(σ^nC|Q^{−σ}(z)|^{) (n + 1)!}

(dist(D \ V_ε, K))^{(n+1)} ×

×(2π(1 + h/2) + h)‖f‖_{∞,h/2} ( sup_{ζ∈K} |Q(ζ)| )_σ

                      6

6^{C0(n, ε, δ)}

(min{ε, h/2})^{n+1} ‖f‖_{∞,h/2} ( sup_{ζ∈K} |Q(ζ)| )_σ . Iz opredeleniØ funkcii Q i svoæstv 1 i 3 sleduet, qto naædetsØ takoe qislo q = q(h), qto |Q(ζ)| 6 q(h) < 1 dlØ vseh ζ, leßawih na krugovoæ duge |ζ| = 1 + h/2 mnoßestva K. V to ße vremØ, na otrezkah radial~nyh luqeæ kruga D, leßawih v K, modul~ Q takße ograniqen sverhu qislom, men~xim 1, po svoæstvu 3. Takim obrazom, na vsem K sohranØetsØ ocenka |Q(ζ)|^σ 6 (q(h))^σ = e^{−cσ} (konstanta c > 0 ne zavisit ot σ i z), iz kotoroæ i sleduet utverßdenie lemmy. �

Lemma 7. Pust~ ε, σ > 0, f ∈ Λ^A_α , ‖f‖α 6 1, gde 0 < α 6 1.

Togda |(R_σf) (z)| 6 C , z ∈ (D ∪ T) \ V_ε, gde C > 0 ne zavisit ot σ i f.

Dokazatel~stvo. Posledovatel~no primenØØ lemmy 6 i 1, polu- qim |(R_σf) (z)| 6 |(R_σ[f − f(~z)]) (z)| + |f(~z)(R_σ1)(z)| 6

6^∫

CE |t − ~z|^αdm(t) |t − z| + f(~z)C(0, ε, δ) e^{−cσ} 6 (C_α + ~C), gde C_α i ~C ne zavisØt ot σ, f, z. �

Iz lemmy 5 takße vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 8. Predpoloßim, qto L^{∗∗} – proizvol~naØ kompaktnaØ du-

ga, L^{∗∗} ⊂ E \ V (ε), ε > 0; k ∈ N ∪ {0}. Togda R_σ : f → R_σf est~ lineænyæ nepreryvnyæ operator R_σ : H^1 → C^A_k (L^{∗∗}), i suwestvuet konstanta C = C(k, δ, ε) > 0, ne zavisØwaØ ot σ, takaØ, qto dlØ normy ukazannogo operatora verna ocenka ‖R_σ‖_H1_{→C}A_{k (L}∗∗_) ≤ Ce^{−σ} σ^k.

50 V. A. BART

Dokazatel~stvo. Operator Rσ imeet vid R_σf(z) = 1 2πi Q^{−σ}(z) · ∫ CE f(t)Q^σ (t) t − z dt, z ∈ D . Predpoloßim, qto k ∈ N i ~z – blißaæxaØ k z toqka na okrußnosti T.

FunkciØ Q analitiqeski prodolßima qerez dugu L^{∗∗} iznutri kruga D, i sledovatel~no, pri z → ~z ∈ L^{∗∗} iznutri D proizvodnaØ porØdka k > 0 ostatka (CGK) imeet graniqnye znaqeniØ:

(R_σf)^{(k)}(~z) = 1 2πi k∑ j=0 ( k j ) · ( Q^{−σ} )_{(j)} (~z) · (−1)^{k−j} k − j ∫ CE f(t)Q^σ (t)dt (t − ~z)^{k−j+1} , ~z ∈ L^{∗∗}. Zdes~ vse integraly ravnomerno ograniqeny po ~z i σ, tak kak

|t − ~z| > ε, v to vremØ kak |Q| ≡ 1 na CE. UqityvaØ ravenstvo |Q(~z)| = e (sm. naqalo p. 2), po lemme 5 imeem pri proizvol~nom k > 0: | |(Rσf)^{(k)}(~z) | | 6 C1 · |Q(~z)|^{−σ} σ^k · ‖f‖H1 = C1e^{−σ} σ^k‖f‖H1 ; ‖ ‖ ‖(Rσf)^{(k)} ‖ ‖ ‖_{CAk (L∗∗ )} = k∑ i=1 ‖ ‖ ‖(Rσf)^{(i)} ‖ ‖ ‖_{∞,L∗∗} 6 Ce^{−σ}σ^k‖f‖_H1 dlØ proizvol~noæ funkcii f ∈ H^1, gde konstanty C, C_1, C_2 > 0 zavisØt tol~ko ot k, δ, ε. �

2.1. OsnovnaØ teorema o gladkoæ shodimosti.

Dalee my budem rassmatrivat~ formulu (CGK) tol~ko dlØ funkciæ f ∈ Λ^A_α , 0 < α 6 1, i tem samym, otobraßeniØ (CGK)_σ :

f → (CGK)_σ (f) i R_σ : f → R_σ(f) (sm. formulu (1)) budut imet~

smysl lineænyh operatorov, opredelennyh na ukazannom prostranstve funkciæ.

Teorema 1. Predpoloßim, qto L^∗, L^{∗∗} – proizvol~nye kompakt-

nye dugi, leßawie, sootvetstvenno, v CE i E, ne soderßawie toqek e^{iδ} i e^{−iδ}, i udalennye ot nih ne men~xe, qem na ε > 0. Pust~ σ > 2, 0 < α 6 1, L = L^∗ ∪ L^{∗∗}.

Togda pri l¸bom β, 0 < β 6 α, otobraßenie R_σ : f → R_σf, opredelØemoe formuloæ (CGK), est~ lineænyæ nepreryvnyæ operator

FORMULA KARLEMANA–GOLUZINA–KRYLOVA 51

R_σ : Λ^A_α → Λ^A_β (L), i suwestvuet konstanta C = C(α, β, δ, ε) > 0, ne zavisØwaØ ot σ, takaØ, qto dlØ normy ukazannogo operatora verna ocenka

‖R_σ‖_ΛA_{α →Λ}A_{β (L)} ≤ C ln σ σ^{α−β} . Dokazatel~stvo. My po otdel~nosti dokaßem ocenki

‖R_σ‖_ΛA_{α →Λ}A_{β (L}∗∗_) ≤ C ln σ σ^{α−β} i ‖R_σ‖_ΛA_{α →Λ}A_{β (L}∗_) ≤ C ln σ σ^{α−β} , (8)

iz kotoryh, oqevidno, budet sledovat~ nußnyæ rezul~tat.

Predpoloßim, qto funkciØ f leßit v Λ^A_α , ‖f‖_{Lip α} 6 1. Togda pervoe iz utverßdeniæ (8) sleduet iz lemmy 8, esli uqest~, qto naædutsØ absol¸tnye konstanty C_1, C_2 > 0, takie, qto

‖f‖_H1 6 C_1‖f‖_{Lip α} i ‖R_σf‖_ΛA_{β (L}∗∗_) 6 C_2‖R_σf‖_CA_{1 (L}∗∗_).

Dokaßem vtoroe utverßdenie v (8).

My razob~em dokazatel~stvo na dva punkta. V p. A pri fiksirovannom ε^′ > 0 my ustanovim ocenku |(R_σf)^′(z)| 6 C(α, δ, ε^′) | ln ϱ(z)| (ϱ(z))^{1−α} , (9)

ravnomernu¸ po σ > 2, f, i z ∈ D \V (ε^′), kotoru¸ v p. B primenim vmeste s lokal~noæ teoremoæ Hardi–Litllvuda dlØ poluqeniØ okonqatel~nogo rezul~tata.

A. Zafiksiruem z ∈ D \ V (ε^′) i σ > 2, i vyberem qislo x,

0 < x < 1, tak, qtoby ono (a znaqit, i duga γ_x) leßalo v oblasti Ω_z (sm. opredelenie Ω_z v svoæstve 1). My nahodimsØ v usloviØh

lemmy 3 i po formule (5) imeem: | |(R_σf)^′ (z) | | 6 C1 | | | | | ∫ γ_x Q^σ(t) Q^σ(z) · ( f Φ^′ )_′ (t) dt t − z | | | | | + C_2 6

6 C1

| | | | | | ∫ γ_x Q^σ(t) Q^σ(z) · ( f^′ Φ^′ ) (t) dt t − z | | | | | | + C_3, (10)

gde konstanty C_1, C_2, C_3 poloßitel~ny i ne zavisØt ot σ, f i z. Oba neravenstva (10) sledu¸t iz lemmy 7 i togo, qto proiz-

52 V. A. BART

Ris. 3: k Teoreme 1.

vodnaØ kvadratnogo trehqlena 1/Φ^′ ograniqena na γ_x, a znaqenie

Φ^′(z) ograniqeno ravnomerno po z ∈ D \ V (ε^′) (sm. svoæstvo 2).

DlØ ocenki pervogo slagaemogo postroim vspomogatel~nyæ put~ integrirovaniØ Γ (sm. Ris. 3), sostoØwiæ iz dvuh segmentov

γ_+ i γ_− dugi γ_z , iduwih ot okrußnosti Σ := {t : |t − z| = ϱ(z)/2} k

toqkam P i P sootvetstvenno, a takße iz toæ qasti γ okrußnosti Σ, kotoraØ leßit v oblasti Ω_z.

Podyntegral~naØ funkciØ v (10) analitiqna vo vseæ oblasti

Ω_z i ravnomerno ograniqena tam vne Σ. Pofftomu vozmoßna za-

mena puti integrirovaniØ na Γ.

Itak, naxa zadaqa svoditsØ k ocenke integrala | | | | | | ∫ Γ Q^σ(t) Q^σ(z) · ( f^′ Φ^′ ) (t) dt t − z | | | | | |

6 Cδ^∫

Γ | | | | Q^σ(t) Q^σ(z) · f^′(t) t − z | | | | dt (snova napomnim, qto 1/Φ^′ – mnogoqlen, i znaqit, ograniqen v

D). PravaØ qast~ neravenstva ne prevoshodit veliqiny C_{α,δ} · max z∈D\V (ε′) ∫ γ + ∫ γ_− + ∫ γ_+ (ϱ(t))^{α−1} |t − z| |dt| =

= C_{α,δ} · max z∈D\V (ε′)^{(X + Y + Z). (11)}

FORMULA KARLEMANA–GOLUZINA–KRYLOVA 53 My vospol~zovalis~ teoremoæ Hardi–Littlvuda i tem, qto krivaØ Γ celikom leßit v zamykanii oblasti Ω_z i, sledovatel~no, | | | Q^σ(t) Q^σ(z) | | | 6 1, t ∈ Γ (sm. svoæstvo 1).

Integrirovanie v pervom slagaemom v pravoæ qasti neravenstva (11) proishodit vdol~ dugi okrußnosti radiusa ϱ(z)/2 s centrom v toqke z, i my imeem X < 2π ϱ(z) 2 ( ϱ(z) 2 )_{α−1} 2 ϱ(z) 6 C(α) · ϱ(z)^{α−1}(z). (12) Ocenki integralov Y i Z my provedem v ploskosti τ (sm.

Ris. 1), dlØ qego ispol~zuem podstanovki, sootvetstvenno, t =

M (τ ) i t = ~M (τ ) = M (1/τ), gde otobraßenie M bylo opredeleno

pered formulirovkoæ svoæstva 2.

OtobraßeniØ M : τ → M (τ ) i ~M : τ → M (1/τ) perevodØt v dugi γ_− i γ_+ otrezki vida I = [0; τ_0], Im τ_0 > 0 (sm. Ris. 1, 3 i 4).

Ris. 4: k Teoreme 1.

54 V. A. BART

Kogda z izmenØetsØ v D \ V (ε^′), proobraz M^{−1}(z) ostaetsØ v nekotorom polukol~ce

0 < r(ε^′) 6 |τ | 6 R(ε^′), Im τ > 0 (13)

(tak kak toqkam P , P , okrußennym diskami |z − P | < (ε^′/2), |z −

P | < (ε^′/2), pri otobraßenii M otveqa¸t toqki ∞ i 0).

Drobno-lineænoe otobraßenie M regulØrno daße v okrestnosti polukruga |τ | 6 R(ε^′), Im τ > 0 (pol¸s funkcii M nahoditsØ v toqke −P , leßaweæ v nißneæ poluploskosti). Pofftomu, polagaØ z^′ = M (τ^′), z^{′′} = M (τ^{′′}), imeem C_1|z^′ − z^{′′}| 6 |τ^′ − τ^{′′}| 6 C_2|z^′ − z^{′′}|, (14) dlØ vseh z^′, z^{′′} ∈ D \ V^+(ε^′), gde V^+(ε^′) est~ ε^′-okrestnost~ toqki P , a C_1, C_2 > 0 zavisØt tol~ko ot ε^′ i δ.

Poloßim τ_z = M^{−1}(z) = |τ_z|e^{iφz} , z ∈ D \ V^+(ε^′). Iz (14) sleduet, qto ravnomerno po z ∈ D \ V (ε^′) i τ_z

dist(z, T) = ϱ(z) ≍ |Im τ_z| = dist (τ_z, R).

Zametim, qto, esli τ = |τ |e^{iφ} nahoditsØ v polukol~ce (13), to

r(ε^′) sin φ 6 Im τ 6 R(ε^′) sin φ. (15)

Pust~ I – otrezok, soedinØ¸wiæ toqki 0 i τ_{z0} = |τ_{z0} |e^{iφz} , gde

z_0 – obwiæ konec dug γ_− i γ. Togda Y 6 C(δ)^∫ I d|τ | (Im τ )^{1−α} |τ_z − τ | 6

6 C(δ)

r^′∫

0 d|τ | (sin φ_z )^{1−α} |τ |^{1−α}|τ_z − τ | +

+ (r^′)^{α−1} |τ_{z0} |∫

r^′ d|τ | (sin φ_z)^{1−α} (|τ_z| − |τ |) =

= C(δ) ( I + (r^′)^{α−1} II ) .

FORMULA KARLEMANA–GOLUZINA–KRYLOVA 55 Zdes~ qislo r^′ = r^′(ε^′) takovo, qto M -obraz otrezka [0; r^′e^{iφz} ] sovpadaet s γ_− ∩V (ε^′/2) (τ^′ := r^′e^{iφz} na Ris. 4), tak qto (po formule (14)) dist(τ_z, [0; r^′e^{iφz} ]) > c = c(ε^′) > 0 pri z ∈ D \ V (ε^′) i

I 6^1_{c (sin φz)1−α} r^′∫

0 d|τ | |τ |^{1−α} 6

6^{(r′(ε′))α}_{cα}^1

(Im τ_z)^{1−α} (r(ε^′))^{1−α} 6 C^{′′′} 1 (ϱ(z))^{1−α} ; II 6^1_{(sin φz)1−α} |τ_{z0} |∫

0 du |τ_z| − u = 1 (sin φ_z)^{1−α} log |τ_z| |τ_z| − |τ_{z0} | . (16)

No, uqityvaØ to, qto τ_z i τ_{z0} leßat na odnom luqe, ishodØwem iz naqala koordinat, my poluqaem |τ_z| − |τ_{z0} | = |τ_z − τ_{z0} | ≍ |z − z_0| =

= ϱ(z)/2 (sm. ocenku (14)), togda kak |τ_z| 6 R(ε^′). Iz ocenki (16)

sleduet

II 6 C^{IV} (α, ε^′)^1_{(ϱ(z))1−α} log^{C′ε}_{(ϱ(z))} .

Na duge γ_+ nax integral ocenivaetsØ soverxenno analogiqno, i vmeste s (12), v koneqnom itoge, my poluqaem (9).

V zakl¸qenie p. A zametim, qto poluqennaØ ocenka nikak ne svØzana s dugoæ L^∗ i qislom ε iz usloviØ teoremy.

B. Pust~ θ oboznaqaet radiannu¸ meru dugi P D na T, gde D

– blißaæxaØ k P toqka dugi L^∗, a S^∗ := {rζ : ζ ∈ L^∗, 0 6 r < 1} est~ sektor, sootvetstvu¸wiæ fftoæ duge.

Krome togo, pri l¸bom z ∈ D qerez K_z my budem oboznaqat~ okrußnost~ {ζ : |ζ − z| = ϱ(z)/2}.

Zameqanie 1. Legko videt~, qto rasstoØnie meßdu toqkami P

i D, |P D| = ε = 2 sin(θ/2), moßet prevoshodit~ rasstoØnie ot P do sektora S^∗ (ravnoe sin θ, esli 0 < θ < π/2, i ravnoe 1 pri b&ol~xih θ) ne bolee, qem vdvoe.

Takim obrazom, S^∗ ⊂ D \V (ε/2) (napomnim, qto V (λ) oboznaqaet λ−okrestnost~ mnoßestva {P, P }, gde P = e^{iδ} ).

Zameqanie 2. Esli z ∈ D \ V (ε^∗) pri nekotorom ε^∗ > 0, to dlØ

l¸boæ toqki ζ, leßaweæ na okrußnosti K_z, spravedlivo nera-

56 V. A. BART venstvo |ζ − P | > | | ||P − z| − |z − ζ| | | | = |P − z| − ϱ(z) 2 > |P − z|^(1 −^1_2^) >^{ε∗}_2

(oqevidno, |P − z| > ϱ(z)). �to oznaqaet, qto okrußnost~ K_z celikom leßit v D \ V (ε^∗/2), esli z ∈ D \ V (ε^∗).

S fftogo momenta i do konca dokazatel~stva poloßim v (9)

ε^′ := ε/4. Iz zameqaniæ 1 i 2 vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

Zameqanie 3. Neravenstvo (9) spravedlivo dlØ proizvol~nogo

z, leßawego v sektore S^∗, i dlØ l¸bogo ζ ∈ K_z , priqem konstanta C v pravoæ qasti neravenstva (9) zavisit lix~ ot α, δ i ε.

DlØ dal~neæxih ocenok my vyqislim proizvodnu¸ v levoæ qasti neravenstva (9) neposredstvenno: dlØ l¸boæ konstanty c ∈

C i z ∈ D imeem

(R_σf)^′ (z) = (R_σ(f − c))^′(z) + c(R_σ1)^′(z) =

= Q^{−σ}(z) · ∫ CE (f(t) − c)Q^σ(t) (t − z)^2 dt +

+Q^{−σ} (z) σ Φ^′(z) ∫ CE (f(t) − c)Q^σ(t) t − z dt + c(R_σ1)^′(z) =

= Q^{−σ}(z) · ∫ CE (f(t) − c) · Q^σ(t) (t − z)^2 dt + σΦ^′(z) (R_σf) (z)+

+(−σ · Φ^′(z) · c · (R_σ1) (z)) + c(R_σ1)^′(z). (17)

Vybrav c = f(~z), ~z = z/|z|, zakl¸qaem, qto pri α < 1 pervoe slagaemoe v (17) po modul¸ ne prevoshodit veliqiny ∫ CE |f(t) − f(~z)|dm(t) |t − z|^2 6 ∫ T^{|t − ~z|} αdm(t) |t − z|^2 6 C_α · ϱ^{α−1}(z), a pri α = 1 – veliqiny C_α · | ln ϱ(z)|, z ∈ D (sm. lemmu 1), v to vremØ kak dva poslednih slagaemyh ograniqeny ravnomerno po σ, f i z po lemme 6, s uqetom ograniqennosti f(~z) i Φ^′(z) pri

z ∈ D \ V (ε^′).

FORMULA KARLEMANA–GOLUZINA–KRYLOVA 57 Takim obrazom, dlØ z ∈ D \ V (ε^′) i 0 < α 6 1 imeem

(R_σf)^′(z) = F_{σ,f} (z) ϱ^{1−α}(z) + σΦ^′(z) · R_σf(z), (18)

gde funkciØ F_{σ,f} (pri α < 1) i funkciØ F_{σ,f} /| ln ϱ(z)| (pri α = 1) ograniqeny v (D ∪ T) \ V (ε^′) ravnomerno po σ i f konstantoæ C_2 =

C_2(α, δ, ε) (napomnim, qto ‖f‖_ΛA_α 6 1, i ε^′ = ε/4).

Vyraziv poslednee slagaemoe v (18) qerez pervoe slagaemoe v pravoæ qasti i (R_σf)^′(z), a zatem primeniv (9), poluqim σ |R_σf(z)| 6 C_3 | ln ϱ(z)| ϱ^{1−α}(z) (19)

(C_1, C_2, C_3 ne zavisØt ot σ pri z ∈ D \ V (ε^′)); v poslednem neravenstve my uqli, qto funkciØ |1/Φ^′(z)| ograniqena v D, sm. svoæstvo 2.

Teper~, qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo teoremy, nam ostalos~ proverit~, qto

|(R_σf)^′(z)| 6 C_4 ln σ σ^{α−β}(ϱ(z))^{1−β} (20) i |R_σf(0)| 6 C_5 ln σ σ^α , (21)

gde ~z ∈ L^∗, σ > 2, 0 < β 6 α 6 1; C_4, C_5 zavisØt tol~ko ot α, β, δ, ε. V samom dele, iz (20), v silu punkta (a) lokal~noæ teoremy Hardi–Littlvuda (sm. Vvedenie), poluqim

‖R_σf‖_ΛA_{β (L}∗_) = ‖R_σf‖_{Lip β (L}∗_) 6 C_6 ln σ σ^{α−β} . Zametim, qto neravenstvo (21) (i daße namnogo bolee sil~noe) netrudno vyvesti, naprimer, iz lemmy 6, no my poluqim ego poputno pri dokazatel~stve ocenki (20).

Vyvod posledneæ provedem v dva xaga, priqem nam potrebuetsØ promeßutoqnaØ ocenka |R_σf(z)| 6 C_7 ln σ σ^α (z ∈ S^∗, σ > 2, 0 < α 6 1). (22)

Pri z = 0 ona prevrawaetsØ v (21).

Zafiksiruem toqku z ∈ S^∗.

58 V. A. BART

Na pervom xage my predpoloßim, qto ϱ(z) >^1_σ , a na vtorom – qto ϱ(z) <^1_σ .

1) Rassmotrim proizvol~nu¸ toqku ζ ∈ D \ V (ε^′), dlØ kotoroæ

ϱ(ζ) > 1/2σ. Naprimer, po zameqani¸ 3 v kaqestve ζ my moßem

vybrat~ proizvol~nu¸ toqku okrußnosti K_z (sm. naqalo p. B dokazatel~stva).

Iz (9) pri σ > 2, 0 < α 6 1, zakl¸qaem, qto |(R_σf)^′(ζ)| 6 C | ln ϱ(ζ)| (ϱ(ζ))^{1−α} 6 C ln 2σ (ϱ(ζ))^{1−α} , (23)

a iz (19) i iz ograniqennosti mnogoqlena 1/Φ^′ v D i v silu neravenstva 1/ϱ(z) 6 2σ poluqaem ocenku |R_σf(ζ)| 6 C_3 1 σ 2^{1−α}σ^{1−α} ln 2σ 6 C_7 ln σ σ^α , (24)

kotoraØ sovpadaet s (22) (pri ograniqenii ϱ(ζ) > 1/2σ).

ProdolßaØ ocenku, poluqim: |R_σf(ζ)| 6 C_8 ln σ σ^{α−β} 1 σ^β 6

C_8 ln σ σ^{α−β} (2ϱ(ζ))^β 6 C_9 ln σ σ^{α−β} (ϱ(ζ))^β , (25)

gde 0 < β 6 α 6 1, ϱ(ζ) > 1/2σ, σ > 2, ζ ∈ D \ V (ε^′). Zdes~ i dal~xe, do konca dokazatel~stva, sqitaem, qto vse konstanty

C_i, i = 1, 2, . . ., zavisØt tol~ko ot α, β, δ, ε.

Zapixem teper~ (R_σf)^′(z) kak proizvodnu¸ v toqke z integrala Koxi funkcii R_σf po okrußnosti K_z . Poluqim (v silu (24)) |(R_σf)^′(z)| 6 2 ϱ(z) · max ζ∈K_z |R_σf(ζ)|. Tak kak vse toqki ζ ∈ K_z udovletvorØ¸t neravenstvu ϱ(ζ) > 1/2σ, to k kaßdoæ iz nih primenima ocenka (25), i my poluqaem |(R_σf)^′(z)| 6 2 ϱ(z) · max_{ζ∈Kz} 2ϱ(ζ))^β . No pri ζ ∈ K_z imeem ϱ(ζ) 6 (3/2)ϱ(z), i my poluqaem (20) – pri uslovii ϱ(z) > 1/σ.

2) Pust~ ϱ(z) < 1/σ. Oboznaqim qerez z_σ blißaæxu¸ k z toqku okrußnosti {|ζ| = 1 − σ^{−1}}. Zameniv v (19) z na z_σ , poluqim

|(R_σf)(z_σ )| 6

C_3 σ ln σ · σ^{1−α}

FORMULA KARLEMANA–GOLUZINA–KRYLOVA 59 i |(R_σf)(z)| = |(R_σf)(z_σ )| + |(R_σf)(z) − (R_σf)(z_σ )| 6

6 C3^{ln σ}_{σα} +

|z|∫ |z_σ| |(R_σf)^′(r~z)| dr 6

6 C3^{ln σ}_{σα} + C2

1/σ∫ 0 ln(1/r) r^{1−α} dr 6 C4^{ln σ}_{σα} , (26)

(predposlednee neravenstvo sleduet iz (9)).

Pri α < 1 ocenka (20) teper~ legko sleduet iz (18): v fftom sluqae mnoßitel~ F_{σ,f} ograniqen ravnomerno otnositel~no σ i

z ∈ S^∗, i, v silu (26) i usloviØ σ < 1/ϱ(z),

|(R_σf)^′(z)| 6 C_{10} ( 1 (ϱ(z))^{1−α}(z) + σ ln σ σ^α )

6 C11^{ln σ}

(ϱ(z))^{1−α}(z) = = C_{11} ln σ (ϱ(z))^{1−β} (z) (ϱ(z))^{α−β} < C_{11} ln σ σ^{α−β}(z) 1 (ϱ(z))^{1−β} (z) , gde 0 < β 6 α 6 1, σ > 2, z ∈ S^∗.

V sluqae α = 1 vozmoßnaØ neograniqennost~ veliqin F_{σ,f} zastavlØet nas vernut~sØ k formule (17) i zanovo ocenit~

(R_σf)^′(z), poloßiv c = f(z): | |(R_σf)^′ (z) | | 6 | | | | | | ∫ CE ψ_z(t)Q^σ (t) dt t − z | | | | | | + σ |Φ^′(z)| |(R_σf) (z)| + p(z), (27) gde ψ_z(t) = f(t) − f(z) t − z , a veliqina p(z) ograniqena ravnomerno po z ∈ S^∗ i σ > 2. Iz (26) sleduet, qto pri z ∈ S^∗ vtoroe slagaemoe v pravoæ qasti (27) ne bol~xe C_4 ln σ. Proverim, qto i pervoe slagaemoe maßoriruetsØ veliqinoæ vida const · ln σ. Pri fiksirovannom z ∈ S^∗ funkciØ

ψ_z analitiqna vo vsem kruge D i nepreryvna vplot~ do T (my

60 V. A. BART sqitaem, qto ψ_z(z) = f^′(z)). Pofftomu ∫ CE ψ_z(t)Q^σ (t) dt t − z =

= ∫ Γ + ∫ γ ψ_z(t)Q^σ(t) dt t − z + 2πψ_z(z)Q^σ (z) = I + II + III, gde Γ = CE ∩ {ζ : |ζ − ~z| > 2 σ }, γ = D ∩ {ζ : |ζ − ~z| = 2 σ }. Slagaemoe III po modul¸ ne prevoshodit konstanty, zavisØweæ lix~ ot ε, po svoæstvu 5 (gde my vyberem ε_0 := ε^′ = ε/4, i usloviØ svoæstva 5 budut vypolneny po zameqani¸ 1), tak kak |z − ~z| =

ϱ(z) < 1/σ, a |f^′(z)| 6 1. Dalee, |ψ_z(t)| 6 1 (t ∈ D ), tak kak ‖f‖_{Lip 1} 6

1, i |Q^σ| ≡ 1 na CE, tak qto |I| 6^∫ Γ |dt| |t − z| 6 2 ∫ Γ |dt| |t − ~z| 6 B ln σ, gde B – absol¸tnaØ postoØnnaØ (zametim, qto |t − ~z| > 2/σ pri

t ∈ Γ, i |t − z| > |t − ~z| − |z − ~z| = |t − ~z| ( 1 − |z − ~z| |t − ~z| )

> |t − ~z|^(1 −^{1/σ}_{2/σ}^)).

Nakonec, pri t ∈ γ imeem: |z − t| > |~z − t| − |z − ~z| > 2 σ − 1 σ = 1 σ , i |II| 6 c(ε)π, gde c(ε) – konstanta iz svoæstva 5 (my sqitaem σ > σ(ε), a z ∈ S^∗). SobiraØ ffti ocenki i vozvrawaØs~ k (27), zakl¸qaem, qto pri

α = 1, z ∈ S^∗ i ϱ(z) < 1/σ spravedlivo neravenstvo |(R_σf)^′(z)| 6 C_{12} ln σ.

Pri l¸bom β ∈ (0, 1)

|(R_σ f)^′(z)| 6 C_{12} ln σ (ϱ(z))^{1−β} (ϱ(z))^{1−β} 6 C_{12} ln σ (ϱ(z))^{1−β} 1 σ^{1−β} , i my dokazali ocenku (20) pri α = 1 (i l¸bom poloßenii toqki z v S^∗).

Teorema 1 dokazana. �

FORMULA KARLEMANA–GOLUZINA–KRYLOVA 61

3. O toqnosti ocenki v teoreme 1 Budem sqitat~, qto duga L^∗ imeet vid

L^∗ = [ e^{−iδ∗} , e^{iδ∗} ] ⊂ T, 0 < δ^∗ < δ, i oboznaqim normu v Lip_α(L^∗) qerez ‖ · ‖^∗_α.

OkazyvaetsØ, qto teorema 1 toqna v tom smysle, qto suwestvuet (neograniqenno vozrasta¸waØ) posledovatel~nost~ σ_n takaØ, qto normy operatorov (CGK)_{σn} ,

(CGK)_{σn} : Λ^A_α → Λ^A_α (L^∗), 0 < α 6 1,

rastut pri n → ∞ ne medlennee, qem C(δ, δ^∗) ln σ_n, to est~ verna sledu¸waØ teorema.

Teorema 2. DlØ l¸bogo α, 0 < α 6 1, suwestvuet posledovatel~-

nost~ σ_n takaØ, qto ravnomerno po n vypolnØetsØ ocenka ‖R_{σn} ‖_ΛA_{α → Λ}A_{α (L}∗_) > C_{α,δ,δ}∗ · ln σ_n, gde n = 2, 3, . . ..

Dokazatel~stvo. 1) Pust~ 0 < α < 1. V fftom sluqae moßno sqi-

tat~, qto σ_n = n.

Podstaviv z = 1 −^1_n v ravenstvo (18), pri l¸boæ funkcii

f ∈ Λ^A_α poluqim (R_nf)^′ ( 1 − 1 n ) = O ( n^{1−α} ) + nΦ^′ ( 1 − 1 n ) R_nf ( 1 − 1 n ) , n → +∞. Znaqit, v svete lokal~noæ teoremy Hardi–Littlvuda i togo, qto Φ^′ ( 1 −^1_n ) → Φ^′(1) ≠ 0, utverßdenie teoremy budet dokazano

(pri σ_n = n), esli my naædem takie funkcii G_n ∈ Λ^A_α , ‖G_n‖_α 6 C, gde C ne zavisit ot n, qto vypolneno | | | |R^nG^n ( 1 − 1 n )| | | > Cα,δ ·^{ln n}_{nα} . Posledovatel~nost~ funkciæ g_n, n = 2, 3, . . . opredelim tak (zdes~ t = e^{iθ}):

g_n(t) = 1 n^α Q^n(t) pri 0 6 θ 6 δ^∗, 1 n^α Q^{−n}(t) pri δ^∗ 6 θ 6 0, 1 n^α Q(δ^∗) pri t ∈ T\L^∗.

62 V. A. BART Inymi slovami, na duge L^∗ spravedlivo ravenstvo

g_n(t) = 1 n^α e^{in|Φ(t)|}, a vne L^∗ funkcii g_n prodolßeny konstantoæ.

BlagodarØ neqetnosti Φ(e^{iθ}) po θ funkcii g_n nepreryvny na

T, a vsledstvie ograniqennosti proizvodnoæ Φ na L^∗ funkcii gn

prinadleßat klassu Lip_α na T.

DlØ proverki neravenstva

‖g_n‖_{Lip α} 6 C_{α,δ}∗ , (28)

gde C_{α,δ}∗ ne zavisit ot n, dostatoqno rassmotret~ dve vozmoßnosti.

Esli x, y leßat na L^∗ po odnu storonu ot 1, to |g_n(x) − g_n(y)| = | |e_{inΦ(x)} − e_{inΦ(y)} | | 6

6^1_{nα} · ‖e^{i(·)}‖Lip_α(R) · |nΦ(x) − nΦ(y)|^α 6 Cα,δ∗ · |x − y|^α.

Esli x, y /∈ L^∗, to g_n(x) − g_n(y) = 0, otkuda sleduet (28). Pri l¸bom n ∈ N, z ∈ [0, 1), imeem 2πiQ^n(z)R_ng_n(z) = ∫ CE g_n(t)Q^n(t) t − z dt =

= ∫ CE\L^∗ + ∫ L^∗ g_n(t)Q^n(t) t − z dt = I + II. Integral I legko ocenit~ sverhu: |I| 6^{~Cδ∗}_{nα} , tak kak |g_n(t)| 6 1/n^α, |t − z| > ~C_δ∗ > 0, t ∈ T. Zdes~ ~C_δ∗ ne zavisit ot n ∈ N i ot z ∈ [0, 1).

Legko videt~ takße, qto | | | | ( Q ( 1 − 1 n ))_n| | | −→ n→+∞ c_δ,

FORMULA KARLEMANA–GOLUZINA–KRYLOVA 63 gde c_δ ∈ R. Deæstvitel~no, |Q| = e^{Re Φ}, i po svoæstvu 4 imeem (tak kak Φ(1) = 0):

n Re Φ ( 1 − 1 n ) = nΦ ( 1 − 1 n ) = − Φ(1) − Φ(1 − 1/n) 1 − (1 − 1/n) → n→+∞ − Φ^′(1).

Dalee, II(z) = 1∫ e^{−iδ∗} Q^n(t)dt n^αQ^n(t)(t − z) + e^{iδ∗}∫

1 Q^{2n}(t)dt n^α(t − z) =

= 1 n^α 1∫ e^{−iδ∗} dt t − z + e^{iδ∗}∫

1 Q^{2n}(t)dt t − z = 1 n^α [IIA(z) + IIB(z)] . Poloßim z = 1 −^1_n .

DlØ ocenki integrala IIB my moßem deformirovat~ dugu integrirovaniØ vo vnexnost~ kruga D i integrirovat~ po otrezku

[1, 2], zatem po duge okrußnosti {|z| = 2} i otrezku [e^{iδ∗} , 2e^{iδ∗} ].

Pri fftom integral vdol~ dvuh poslednih qasteæ budet ograniqen ravnomerno po n, tak kak, oqevidno, na nih vypolnØ¸tsØ neravenstva |t−z| > C(δ^∗) > 0 i |Q(z)| ≤ 1 (poslednee verno vs¸du vo vnexnosti kruga D).

DlØ pervogo otrezka imeem: | | | | | | 2∫ 1 Q^{2n}(t)dt t − z | | | | | | ≤ 2∫ 1 e^{2n Re Φ(t)} t − 1 + 1/n dt 6 2∫ 1 e^{Cδ (1−t)2n} t − 1 + 1/n dt = n∫ 0 e^{−2Cδs} s + 1 ds, s zamenoæ peremennoæ s = n(t − 1). Pervye dva neravenstva vyteka¸t iz svoæstva 4.

Takim obrazom, integral IIB(z) ograniqen ravnomerno po n, esli prinØt~ z = 1 −^1_n .

No pri tom ße z verno ravenstvo |IIA(z)| = | | | |ln | | | | 1 − z e^{−iδ∗} − z | | | | + i arg ( 1 − z e^{−iδ∗} − z )| | | >^~Cδ∗ · ln n. V itoge, ves~ integral II v toqke z = 1 −^1_n stremitsØ k nul¸ ne bystree, qem ln n/n^α, i my poluqili | | | |R^ng^n ( 1 − 1 n )| | | >^~Cδ∗ ·^{ln n}_{nα} .

64 V. A. BART

Naxa teorema (0 < α < 1) byla by dokazana, esli by pri l¸bom n ∈ N funkcii g_n leßali by v disk-algebre, qto, koneqno, ne tak.

Vospol~zuemsØ izvestnym razloßeniem Sohockogo–Privalova (sm., naprimer, [10]) dlØ funkcii iz Lip_α(T):

g_n = F^+_n − F^−_n ,

gde funkcii F^+_n i F^−_n prinadleßat Λ^A_α , priqem F^−_n (0) = 0, a normy ‖F^+_n ‖_α, ‖F^−_n ‖_α ne prevoshodØt norm ‖g_n‖_α, umnoßennyh na konstantu, zavisØwu¸ tol~ko ot α, esli 0 < α < 1. DlØ z ∈ [0, 1) poluqaem

R_nF^+_n (z) = R_ng_n(z) + R_nF^−_n (z).

My pokaßem, qto poslednee slagaemoe oqen~ bystro stremitsØ k nul¸ pri n → +∞, ravnomerno po z ∈ [0, 1), otkuda budet sledovat~ rezul~tat teoremy 2 pri 0 < α < 1.

Deæstvitel~no,

R_nF^−_n (z) = 1 2πi Q^{−n}(z) ∫ CE F^−_n (t)Q^n(t) t − z dt =

= 1 2πi Q^{−n}(z) ∫ CE F^−_n (t)Q^{−n}(t) t − z dt =

= 1 2πi Q^{−n}(z) ∫ T^F − n (t)Q^{−n}(t) t − z dt − ∫ E F^−_n (t)Q^{−n}(t) t − z dt =

= 1 2πi Q^{−n}(z)[I_0 + II_0].

Po formule Koxi

I_0 = F^−_n (0)Q^{−n}(0) = 0,

v to ße vremØ, |II_0| 6 C_δ max{|F^−_n (t)| : t ∈ E} e^n 6 C_δ · e^{−n} · ‖F^−_n ‖_α 6 C_δ · e^{−n}. Tak kak Q^{−n}(z) 6 1, z ∈ D ∪ T, to |R_nF^−_n (z)| 6 ~C_δ · e^{−n},

FORMULA KARLEMANA–GOLUZINA–KRYLOVA 65 ~C_δ ne zavisit ot n.

2) Predpoloßim, qto α = 1.

Pust~ f ∈ C^A_1 ; formula (6) iz lemmy 3 pri l¸bom z ∈ D daet:

(R_σf)^′(z) = Φ^′(z) · ( R_σ [ D ( f Φ^′ )] (z) +

+A_δ (z) · (R_σf)(z) + π 2 sin δ · R_σ(Sf)(z) ) , (29)

gde (Sf)(ζ) = ζf, ζ ∈ D, a funkcii Φ^′ i A_δ regulØrny v okrestnosti dugi L^∗. V fftom sluqae proizvodnaØ funkcii f nepreryvno prodolßima iznutri kruga na dugu CE, i funkcii

(R_σf)^′(z) = f^′(z) − 1 2π (Q^{−σ})^′(z) ∫ E f(t)Q^σ (t) t − z dt−

− 1 2π Q^{−σ}(z) ∫ E f(t)Q^σ (t) (t − z)^2 dt i (R_σf^′)(z) = f^′(z) − 1 2π Q^{−σ}(z) ∫ E f^′(t)Q^σ (t) t − z dt (sm. formulu (CGK)) takße nepreryvno prodolßimy na CE. V qastnosti, ffto oznaqaet, qto formula (29) imeet smysl pri

z = 1, esli pod (R_σf^′)(1) my ponimaem graniqnoe znaqenie lim(R_σf^′)(r), r ↑ 1.

My naædem posledovatel~nost~ funkciæ G_n i posledovatel~- nost~ σ_n ↑ +∞, pri l¸bom n = 2, 3, . . . udovletvorØ¸wih uslovi- Øm: • G_n ∈ C^A_1 ;

• ‖G_n‖_ΛA_1 6 C_δ, gde C_δ ne zavisit ot n;

• radial~nye graniqnye znaqeniØ |(R_{σn} G_n)^′(1)| prevoshodØt veliqinu ~C_δ · ln σ_n, gde ~C_δ takße ne zavisit ot n.

Legko videt~, qto ffti svoæstva vmeste s teoremoæ Hardi– Littlvuda (lokal~nyæ variant, p. (b)) obespeqiva¸t ocenku snizu

‖R_{σn} ‖_ΛA_{1 (L}∗_) > sup{|(R_{σn} G_n)^′(z)| : 0 < z < 1} > ~C_δ ln σ_n,

iz kotoroæ sleduet rezul~tat teoremy 2.

66 V. A. BART

DlØ opredeleniØ funkciæ G_n nam ponadobØtsØ rezul~taty stat~i [6], gde pokazano, qto dlØ nekotoroæ posledovatel~nosti funkciæ g_n ∈ A, ‖g_n‖_A 6 1, n ∈ N, i neograniqenno vozrasta¸weæ posledovatel~nosti σ_n spravedliva ocenka snizu

|(R_{σn} g_n)(1)| > d log σ_n, n ∈ N, (30)

gde d = d(δ) > 0 ne zavisit ot n. �ti funkcii (tak nazyvaemye funkcii Landau) moßno sqitat~ koneqnymi proizvedeniØmi BlØxke.

My poloßim G_n := M · h_n, gde funkcii

h_n(z) := z∫ 0 g_n(z)dz, z ∈ D , sut~ pervoobraznye funkciæ Landau;

M := |P_2(1)|, P_2 := 1/Φ^′,

priqem, P_2 est~ kvadratnyæ trehqlen s kornØmi e^{±iδ} po svoæstvu 2.

Zametim, qto G_n(0) = 0, i znaqit,

‖G_n‖_{Lip 1} = ‖G^′_n‖_A 6 M. (31)

Takim obrazom, iz opredeleniØ oqevidny vse nußnye nam svoæstva funkciæ G_n, krome poslednego. DlØ ego proverki rassmotrim pervoe slagaemoe v pravoæ qasti (29):

Φ^′(1) ( R_{σn} [ G_n Φ^′ ]_′) (1) =

= Φ^′(1) (( R_{σn} [M G_n]^′ ) (1) + ( R_{σn} [G_n(P_2 − M )]^′ ) (1) ) = = Φ^′(1) ( (R_{σn} g_n) (1)+(R_{σn} G^′_n(P_2 − M )) (1)+(R_{σn} G_n(P_2 − M )^′) (1) ) = = Φ^′(1)(I + II + III). (32)

Iz (30) poluqaem |I| > d ln σ_n, n ∈ N. Slagaemoe II v (32) est~ predel integrala ∫ CE G^′_n(t)Q_{σn} (t)(P_2(t) − P_2(1))dt t − z

FORMULA KARLEMANA–GOLUZINA–KRYLOVA 67 pri z ↑ 1, 0 < z < 1. �tot integral ograniqen ravnomerno po n i

z ∈ (0; 1), tak kak znaqeniØ G^′_n(t), Q^{σn} (t) i

P_2(t) − P_2(1) t − z 6 2 P_2(t) − P_2(1) t − 1 6

2‖P_2‖_{Lip 1(CE)}

ograniqeny ravnomerno po t ∈ CE, z ∈ (0; 1) i n = 2, 3, . . ..

Ograniqennost~ veliqiny III sleduet iz teoremy 1, tak kak funkcii G_n(P_2 − P_2(1)) ograniqeny v prostranstve Λ^A_1 ravnomerno po n, qto vytekaet iz (31). Takim obrazom dlØ pervogo slagaemogo v pravoæ qasti formuly (29) pri f = G_n imeem | | | | | Φ^′(1) ( R_{σn} [ G_n Φ^′ ]_′) (1) | | | | | >^~d · ln σn, gde ~d ne zavisit ot σ.

Dva poslednih slagaemyh v (29) ograniqeny po lemme 7, i tak kak Φ^′(1) ≠ 0 (sm. svoæstvo 2), my imeem

‖R_{σn} G_n‖^∗_1 > |(R_{σn} G_n)^′(1)| > ~d ln σ_n,

gde ~d ne zavisit ot n. �

Iz principa sguweniØ osobennosteæ Banaha–Xteængauza neposredstvenno vytekaet sledu¸wiæ fakt.

Sledstvie. Pri l¸bom α, 0 < α 6 1, suwestvu¸t takie funkciØ

f ∈ Λ^A_α i posledovatel~nost~ σ_n ↑ ∞, qto posledovatel~nost~ norm ‖R_{σn} f‖_ΛA_{α (L}∗_) stremitsØ k beskoneqnosti.

�to dokazyvaet toqnost~ teoremy 1: ona ustanavlivaet shodimost~ funkciæ CGK_σ(f) v Λ^A_β pri β < α (esli f ∈ Λ^A_α ), i β zdes~ nel~zØ zamenit~ na α.

4. Shodimost~ formuly (CGK) v prostranstvah funkciæ vysokoæ gladkosti

Vvedem nekotorye novye oboznaqeniØ.

Pust~ L – ob¨edinenie koneqnogo qisla kompaktnyh dug okrußnosti T.

Rassmotrim prostranstvo C^A_{k,α}(L), sostoØwee iz funkciæ f, u kotoryh vse proizvodnye do porØdka k vkl¸qitel~no nepreryvny v ediniqnom kruge vplot~ do L, priqem f^{(k)} ∈ Lip_α(L);

68 V. A. BART poloßim C^A_{k,α} := C^A_{k,α}(T). V kaqestve normy f v C^A_{k,α}(L) voz~mem veliqinu ‖f‖_{L,∞} + ‖f^′‖_{L,∞} + . . . + ‖f^{(k−1)}‖_{L,∞} + ‖f^{(k)}‖_{Lip α(L)}. Zameqanie. Iz fftogo opredeleniØ srazu sleduet, qto normy

funkciæ f v C^A_{k+1,α}(L) i f^′ v C^A_{k,α}(L) sovpada¸t.

V qastnosti, operatory vloßeniØ I i differencirovaniØ D I, D : C^A_{k+1,α}(L) → C^A_{k,α}(L) nepreryvny i ih norma ravna 1.

Teorema 3 (Shodimost~ formuly (CGK) v prostranstvah C^A_{k,α}).

Predpoloßim, qto L^∗, L^{∗∗} – proizvol~nye kompaktnye dugi, leßawie, sootvetstvenno, v CE i E, ne soderßawie toqek e^{iδ} i e^{−iδ}, i udalennye ot nih ne men~xe, qem na ε > 0. Pust~ σ > 0, 0 < α 6 1, k = 0, 1, 2 . . ., L = L^∗ ∪ L^{∗∗}.

Togda pri l¸bom β, 0 < β 6 α, otobraßenie R_σ : f → R_σf, opredelØemoe formuloæ (CGK) (sm. formulu (1)), est~ lineænyæ nepreryvnyæ operator R_σ : C^A_{k,α} → C^A_{k,β}(L), i suwestvuet konstanta C = C(k, α, β, δ, ε) > 0, ne zavisØwaØ ot σ, takaØ, qto dlØ normy ukazannogo operatora verna ocenka ‖R_σ‖_CA_{k,α→C}A_{k,β (L)} ≤ C ln σ σ^{α−β} . Dokazatel~stvo.

A. Nepreryvnost~ R_σ kak operatora so znaqeniØmi v prostranstve gladkih funkciæ na duge L^{∗∗} byla proverena v lemme 8 pri gorazdo bolee svobodnyh dopuweniØh i s ocenkoæ shodimosti bolee sil~noæ, qem trebuetsØ v teoreme.

B. DlØ ocenki ostatka formuly (CGK) v prostranstve C^A_{k,β}(L^∗) primenim indukci¸ po k.

(a) Baza indukcii sovpadaet s teoremoæ 1, k = 0. (b) Indukcionnyæ perehod.

Predpoloßim, qto utverßdenie dokazano dlØ k, i f ∈ C^A_{k+1,α}. Pust~ ‖f‖_∗ oboznaqaet normu funkcii f v fftom prostranstve.

Poskol~ku f^′ ∈ A, my moßem primenit~ operatornoe ravenstvo (6) iz lemmy 3, soglasno kotoromu

(R_σf)^′ = Φ^′ · ( R_σ [ D ( f Φ^′ )] + A_δ · R_σf + π 2 sin δ · R_σ(Sf) ) .

FORMULA KARLEMANA–GOLUZINA–KRYLOVA 69 Operator D : C^A_{k+1,α}(L^∗) → C^A_{k,α}(L^∗) nepreryven po zameqani¸, i ‖ ‖ ‖ ‖D ( f Φ^′ )‖ ‖ ‖_{CAk,α} 6 C(Φ) ‖f‖∗ (napomnim, qto 1/Φ^′ est~ kvadratnyæ trehqlen po svoæstvu 2). Ostal~nye operatory, uqastvu¸wie v (6), deæstvu¸t nepreryvno iz C^A_{k,α} v C^A_{k,β}(L^∗). Deæstvitel~no, operator R_σ nepreryven po indukcionnomu predpoloßeni¸, priqem ego norma ne prevoshodit ‖R_σ‖^∗ := ‖R_σ‖_CA_{k,α→C}A_{k,β (L}∗_) ≤ C ln σ σ^{α−β} , a ostavxiesØ operatory sut~ umnoßeniØ na beskoneqno gladkie v okrestnosti L^∗ funkcii, ne zavisØwie ot σ (Φ^′ – racional~naØ funkciØ s pol¸sami vne L^∗).

Takim obrazom, s uqetom nepreryvnosti toßdestvennogo operatora I (sm. zameqanie) imeem

‖(R_σf)‖_CA_{k+1,β (L}∗_) = ‖(R_σf)^′‖_CA_{k,β(L}∗_) 6 ~C(Φ)(‖R_σ‖^∗C(Φ)‖f‖_∗+

+C_3‖R_σ‖^∗‖f‖_∗ + C_4‖R_σ‖^∗C_5‖f‖_∗) 6 C_6 ln σ σ^{α−β} , gde vse C_i, i = 1 . . . 6, ne zavisØt ot σ i f. �

Sledstvie. Esli f ∈ C^∞(T) ∩ A, to pri σ → ∞ vse proizvodnye

funkcii R_σf stremØtsØ k nul¸ ravnomerno na l¸bom zamknutom podmnoßestve mnoßestva T\ e^{±iδ}.

Avtor vyraßaet gluboku¸ blagodarnost~ V. P. Havinu za postanovku zadaqi i rukovodstvo rabotoæ.

Literatura

1. G. M. Goluzin,V. I. Krylov, ObobwennaØ formula Karlemana i ee priloßenie k analitiqeskomu prodolßeni¸ funkciæ. — Mat. sb. 40, No. 2 (1933), 144–149.

2. L. A. Aæzenberg, Formuly Karlemana v kompleksnom analize. Nauka, Novosibirsk (1990).

3. R. J. Partington, Interpolation, Identification, and Sampling. Clarendon Press, Oxford (1997).

4. I. V. Videnskiæ, E. M. Gavurina, V. P. Havin, Analogi interpolØcionnoæ formuly Karlemana–Goluzina–Krylova. — TeoriØ operatorov i teoriØ funkciæ, Vyp. 1 (1983), 21–31.

70 V. A. BART

5. V. A. Bart, V. P. Havin, Teoremy Sege–Kolmgorova–Kreæna o vesovoæ trigonometriqeskoæ approksimaci. — Ukr. mat. ßurn. 46, 1 (1994), 100–127.

6. V. A. Bart, Ocenki norm operatorov Karlemana–Goluzina–Krylova v disk-algebre i prostranstve Hardi H^1. — PMA, Vyp. 21 (2000), 45–67.

7. I. P. Natanson, O priblißenii k mnogokratno differenciruemym periodiqeskim funkciØm pri pomowi singulØrnyh integralov. — DAN SSSR 82, No. 2 (1952), 337–339.

8. V. K. DzØdyk, Vvedenie v teori¸ ravnomernogo priblißeniØ funkciæ polinomami. Nauka, M. (1977).

9. I. P. Natanson, TeoriØ funkciæ vewestvennoæ peremennoæ. Nauka, M.

(1974).

10. I. I. Privalov, Graniqnye svoæstva analitiqeskih funkciæ. Gostehteoretizdat, M.-L. (1950).

11. P. Kusis, Vvedenie v teori¸ prostranstv H^p. Mir, M. (1984). 12. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo. Nauka, M. (1966).

13. P. Duren, Theory of Hp Spaces. New York, Academic Press (1970).

Bart V. A. The Carleman–Goluzin–Krylov formula and analytic functions smooth up to the boundary.

The classical Carleman–Goluzin–Krylov formula recovers an H^1- function from its boundary values on an arc. We study this formula when it is applied to Lipschitz spaces of order α 6 1 and to higher order smoothness spaces. The rate of convergence is estimated and some (counter-) examples are given.

Postupilo 10 i¸lØ, 2003 g.

NII Kardiologii im. V. A. Almazova g. Sankt-Peterburg

E-mail: bart@TB7656.spb.edu