Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 303, 2003 g.

A. D. Baranov

OB OCENKAH Lp–NORM PROIZVODNYH V PROSTRANSTVAH CELYH FUNKCI`

Vvedenie

Ocenki normy proizvodnoæ qerez normu funkcii v razliqnyh funkcional~nyh prostranstvah – odna iz klassiqeskih tem teorii funkciæ. Ocenki takogo roda qasto nazyva¸t neravenstvami (tipa) Bernxteæna. Klassiqeskim rezul~tatom v fftom napravlenii, poslußivxim osnovoæ dlØ mnogoqislennyh obobweniæ, ØvlØetsØ neravenstvo S. N. Bernxteæna dlØ prostranstva Pffli- Vinera P W^p_a – prostranstva celyh funkciæ ffksponencial~nogo tipa ne vyxe a, sußenie kotoryh na vewestvennu¸ prØmu¸ R prinadleßit L^p(R) (sm. [1]): esli 1 6 p 6 ∞, to ‖F^′‖_p 6 a‖F ‖_p, F ∈ P W^p_a . Sledu¸wee krasivoe i glubokoe obobwenie neravenstva Bernxteæna dlØ sluqaØ p = ∞ bylo poluqeno B. ˚. Levinym [2]. Pust~ celaØ funkciØ E porØdka 1 udovletvorØet neravenstvu |E(z)| > |E(z)|, z ∈ C^+ , (1) gde C^+ – verhnØØ poluploskost~. Esli F – celaØ funkciØ ffkspo-

nencial~nogo tipa takaØ, qto max[|F (z)|, |F (z)|] 6 |E(z)|, z ∈ C^+ , (2) to max[|F^′(z)|, |F^′(z)|] 6 |E^′(z)|, z ∈ C^+ . (3)

V nastoØweæ rabote izuqa¸tsØ neravenstva, podobnye neravenstvu Levina, dlØ prostranstv celyh funkciæ s vesovymi

L^p-normami. Pri fftom my prodolßaem issledovanie, naqatoe v

Rabota qastiqno podderßana grantami RFFI No. 03-01-00377, Min. ObrazovaniØ No. E02-1.0-66 i “Veduwie nauqnye xkoly”, No. NX- 2266.2003.1. 5

6 A. D. BARANOV rabotah [3, 4], gde byl rassmotren sluqaæ gil~bertovyh prostranstv celyh funkciæ (prostranstv de Branßa). Teper~ naxa cel~ sostoit v tom, qtoby rasprostranit~ rezul~taty raboty [4], obobwa¸wie neravenstvo Levina, na vse pokazateli p ∈ (1, ∞). Pust~ celaØ funkciØ E udovletvorØet neravenstvu (1) i 1 6

p 6 ∞. Oboznaqim qerez H^p(E) prostranstvo celyh funkciæ F

takih, qto F/E i F^∗/E prinadleßat klassu Hardi H^p(C^+ ) (zdes~

F^∗(z) = F (z)). Poloßim ‖F ‖_{E, p} = ‖F/E‖_Lp_(R_); nadelennoe takoæ

normoæ, H^p(E) stanovitsØ banahovym prostranstvom. Otmetim, qto prostranstva H^p(E) vkl¸qa¸t v sebØ kak qastnyæ sluqaæ prostranstva Pffli–Vinera P W^p_a (pri E(z) = exp(−iaz)). Osobyæ interes predstavlØet sluqaæ p = 2; pri fftom prostranstva H^2(E) sut~ gil~bertovy prostranstva celyh funkciæ, vvedennye L. de Branßem [5]. Prostranstva de Branßa ime¸t vaßnye priloßeniØ v teorii differencial~nyh operatorov i matematiqeskoæ fizike. V to ße vremØ imeetsØ rØd rabot, gde prostranstva de Branßa rassmatriva¸tsØ s toqki zreniØ ”qistoæ“ teorii funkciæ [6, 7].

Prostranstva H^p(E) tesno svØzany takße s tak nazyvaemymi model~nymi podprostranstvami – koinvariantnymi podprostranstvami operatora sdviga v klasse Hardi H^p(C^+ ). Pust~ Θ – vnutrennØØ funkciØ v verhneæ poluploskosti C^+ , to est~ ograniqennaØ analitiqeskaØ v C^+ funkciØ, nekasatel~nye graniqnye znaqeniØ kotoroæ poqti vezde ravny po modul¸ edinice. Kaßdoæ vnutrenneæ funkcii Θ sootvetstvuet podprostranstvo

K^p_Θ = H^p ∩ ΘH^p, 1 6 p 6 ∞. Horoxo izvestno, qto pri 1 < p < ∞

podprostranstva K^p_Θ i tol~ko oni koinvariantny v H^p otnositel~no deæstviØ polugruppy operatorov sdviga (U_t)_t¿_0, gde

(U_tf)(x) = e^{itx}f(x). Koinvariantnye podprostranstva operatora

sdviga igra¸t iskl¸qitel~no vaßnu¸ rol~ kak v teorii funkciæ, tak i v teorii operatorov (sm. [8, 9]), v qastnosti, pri postroenii funkcional~noæ modeli NadØ–Foæaxa dlØ operatorov sßatiØ v gil~bertovom prostranstve.

Esli celaØ funkciØ E udovletvorØet neravenstvu (1), to funkciØ Θ_E = E^∗/E — vnutrennØØ, a operator F → F/E izometriqeski otobraßaet H^p(E) na K^p_{ΘE} .

Neravenstvo (2) oznaqaet, qto F ∈ H^∞(E) i ‖F ‖_{E, ∞} 6 1. Pofftomu iz neravenstva (3) nemedlenno vytekaet, qto operator

OB OCENKAH L^p–NORM 7

D : F → F^′ ograniqen na H^∞(E) togda i tol~ko togda, kogda

E^′/E ∈ H^∞(C^+ ), (4) i ‖D‖ = ‖E^′/E‖_∞ [10]. V nastoØweæ rabote naædeny usloviØ, neobhodimye i dostatoqnye dlØ ograniqennosti operatora D v prostranstve H^p(E),

1 < p < ∞. �ti usloviØ suwestvenno zavisØt ot pokazatelØ p,

i, v otliqie ot sluqaØ p = ∞, uslovie (4), voobwe govorØ, ne ØvlØetsØ neobhodimym; odnako, ono stanovitsØ neobhodimym i dostatoqnym pri dopolnitel~nyh predpoloßeniØh o nulØh funkcii E.

Privedem formulirovki osnovnyh rezul~tatov. Preßde vsego, otmetim, qto iz ograniqennosti operatora differencirovaniØ D v H^p(E) vytekaet, qto E – funkciØ ffksponencial~nogo tipa. Pofftomu v dal~neæxem my rassmatrivaem tol~ko celye funkcii vida E(z) = e^{−iaz+bz} ∏ n ( 1 − z z_n ) e^{Re}(^{1zn} )^z, (5)

gde a ¿ 0, b ∈ R, i z_n = x_n + iy_n ∈ C^+ udovletvorØ¸t uslovi¸ BlØxke ∑ n y_n/|z_n|^2 < ∞. Takim obrazom, vse opredelØetsØ

raspredeleniem nuleæ z_n. Vs¸du v dal~neæxem simvoly a i z_n ime¸t tot ße smysl, qto i v formule (5). Klass celyh funkciæ vida (5) my budem oboznaqat~ qerez P_0.

V §1 sobrany predvaritel~nye svedeniØ o prostranstvah

H^p(E) i K^p_Θ i, v qastnosti, o vosproizvodØwih Ødrah fftih pro-

stranstv. V §2 pokazano, qto dlØ ograniqennosti operatora D v prostranstve H^p(E) neobhodimo sledu¸wee uslovie, bolee slaboe, qem (4): dlØ vsØkogo h > 0 E^′ E (· + ih) ∈ H^∞(C^+ ). (6)

V otliqie ot (6), uslovie (4) ne neobhodimo dlØ ograniqennosti operatora differencirovaniØ v H^p(E) pri p ∈ (1, ∞). No v tom sluqae, kogda nuli z_n otdeleny ot vewestvennoæ prØmoæ, ili parametr a v formule (5) poloßitelen, ono ostaetsØ kriteriem ograniqennosti operatora D.

8 A. D. BARANOV

Teorema A. Pust~ E ∈ P0 i a + inf_n yn > 0. Sledu¸wie utverßde-

niØ ravnosil~ny:

1) operator D ograniqen v H^p(E); 2) E^′/E ∈ H^∞(C^+ ).

Pri fftom naædetsØ konstanta C = C(p) > 0 takaØ, qto ‖D‖ 6 C ‖E^′/E‖_∞. V dokazatel~stve teoremy A suwestvenno ispol~zuetsØ naædennoe K. M. D~Økonovym [11, 12] opisanie model~nyh podprostranstv K^p_Θ takih, qto operator differencirovaniØ ograniqen kak operator iz K^p_Θ v L^p(R). Pust~ 1 < p 6 ∞. Togda operator D : f → f^′ ograniqen v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda

Θ^′ ∈ L^∞(R). Pri fftom naædetsØ takaØ konstanta C = C(p), qto ‖f^′‖_p 6 C‖Θ^′‖_∞‖f‖_p, f ∈ K^p_Θ . Odnako, nesmotrØ na tesnu¸ svØz~

fftih rezul~tatov s zadaqeæ, rexaemoæ v nastoØweæ rabote, oni privodØt k kaqestvenno drugim svoæstvam posledovatel~nosti nuleæ z_n.

Sledu¸wie paragrafy posvØweny analizu situacii, kogda nuli z_n funkcii E neograniqenno priblißa¸tsØ k vewestvennoæ prØmoæ. V § 3 pokazano, qto v tom sluqae, kogda operator D ograniqen v H^p(E), nuli, blizkie k vewestvennoæ prØmoæ, dolßny byt~ dostatoqno redkimi, a imenno,

sup_n ∑ k≠n ( y_n y_k )_{p−1} 1 |z_n − z_k|^p < ∞. Iz poslednego neravenstva, v qastnosti, sleduet, qto naædetsØ takoe ε > 0, qto inf |x_k − x_n| > 0 pri uslovii, qto y_k < ε, y_n < ε i k ≠ n. Redkost~ nuleæ vblizi vewestvennoæ prØmoæ pozvolØet ispol~zovat~ dlØ issledovaniØ ograniqennosti operatora D rezul~taty Xapiro–Xildsa o bezuslovnyh bazisah iz Øder Koxi. Pri fftom zadaqa svoditsØ k issledovani¸ nekotorogo operatora v ℓ^p(Z), napomina¸wego diskretnoe preobrazovanie Gil~berta, a v nekotoryh sluqaØh i k klassiqeskomu diskretnomu uslovi¸ Makenhaupta (A_p). Naprimer, esli a = 0, a z_n = n + iy_n, n ∈ Z, gde sup_n y_n < ∞, to operator D ograniqen v H^p(E) v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda {y^{1−p}_n } udovletvorØet (A_p).

V § 4 dokazan odin iz osnovnyh rezul~tatov raboty – kriteriæ ograniqennosti operatora differencirovaniØ v obwem slu-

OB OCENKAH L^p–NORM 9 qae: operator D ograniqen v H^p(E), 1 < p < ∞, togda i tol~ko togda, kogda imeet mesto vloßenie model~nogo podprostranstva

K^p_{ΘE} v prostranstvo L^p(μ), gde mera μ opredelena special~nym

obrazom.

Teorema B. Pust~ celaØ funkciØ E ∈ P0 udovletvorØet uslovi¸

(6), 1 < p < ∞. Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

1) operator D ograniqen v H^p(E); 2) naædetsØ ε > 0 takoe, qto a) inf{|x_n − x_k| : y_k < ε, y_n < ε, n ≠ k} > 0; b) dlØ vseh dostatoqno malyh σ > 0 imeet mesto vloßenie K^p_{ΘE} ⊂ L^p(μ_{σ, p}), gde mera μ_{σ, p} opredelena ravenstvom μ_{σ, p} = ∑ y_k<ε y^{1−p}_k δ_{xk +σ} , a δ_x oboznaqaet ediniqnu¸ nagruzku v toqke x.

Zadaqa opisaniØ takih mer μ v zamknutoæ verhneæ poluploskosti C^+ , qto dlØ dannoæ funkcii Θ imeet mesto vloßenie K^p_Θ ⊂

L^p(μ), 1 6 p < ∞ (ili, qto ravnosil~no, ocenka ‖f‖_Lp_{(μ)} 6 C‖f‖_p, f ∈ K^p_Θ), byla postavlena V. Konom [13]. Teoremam vloßeniØ dlØ

model~nyh podprostranstv posvØweny takße raboty [14]–[20], odnako vopros v obwem vide ostaetsØ otkrytym. V nedavneæ rabote [21] byla ustanovlena svØz~ meßdu teoremami vloßeniØ i drugoæ otkrytoæ problemoæ – dvuhvesovymi ocenkami preobrazovaniØ Gil~berta.

NesmotrØ na to, qto kriteriæ vloßeniØ dlØ mer vida μ_{σ, p} neizvesten, teorema B pozvolØet dokazat~ ograniqennost~ operatora differencirovaniØ v H^p(E) dlØ xirokogo klassa funkciæ E. S ee pomow~¸ moßno pokazat~, qto po kraæneæ mere dlØ mnogih tipiqnyh situaciæ ograniqennost~ operatora D v H^p(E) vleqet ego ograniqennost~ v prostranstve H^q (E) s 1 < q < p (no ne pri

q > p). Sootvetstvu¸wie primery postroeny v § 4.

V § 5 obsußdaetsØ kompaktnost~ operatora differencirovaniØ v prostranstvah H^p(E). Zdes~ pred¨Øvlen rØd primerov, pokazyva¸wih, qto operator D moßet byt~ kompakten v H^p(E) i daße (pri p = 2) moßet prinadleßat~ vsem klassam Xattena– fon Neæmana. V qastnosti, pokazano, qto uslovie lim_{|t|→∞} | | E0 (t)_{E(t)} | | = 0 dostatoqno dlØ kompaktnosti, no ne ØvlØetsØ neobhodimym daße

10 A. D. BARANOV v tom sluqae, kogda nuli funkcii E otdeleny ot vewestvennoæ prØmoæ.

Avtor vyraßaet gluboku¸ priznatel~nost~ V. P. Havinu za postanovku zadaq i postoØnnoe vnimanie k rabote, a takße K. M. D~Økonovu za poleznye obsußdeniØ.

§ 1. Predvaritel~nye svedeniØ o prostranstvah H^p(E)

Budem govorit~, qto celaØ funkciØ E prinadleßit klassu �rmita–Bilera, esli E udovletvorØet neravenstvu (1). V fftom sluqae Θ_E = E^∗/E – vnutrennØØ funkciØ v verhneæ poluploskosti.

Predloßenie 1.1. Operator F → F/E izometriqeski otobra-

ßaet H^p(E) na K^p_{ΘE} .

Dokazatel~stvo. Pust~ F ∈ H^p(E). Poloßim f = F/E. Togda f ∈ H^p i

f (z) Θ_E (z) = F (z) E(z) · E(z) E(z) = F^∗(z) E(z) . (7)

Sledovatel~no, f Θ_E ∈ H^p, a znaqit, f ∈ K^p_{ΘE} .

Pokaßem teper~, qto vsØkiæ fflement prostranstva K^p_{ΘE} imeet vid F/E, F ∈ H^p(E). Esli f ∈ K^p_{ΘE} , to f ∈ H^p(C^+ ), f/Θ_E ∈

H^p(C^− ). Zametim takße, qto funkciØ f analitiqeski prodolßi-

ma na vewestvennu¸ prØmu¸ R, tak kak funkciØ Θ_E meromorfna

v C . Ots¸da F = fE – celaØ funkciØ, i F/E ∈ H^p. Nakonec,

qitaØ formulu (7) sprava nalevo, poluqaem, qto F^∗/E ∈ H^p.

Zameqanie. VnutrennØØ funkciØ Θ meromorfna v C v tom i

tol~ko v tom sluqae, kogda Θ(z) = γ exp(iaz)B(z), gde |γ| = 1,

a ¿ 0, a nuli zn proizvedeniØ BlØxke B ne ime¸t toqek sgu-

weniØ na vewestvennoæ prØmoæ R (to est~ libo B – koneqnoe proizvedenie, libo lim_{n→∞} |z_n| = ∞). Pri fftom Θ = E^∗/E dlØ nekotoroæ celoæ funkcii E iz klassa �rmita–Bilera.

V silu predloßeniØ 1.1, mnogie horoxo izvestnye svoæstva prostranstv K^p_Θ perenosØtsØ na prostranstva H^p(E). Naprimer, vosproizvodØwee Ødro prostranstva H^2(E) v toqke w ∈ C imeet vid K(z, w) = i 2π · E(w)E(z) − E^∗(w)E^∗(z) z − w .

OB OCENKAH L^p–NORM 11 Pri fftom K(z, w) E(z)E(w) = k(z, w) = i 2π · 1 − Θ_E (z)Θ_E (w) z − w , gde k(·, w) – vosproizvodØwee Ødro model~nogo podprostranstva

K^2_{ΘE} . Otmetim, qto K(·, w) ∈ H^q (E), 1 < q 6 ∞. Sledovatel~no,

esli F ∈ H^p(E), 1 6 p < ∞, to

F (w) = ∫ R^{F (t)K(t, w)|E(t)|2 dt, w ∈ C + ∪ R,} otkuda po neravenstvu Gœl~dera (1/p + 1/q = 1) | | | F (w) E(w) | | | 6^{‖F ‖E, p ‖K(·, w)‖E, q} |E(w)| = ‖ ‖ ‖ F E ‖ ‖ ‖_p ‖k(·, w)‖^q. (8) DlØ vsØkoæ celoæ funkcii E klassa �rmita–Bilera naædetsØ takaØ nepreryvnaØ neubyva¸waØ funkciØ φ_E vewestvennoæ peremennoæ, qto E(t) exp(iφ_E (t)) ∈ R, t ∈ R. Funkci¸ φ_E nazyva¸t fazovoæ funkcieæ dlØ E (fazovaØ funkciØ edinstvenna s toqnost~¸ do pribavleniØ celyh kratnyh qisla π). Pri fftom

φ^′_E (t) = |Θ^′_E (t)| 2 = a + ∑ n y_n |t − z_n|^2 . Predloßenie 1.2. Pust~ operator D ograniqen na H^p(E), 1 < p <

∞. Togda E – funkciØ ffksponencial~nogo tipa, ne prevoshodØwego ‖D‖. Dokazatel~stvo. Pust~ F ∈ H^p(E). Togda

F (z) = ∞∑ n=0 F^{(n)}(0) n! z^n = ∞∑ n=0 D^nF (0) n! z^n, otkuda |F (z)| 6 ∞∑ n=0 ‖D^nf‖_{E, p} ‖K(·, 0)‖_{E, q} n! |z|^n 6 6 ‖K(·, 0)‖E, q ‖F ‖E, p exp(‖D‖ · |z|).

12 A. D. BARANOV Otmetim, qto E /∈ H^p(E). Zafiksiruem F ∈ H^p(E) i w ∈ C takie, qto F (w) ≠ 0. Poloßim G(z) = E(z)F (w) − F (z)E(w) z − w ; funkciØ G prinadleßit prostranstvu H^p(E), i E(z) =^1_{F (w)} ((z −

w)G(z) + E(w)F (z)), qto vleqet iskomu¸ ocenku dlØ E.

ZameqaniØ. 1. Otmetim takße, qto

F (z + w) = ∞∑ n=0 F^{(n)}(z) n! w^n = (exp(wD)F )(z).

Takim obrazom, esli operator D ograniqen, to vse operatory sdviga T_w : F → F (· + w), w ∈ C , takße ograniqeny v H^p(E).

2. Esli operator D ograniqen, to funkciØ E ne imeet vewestvennyh nuleæ. Deæstvitel~no, esli E(x_0) = 0, x_0 ∈ R, to

F (x_0) = 0 dlØ vsØkoæ funkcii F ∈ H^p(E), priqem kratnost~ nu-

lØ x_0 v F ne men~xe, qem kratnost~ x_0 v E. Differencirovanie ponißaet kratnost~ nulØ, pofftomu naædetsØ n ∈ N takoe, qto

F^{(n)} /∈ H^p(E).

VsØkaØ funkciØ ffksponencial~nogo tipa bez vewestvennyh nuleæ, prinadleßawaØ klassu �rmita–Bilera, dopuskaet faktorizaci¸ vida (5) (sm. [2] ili [4]). Takim obrazom, pri izuqenii operatora differencirovaniØ my deæstvitel~no moßem rassmatrivat~ tol~ko celye funkcii klassa P_0 (klassa Polia). Otmetim takße, qto ”vewestvennyæ“ mnoßitel~ e^{bz} ne vliØet na ograniqennost~ operatora differencirovaniØ.

Dalee my budem pol~zovat~sØ dokazannym v [4] utverßdeniem o tom, qto dlØ funkciæ E ∈ P_0 i F ∈ H^p(E) vkl¸qeniØ F^′ ∈ H^p(E) i F^′/E ∈ L^p ffkvivalentny. A imenno, spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 1.3. Pust~ E ∈ P0. Togda operator D ograniqen v

H^p(E) togda i tol~ko togda, kogda ‖F^′/E‖_p 6 C‖F ‖_{E, p}, F ∈ H^p(E). V dal~neæxem vaßnu¸ rol~ igraet funkciØ E^′/E, to est~ logarifmiqeskaØ proizvodnaØ funkcii E. Esli E ∈ P_0, to E^′ E (z) = −ia + b + ∑ n ( 1 z − z_n + Re 1 z_n ) , z ≠ z_n.

OB OCENKAH L^p–NORM 13 Otmetim takße, qto Im E^′ E (z) = −a − ∑ n y + y_n |z − z_n|^2 < 0, z = x + iy ∈ C^+ ,

i, v qastnosti, Im E^′ E (x) = −φ^′_E (x), x ∈ R. § 2. Ograniqennost~ logarifmiqeskoæ proizvodnoæ Lemma 2.1. Pust~ Θ – vnutrennØØ funkciØ, h1, h2 > 0. Togda 1 8 min ( h_1 h_2 , h_2 h_1 ) 6^{1 − |Θ(x + ih1)|}

1 − |Θ(x + ih_2)| 6

8 max ( h_1 h_2 , h_2 h_1 ) , x ∈ R. Dokazatel~stvo. V rabote [4] privedeno dokazatel~stvo dlØ

sluqaØ, kogda Θ – proizvedenie BlØxke. Obwiæ sluqaæ nemedlenno vytekaet iz teoremy Frostmana o ravnomernom priblißenii vnutrenneæ funkcii proizvedeniØmi BlØxke.

Lemma 2.2. Pust~ h > 0, x ∈ R. Poloßim z = x + ih, w = x + 2ih.

Togda C_1 6 ‖k(·, z)‖_p ‖k(·, w)‖^{−1}_p 6 C_2, gde C_1, C_2 – absol¸tnye konstanty.

Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ ocenku lemmy 2.1, legko pokazat~, qto C_1 6 |k(t, z)|/|k(t, w)| 6 C_2, t ∈ R. Nam takße ponadobitsØ izvestnyæ fakt o dvoæstvennosti prostranstv K^p_Θ i K^q_Θ pri 1/p + 1/q = 1 (sm., naprimer, [22], lemma 4.2).

Lemma 2.3. Pust~ Θ – vnutrennØØ funkciØ, 1 < p < ∞, 1/p+1/q =

1 i w ∈ C^+ . Togda ‖k(·, w)‖_q = sup f∈K^pΘ, ‖f‖_p =1 |f(w)|.

14 A. D. BARANOV

Teorema 2.4. Pust~ 1 < p < ∞ i operator D ograniqen v H^p(E).

Togda E^′ E (· + ih) ∈ L^∞(R)

dlØ vsØkogo h > 0 (to est~ funkciØ^E

0_E (x + ih) ograniqena kak funk-

ciØ peremennoæ x ∈ R), i ‖ ‖_E0_E (· + ih) ‖ ‖ ∞ 6 C1(p)‖D‖ + C2(p)h^{−1}. Dokazatel~stvo. Pust~ x ∈ R, h > 0, w = x + 2ih. Zafiksiruem

funkci¸ F ∈ H^p(E) taku¸, qto F (w) ≠ 0. Poloßim G(z) = E(z)F (w) − F (z)E(w) E(w)(z − w) . Oqevidno, G ∈ H^p(E), i ‖ ‖ ‖ ‖ G E ‖ ‖ ‖ ‖_p 6 | | | | F (w) E(w) | | | | ‖ ‖ ‖ ‖ 1 z − w ‖ ‖ ‖ ‖_p + 1 2h ‖ ‖ ‖ ‖ F E ‖ ‖ ‖ ‖_p 6

C_1 h^{1−1/p} | | | | F (w) E(w) | | | | + 1 2h ‖ ‖ ‖ ‖ F E ‖ ‖ ‖ ‖_p , poskol~ku ‖(z − w)^{−1}‖_p 6 C_1(p)(Im w)^{−1/q}. PrimenØØ neravenstvo

(8) i ocenku ‖k(·, w)‖_q 6 C_2(q)h^{−1/p}, imeem ‖ ‖ ‖ ‖ G E ‖ ‖ ‖ ‖_p 6

C_3 h ‖ ‖ ‖ ‖ F E ‖ ‖ ‖ ‖_p . Vyqislim proizvodnu¸ funkcii G v toqke z = x + ih: G^′(z) E(z) = F (w) E(w)(z − w) · E^′(z) E(z) − F^′(z) E(z)(z − w) − E(z)F (w) − F (z)E(w) E(w)E(z)(z − w)^2 . Ocenim slagaemye v posledneæ formule: | | | | G^′(z) E(z) | | | | 6^‖^{G′}_E^‖_p ‖k(·, z)‖q 6 C3^{‖D‖}_h ·^‖^F_E^‖_p · ‖k(·, z)‖q. Analogiqno, | | | | F^′(z) E(z)(z − w) | | | | 6^{‖D‖}_h ·^‖^F_E^‖_p · ‖k(·, z)‖q. Nakonec, | | | E(z)F (w) − F (z)E(w) E(w)E(z)(z − w)^2 | | | = |G(z)| h|E(z)| 6 C_3

h^2 · ‖ ‖ ‖ F E ‖ ‖ ‖ p · ‖k(·, z)‖_q.

OB OCENKAH L^p–NORM 15

Itak, | | | | F (w) E(w)(z − w) · E^′(z) E(z) | | | | 6^(C4^{‖D‖}_h +^{C5}_{h2}^{) ‖}^F_E^‖_p · ‖k(·, z)‖q. Poloßim f = F/E. Togda | | | | E^′(x + ih) E(x + ih) | | | | 6 (C4‖D‖ + C5h^{−1})^{‖f‖p ‖k(·, z)‖q}_{|f(w)|} . Iz lemmy 2.2 vytekaet sootnoxenie ‖k(·, z)‖_q ≍ ‖k(·, w)‖_q. Uqi-

tyvaØ, qto f — proizvol~naØ nenulevaØ funkciØ iz K^p_{ΘE} , imeem | | | | E^′(x + ih) E(x + ih) | | | | 6 (C4‖D‖ + C5h^{−1}) inf_{f∈KpΘE}^{‖f‖p ‖k(·, w)‖q}_{|f(w)|} . OstaetsØ primenit~ lemmu 2.3.

Sledstvie 2.5. Pust~ operator D ograniqen v H^p(E).

1. Esli inf_n y_n = M > 0, to E^′/E ∈ L^∞(R) i ‖E^′/E‖_∞ 6 C_1‖D‖ +

C_2M^{−1}.

2. Pust~ a > 0. Togda E^′/E ∈ L^∞(R).

Dokazatel~stvo. 1. Zafiksiruem h > 0; togda^{E0}_E (·+ih) ∈ L^∞(R).

Poskol~ku |x + ih − z_n| 6 (1 + h/M )|x − z_n|, imeem | | | E^′ E (x) − E^′ E (x + ih) | | | 6^∑_n^h |x − z_n| · |x + ih − z_n| 6 6^(1 +^h_M^{) |}Im^{E′}_E (x + ih)^| . Takim obrazom, E^′/E ∈ L^∞(R); poloßiv h = M , poluqaem isko-

mu¸ ocenku dlØ normy.

2. Predstavim funkci¸ E kak proizvedenie exp(−iaz)E_0. Po-

loßim f_x(z) =^{sin a(z−x)}_{z−x} , x ∈ R. Oqevidno f_xE_0 ∈ H^p(E) i

‖f_xE_0‖_{E, p} 6 C_1(a, p). Zametim takße, qto |f_x(t)| ¿ C_2 a, |t − x| 6

1/a. Iz ograniqennosti operatora differencirovaniØ i nera-

venstva Bernxteæna dlØ prostranstva Pffli–Vinera vytekaet,

qto ‖ ‖ ‖ E^{′0} E_0 f_x ‖ ‖ ‖ p 6 C1(‖D‖ + a),

16 A. D. BARANOV

otkuda_{x+1/a} ∫ x−1/a | | | | E^′_0(t)

E_0(t) | | | | p dt 6 C3 pri vseh x ∈ R, gde C_3 = C_3(a, p, ‖D‖). Sledovatel~no, x+1/a∫

x−1/a |φ^′_{E0} (t)|^pdt 6 C_3(a, p, ‖D‖), x ∈ R. Pokaßem, qto nuli z_n funkcii E otdeleny ot vewestvennoæ prØ-

moæ. Deæstvitel~no, esli y_n < 1/a, to x_n+1/a ∫ x_n −1/a |φ^′_{E0} (t)|^pdt ¿ x_n+1/a ∫ x_n−1/a y^p_n |t − z_n|^{2p} dt ¿^{C4}_{yp−1n} . Takim obrazom, y^{p−1}_n ¿ C_5 = C_5(a, p, ‖D‖) > 0 i, soglasno pervoæ

qasti sledstviØ, E^′/E ∈ L^∞(R).

Zameqanie. Legko videt~, qto dlØ celoæ funkcii E iz klassa

P_0 vkl¸qenie^E

0_E (· + ih) ∈ L^∞(R) ffkvivalentno vkl¸qeni¸^E

0_E (· +

ih) ∈ H^∞(C^+ ) (funkciØ^E 0 E (· + ih) leßit v tak nazyvaemom klasse

V. I. Smirnova, tak kak Im^E 0 E (z + ih) < 0).

Otmetim takße, qto uslovie^E 0 E (· + ih) ∈ L^∞(R) vypolneno ili

ne vypolneno odnovremenno dlØ vseh h > 0. V to ße vremØ, vkl¸-

qenie^E

0_E (· + ih) ∈ L^∞(R) moßet vypolnØt~sØ dlØ vseh h > 0,

a funkciØ^E

0_E

ne byt~ ograniqennoæ na R. Naprimer, poloßim

z_n = n + (|n| + 1)^{−1}i, n ∈ Z. Togda^E

0_E (· + ih) ∈ L^∞ dlØ vseh h > 0, no E0 E /∈ L^∞; bolee togo, φ^′_E /∈ L^∞, tak kak φ^′_E (n) > |n| + 1. Voobwe,

uslovie inf_n y_n > 0 neobhodimo dlØ ograniqennosti funkciæ φ^′_E i

E^′/E na R.

Dalee budem govorit~, qto celaØ funkciØ E prinadleßit

klassu L, esli E ∈ P_0 i^E

0_E (· + ih) ∈ L^∞(R) (H^∞(C^+ )) dlØ vseh h > 0. Nuli celoæ funkcii klassa L dolßny obladat~ znaqitel~-

noæ simmetrieæ. Horoxo izvestno, qto nuli {λ_n} celoæ funk-

cii ffksponencial~nogo tipa udovletvorØ¸t uslovi¸ Lindelœfa

OB OCENKAH L^p–NORM 17

lim sup r→∞ | | | | | ∑ |λ_n|<r λ^{−1}_n | | | | | < ∞. Kak pokazano v [4], vkl¸qenie^E

0_E (· + ih) ∈ L^∞(R) oznaqaet, qto posledovatel~nost~ {z_n + ih} udovletvorØet

neravenstvu tipa usloviØ Lindelœfa ravnomerno po vsem sdvi-

gam na vewestvennoe qislo, to est~ funkciØ E prinadleßit klas-

su L togda i tol~ko togda, kogda dlØ vsØkogo h > 0

sup_{x∈}R lim sup r→∞ | | | | | ∑ |z_n −x|<r 1 z_n + ih − x | | | | | < ∞. Dokazatel~stvo teoremy A. Po sledstvi¸ 2.5 uslovie E^′/E ∈

L^∞(R) neobhodimo dlØ ograniqennosti operatora D v H^p(E) dlØ

vsØkogo p ∈ (1, ∞), esli a + inf_n y_n > 0. Pokaßem, qto ffto uslovie

dostatoqno. Pust~ E^′/E ∈ L^∞(R). Togda Θ^′_E ∈ L^∞(R), tak kak

|Θ^′_E | = −2 Im^E

0_E

na vewestvennoæ prØmoæ. Sledovatel~no, po te-

oreme D~Økonova, imeet mesto ocenka ‖f^′‖_p 6 C(p)‖E^′/E‖_∞‖f‖_p,

f ∈ K^p_{ΘE} . Esli F ∈ H^p(E), to F/E ∈ K^p_{ΘE} , i ‖ ‖ ‖ ‖ F^′ E ‖ ‖ ‖ ‖_p = ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ( F E )_′ + E^′ E F E ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_p 6 ‖ ‖ ‖ ‖ E^′ E ‖ ‖ ‖ ‖_∞ ‖ ‖ ‖ ‖ F E ‖ ‖ ‖ ‖_p + ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ( F E )_′‖ ‖ ‖ ‖_p 6 6^‖^{E′}_E^‖_∞^‖^F_E^‖_p + C^‖^{E′}_E^‖_∞^‖^F_E^‖_p = (C + 1)^‖^{E′}_E^‖_∞^‖^F_E^‖_p . V silu predloßeniØ 1.3, ograniqennost~ operatora D dokazana.

ZameqaniØ. 1. Predyduwie rassußdeniØ bez vsØkih izmeneniæ

perenosØtsØ na sluqaæ p = 1. Takim obrazom, uslovie E^′/E ∈

L^∞(R) dostatoqno dlØ ograniqennosti operatora differenci-

rovaniØ v H^1(E).

2. V obwem sluqae uslovie E^′/E ∈ L^∞ ne ØvlØetsØ neob-

hodimym, to est~ operator D moßet byt~ ograniqen i v slu-

qae inf_n y_n = 0. Privedem nekotorye primery (sootvetstvu¸wie

utverßdeniØ budut dokazany v §3).

a) Esli posledovatel~nost~ {z_n} oqen~ ”redkaØ“, naprimer,

z_n = 2^n+n^{−1}i, n ∈ N, to operator D ograniqen v H^p(E), 1 < p < ∞,

gde E – proizvedenie (4) s a = 0.

b) Pust~ z_n = n + in^{−α}, gde n ∈ Z, n ≠ 0. α > 0. Togda operator

D ograniqen v H^p(E), 1 < p < ∞, v tom i tol~ko v tom sluqae,

18 A. D. BARANOV kogda α ∈ (0, 1). Analogiqnye primery soderßatsØ v rabote [6], gde postroena funkciØ E takaØ, qto inf_n y_n = 0 i H^p(E) = P W^p_π , to est~ H^p(E) i P W^p_π sovpada¸t kak mnoßestva s ffkvivalentnost~¸ norm.

3. Sopostavim teoremu A s rezul~tatami D~Økonova [11, 12]. Neravenstvo Bernxteæna v K^p_{ΘE} ffkvivalentno uslovi¸ φ^′_E ∈

L^∞(R). V sluqae inf_n y_n > 0 ograniqennost~ operatora D v H^p(E)

nalagaet bolee sil~nye usloviØ na nuli funkcii E, tak kak ne tol~ko funkciØ φ^′_E , no i soprØßennaØ funkciØ ~φ^′_E dolßna byt~ ograniqena. Odnako, operator differencirovaniØ D moßet byt~ ograniqen i pri uslovii inf_n y_n = 0, v to vremØ kak v sootvetstvu¸wem koinvariantnom podprostranstve K^p_{ΘE} net neravenstva Bernxteæna, poskol~ku φ^′_E /∈ L^∞(R).

4. Kriteriæ ograniqennosti operatora D v teoreme A ne zavisit ot pokazatelØ p ∈ (1, ∞), tak ße kak i uslovie Θ^′ ∈ L^∞ v teoreme D~Økonova. V §3–§4 budet pokazano, qto v tom sluqae, kogda a + inf_n y_n = 0, ograniqennost~ operatora D suwestvenno zavisit ot p.

§ 3. UsloviØ redkosti nuleæ

V dal~neæxem nas preßde vsego interesuet sluqaæ, kogda

inf_n y_n = 0. V fftom sluqae E^′/E /∈ L^∞(R), a uslovie E ∈ L ØvlØetsØ

neobhodimym, no ne dostatoqnym dlØ ograniqennosti operatora D; voznika¸t dopolnitel~nye usloviØ redkosti nuleæ, blizkih k vewestvennoæ prØmoæ.

Vs¸du dalee my predpolagaem, qto 1 < p < ∞. My pixem f ≍ g, esli C_1f 6 g 6 C_2f dlØ nekotoryh poloßitel~nyh konstant

C_1 i C_2.

Teorema 3.1. Pust~ operator D ograniqen v H^p(E). Togda

sup_n ∑ k≠n ( y_n y_k )_{p−1} 1 |z_n − z_k|^p < ∞. (9) Dokazatel~stvo. Zafiksiruem n i koneqnoe podmnoßestvo in-

deksov K takoe, qto n /∈ K. Opredelim funkci¸ E_0 ravenstvom

E(z) = E_0(z)(z − z_n) ∏ k∈K (z − z_k).

OB OCENKAH L^p–NORM 19

Poloßim f_1(z) = E_0(z) ∏ k∈K (z − z_k), f_2(z) = E_0(z) ∏ k∈K (z − z_k). ˚sno,

qto f_1, f_2 ∈ H^p(E) i ‖f_1‖_{E, p} = ‖f_2‖_{E, p} ≍ y^{1/p−1}_n (konstanty v poslednem asimptotiqeskom ravenstve zavisØt ot

p). Dalee,

f^′_1(z) E(z) = 1 z − z_n ( ∑ k∈K 1 z − z_k + E^′_0(z)

E_0(z) ) ,

f^′_2(z) E(z) = 1 z − z_n ( ∑ k∈K 1 z − z_k + E^′_0(z)

E_0(z) ) ∏ k∈K z − z_k z − z_k . Operator differencirovaniØ ograniqen; sledovatel~no, ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 1 t − z_n ∑ k∈K ( 1 t − z_k − 1 t − z_k )‖ ‖ ‖ ‖_p =

= ‖ ‖ ‖ ‖ f^′_1 E − f^′_2 E ∏ k∈K t − z_k t − z_k ‖ ‖ ‖ ‖ p 6 C(p)‖D‖y^{1/p−1}_n . Takim obrazom, ∑ k∈K ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ y^{1−1/p} n t − z_n · y_k |t − z_k|^2 ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ p

p 6 C(p)‖D‖^p. OstaetsØ vospol~zovat~sØ proizvol~nost~¸ mnoßestva K i ffle-

mentarnoæ ocenkoæ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ y^{1−1/p} n t − z_n · y_k |t − z_k|^2 ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ p

p ¿^{(yn}_{yk}^{)p−1 1}_{|zn − zk|p} . Sledstvie 3.2. Ocenka (9) vleqet neravenstvo |zn − zk| ¿ C > 0,

n ≠ k. V qastnosti, naædutsØ ε, r > 0 takie, qto

1) |x_n − x_k| ¿ r, esli y_n < ε, y_k < ε, n ≠ k;

2) |z_n − z_k| ¿ r, esli y_n < ε, n ≠ k.

20 A. D. BARANOV

Predpoloßim teper~, qto posledovatel~nost~ {z_n} nuleæ vnutrenneæ funkcii Θ_E udovletvorØet interpolØcionnomu uslovi¸ Karlesona

inf_k ∏ n≠k | | | | z_n − z_k z_n − z_k | | | | ¿ δ > 0. (C)

Podobnoe ograniqenie predstavlØetsØ estestvennym, tak kak, po sledstvi¸ 3.2, nuli, blizkie k R, obØzany udovletvorØt~ uslovi¸ Karlesona. V to ße vremØ my moßem pol~zovat~sØ tem, qto v

K^p_{ΘE} est~ bezuslovnyæ bazis, sostoØwiæ iz normirovannyh Øder

Koxi.

Teorema 3.3. Pust~ E ∈ P0, a = 0, i posledovatel~nost~ {zk}k∈Z

udovletvorØet uslovi¸ (C). Poloßim E_k(z) = E(z)(z −z_k)^{−1}. Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

1) operator D ograniqen v H^p(E); 2) sup_k | | |^E 0_k E_k (zk) | | | < ∞, i matrica (Alk), gde All = 0 i

A_{lk} = ( y_k y_l )_{1−1/p} 1 z_l − z_k , l ≠ k, (10) zadaet ograniqennyæ operator v ℓ^p(Z).

Dokazatel~stvo. Po teoreme Xapiro–Xildsa (sm. [8, 9]) se-

meæstvo funkciæ y^{1−1/p}_k (z − z_k)^{−1} est~ bezuslovnyæ bazis v K^p_{ΘE} , gde Θ_E = E^∗/E — proizvedenie BlØxke s nulØmi z_k. VsØkaØ funkciØ f ∈ K^p_{ΘE} predstavima v vide bezuslovno shodØwegosØ rØda f(z) = ∑ k y^{1−1/p} k c_k z − z_k , {c_k} ∈ ℓ^p(Z), i ‖f‖^p ≍ ∑ k |c_k|^p (pri fftom konstanty, uqastvu¸wie v posledneæ

ocenke, zavisØt tol~ko ot p i konstanty δ v uslovii Karlesona

(C)). Sledovatel~no, vsØkaØ funkciØ F ∈ H^p(E) imeet vid F = ∑ k y^{1−1/p} k c_kE_k. Naædem matricu operatora D v bazise y^{1−1/p}_k E_k.

Pust~ K ⊂ Z– koneqnoe podmnoßestvo, i F = ∑ k∈K y^{1−1/p} k c_kE_k.

OB OCENKAH L^p–NORM 21

Vyqislim E^′_k/E: E^′_k E (z) = E^′_k E_k (z_k) · 1 z − z_k + ∑ l≠k 1 z_l − z_k · 1 z − z_l . Togda

F^′(z) E(z) = ∑ k∈K E^′_k E_k (z_k) · y^{1−1/p} k c_k z − z_k + ∑ l 1 z − z_l ∑ k∈K,k≠l y^{1−1/p} k c_k z_l − z_k . Sledovatel~no, ‖ ‖ ‖ ‖ F^′ E ‖ ‖ ‖ ‖ p p 6 C ∑ k∈K | | | | E^′_k E_k (z_k) | | | | p |c_k|^p + ∑ l 1 y^{p−1}_l | | | | | | ∑ k∈K,k≠l y^{1−1/p} k c_k z_l − z_k | | | | | | p . Vvidu predloßeniØ 1.3 i proizvol~nosti mnoßestva K, impli-

kaciØ 1=⇒2 dokazana.

Pust~ operator D ograniqen. Togda iz usloviØ E ∈ L i sled-

stviØ 3.2 vytekaet, qto sup_k | | |^E 0_k E_k (zk) | | | < ∞. Sledovatel~no, | | | E^′_k E_k (z_k) − E^′_k E_k (z_k) | | | = | | | | | ∑ l≠k 2iy_k (z_k − z_l)(z_k − z_l) | | | | | 6 6^1_δ^∑_{l≠k}^{2yk}_{|zk − zl|2} 6^2_δ^|Im^{E′k}_{Ek} (zk)^| . Takim obrazom, sup_k | | |^E 0_k E_k (zk) | | | < ∞. Poskol~ku operator D ograniqen, ‖F^′‖^p_{E, p} 6 ‖D‖^p · ‖F ‖^p_{E, p} ≍ ∑ k |c_k|^p. Sledovatel~no, ∑ l 1 y^{p−1}_l | | | | | | ∑ k∈K,k≠l y^{1−1/p} k c_k z_l − z_k | | | | | | p 6 C^∑_{k∈K} |ck|^p, to est~ operator A, zadannyæ matriceæ (10), ograniqen.

Ograniqennost~ operatora A v ℓ^p(Z) ffkvivalentna ograniqen-

nosti operatora, zadannogo matriceæ a_{lk} = (z_l − z_k)^{−1}, l ≠ k,

22 A. D. BARANOV

a_{ll} = 0, v prostranstve ℓ^p({y^{1−p}_k }), gde

ℓ^p({r_k}) = {(c_k)_{k∈}Z: ∑ k∈Z^{rk|ck|p < ∞}.} Takim obrazom, issledovanie operatora D svoditsØ k issledovani¸ operatora, napomina¸wego diskretnoe preobrazovanie Gil~berta v prostranstve ℓ^p s vesom.

V tom sluqae, kogda x_k = k, k ∈ Z, i sup_k y_k < ∞, zadaqa svo-

ditsØ k ograniqennosti klassiqeskogo preobrazovaniØ Gil~berta. Horoxo izvestno, qto diskretnoe preobrazovanie Gil~berta ograniqeno v ℓ^p({r_k}) togda i tol~ko togda, kogda posledovatel~nost~ {r_k} udovletvorØet diskretnomu uslovi¸ Makenhaupta (sm. [23, 24]): sup m∈Z, n>0^{( 1}n^{m+n∑}k=m+1^{rk) ( 1}n^{m+n∑}k=m+1^{r−1/(p−1)k )p−1 < ∞. (Ap)} Lemma 3.4. Esli inf_k (xk+1 − xk) > 0 i sup_k (xk+1 − xk) < ∞, to uslo-

vie (A_p) neobhodimo i dostatoqno dlØ ograniqennosti operatora v ℓ^p({r_k}), zadannogo matriceæ b_{lk} = (x_l − x_k)^{−1}, l ≠ k, b_{ll} = 0.

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~ usloviØ (Ap) pokazana v [24], a

dostatoqnost~ v [4].

Sledstvie 3.5. Pust~ E ∈ L, a = 0, sup_{k∈}Zyk < ∞, i 0 < inf_{k∈}Z(xk+1 −

x_k) 6 sup_{k∈}Z(x_{k+1} − x_k) < ∞. Togda sledu¸wie utverßdeniØ ravno-

sil~ny:

1) operator D ograniqen v H^p(E);

2) posledovatel~nost~ {y^{1−p}_k } udovletvorØet uslovi¸ (A_p).

Primer. Pust~ α > 0, zn = n+i|n|^{−α}, n ∈ Z\{0}. Uslovie Maken-

haupta (A_p) vypolneno (i operator D ograniqen v H^p(E)) togda i tol~ko togda, kogda α ∈ (0, 1).

Pust~ teper~ z_n = n^β + in^{−α}, n ∈ N, gde β > 1. IzuqaØ matricu (10), netrudno pokazat~, qto operator A v ℓ^p(N) (a znaqit, i operator D v H^p(E)) ograniqen v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda α <^{pβ−1}_{p−1} . Takim obrazom, ograniqennost~ operatora D v

H^p(E) suwestvenno zavisit ot pokazatelØ p.

OB OCENKAH L^p–NORM 23

§ 4. Operator differencirovaniØ i teoremy vloßeniØ

Pust~ E ∈ L – celaØ funkciØ s nulØmi {z_n}_{n∈}Zi a = 0. Razob~em Zna dva mnoßestva Z_1 i Z_2 i poloßim E = E_1 · E_2, gde E_j – kanoniqeskoe proizvedenie vida (5) s nulØmi {z_n}_{n∈Zj} , j = 1, 2. Predpoloßim, qto naædetsØ takoe ε > 0, qto

sup_{n∈Z1} y_n 6 ε, inf_{n∈Z2} y_n ¿ ε,

a takße inf{|x_n − x_k| : n, k ∈ Z_1, n ≠ k} > 0 i inf{|z_n − z_k| : n ∈ Z_1, k ∈ Z_2} > 0. Esli operator D ograniqen v H^p(E), to sledstvie 3.2 garantiruet, qto takaØ faktorizaciØ imeet mesto (esli inf_{n∈}Zy_n > 0, to v

kaqestve Z_1 moßno vzØt~ pustoe mnoßestvo).

Otmetim, qto Θ_E = Θ_1Θ_2, gde Θ_j = E^∗_j /E_j, j = 1, 2, i imeet mesto predstavlenie prostranstva K^p_{ΘE} , 1 < p < ∞, v vide prØmoæ summy

K^p_{ΘE} = K^p_{Θ1} + Θ_1K^p_{Θ2} . (11)

Pri fftom naædetsØ konstanta C = C(p) > 0 takaØ, qto ‖f‖_p + ‖g‖_p 6 C‖f + g‖_p, f ∈ K^p_{Θ1} , g ∈ K^p_{Θ2} . (12) Poslednee neravenstvo sleduet iz ograniqennosti proektora Rissa P_+ v L^p pri p ∈ (1, ∞) [8], a znaqit, i proektora iz

L^p na podprostranstvo K^p_Θ , deæstvu¸wego po formule P_Θ g = g − ΘP_+(Θg). Pri p = 2 slagaemye v formule (11) ortogonal~ny.

Takim obrazom,

H^p(E) = E_2H^p(E_1) + E^∗_1 H^p(E_2). (13)

Sledovatel~no, vsØkaØ funkciØ F iz H^p(E) imeet vid F =

E_2G_1 + E^∗_1 G_2, gde G_1 ∈ H^p(E_1), G_2 ∈ H^p(E_2) i ‖F ‖_{E, p} ≍ ‖G_1‖_{E1, p} + ‖G_2‖_{E2, p}. IdeØ dokazatel~stva teoremy B sostoit v tom, qtoby rassmotret~ otdel~no operator differencirovaniØ na prostranstvah

E_2H^p(E_1) i E^∗_1 H^p(E_2) i pokazat~, qto ego ograniqennost~ ffkviva-

lentna ograniqennosti vloßeniæ K^p_{Θ1} ⊂ L^p(μ_{σ, p}) i K^p_{Θ2} ⊂ L^p(μ_{σ, p})

24 A. D. BARANOV sootvetstvenno. Tem samym, teorema B budet dokazana vvidu razloßeniØ (13). Napomnim, qto μ_{σ, p} = ∑ l∈Z1 y^{1−p}_l δ_{xl+σ} . Dve sledu¸wie lemmy ustanavliva¸t svØz~ meßdu ograniqennost~¸ operatora D na E_2H^p(E_1) i vloßeniem K^p_{Θ1} ⊂ L^p(μ_{σ, p}). Ih dokazatel~stva dlØ sluqaØ p = 2 ([4], lemmy 5.1 i 5.2) poqti doslovno perenosØtsØ na sluqaæ proizvol~nogo p ∈ (1, ∞); pofftomu, my ih ne privodim.

Lemma 4.1. Pri sformulirovannyh vyxe usloviØh sledu¸wie

utverßdeniØ ravnosil~ny:

1) operator D ograniqen, kak operator iz E_2H^p(E_1) v H^p(E); 2) matrica (A_{lk})_{l,k∈Z1} , gde A_{ll} = 0 i A_{lk} = ( y_k y_l )_{1−1/p} 1 z_l − z_k , l, k ∈ Z_1, l ≠ k, (14) zadaet ograniqennyæ operator v ℓ^p(Z_1 ).

Lemma 4.2. Matrica (14) zadaet ograniqennyæ operator v ℓ^p(Z1)

togda i tol~ko togda, kogda imeet mesto vloßenie K^p_{Θ1} ⊂ L^p(μ_{σ, p}) dlØ vsØkogo (nekotorogo) σ takogo, qto 0 < σ < inf k,n∈Z1, k≠n |x_k − x_n|/2. DlØ dokazatel~stva teoremy B nam takße ponadobitsØ odno utverßdenie ob ustoæqivosti vloßeniæ pri “malyh vozmuweni- Øh” mer.

Lemma 4.3 ([17]). Pust~ Θ – vnutrennØØ funkciØ, ν – borelevskaØ

mera i K^p_Θ ⊂ L^p(ν), to est~ ‖f‖_Lp_{(ν)} 6 A‖f‖_p, f ∈ K^p_Θ . Togda K^p_{Θj} ⊂ L^p(ν), j ∈ N, i ‖f‖_Lp_{(ν)} 6 C^{j−1}A‖f‖_p, f ∈ K^p_{Θj} , dlØ nekotoroæ konstanty C = C(p) > 0.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie lemmy dlØ j = 2 nemedlenno sle-

duet iz predstavleniØ K^p_{Θ2} = K^p_Θ + ΘK^p_Θ i neravenstva (12). Dokazatel~stvo dlØ j > 2 analogiqno.

OB OCENKAH L^p–NORM 25

Lemma 4.4. Pust~ Θ – vnutrennØØ funkciØ takaØ, qto Θ^′ ∈

L^∞(R), j ∈ N. Togda naædetsØ konstanta ~C = ~C(p) > 0 takaØ, qto ‖f^{(j)}‖_p 6 ~C^jj!‖f‖_p, f ∈ K^p_Θ . (15)

Dokazatel~stvo. Ocenka (15) faktiqeski dokazana v rabote

[11]. Preßde vsego, iz usloviØ Θ^′ ∈ L^∞(R) sleduet, qto funkciØ Θ meromorfna vo vseæ kompleksnoæ ploskosti i, v qastnosti, analitiqeski prodolßima qerez vewestvennu¸ prØmu¸ [11]. Pofftomu vsØkaØ funkciØ f ∈ K^p_Θ takße analitiqna na R. Zametim takße, qto v fftom sluqae proizvodnaØ f^{(j)} prinadleßit prostranstvu K^p_{Θj+1} . Deæstvitel~no, fflementy prostranstva K^p_Θ sut~ meromorfnye funkcii s pol¸sami v toqkah, soprØßennyh s nulØmi funkcii Θ, a differencirovanie povyxaet porØdok pol¸sa na edinicu. Po teoreme D~Økonova ‖f^′‖_p 6 ~C‖f‖_p, f ∈ K^p_Θ . UqityvaØ, qto |(Θ^j )^′(t)| = j|Θ^′(t)|, t ∈ R, my poluqaem neravenstvo (15) s pomow~¸ indukcii.

Lemma 4.5. Pust~ Θ^′ ∈ L^∞(R), tn, sn ∈ R, rn > 0, a mery ν1 i ν2

opredeleny ravenstvami

ν_1 = ∑ n r_nδ_{sn} , ν_2 = ∑ n r_nδ_{tn} . Togda naædetsØ σ_0 = σ_0(Θ, p) > 0 takoe, qto esli |s_n − t_n| 6 σ_0, to vloßeniØ K^p_Θ ⊂ L^p(ν_1) i K^p_Θ ⊂ L^p(ν_2) ime¸t mesto ili net odnovremenno.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku vsØkaØ funkciØ f ∈ K^p_Θ analitiqna

na R, imeem |f(t_n) − f(s_n)| 6 ∞∑ j=1 |f^{(j)}(s_n)| j! |t_n − s_n|^j. Sledovatel~no, ( ∑ n r_n|f(t_n) − f(s_n)|^p )_{1/p} 6^{∞∑}_{j=1}^{σj0}_{j!} ‖f^{(j)}‖Lp(ν_1).

Predpoloßim, qto imeet mesto vloßenie K^p_Θ ⊂ L^p(ν_1). Ocenim normu ‖f^{(j)}‖_Lp_{(ν1)}. Kak bylo otmeqeno v dokazatel~stve lemmy

26 A. D. BARANOV 4.4, f^{(j)} ∈ K^p_{Θj+1} . Sledovatel~no, po lemme 4.3 vypolneno neravenstvo ‖f^{(j)}‖_Lp_{(ν1)} 6 AC^j‖f^{(j)}‖_p. Teper~ primenim ocenku (15):

‖f^{(j)}‖_Lp_{(ν1)} 6 AC^j ~C^j j!‖f‖_p. Voz~mem σ_0 = (2C ~C)^{−1}. Togda ( ∑ n r_n|f(t_n) − f(s_n)|^p )_{1/p} 6 2AC^~Cσ0‖f‖p. (16) Takim obrazom, K^p_Θ ⊂ L^p(ν_2).

Dokazatel~stvo teoremy B. Soglasno lemmam 4.1 i 4.2, ope-

rator D ograniqen kak operator iz E_2H^p(E_1) v H^p(E) togda i tol~ko togda, kogda K^p_{Θ1} ⊂ L^p(μ_{σ, p}) dlØ dostatoqno malyh σ > 0. Pokaßem, qto ograniqennost~ operatora D na E^∗_1 H^p(E_2) ravnosil~na vloßeni¸ K^p_{Θ2} v L^p(μ_{σ, p}). Togda teorema budet dokazana vvidu razloßeniØ (13).

Pust~ G ∈ H^p(E_2). Togda

(E^∗_1 G)^′ E = E^∗_1 G^′ + (E^∗_1 )^′ E_1E_2 = E^∗_1 E_1 ( G E_2 )_′ + E^∗_1 E_1 · G E_2 ( (E^∗_1 )^′ E^∗_1 + E^′_2 E_2 ) . Pervoe slagaemoe moßno ocenit~, primenØØ teoremu D~Økonova, tak kak iz usloviØ E ∈ L vytekaet, qto φ^′_{E2} ∈ L^∞(R), i, znaqit,

‖(G/E_2)^′‖_p 6 C‖G/E_2‖_p = C‖G‖_{E2, p}. Poloßim Δ_k = (x_k − σ, x_k +

σ), k ∈ Z_1. Budem sqitat~, qto 0 < σ < inf_{k,n∈Z1, k≠n} |x_k − x_n|/2.

Togda promeßutki Δ_k poparno diz¨¸nktny. Iz usloviæ E ∈ L i

inf{|x_n − x_k| : n, k ∈ Z_1, n ≠ k} > 0 sleduet, qto

(E^∗_1 )^′ E^∗_1

(x) +

E^′_2 E_2

(x) = 1 x − z_k + O(1), x ∈ Δ_k, k ∈ Z_1, i (E^∗_1 )^′ E^∗_1 + E^′_2 E_2 ∈ L^∞(R\ ⋃ k∈Z1 Δ_k).

Takim obrazom, ‖ ‖ ‖ ‖ (E^∗_1 G)^′ E ‖ ‖ ‖ ‖_p = ∑ k∈Z1 ∫ Δk | | | | G E_2 (t) | | | | p · dt |t − z_k|^p 1/p + O(‖G‖_{E2, p}). Po teoreme o srednem naædutsØ t_k ∈ Δ_k takie, qto ∫ Δk | | | | G E_2 (t) | | | | p · dt |t − z_k|^p = | | | | G E_2

(t_k) | | | | p ∫ Δk dt |t − z_k|^p ≍ 1 y^{p−1}_k | | | | G E_2

(t_k) | | | | p .

OB OCENKAH L^p–NORM 27 Poloßim g = G/E_2, g ∈ K^p_{Θ2} . Esli K^p_{Θ2} ⊂ L^p(μ_{σ, p}) i σ dostatoqno malo, to po lemme 4.5 verno neravenstvo ∑ k y^{1−p}_k |g(t_k)|^p 6 C‖g‖^p, i, znaqit, operator D ograniqen v H^p(E).

Dokaßem obratnoe utverßdenie. Pust~ operator D ograniqen. Togda dlØ vsØkoæ funkcii g ∈ K^p_{Θ2} naædetsØ takaØ posledovatel~nost~ t_k, qto |t_k − x_k| 6 σ i ∑ k y^{1−p}_k |g(t_k)|^p 6 C‖g‖^p. Pokaßem,

qto K^p_{Θ2} ⊂ L^p(μ_{σ, p}) pri dostatoqno malyh σ. Rassmotrim delitel~ funkcii Θ_2 – koneqnoe proizvedenie BlØxke

B_n(z) = ∏ m∈Z2,|m|6n z − z_m z − z_m . Dostatoqno proverit~, qto normy operatorov vloßeniØ K^p_{Bn} v

L^p(μ_{σ, p}) ograniqeny ravnomerno po n, posle qego moßno vos-

pol~zovat~sØ lemmoæ Fatu, tak kak dlØ vsØkoæ funkcii g ∈ K^p_{Θ2} naædetsØ posledovatel~nost~ g_n ∈ K^p_{Bn} , shodØwaØsØ k g potoqeqno. Koneqnomernoe prostranstvo K^p_{Bn} sovpadaet s lineænoæ oboloqkoæ funkciæ (z − z_m)^{−1}, m ∈ Z_2, |m| 6 n; sledovatel~no, po neravenstvu (9) imeet mesto vloßenie K^p_{Bn} ⊂ L^p(μ_{σ, p}). Pust~ M_n = max{‖f‖_Lp_{(μσ, p)} : f ∈ K^p_{Bn} , ‖f‖_p = 1} i ‖g‖_Lp_{(μσ, p)} = M_n‖g‖_p. Togda, po neravenstvu (16), M_n‖g‖_p 6 ( ∑ n y^{1−p}_n |g(t_n)|^p )_{1/p} + ( ∑ n y^{1−p}_n |g(t_n) − g(x_n + σ)|^p )_{1/p} 6 6 C1‖g‖p + C2σMn‖g‖p, gde C_1 i C_2 zavisØt ot p, ‖D‖, ‖Θ^′_2‖_∞, no ne ot n. Takim obrazom,

M_n 6 2C_1 pri σ < (2C_2)^{−1}.

Sledstvie 4.6. Pust~ E ∈ L, a = 0, sup_{k∈}Zyk < ∞ i 0 < inf_{k∈}Z(xk+1 −

x_k) 6 sup_{k∈}Z(x_{k+1} − x_k) < ∞. Esli operator D ograniqen v H^p(E), to

on ograniqen v H^q (E) pri 1 < q < p.

Dokazatel~stvo. Soglasno sledstvi¸ 3.5, operator D ograni-

qen v H^p(E) togda i tol~ko togda, kogda {y^{1−p}_k } udovletvorØet uslovi¸ (A_p), to est~ sup m∈Z, n>0^{( 1}n^{m+n∑}k=m+1^{y1−pk ) ( 1}n^{m+n∑}k=m+1^{yk)p−1 < ∞.}

28 A. D. BARANOV Po izvestnym svoæstvam srednih ( 1 n m+n∑ k=m+1 y^{1−p}_k ) 1_p�_1 ¿ ( 1 n m+n∑ k=m+1 y^{1−q}_k ) 1_q�_1 , esli p > q > 1. Sledovatel~no, posledovatel~nost~ {y^{1−q}_k } udovletvorØet uslovi¸ (A_q ), p > q > 1.

Primer. Pokaßem, qto v usloviØh sledstviØ 4.6 operator dif-

ferencirovaniØ moßet ne byt~ ograniqennym v H^q (E) pri q > p. Bolee togo, dlØ vsØkogo p ∈ (1, ∞) naædetsØ funkciØ E takaØ, qto operator D ograniqen v H^p(E) tol~ko esli q 6 p.

Zafiksiruem α ∈ (0, 1). Pust~ M , N ∈ N i N = [M^{1+α(p−1)}] ([x] oboznaqaet celu¸ qast~ qisla x). Poloßim y_k = 1 pri 1 6 k 6 N ,

y_k = (k − N )^{−α} pri N + 1 6 k 6 N + M i, nakonec, y_k = y_{2N +2M−k}.

Togda ( 1 N + M N +M∑

k=1 y^{1−p}_k ) ( 1 N + M N +M∑

k=1 y_k )_{p−1} ≍

≍ N + M^{1+α(p−1)} N + M ( N + M^{1−α} N + M )_{p−1} ≍ 1. V to ße vremØ, ( 1 N + M N +M∑

k=1 y^{1−q}_k ) ( 1 N + M N +M∑

k=1 y_k )_{q−1} ≍

≍ N + M^{1+α(q−1)} N + M ( N + M^{1−α} N + M )_{q−1} ≍ M^{α(q−p)}. Opredeliv y_k s pomow~¸ vyxeopisannoæ konstrukcii na dostatoqno redkoæ posledovatel~nosti intervalov, dliny kotoryh neograniqenno vozrasta¸t, i doopredeliv ediniceæ dlØ ostal~- nyh znaqeniæ indeksa, legko postroit~ primer vesa {y_k} takogo, qto {y^{1−p}_k } udovletvorØet uslovi¸ (A_p), no {y^{1−q}_k } ne udovletvorØet (A_q ) pri q > p.

Sledstvie 4.7. Pust~ E ∈ L, a = 0, posledovatel~nost~ {zn}

udovletvorØet uslovi¸ (C) i sup_n ∑ k |z_n − z_k|^{−1} < ∞. Esli operator

D ograniqen v H^p(E), to on ograniqen v H^q (E) pri 1 < q < p.

OB OCENKAH L^p–NORM 29

Dokazatel~stvo. Po teoreme 3.3 operator D ograniqen v H^p(E)

togda i tol~ko togda, kogda operator A, zadannyæ matriceæ

a_{lk} =^{yk}_{yl} ·^1_{zk−zl} , ograniqen v ℓ^p({y_k}). Uslovie sup_n ∑ k |z_n −z_k|^{−1} < ∞ obespeqivaet ograniqennost~ operatora A v ℓ^1({y_k}). Sledovatel~no, operator A ograniqen i v ℓ^q({y_k}), 1 < q < p, po teoreme Rissa ob interpolØcii operatorov.

Sledstvie 4.8. Pust~ Θ^′ ∈ L^∞,^∑_k yk < ∞ i μp =^∑_k y^{1−p}_k δs_k .

Esli K^p_Θ ⊂ L^p(μ_p), to K^q_Θ ⊂ L^q(μ_q ) dlØ vseh q ∈ (1, p).

Dokazatel~stvo. Kak pokazano v rabote [11], K^q_Θ ⊂ K^p_Θ pri uslo-

vii, qto Θ^′ ∈ L^∞ i q < p. Vkl¸qenie K^p_Θ ⊂ L^p(μ_p) oznaqaet, qto {f(s_k )/y_k} ∈ ℓ^p({y_k}), f ∈ K^p_Θ . Nakonec, zametim, qto

ℓ^p({y_k}) ⊂ ℓ^q ({y_k}), q < p, tak kak ∑ k y_k < ∞. Takim obrazom,

esli f ∈ K^q_Θ , to {f(s_k )/y_k} ∈ ℓ^q({y_k}).

§ 5. Kompaktnost~ operatora differencirovaniØ

Rassmotrim zadaqu o kompaktnosti operatora differencirovaniØ v prostranstvah H^p(E). AnalogiqnaØ zadaqa dlØ koinvariantnyh podprostranstv byla rexena D~Økonovym [12]. Oboznaqim qerez C_0(R) klass funkciæ, nepreryvnyh na vewestvennoæ prØmoæ i isqeza¸wih v beskoneqnosti. Operator differencirovaniØ D : K^p_Θ → L^p, 1 < p < ∞, kompakten v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda Θ^′ ∈ C_0(R).

Teorema 5.1. Pust~ E^′/E ∈ C0(R). Togda operator differenciro-

vaniØ D kompakten v H^p(E), 1 6 p < ∞.

Dokazatel~stvo. Vspomnim, qto |Θ^′_E (t)| = −2 Im^{E0}_E (t). Sledova-

tel~no, Θ^′_E ∈ C_0(R) i operator differencirovaniØ D : K^p_{ΘE} → L^p kompakten. Poskol~ku H^p(E) = EK^p_{ΘE} i DF E = ( F E )_′ + E^′ E · F E , dostatoqno proverit~, qto operator umnoßeniØ na E^′/E kompakten kak operator iz K^p_{ΘE} v L^p. Qtoby primenit~ izvestnyæ kriteriæ otnositel~noæ kompaktnosti semeæstva funkciæ v L^p(R), nam dostatoqno pokazat~, qto sup f∈K^pΘ_E , ‖f‖_p 61 ∫ |x|>A | | | | E^′(x) E(x) | | | | p |f(x)|^pdx → 0, A → ∞, (17)

30 A. D. BARANOV i sup f∈K^pΘ_E , ‖f‖_p61 ‖ ‖ ‖ ‖ E^′ E (· + h)f(· + h) − E^′ E f ‖ ‖ ‖ ‖_p → 0, h → 0. (18)

Uslovie (17) oqevidno, poskol~ku E^′/E ∈ C_0(R), v to vremØ kak (18) vytekaet iz ocenok | | | | E^′ E (t + h) − E^′ E (t) | | | | 6^∑_k^{|h|} |(t − z_n)(t + h − z_n)| 6 C|h|, t ∈ R, i ‖f(· + h) − f‖_p 6 |h|‖f^′‖_p 6 C|h|‖f‖_p, f ∈ K^p_{ΘE} . My vospol~zovalis~ tem, qto Θ^′_E ∈ L^∞, i, sledovatel~no, v prostranstve K^p_{ΘE} imeet mesto neravenstvo tipa Bernxteæna.

Zameqanie. Uslovie E^′/E ∈ C0(R) oznaqaet, v qastnosti, qto v

formule (5) a = 0 i y_n → ∞ [12]. My pokaßem, qto poslednee predpoloßenie (a znaqit i uslovie E^′/E ∈ C_0(R)) ne ØvlØetsØ neobhodimym dlØ kompaktnosti operatora D (v otliqie ot sluqaØ prostranstv K^p_Θ).

Esli mnoßestvo nuleæ funkcii E udovletvorØet uslovi¸ Karlesona (C), to, rassußdaØ analogiqno dokazatel~stvu teoremy 3.3, my poluqaem sledu¸wiæ kriteriæ kompaktnosti.

Teorema 5.2. Pust~ 1 < p < ∞, E ∈ P0, a = 0, a posledovatel~-

nost~ {z_k}_{k∈}ZudovletvorØet uslovi¸ (C). Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

1) operator D kompakten v H^p(E); 2) lim_{|k|→∞} | | |^E 0_k E_k (zk) | | | = 0, i matrica (Alk), gde All = 0 i

A_{lk} = ( y_k y_l )_{1−1/p} 1 z_l − z_k , l ≠ k, zadaet kompaktnyæ operator v ℓ^p(Z).

Sledstvie 5.3. V usloviØh teoremy 5.2 operator D v H^2(E) pri-

nadleßit klassu Gil~berta–Xmidta S_2 v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda

{_E0_k E_k (zk) } ∈ ℓ^2(Z) i ∑ k ∑ l≠k y_k y_l 1 |z_l − z_k|^2 < ∞.

OB OCENKAH L^p–NORM 31 V zakl¸qenie privedem primery prostranstv H^p(E), dlØ kotoryh vypolneny usloviØ teoremy 5.2 i sledstviØ 5.3. Pri fftom my budem rassmatrivat~ celye funkcii E vida E(z) = ∏ n ( 1 − z z_n )

s nulØmi z_n takimi, qto ∑ n |z_n|^{−1} < ∞. Primery. 1. Pust~ zn = n^α + i, n ∈ N, gde α > 1. Togda (pri k > 1) ∑ l≠k 1 |z_l − z_k| = ∑ l≠k 1 |k^α − l^α| 6 C ln k k^{α−1} . Analogiqno, | | |^E 0_k E_k (zk) | | | 6 Ck^{1−α} ln k, to est~ lim_{k→∞}^|^{E0k}_{Ek} (zk)^| = 0. Ta-

kim obrazom, operator D kompakten v H^p(E). Operator D v H^2(E) prinadleßit klassu S_2, esli (i tol~ko esli) α > 3/2.

2. Pust~ z_n = 2^n + i. Togda | | |^E 0_k E_k (zk) | | | 6 Ck2^{−k} i ∑ l≠k 1 |z_l − z_k|^2 6 Ck2^{−2k}. Sledovatel~no, operator D, deæstvu¸wiæ v H^2(E), prinadleßit klassu S_2. Netrudno pokazat~ takße, qto D prinadleßit vsem idealam Xattena–fon Neæmana S_r, r > 0.

Vopros. V nastoØweæ rabote issledovany prostranstva H^p(E)

takie, qto operator differencirovaniØ ograniqen kak operator iz H^p(E) v H^p(E). Odnako vozmoßen neskol~ko inoæ podhod k neravenstvam tipa Bernxteæna v prostranstvah H^p(E). Neravenstvo Levina moßno interpretirovat~ sledu¸wim obrazom: dlØ vsØkoæ celoæ funkcii E klassa P_0 operator D ograniqen kak operator iz H^∞(E) v H^∞(E^′) (izvestno, qto E^′ takße prinadleßit P_0) i ‖D‖ = 1. Voznikaet estestvennyæ vopros: verno li, qto D deæstvuet iz H^p(E) v H^p(E^′) pri 1 < p < ∞, to est~ ‖F^′/E^′‖_p 6 C‖F/E‖_p, f ∈ H^p(E). Vsledstvie sootnoxeniØ H^p(E) = EK^p_{ΘE} , neravenstvo (19) ravnosil~no vesovomu neravenstvu tipa Bernxteæna ‖f^′w‖_p 6 C‖f‖_p,

F ∈ K^p_{ΘE} , gde w = |E^′/E|^{−1} = |φ^′_E + i ~φ^′_E |^{−1}.

32 A. D. BARANOV Moßno pokazat~, qto neravenstvo (19) vypolneno dlØ rØda konkretnyh primerov, odnako otvet dlØ obwego sluqaØ avtoru neizvesten.

Literatura

1. S. M. Nikol~skiæ, Priblißenie funkciæ mnogih peremennyh i teoremy vloßeniØ. M., Nauka, (1969).

2. B. ˚. Levin, Raspredelenie korneæ celyh funkciæ. M., Gostehizdat, (1956).

3. A. D. Baranov, Differencirovanie v prostranstvah de Branßa i teoremy vloßeniØ. — Problemy matematiqeskogo analiza, 19 (1999), 27–68.

4. A. D. Baranov, Neravenstvo Bernxteæna v prostranstvah de Branßa i teoremy vloßeniØ. — Trudy Sankt-Peterburgskogo matematiqeskogo obwestva, 9 (2001), 23–53.

5. L. de Branges, Hilbert spaces of entire functions. Prentice Hall, Englewood Cliffs

(NJ) (1968).

6. Yu. I. Lyubarskii, K. Seip, Weighted Paley–Wiener spaces. — J. Amer. Math. Soc., 15, 4 (2002), 979–1006.

7. J. Ortega-Cerda, K. Seip, Fourier frames. — Ann. of Math. (2), 155, 3 (2002),

789–806.

8. P. Kusis, Vvedenie v teori¸ prostranstv H^p. M., Mir, (1984). 9. N. K. Nikol~skiæ, Lekcii ob operatore sdviga. M., Nauka, (1980). 10. ı. A. Brudnyæ, E. A. Gorin, Izometriqeskie predstavleniØ i differencial~nye neravenstva. ˚roslavl~, (1981).

11. K. M. D~Økonov, Celye funkcii ffksponencial~nogo tipa i model~nye podprostranstva v H^p. — Zap. nauqn. semin. LOMI, 190 (1991), 81–100.

12. K. M. Dyakonov, Differentiation in star-invariant subspaces I: Boundedness and

compactness. — J. Funct. Anal., 192, 2 (2002), 364–386.

13. W. S. Cohn, Carleson measures for functions orthogonal to invariant subspaces.

— Pacific J. Math., 103, 2 (1982), 347–364.

14. W. S. Cohn, Carleson measures and operators on star-invariant subspaces. — J.

Oper. Theory, 15, 1 (1986), 181-202.

15. A. L. Vol~berg, S. R. Treil~, Teoremy vloßeniØ dlØ invariantnyh podprostranstv operatora obratnogo sdviga. — Zap. nauqn. semin. LOMI, 149 (1986), 38–51.

16. A. B. Aleksandrov, Prostoe dokazatel~stvo teoremy Vol~berga-TreilØ o vloßenii koinvariantnyh podprostranstv operatora sdviga. — Zap. nauqn. semin. LOMI, 217 (1994), 16–25.

17. A. B. Aleksandrov, On embedding theorems for coinvariant subspaces of the shift

operator. I. — Operator Theory: Advances and Applications, 113 (2000), 45–64.

18. A. B. Aleksandrov, O teoremah vloßeniØ dlØ koinvariantnyh podprostranstv operatora sdviga. II. — Zap. nauqn. semin. POMI, 262 (1999), 5–48.

19. K. M. Dyakonov, Embedding theorems for star-invariant subspaces generated by

smooth inner functions. — J. Funct. Anal., 157, 2 (1998), 588–598.

OB OCENKAH L^p–NORM 33 20. A. D. Baranov, Vesovye neravenstva Bernxteæna i teoremy vloßeniØ dlØ model~nyh podprostranstv. — Algebra i Analiz, 15, 5 (2003), 138– 168.

21. F. Nazarov, A. Volberg, The Bellman function, the two-weight Hilbert transform,

and embeddings of the model spaces K`. — J. Anal. Math., 87 (2002), 385–414.

22. W. S. Cohn, Radial limits and star invariant subspaces of bounded mean oscilla-

tion. — Amer. J. Math., 108 (1986), 719–749.

23. R. Hunt, B. Muckenhoupt, R. Wheeden, Weighted norm inequalities for conjugate

function and Hilbert transform. — Trans. Amer. Math. Soc., 176 (1973), 227–251.

24. Yu. I. Lyubarskii, K. Seip, Complete interpolation sequences for Paley–Wiener

spaces and Muckenhoupt’s (Ap) condition. — Rev. Mat. Iber., 13, 2 (1997), 361– 376.

Baranov A. D. On estimates of the L^p-norms of derivatives in spaces of entire functions.

In the present work, weighted L^p-norms of derivatives are studied in the spaces of entire functions H^p(E) generalizing the de Branges spaces. A description of the spaces H^p(E) such that the differentiation operator D : F → F^′ is bounded in H^p(E) is obtained in terms of the generating entire function E of the Hermite–Biehler class. It is shown that for a broad class of the spaces H^p(E) the boundedness criterion is given by the condition E^′/E ∈ L^∞(R). In the general case a necessary and sufficient condition is found in terms of a certain embedding theorem for the space H^p(E); moreover, the boundedness of the operator D depends essentially on the exponential p. Also we obtain a number of conditions sufficient for the compactness of the differentiation operator in H^p(E).

Postupilo 17 oktØbrØ 2003 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: antonbaranov@netscape.net