Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 302, 2003 g.

O. M. Fomenko POVEDENIE AVTOMORFNYH L-FUNKCI` V TOQKAH s= 1 I s=^1_2 §1 Pust~ S_k(Γ_0(N ), χ) – prostranstvo golomornyh Γ_0(N )-paraboliqeskih form celogo vesa k i haraktera χ(mod N ); pri qetnom k i trivial~nom haraktere χ^{(N)}_0 (mod N ) budem oboznaqat~

S_k(Γ_0(N ), χ^{(N)}_0 ) = S_k(Γ_0(N )).

Pust~ f(z) ∈ S_k(Γ_0(N ), χ), f(z) = ∞∑ n=1 a_f (n)e^{2πinz}, z ∈ H = {z = x + iy : y > 0}; a_f (n)n^{− k−12} = λ_f (n);

L_f (s) = ∞∑ n=1 a_f (n)n^{−s}; s = σ + it;

L_f ( s + k − 1 2 ) = ∞∑ n=1 λ_f (n)n^{−s} = L(s, f). Svoæstva L_f (s), kak funkcii ot s, horoxo izvestny i my ne budem ih pereqislØt~.

Pust~ k ¿ 2, χ = χ^{(N)}_0 . Oboznaqim qerez S_k(N )^+ mnoßestvo novyh form vesa k i urovnØ N , prinadleßawih prostranstvu

S_k(Γ_0(N )); pust~

S^′_k(6 Q)^+ = ⋃ q6Q, q prostoe^{Sk(q)} +. Horoxo izvestno: esli f ∈ S_k(N )^+, to a_f (1) = 1, f – sobstvennaØ funkciØ vseh operatorov Gekke, priqem λ_f (n) – ee n-oe sobstvennoe qislo; po Delin¸, |λ_n(n)| 6 d(n), gde d(n) – koliqestvo

Rabota vypolnena qastiqno pri finansovoæ podderßke RFFI (grant No. 02-01-00087). 149

150 O. M. FOMENKO natural~nyh deliteleæ n. Na prostranstve S_k(Γ_0(N )) vvoditsØ metrika Petersona ⟨f, g⟩; pust~

ω_f =

Γ(k − 1)a_f (1) (4π)^{k−1}⟨f, f⟩ . (1)

Pust~ f(z) ∈ S_k(Γ_0(N ))^+, togda, kak izvestno, L(s, f) = ∏ p ( 1 − α_f (p)p^{−s} )_{−1}( 1 − β_f (p)p^{−s} )_{−1} . Rassmatrivaem novoe ffælerovskoe proizvedenie – simmetriqeskiæ kvadrat L-funkcii Gekke L(s, f):

L(s, sym^2f) = ∏ p ( 1 − α^2_f (p)p^{−s} )_{−1}( 1 − α_f (p)β_f (p)p^{−s} )_{−1} · · ( 1 − β^2_f (p)p^{−s} )_{−1} . Legko pokazat~, qto

L(s, sym^2f) = ζ_N (2s) ∑ n¿1^{λf (n} 2)n^{−s} = ζ_N (2s)D_f (s),

gde ζ_N (s) – dzeta-funkciØ Rimana bez lokal~nyh mnoßiteleæ dlØ prostyh p|N .

FunkciØ N^sπ^{−3s/2}Γ ( s + 1 2 ) Γ ( s + k − 1 2 ) Γ ( s + k 2 ) L(s, sym^2f)

ØvlØetsØ celoæ i udovletvorØet funkcional~nomu uravneni¸ rimanova tipa ≪ s → 1 − s ≫, priqem polosa 0 6 Re s 6 1 ØvlØetsØ kritiqeskoæ. Po povodu simmetriqeskih kvadratov Lfunkciæ Gekke sm. [1].

Kak dokazano v [2],

L(1, sym^2f) ≫ 1 log N

, (2)

esli f ∈ S_k(N )^+ i k postoØnno. Togda, kak sleduet iz (2) i formuly

ω_f =

2π^2 (k − 1)N L(1, sym^2f) , ω_f ≪ log N N . (3)

POVEDENIE AVTOMORFNYH L–FUNKCI` 151 Zametim, qto moßno neposredstvenno dokazat~ ocenku (pri postoØnnom k)

L(1, sym^2f) ≪ log^3 N,

otkuda sleduet 1 N log^3 N ≪ ω_f . Niße budem ispol~zovat~ oboznaqenie ∑ f · · · = ∑ f∈S_k (N)+ · · · . V nastoØwem paragrafe pri rastuwem urovne N i postoØnnom vese k budet vyvedena asimptotiqeskaØ formula dlØ summy ∑ f L^m(1, sym^2f), (4)

gde celoe m ¿ 1, i dany nekotorye priloßeniØ. Vpervye asimptotiku dlØ summy ∑ D6N^L m D (1), m ∈ N, poluqil M. B. Barban [3] (sm. takße [4, 5]); zdes~

L_D (1) = ∞∑ n=1 χ_D (n)n^{−1},

χ_D(n) = ( −D n ) , D > 0, – simvol Kronekera. On svØzal povedenie summy ∑ D6N^L m D (1) s bol~xim rexetom Linnika. Pozdnee

ostatoqnyæ qlen v rezul~tate Barbana byl uluqxen, no imenno ego dokazatel~stvo ØvlØetsØ prototipom dokazatel~stv analogiqnyh rezul~tatov v sluqae avtomorfnyh L-funkciæ (sm. [6], gde rassmotreny simmetriqeskie kvadraty L-funkciæ sobstvennyh form Gekke–Maassa, ili dokazatel~stvo teoremy 1 niße). NarØdu s ideØmi M. B. Barbana, ispol~zuem takße soobraßeniØ iz [6].

Niße, dlØ prostoty, rassmotrim qastnyæ sluqaæ: k = 2, N = p (prostoe qislo). Izvestno, qto

dim S_2(Γ_0(p)) = 1 12 p + O(1). (5)

152 O. M. FOMENKO Perehodim k nahoßdeni¸ asimptotiki summy (4). Napomnim sootnoxenie mul~tiplikativnosti:

λ_f (r)λ_f (s) = ∑ d|(r,s) χ^{(N)}_0 (d)λ_f (rs/d^2). (6)

Po (6), imeem pri Re s > 1

D^m_f (s) = ∑ n1,... ,n_m λ_f (n^2_1) · · · λ_f (n^2_m) (n_1 · · · n_m)^s = ∑ k¿1 a^{(m)}_f (k) k^s , gde a^{(m)}_f (k) = ∑ n1···n_m=k ∑ d1|(n21,n2) ∑ d2|((^n1^n2_d1 )2,n23) · · ·

· · · ∑ d_{m−}1|((^n1^{···nm−}1 d1^{···d}m−2 ) 2,n2_m)

χ^{(N)}_0 (d_1d_2 · · · d_{m−1})λ_f (( k d_1 · · · d_{m−1} )_2) .

Rassmotrim integral (1 < x ≪ N ) 1 2πi ∫ (2) D^m_f (s + 1)Γ(s)x^sds. On raven ∑ k¿1 a^{(m)}_f (k) k exp(−k/x). SdvigaØ prØmu¸ integrirovaniØ do Re s = γ, −1 < γ < 0, my prohodim pol¸s podyntegral~noæ funkcii v toqke s = 0 s vyqetom

D^m_f (1) i poluqaem

D^m_f (1) = ∑ k¿1 a^{(m)}_f (k) k exp(−k/x) − 1 2πi ∫ (γ) D^m_f (s + 1)Γ(s)x^s ds. (7)

Oboznaqim

I_f = 1 2πi ∫ (γ) D^m_f (s + 1)Γ(s)x^s ds. (8)

POVEDENIE AVTOMORFNYH L–FUNKCI` 153 Umnoßim obe qasti (7) na ω_f i summiruem: ∑ f ω_f D^m_f (1) = ∑ k¿1 1 k exp(−k/x) ∑ f ω_f a^{(m)}_f (k) − ∑ f ω_f I_f . Pust~ ν_k(N ) = dim S_k(Γ_0(N )), { f_{j,k}(z) } 16j6νk(N) – ortonormirovannyæ bazis prostranstva S_k(Γ_0(N )), f_{j,k}(z) = ∞∑ n=1 ψ_{j,k}(n)e(nz), j = 1, . . . , ν_k(N ), e^{2πiz} = e(z). Napomnim formulu Petersona

Γ(k − 1) {4π √ nm}^{k−1} ∑ 16j6νk(N) ψ_{j,k}(n)ψ_{j,k}(m) =

= δ_{nm} + 2π(i)^k ∑ c>0 N|c S(n, m; c) c J_{k−1} ( 4π √ nm c ) , gde δ_{nm} – simvol Kronekera, S(n, m; c) oznaqaet summu Klostermana S(n, m; c) = ∑ a(mod c) (a,c)=1 e ( an + am c ) ,

aa ≡ 1(mod c), J_{k−1}(x) – funkciØ BesselØ porØdka k − 1.

Iz formuly Petersona sleduet, qto ∑ f ω_f λ_f (l) = δ_{l1} + O ( N^{−3/2} ) l^{1/2}. (9)

Pust~ x = N . V silu (9), imeem ∑ f ω_f D^m_f (1) = B_m(N ) − ∑ f ω_f I_f + O ( N^{− 12 +ε} ) , gde B_m(N ) = ∑ k¿1 1 k exp(−k/N ) ∑ n1···n_m=k ∑ d1|(n21,n2) · · ·

154 O. M. FOMENKO · · · ∑ d_{m−}1 |((^n1^{···nm−}1 d1^{···d}m−2 ) 2,n2_m),d1···d_{m−}1 =k χ^{(N)}_0 (d_1 · · · d_{m−1}) =

= ∑ k¿1 (k,N)=1 b_m(k) k exp(−k/N ); my vveli oboznaqenie

b_m(k) = ∑ n1···n_m=k ∑ d1|(n21,n2) · · · ∑ d_{m−}1 |((^n1^{···nm−}1 d1^{···d}m−2 ) 2,n2_m),d1···d_{m−}1 =k 1. (10)

Pust~ d_m(k) = ∑ u1···u_m=k 1, togda d2(k) = d(k), bm(k) 6 d 2 m(k). Imeem

B_m(N ) = ∑ k¿1 b_m(k) k exp(−k/N ) + O ( N^{−1+ε}) ) . Kak pokazano v [6], ∑ k¿1 b_m(k) k exp(−k/N ) = ∑ k¿1 b_m(k) k + O ( N^{− 15 +ε}) ) . Poloßim

B_m = ∑ k¿1 b_m(k) k . (11)

Togda

B_m(N ) = B_m + O ( N^{− 15 +ε}) ) . Sledovatel~no, imeem ∑ f ω_f D^m_f (1) = B_m − ∑ f ω_f I_f + O ( N^{− 15 +ε}) ) , (12)

gde konstanta B_m udovletvorØet neravenstvam (sm. [6])

1 < B_m ≪ e^{cm log log m}, (13)

c – absol¸tnaØ poloßitel~naØ konstanta.

Perehodim k rassmotreni¸ srednego qlena v (12). Opredelim dlØ σ ¿ 1/2 veliqinu N (σ, H, sym^2f) = #{ρ = β + iγ|L(ρ, sym^2f) = 0, β ¿ σ, |γ| 6 H}.

POVEDENIE AVTOMORFNYH L–FUNKCI` 155

Lemma 1. DlØ σ ¿^3_4 , Q ¿ 2 i nekotoroæ poloßitel~noæ kon-

stanty b imeem ∑ f∈S^′2(6Q)+ N (σ, log^3 Q, sym^2f) ≪_ε Q^{b(1−σ)+ε}.

Lemma 2. Pust~ 0 < η <^1_2 . Esli

L(s, sym^2f) (f ∈ S^′_2(6 Q)^+)

ne imeet nuleæ v oblasti

1 > σ ¿ 1 − η, |t| 6 log^3 Q,

to v oblasti 1 > σ ¿ 1 − η/2, |t| 6 log^2 Q

dlØ l¸bogo ε > 0 spravedlivo neravenstvo

L(s, sym^2f) ≪_ε Q^ε.

Dokazatel~stvo lemmy 2 ispol~zuet horoxo izvestnye soobraßeniØ (sr. dokazatel~stvo lemmy 2 [6]) i zdes~ ne privoditsØ.

Qto kasaetsØ dokazatel~stva lemmy 1, to my ograniqimsØ lix~ nekotorymi zameqaniØmi. My sleduem uße izvestnym obrazcam (sm. dokazatel~stvo lemmy 1 [6], a takße analogiqnoe rassußdenie v knige [7]). Otmetim tol~ko dva momenta. Vopervyh, nam neobhodimo neravenstvo bol~xogo rexeta dlØ posledovatel~nosti { λ_f (n^2) } n¿1. Rassmotrim dlØ^{f ∈ S′}2^(6^{Q)+} pod¨em f → π^{(2)}_f Gelbarta–ȷake; zdes~ π^{(2)}_f – “simmetriqeskiæ kvadrat”, nekotoroe kaspidal~noe avtomorfnoe predstavlenie gruppy GL(3); sm. [8].

Pust~ L^∞(π^{(2)}_f , s) – koneqnaØ qast~ L-funkcii predstavleniØ

π^{(2)}_f ; ffto rØd Dirihle, kotoryæ zapisyvaem v vide

L^∞(π^{(2)}_f , s) = ∑ n¿1^λ (2) f (n)n^{−s},

λ^{(2)}_f (n) = ∑ d2|n χ^{(q′)}_0 (d)λ_f ( n2 d^4 ) ,

156 O. M. FOMENKO gde q^′ – konduktor predstavleniØ π^{(2)}_f . D~¸k i Koval~skiæ [9] dokazali neravenstvo bol~xogo rexeta, qastnym sluqaem kotorogo ØvlØetsØ sledu¸wiæ fakt:

esli M = Q^β s β > 10, to ∑ f∈S^′2(6Q)+ | | | | ∑ n6M^{anλ} (2) f (n) | | | | 2 ≪ M^{1+ε} ∑ n6M^{|an|} 2

dlØ l¸boæ posledovatel~nosti kompleksnyh qisel { a_n } 16n6M i l¸bogo ε > 0.

Vo-vtoryh, nam potrebuetsØ sledu¸waØ ocenka: ∑ f∈S^′2(6Q)+ ∫ |v|62z | | | |L ( 1 2 + iv, sym^2f )_2| | |dv ≪ Q^{2+ε}, gde z = log^3 Q, ε > 0.

Ona vytekaet iz rezul~tata Ivanca i MixelØ [10]: pust~ qetnoe k ¿ 2, N beskvadratno, Re s =^1_2 . Togda ∑ f∈S_k (N)+ | |L(s, sym^2f) | |^2 ≪ |s|^8N^{1+ε}

dlØ l¸bogo ε > 0, priqem ≪-konstanta zavisit tol~ko ot ε i k.

Rassmotrim mnoßestvo form S^′_2(6 N )^+ i razdelim ego na qasti:

S^′_2(6 N )^+ = J_1 ∪ J_2.

K J_1 otnesem vse formy f, u kotoryh L(s, sym^2f) ne imeet nuleæ v oblasti 1 > σ ¿ 1 − η, |t| 6 log^3 N,

a k J_2 otnesem vse formy f, u kotoryh L(s, sym^2f) imeet nuli v fftoæ oblasti.

Esli f ∈ J_1, to voz~mem v (8) γ = −η/2. Togda iz lemmy 2 sleduet, qto

L(s, sym^2f) ≪_ε N^ε

dlØ σ ¿ 1 − η/2, |t| 6 log^2 N , a dlØ σ ¿ 1 − η/2, |t| ¿ log^2 N , imeem D_f (s) ≪ (N |t|)^{c1}

POVEDENIE AVTOMORFNYH L–FUNKCI` 157 s nekotorym c_1 > 0. Sledovatel~no, po formule Stirlinga, ime- em I_f ≪ N^{η/20}x^{−η/2} + N^{−A} (14)

dlØ f ∈ J_1 i l¸bogo A > 0. Napomnim, qto x = N. Togda, v silu (14), (5) i (3), imeem ∑ f∈J1∩S2(N)+ ω_f |I_f | ≪ N^{− 25 η} . ObratimsØ k sluqa¸ f ∈ J_2. BerØ γ = −ε v (8), my zakl¸qaem, qto ∑ f∈J2 |I_f | ≪ N^{1/20}|J_2|, gde |J_2| = #{f ∈ S^′_2(6 N )^+, D_f (s) imeet nul~

v oblasti σ ¿ 1 − η, |t| 6 log^3 N }.

Po lemme 1 i faktorizacii L(s, sym^2f) = ζ_N (2s)D_f (s), imeem

|J_2| ≪ N^{1/5}, esli η dostatoqno malo. Pofftomu ∑ f∈J2 |I_f | ≪ N^{1/4}. (15)

Sledovatel~no, v silu (15), (5) i (3), imeem ∑ f∈J1 ∩S2(N)+ ω_f |I_f | ≪ N^{−3/4+ε}. SobiraØ poluqennye rezul~taty, imeem ∑ f ω_f D^m_f (1) = B_m + O(N^{−α})

s nekotorym α > 0, otkuda vytekaet ∑ f ω_f L^m(1, sym^2f) = ζ^m_N (2)B_m + O(N^{−α}) = ζ^m(2)B_m + O(N^{−α}).

Poskol~ku (dlØ vesa 2)

ω_f =

2π^2 N L(1, sym^2f) , imeem sledu¸wiæ rezul~tat.

158 O. M. FOMENKO

Teorema 1. Pri celom m ¿ 1 i N = p → ∞ ∑ f∈S2 (N)+ L^m(1, sym^2f) = 1 2π^2 ζ^{m+1}(2)B_{m+1} N + O(N^{1−α}),

gde B_m – konstanta, opredelØemaØ v (10) i (11), α = α(m) > 0 – nekotoraØ konstanta, O(· · ·) = O_m(· · · ).

Tak kak spravedlivo sootnoxenie (13), iz teoremy 1 i teoremy momentov (sm. [4], lemma 5.1 i lemma 5.7) sleduet

Teorema 2. Pri N = p → ∞ veliqina

#{f|f ∈ S_2(N )^+, L(1, sym^2f) 6 x} #{f|f ∈ S_2(N )^+} shoditsØ k funkcii raspredeleniØ F (x) v kaßdoæ toqke nepreryvnosti posledneæ, priqem sootvetstvu¸waØ harakteristiqeskaØ funkciØ imeet vid f(t) = ∞∑ k=0 ζ^k(2)B_{k+1} k! (it)^k. Zameqanie. Rezul~taty teorem 1 i 2 legko perenosØtsØ na slu-

qaæ form iz prostranstva S_k(Γ_0(N )), N = p, k ¿ 2. §2 Pust~ Γ = Γ_0(1) = SL(2, Z). Rassmotrim S_k(Γ), prostranstvo golomorfnyh Γ-paraboliqeskih form qetnogo vesa k ¿ 12;

S_k(1)^+ – mnoßestvo normalizovannyh sobstvennyh form Gekke,

prinadleßawih prostranstvu S_k(Γ); normalizaciØ oznaqaet, qto

a_f (1) = 1 dlØ l¸boæ formy f ∈ S_k(1)^+.

Sohranim oboznaqeniØ §1 pri N = 1. Pust~ f ∈ S_k(1)^+,

L(s, sym^2f) – simmetriqeskiæ kvadrat L-funkcii Gekke L(s, f),

opredelenie ω_f sm. v (1). Izvestno, qto 1 k log^3 k ≪ ω_f ≪ log k k (f ∈ S_k(1)^+), (16)

priqem ocenka sverhu dokazana v [2], ocenka snizu dokazyvaetsØ neposredstvenno.

Budem izuqat~ povedenie funkcii L(s, sym^2f) v toqke s = 1/2 pri rastuwem vese k.

POVEDENIE AVTOMORFNYH L–FUNKCI` 159

Teorema 3. Pri k → ∞ ∑ f∈S_k (1)+ ω_f L ( 1 2 , sym^2f ) = log k + 3 2 γ + O ( 1 √ k ) , gde γ = 0, 57721 . . . – konstanta �ælera.

Sledstvie 1. DlØ vseh dostatoqno bol~xih k suwestvuet forma

f ∈ S_k(1)^+ takaØ, qto L ( 1 2 , sym^2f ) ≠ 0. Dokazatel~stvo teoremy 3 opiraetsØ na sledu¸wee toßdestvo Cagira [11] ∑ f∈S_k (1)+

L(s, sym^2f) ⟨f, f⟩ =

= c^{−1}_k · (4π)^{s+k−1} Γ(s + k − 1) ( ∑ t∈Z^{(Ik(t2 − 4, t; s) + Ik(t2 − 4, −t; s))L(s, t2 − 4)+} + (−1)^{k/2}Γ(s + k − 1)ζ(2s) 2^{2s+k−3}π^{s−1}Γ(k) ) (2 − k < Re s < k − 1), (17) gde c_k = (−1)^{k/2}π 2^{k−3}(k − 1) i dlØ celogo t i Δ = t^2 − 4 v polose 2 − k < Re s < k − 1

I_k(Δ, t; s) =

= Γ(k −^1_2 )Γ(^1_2 ) Γ(k) ∞∫ 0 y^{k+s−2} (y^2 + ity −^1_4 Δ)^{k−1/2} dy, esli Δ ≠ 0; e^{signt· πi2 (s−k)} √ π Γ(s −^1_2 )Γ(k − s)

Γ(k) |t|^{s−k}, esli Δ = 0. Nakonec, L(s, Δ) = ζ(2s − 1), esli Δ = 0; L_D(s) ∑ d|f μ(d) ( D d ) σ_{1−2s} ( f d ) , esli Δ ≠ 0,

160 O. M. FOMENKO gde pri Δ ≠ 0 poloßim Δ = Df^2, f ∈ N, D – diskriminant polØ

Q(^√Δ), LD (s) – sootvetstvu¸waØ L-funkciØ Dirihle; σν (m) = ∑ d|m d^ν (d ∈ N, ν ∈ C ).

Vydelim iz summy po t v (17) qleny s t = ±2 i ustremim

s →^1_2 . Imeem

lim_{s→ 1} 2 c^{−1}_k (4π)^{s+k−1} Γ(s + k − 1) { 2 ( (I_k(0, 2; s) + I_k(0, −2; s) ) ζ(2s − 1)+

+ (−1)^{k/2}Γ(s + k − 1)ζ(2s) 2^{2s+k−3}π^{s−1}Γ(k) } =

= lim_{s→ 12} c^{−1}_k (4π)^{s+k−1} Γ(s + k − 1) { 2 √ π Γ(s −^1_2 )Γ(k − s) Γ(k) 2^{s−k}ζ(2s − 1)·

· ( e^{πi2 (s−k)} + e^{− πi2 (s−k)} ) + (−1)^{k/2}Γ(s + k − 1)ζ(2s) 2^{2s+k−3}π^{s−1}Γ(k) } = I. Imeem Γ ( s − 1 2 ) Γ(k − s) = Γ ( k − 1 2 ) 1 s − 1/2 − Γ ( k − 1 2 ) γ − Γ^′ ( k − 1 2 ) + · · · , Γ(s + k − 1)ζ(2s) = Γ ( k − 1 2 ) 1 2s − 1 + 1 2 Γ^′ ( k − 1 2 ) + Γ ( k − 1 2 ) γ + · · · , e^{πi2 ( 12 −k)} + e^{− πi2 ( 12 −k)} = (−1)^{k/2} √ 2, ζ(0) = − 1 2 , Γ^′ ( k −^1_2 ) Γ ( k −^1_2

) = log ( k − 1 2 ) + O ( 1 k ) (k → ∞). (18)

Sledovatel~no, I = (4π)^{k−1} Γ(k − 1) { log k + 3 2 γ + O ( 1 k )} . Izvestno, qto dlØ l¸bogo t ∈ Z, t ≠ ±2, L ( 1 2 , t^2 − 4 ) ≪_ε | |t^2 − 4 | |^{12 +ε}.

Spravedlivy neravenstva (sm. [12]) I_k ( t^2 − 4, t; 1 2 ) + I_k ( t^2 − 4, −t; 1 2 )

POVEDENIE AVTOMORFNYH L–FUNKCI` 161

≪ (t^2 − 4)^{−1/4} ( t − √t_2 − 4 t + √ t^2 − 4

) k−1_2 Γ(k − 1/2)2

2^kΓ(k)^2

, esli t ¿ 3;

Γ(k − 1/2)^2 2^kΓ(k)^2

, esli t = 1,

s absol¸tnymi ≪-konstantami. Nakonec [12], I_k ( − 4, 0; 1 2 ) = √ π 2 Γ(k/2 − 1/4)^2

Γ(k) . PodstavlØØ poluqennye vyxe rezul~taty v (17) pri s →^1_2 i ispol~zuØ formulu udvoeniØ Leßandra

2^{k−3/2}Γ (k 2 − 1 4 ) = √ π Γ(k − 1/2) Γ(k/2 + 1/4) , imeem ocenku ∑ f∈S_k (1)+

L(1/2, sym^2f) ⟨f, f⟩ − I ≪ (4π)^{k−1} Γ(k − 1) 1 √ k . Teorema 3 dokazana. §3 Sohranim preßnie oboznaqeniØ. Pust~ f ∈ S_k(1)^+, g ∈ S_l(1)^+, gde k i l – qetnye vesa ¿ 12; λ_f (n) = a_f (n)/n^{(k−1)/2}, λ_f (p) = α_f (p)+

β_f (p), α_f (p)β_f (p) = 1; napomnim, qto, po Delin¸, |α_f (p)| = |β_f (p)| = 1. L-funkciØ Rankina–Sel~berga L(s, f ⊗ g) zadaetsØ sootnoxeniØ- mi L(s, f ⊗ g) = ζ(2s) ∞∑ n=1 λ_f (n)λ_g (n) n^s = = ∏ ( 1 − α_f (p)α_g(p)p^{−s} )_{−1}( 1 − β_f (p)β_g (p)p^{−s} )_{−1} × (19) × ( 1 − α_f (p)β_g (p)p^{−s} )_{−1}( 1 − β_f (p)α_g(p)p^{−s} )_{−1} . FunkciØ L(s, f ⊗ g) ØvlØetsØ celoæ (iskl¸qaØ prostoæ pol¸s v toqke s = 1, esli f = g) i udovletvorØet funkcional~nomu uravneni¸ Λ(1 − s, f ⊗ g) = Λ(s, f ⊗ g),

162 O. M. FOMENKO gde Λ(s, f ⊗ g) = (2π)^{−2s}Γ ( s + k + l 2 − 1 ) Γ ( s + k − l 2 ) L(s, f ⊗ g). Budem izuqat~ povedenie funkcii Λ(s, f ⊗ g) v toqke s = 1/2 pri rastuwem vese k.

Teorema 4. Pri k → ∞ ∑ f∈S_k (1)+ ω_f L ( 1 2 , f ⊗ g ) = log k + 2γ + O ( 1 k ) , gde γ – konstanta �ælera.

V kaqestve neposredstvennogo sledstviØ moßno poluqit~ analog sledstviØ 1. Drugoe dokazatel~stvo fftogo analoga dal Mizumoto [13]. Odnako my moßem poluqit~ i bolee sil~nyæ rezul~- tat. Nedavno Sarnak [14] dokazal, qto dlØ dostatoqno bol~xih K i M s usloviem

K^{151/165} 6 M 6 K^{1−ε}

spravedlivo neravenstvo ∑ K−M6k6K+M ∑ f∈S_k (1)+ | | |L ( 1 2 , f ⊗ g )| |^2 ≪_{ε,g} (M K)^{1+ε} (20)

dlØ l¸bogo ε > 0. SoedinØØ teoremu 4, (20) i (16) s pomow~¸ neravenstva Koxi, poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 5. Pri K^{151/165} 6 M 6 K^{1−ε} spravedlivo neravenstvo ∑ K−M6k6K+M ∑ f∈S_k (1)+,L( 12 ,f⊗g)≠0 1 ≫_{ε′,ε,g} (KM )^{1−ε′}

dlØ l¸byh ε^′ > ε > 0.

DlØ dokazatel~stva teoremy 4 nam neobhodima formula summirovaniØ Puassona, associirovannaØ s golomorfnoæ paraboliqeskoæ formoæ (sm. [15, 16]).

Oboznaqim qerez M_{α,β} mnoßestvo funkciæ φ : [0, ∞) → C so sledu¸wimi svoæstvami:

POVEDENIE AVTOMORFNYH L–FUNKCI` 163 1) φ predstavima integralom tipa Mellina φ(x) = 1 πi σ+i∞∫

σ−i∞ Φ(x)x^{−2s}ds (α 6 σ 6 β), gde Φ(s) regulØrna v polose α 6 Re s 6 β;

2) dlØ kaßdoæ φ ∈ M_{α,β} integral ∞∫ −∞ |Φ(σ + it)| 1 + (1 + |t|)^{1−2σ} dt ravnomerno ograniqen po σ ∈ [α, β].

Lemma 3. Pust~ forma f ∈ Sk(Γ) s qetnym k ¿ 12 i af (n) =

λ_f (n) · n^{k−12} , n ¿ 1, – ee kofffficienty Fur~e. Togda dlØ φ ∈ M_{α,β} s α < 0 i β > 1, celogo c ¿ 1 i proizvol~nogo celogo N spravedlivo toßdestvo 4π c ∑ n¿1^n −k/2+1/2a f (n)S(n, N ; c)φ ( 4π c √ n ) =

= i^{−k} ∑ n¿1^n −k/2+1/2a f (n)S(n − N, 0; c) ∞∫ 0 J_{k−1}(x √ n)φ(x)xdx. PerehodØ k dokazatel~stvu teoremy 4, privedem qastnyæ sluqaæ formuly Petersona dlØ S_k(Γ): 2(−1)^{k/2}Γ(k − 1) (4π)^k ∑ f∈S_k (1)+ 1 ⟨f, f⟩ λ_f (n) =

= (−1)^{k/2}δ_{n1} 2π + ∑ c>0 1 c S(n, 1; c)J_{k−1} ( 4π√n c ) . (21)

Poloßim

Z_{k/2}(s) = 2(−1)^{k/2}

Γ(k − 1) (4π)^k ∑ f∈S_k (1)+ 1 ⟨f, f⟩ L(s, f ⊗ g). (22) V silu (19) i (21), imeem

Z_{k/2}(s) =

(−1)^{k/2}ζ(2s) 2π +

164 O. M. FOMENKO +ζ(2s) ∑ n¿1 λ_g (n) n^s ∑ c>0 1 c S(n, 1; c) J_{k−1} ( 4π√n c ) , (23)

priqem poka predpolagaetsØ, qto Re s >^5_4 . Primenim k pravoæ qasti (23) lemmu 3 s N = 1. Imeem

Z_{k/2}(s) =

(−1)^{k/2}ζ(2s) 2π + ζ(2s) 4π ∑ c>0 4π c ∑ n¿1^{λg(n)×} ×S(n, 1; c) J_{k−1}(^{4π√n}_c ) (^{4π√n}_c )^{2s} ( 4π c )_{2s} =

= (−1)^{k/2}ζ(2s) 2π + ζ(2s) 4π ∑ c>0 ( 4π c )_{2s} (−1)^{k/2}×

× ∑ n¿1^{λg (n)} { S(n − 1, 0; c) ∞∫ 0 J_{k−1}(x √ n) J_{k−1}(x) x^{2s} xdx } =

= (−1)^{k/2}ζ(2s) 2π + ζ(2s) 4π ∑ c>0 ( 4π c )_{2s} (−1)^{k/2}×

×S(0, 0; c) ∞∫ 0 J_{k−1}(x)J_{k−1}(x) x^{−2s+1}dx+

+ ζ(2s) 4π ∑ c>0 (4π c )_{2s} (−1)^{k/2}×

× ∑ n¿2^{λg (n)} { S(n − 1, 0; c) ∞∫ 0 J_{k−1}(x)J_{k−1}(x √ n)x^{−2s+1}dx } =

= S_1 + S_2 + S_3.

Horoxo izvestno, qto ζ(2s) ∑ c¿1 1 c^{2s} S(0, m; c) = { σ_{1−2s}(m), esli m ≠ 0; ζ(2s − 1), esli m = 0.

(24)

POVEDENIE AVTOMORFNYH L–FUNKCI` 165 Nam potrebuetsØ takße sledu¸waØ formula ([17], t. 2, s. 62, formula (30)): ∞∫ 0 J_μ(at)J_ν (at)t^{−ρ}dt = (^a_2 )^{ρ−1}Γ(ρ)Γ(^{ν+μ+1−ρ}_2 ) 2Γ(^{1+ν−μ+ρ}_2 )Γ(^{1+ν+μ+ρ}_2 )Γ(^{1+μ−ν+ρ}_2 )

, (25)

esli Re (ν + μ + 1) > Re ρ > 0, a > 0. VyqislØØ S_2 s pomow~¸ (24) i (25), poluqaem lim s→1/2 (S_1 + S_2) = (−1)^{k/2} lim_{s→1/2} { 1 2π ( 1 2s − 1 + γ + · · · ) +

+2 ( 1 2s − 1 −γ +· · · )( − 1 2 · 1 2π ( 1+ ( s− 1 2 )( −2 Γ^′(k −^1_2 ) Γ(k −^1_2 ) ) +· · · ))} =

= (−1)^{k/2} { 1 2π Γ^′(k −^1_2 ) Γ(k −^1_2 ) + 1 π γ } . (26)

Perehodim k ocenke summy S_3. Sdelannye niße preobrazovaniØ obosnovat~ dovol~no legko i my ne budem fftim zanimat~sØ. Vyqislim integral J = ∞∫ 0 J_{2k−1}(x) J_{2k−1}(x √ n)x^{−2s+1} dx i zatem primenim formulu (24). DlØ vyqisleniØ J ispol~zuem formulu ([17], t. 2, s. 61, formula (29)):

2^ρb^{μ−ρ+1}Γ(μ + 1)Γ ( 1 + ν + ρ − μ 2 )^∞∫ 0 J_μ(at) J_ν (bt)t^{−ρ} dt =

= a^μ Γ ( 1 + ν + μ − ρ 2 ) 2F_1 ( 1 + ν + μ − ρ 2 , 1 + μ − ν − ρ 2 ; μ + 1;

a^2 b^2 ) , esli Re(ν + μ − ρ + 1) > 0, Re ρ > −1, 0 < a < b.

Zdes~ 2F_1(a, b; c; z) = F (a, b; c; z) = F (b, a; c; z) – gipergeometriqeskiæ rØd Gaussa. Imeem

J = 2^{−2s+1} n^{− k2 +s− 12} 1 Γ(k) 1 Γ(s) Γ(k − s)F (k − s, s; k; 1/n),

166 O. M. FOMENKO otkuda sleduet, qto lim s→1/2 J ≪ n^{−k/2} Γ(k − 1/2) Γ(k) F (k − 1/2, 1/2; k; 1/n). Izvestna formula ([17], t. 1, s. 123, formula (7)): F (a, b; c; z) = 2Γ(c) Γ(b)Γ(c − b) ×

× π/2∫ 0 (sin t)^{2b−1}(cos t)^{2c−2b−1} (1 − z sin^2 t)^a dt (Re c > Re b > 0), v silu kotoroæ F (k − 1/2, 1/2; k; 1/n) = F (1/2, k − 1/2; k; 1/n) ≪ √ k. Sledovatel~no, lim s→1/2 J ≪ n^{−k/2}. Dalee, lim s→1/2 ζ(2s) ∑ c¿1 1 c^{2s} S(n − 1, 0; c) = lim_{s→1/2} σ_{1−2s}(n − 1) = d(n − 1).

Imeem teper~ lim s→1/2 S_3 ≪ ∑ n¿2^{d(n)d(n − 1)n} −k/2 ≪ 2−k/4. (27) SobiraØ (18), (22), (26) i (27), dokazyvaem teoremu.

Literatura

1. G. Shimura, On the holomorphy of certain Dirichlet series, Proc. London Math.

Soc. 31, No. 1 (1975), 79–98.

2. J. Hoffstein and P. Lockhart, Coefficients of Maass forms and the Siegel zero (with an appendix by D. Goldfeld, J. Hoffstein, and D. Lieman, An effective zero free region), Ann. of Math. 140 (1994), 161–181.

3. M. B. Barban, “Bol~xoe rexeto” ı. V. Linnika i predel~naØ teorema dlØ qisla klassov idealov mnimogo kvadratiqnogo polØ, Izv. AN SSSR, ser. mat. 26, No. 4 (1962), 573–580.

4. M. B. Barban, Metod “bol~xogo rexeta” i ego primeneniØ v teorii qisel, Uspehi mat. nauk 21, No. 1 (1966), 51–102.

POVEDENIE AVTOMORFNYH L–FUNKCI` 167 5. M. B. Barban, G. Gordover, O momentah qisla klassov qisto korennyh kvadratiqnyh form otricatel~nogo opredelitelØ, Dokl. AN SSSR 167,

No. 2 (1966), 267–269.

6. W. Luo, Values of symmetric square L-functions at 1, J. reine angew. Math. 506 (1999), 215–235.

7. G. Montgomeri, Mul~tiplikativnaØ teoriØ qisel. M., 1974.

8. S. Gelbart, H. Jacquet, A relation between automorphic representations of GL(2) and GL(3), Ann. Sci. Ec. Norm. Sup. 4(11) (1978), 471–552.

9. W. Duke, E. Kowalski, A problem of Linnik for elliptic curves and mean-value estimates for automorphic representations, Invent. Math. 139 (2000), 1–39.

10. H. Iwaniec and P. Michel, The second moment of the symmetric square L-functions, Ann. Acad. Scient. Fenn. Math. 26 (2001), 465–482.

11. D. Zagier, Modular forms whose Fourier coefficients involve zeta-functions of quadratic fields, In: Modular Functions of One Variable, VI (eds. J.-P. Serre and D. Zagier), pp. 105–169, LNM No. 627, Springer, Berlin-Heidelberg-New York, 1976.

12. W. Kohnen and J. Sengupta, On the average of central values of symmetric square L-functions in weight aspect, Nagoya Math. J. 167 (2002), 95–100.

13. S. Mizumoto, Certain L-functions at s = 1/2, Acta Arithm. 88, No. 1 (1999), 51–66.

14. P. Sarnak, Estimates for Rankin–Selberg L-functions and quantum unique ergodicity, J. Funct. Analysis 184 (2001), 419–453.

15. N. V. Kuznecov, Novyæ klass toßdestv dlØ kofffficientov Fur~e modulØrnyh form, Acta Arithm. 27 (1975), 505–519.

16. N. V. Kuznecov, Avtomorfnye funkcii Maasa modulØrnoæ gruppy i ih priloßeniØ, DissertaciØ na soiskanie uqenoæ stepeni doktora fiz.-mat. nauk, Habarovsk, 1980.

17. G. Beætmen, A. �rdeæn, Vysxie transcendentnye funkcii. T. 1, M., 1973; T. 2, M., 1974.

Postupilo 19 sentØbrØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: fomenko@pdmi.ras.ru