Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 302, 2003 g.

N. V. Proskurin

OB OBWIH SUMMAH KLOSTERMANA

Vvedenie

V preprinte avtora [1] byla vyvedena formula, obobwa¸waØ izvestnu¸ formulu summirovaniØ dlØ summ Klostermana, prinadleßawaØ N. V. Kuznecovu [2]. Preprint [1] izvesten specialistam, no ßurnal~noæ publikacii v svoe vremØ ne bylo sdelano. Meßdu tem, oqevidno, interes k formule summirovaniØ Kuznecova i k ee obobweniØm ne oslabevaet. V nastoØweæ publikacii vosproizvedeno soderßanie preprinta [1] (bez kakihlibo izmeneniæ ili dopolneniæ). Summy Klostermana voznika- ¸t v razloßeniØh Fur~e rØdov Puankare celyh qetnyh vesov dlØ gruppy SL_2(Z). V razloßeniØh Fur~e rØdov Puankare l¸- bogo vesa k dlØ obwih diskretnyh grupp G ⊂ SL_2(R) voznika¸t analogiqnye summy, sm. Peterson [3, 4]; sleduØ A. Sel~bergu [5], my nazyvaem ih obwimi summami Klostermana. Dokazatel~- stvo formuly dlØ takih obwih summ stroitsØ po toæ ße sheme, qto i v [2]. Nezavisimo ot N. V. Kuznecova, Br¸ggeman [6] vyvel formulu, kotoraØ moßet byt~ preobrazovana v formulu summirovaniØ.

Budem predpolagat~, qto G ⊂ SL_2(R) – fuksova gruppa pervogo roda, plowad~ ee fundamental~noæ oblasti D koneqna, ( −1 0 0 −1 ) , ( 1 1 0 1 ) ∈ G. (1) Otnositel~no vesa k predpolagaetsØ, qto

k ∈ [0, 2). (2)

Sistema mul~tiplikatorov v proizvol~na (sm. [4]).

N. V. Kuznecov i Br¸ggeman rassmatrivali gruppy G =

SL_2(Z), k = 0, v = 1. Moßno rassmotret~ l¸boe k ∈ R, no v

Rabota vypolnena qastiqno pri finansovoæ podderßke RFFI, grant 02-01-00087. 107

108 N. V. PROSKURIN

fftom vrØd li est~ neobhodimost~, tak kak obwie summy Klostermana dlØ k i k + 2l, l ∈ Z, odinakovy. Esli by gruppy G ne imela paraboliqeskih verxin, to dlØ nee ne suwestvovalo by rØdov Puankare, znaqit, i summam Klostermana neotkuda bylo by poØvit~sØ. Pofftomu my dolßny byli predpoloßit~, qto G imeet hotØ by odnu paraboliqesku¸ verxinu, skaßem, α. Togda moßno podobrat~ Ω ∈ SL_2(R) tak, qtoby ( 1 1 0 1 ) ∈ Ω^{−1}GΩ, Ω : ∞ → α. Obwie summy Klostermana, sootvetstvu¸wie rØdam Puankare dlØ G, α i obwie summy Klostermana, sootvetstvu¸wie rØdam Puankare dlØ Ω^{−1}GΩ, ∞ sovpada¸t. Oqevidnym obrazom svØzany meßdu soboæ i sobstvennye funkcii operatora Laplasa– Bel~trami v prostranstvah, sootvetstvu¸wih G i Ω^{−1}GΩ. Pofftomu, predpoloßiv v (1), qto ( 1 1 0 1 ) ∈ G, my ne ograniqivaem obwnosti. A bez fftogo predpoloßeniØ formuly byli by bolee gromozdkimi.

�ta rabota byla prodelana po iniciative A. I. Vinogradova i L. A. TahtadßØna (interesovavxihsØ sluqaem polucelogo vesa). ˚ blagodaren im za proØvlennoe vnimanie. ˚ takße blagodaren A. B. Venkovu i N. V. Kuznecovu za poleznye konsul~- tacii.

OboznaqeniØ. Z, Q, R, C oboznaqa¸t, sootvetstvenno, kol~co celyh racional~nyh, pole racional~nyh, pole vewestvennyh, pole kompleksnyh qisel. Re z, Im z – vewestvennaØ i mnimaØ qasti qisla z ∈ C , z̄ – qislo, kompleksno soprØßennoe s z.

H = {z ∈ C | Im z > 0} – verhnØØ poluploskost~.

δ_{ab} = 1, esli a = b, i = 0, esli a ≠ b.

(a, b) – otkrytyæ promeßutok v R s koncami v toqkah a, b. Esli v oboznaqeniØh fftogo promeßutka levaØ skobka (sootvetstvenno, pravaØ) zamenena na [ (sootvetstvenno, na ]), ffto oznaqaet, qto k nemu dobavlena toqka a (sootvetstvenno, b). J_ν , K_ν , I_ν – standartnye oboznaqeniØ dlØ funkciæ BesselØ, W_{ν1,ν2} – funkcii Uittekera [7, 8]. Γ – gamma-funkciØ �ælera. DlØ x ∈ R,

OB OBWIH SUMMAH KLOSTERMANA 109 sign x = 1, esli x > 0, = −1, esli x < 0, = 0, esli x = 0. DlØ z ∈ C i g = ( a b c d ) ∈ SL_2(R),

pust~ j(g, z) = cz + d. DlØ ν, z ∈ C , z ≠ 0, polagaem z^ν = e^{ν(log |z|+i arg z)}, −π < arg z 6 π, log |z| ∈ R. DlØ k iz (2) poloßim

σ_k(g_1, g_2) = j(g_2, z)^kj(g_1, g_2z)^kj(g_1g_2, z)^{−k}, (3)

g_1, g_2 ∈ SL_2(R), z ∈ H (pravaØ qast~ ne zavisit ot z). Pust~ v : G → C udovletvorØet usloviØm: (i) |v(g)| = 1, (ii) v(g_1g_2) = σ_k(g_1, g_2) v(g_1) v(g_2),

(iii) v ( ( −1 0 0 −1 ) ) = e^{−πik} (4)

dlØ vseh g, g_1, g_2 ∈ G. (v nazyva¸t sistemoæ mul~tiplikatorov vesa k dlØ G [9]).

Qerez L^2(G \ H) budet oboznaqat~sØ gil~bertovo prostranstvo izmerimyh kompleksnyh funkciæ na H, udovletvorØ¸wih usloviØm: f(gz) = v(g) e^{ik arg j(g,z)}f(z), (5) ∫ D |f(z)|^2 dxdy y^2 < ∞, z = x + iy; x, y ∈ R, g ∈ G (6) SkalØrnoe proizvedenie funkciæ f_1, f_2 opredelØetsØ, soglasno Petersonu, ravenstvom

⟨f_1, f_2⟩ = ∫ D f_1(z)f_2(z) dxdy y^2 , z = x + iy; x, y ∈ R (7) (D – fundamental~naØ oblast~ gruppu G). DlØ paraboliqeskoæ verxiny α gruppy G G_α = {g ∈ G | gα = α}

110 N. V. PROSKURIN

– ee stabilizator v G. Pust~ Ω_α takovo, qto

Ω^{−1}_α G_αΩ_α = { ± ( 1 n 0 1 ) | | | | n ∈ Z } , Ω_α : ∞ → α. Opredelim qislo –_α usloviem v ( Ω_α ( 1 1 0 1 ) Ω^{−1}_α ) = e^{−2πi}–^α , 0 6 –_α < 1 (8)

ParaboliqeskaØ verxina α nazyvaetsØ suwestvennoæ dlØ v, esli

–α = 0. Budem, dlØ kratkosti, pisat~ – vmesto –∞.

Obwie summy Klostermana ime¸t vid S_c(m, n) = ∑ d v ( ( a b c d ) ) e^{2πi{(m−}–^{)a+(n−}–^{)d}/c} (9) Zdes~ summirovanie proizvoditsØ po vsem d, 0 6 d < c, dlØ kotoryh naædutsØ a, b takie, qto ( a b c d ) ∈ G. (Ot vybora a, b slagaemye v (9) ne zavisØt.)

Ob upotreblenii ≪, O: postoØnnye v fftih simvolah mogut zaviset~ ot G, k, v, i ob fftom ne upominaetsØ vsØkiæ raz. Esli ße dopuskaetsØ zavisimost~ ot kakih-libo drugih parametrov, skaßem α, β, γ, to pixem tak: ≪_{α,β,γ}, O_{α,β,γ}.

§1. RØdy �æzenxteæna−Maasa i rØdy Puankare DlØ paraboliqeskoæ verxiny α, suwestvennoæ dlØ v, E_α(z, s) = ∑ g∈G_α\G v(g) σ_k(Ω^{−1}_α , g) (ImΩ^{−1}_α gz)^se^{−ik arg j(Ω}�^{1α g,z)} (10)

– rØd �æzenxteæna–Maasa [10]. Vewestvenno analitiqeskie rØdy Puankare dlØ verxiny ∞ ime¸t vid U_m(z, s) = ∑ g∈G1\G^{v(g)(Im gz)} se^{2πi(m−}–^{)gz−ik arg j(g,z)}, (11) m – celoe poloßitel~noe qislo.

OB OBWIH SUMMAH KLOSTERMANA 111

RØdy, kotorymi opredeleny funkcii E_α i U_m, shodØtsØ absol¸tno i ravnomerno na kompaktnoæ qasti D pri l¸bom s iz poluploskosti Re s > 1. Kak funkcii s, E_α i U_m regulØrny v fftoæ poluploskosti. RØdy �æzenxteæna–Maasa prodolßa¸tsØ meromorfno na vs¸ s-ploskost~. E_α i U_m, kak funkcii z, avtomorfny u vesa k, t.e. udovletvorØ¸t uslovi¸ (5). Razloßenie Fur~e rØda �æzenxteæna–Maasa: E_α(x + iy, s) = ∞∑ l=−∞ a_{αl}(y, s) e^{2πi(l−}–^{)x} , x, y ∈ R, y > 0, (12) gde a_{α0}(y, s) = δ_{α∞}y^s + δ–_0 (4y)^{1−s}Γ(2s − 1) e^{πik/2}Γ(s +^k_2 )Γ(s −^k_2 ) φ_{α0}(s), a_{αl}(y, s) = |l − –|^{s−1} π^sW k_{2 sign (l−}–_{),} 1_{2 −s}(4π|l − –|y)

e^{πik/2}Γ(s +^k_2 sign (l − –)) φ_{αl}(s), (13)

dlØ l ≠ 0. φ_{αl}(s) = ∑ c>0 ψ_{αl}(c) c^{2s} (14)

ψ_{αl}(c) = ∑ 06d<c _{∗ ∗} c d !_{∈Ω}

�1_{α G} v ( Ω_α ( ∗ ∗ c d ) ) σ_k ( Ω^{−1}α , Ω_α ( ∗ ∗ c d ) ) e^{2πi(l−}–^{)d/c}

Razloßenie Fur~e rØda Puankare: U_m(x + iy), s) = y^se^{2πi(m−}–^{)z} + y^s ∞∑ l=−∞ { ∑ c>0 S_c(m, l) c^{2s} B(c, m, l, y, s) } e^{2πi(l−}–^{)x}, (15)

B(c, m, l, y, s) = ∞∫ −∞ e^{− 2πi(m} �–) c2 (θ+iy) −ik arg(θ+iy)−2πi(l−–)θ dθ (θ^2 + y^2)^s , x, y ∈ R, y > 0 (16)

112 N. V. PROSKURIN

Sposob poluqeniØ takih razloßeniæ horoxo izvesten, pofftomu my opuskaem vyqisleniØ. Pri vyvode (12), (15) predpolagaetsØ, qto Re s > 1. Odnako (12) imeet mesto na vseæ s-ploskosti: vmeste s rØdami �æzenxteæna–Maasa meromorfno prodolßa¸tsØ na vs¸ s-ploskost~ i rØdy (14). To ße moßno skazat~ i o (15), no nam net nadobnosti znat~ ffto. DlØ (16) imeet mesto ocenka B(c, m, l, y, s) ≪_{η1 ,η2} y^{1−2Re s}e^{−π|l−}–^{|y} , (17) Re s < 1/2 + η_1, |Im s| < η_2, η_1, η_2 > 0, kotoraØ legko poluqaetsØ, esli sdvinut~ v (16) kontur integrirovaniØ s vewestvennoæ osi na prØmu¸ Im θ = −^1_2 sign (l−–)y ( e^{−ik arg(θ+iy)} = (θ−iy)^{k2} (θ+iy)^{− k2} ) . Dalee, dlØ l¸boæ paraboliqeskoæ verxiny β

E_α(Ω_β (x + iy), s) ≪_s y^{1/2}, Re s = 1/2, y → ∞, (18)

U_m(Ω_β (x + iy), s) ≪_{η1 ,η2,m} y^{1−Re s}, Re s > 1 + η_1, |Im s| < η_2, (19)

η_1, η_2 > 0, y → ∞. �ti ocenki dlØ β = ∞ sledu¸t iz (12), (13)

i (15), (17). DlØ proizvol~noæ verxiny β oni poluqa¸tsØ iz razloßeniæ Fur~e E_α i U_m v okrestnosti β. �ti razloßeniØ v suwestvennom takie ße kak (12), (15) i my ih ne privodim.

Esli Re s > 1, to

U_m(·, s) ∈ L^2(G \ H). (20)

�to sleduet iz (19).

§2. PervaØ formula dlØ skalØrnogo proizvedeniØ Lemma 1. Pust~ Re s1, Re s2 > 1. Togda ⟨U_m(·, s_1), U_n(·, s̄_2)⟩ = δ_{mn} Γ(s_1 + s_2 − 1) {2π(m + n − 2–)}^{s1+s2−1} − i 2^{3−s1−s2} ( m − –_{n −} – )_{(s2−s1)/2} e^{−πik/2} ∑ c>0 S_c(m, n) c^{s1+s2} × ∫ L K_{s1 −s2} ( 4π √ (m − –)(n − –) c q )( q + 1 q )_{s1+s2−2} q^{k−1}dq. (21)

OB OBWIH SUMMAH KLOSTERMANA 113

Zdes~ L – poluokrußnost~ |q| = 1, Re q > 0, integrirovanie proizvoditsØ ot −i do i.

Dokazatel~stvo. Zamenim v levoæ qasti (21) (sm. (7)) Un(·, s̄2) opredelØ¸wim fftu funkci¸ rØdom (11). SkalØrnoe proizvedenie okaßetsØ ravnym ∫ D U_m(z, s_1) ∑ g∈G1\G^{v(g)(Im gz)} s̄_2 e2πi(n−–)gz−ik arg j(g,z) dxdy y^2

. (22)

Izmenenie porØdka summirovaniØ i integrirovaniØ, a zatem zamena peremennyh z → g^{−1}z prevrawa¸t (22) v ∫ [0,1]×(0,∞) U_m(z, s_1)y^{s2} e^{2πi(n−}–^{)z} dxdy y^2 (23)

Integral (23) shoditsØ absol¸tno (v silu (19), U_m(·, s_1) ograniqena na D, znaqit, i na H). Absol¸tnaØ shodimost~ integrala (23) obosnovyvaet vozmoßnost~ izmeneniØ porØdka summirovaniØ i integrirovaniØ v (22) i, dalee, pozvolØet rassmotret~ (23) kak povtornyæ integral, kotoryæ moßno vyqislit~, podstaviv vmesto U_m(z, s_1) razloßenie Fur~e (15). PoluqaetsØ, qto integral (23) = δ_{mn} Γ(s_1 + s_2 − 1) {2π(m + n − 2–)}^{s1+s2−1} + ∞∫ 0 { ∑ c>0 S_c(m, n) c^{2s1} B(c, m, n, y, s_1) } y^{s1 +s2−2}e^{−2π(n−}–^{)y}dy. (24)

Pri uslovii Re s_2 > Re s_1 ocenka (17) pozvolØet pomenØt~ zdes~ porØdok summirovaniØ i integrirovaniØ i fftim svesti zadaqu k vyqisleni¸ integrala ∞∫ 0 y^{s1 +s2−2}e^{−2π(n−}–^{)y}B(c, m, n, y, s_1) dy. (25) Podstavim s¸da vmesto B integral (16), sdelav v nem predvaritel~no zamenu peremennoæ θ = yξ. PomenØem porØdok integrirovaniØ (povtornyæ integral shoditsØ absol¸tno) i vospol~- zuemsØ integral~nym predstavleniem [7, 8] modificirovannoæ

114 N. V. PROSKURIN

funkcii BesselØ

K_ν(z) = 1 2 ∞∫ 0 e^{−(u+1/u)z/2} du u^{ν+1} , ν, z ∈ C , Re z > 0. V rezul~tate (25) prevrawaetsØ v 2 c^{s2−s1} ( m − –_{n −} – )_{(s2−s1)/2}^∞∫ −∞ K_{s1−s2} ( 4π √ (m − –)(n − –) c √ 1 + iξ 1 − iξ )

×(1 + ξ^2)^{−(s1+s2)/2}e^{−ik arg(ξ+i)}dξ = −i 2^{3−s1−s2} 1 c^{s2−s1} ( m − –_{n −} – )_{(s2−s1)/2} e^{−πik/4} × ∫ L K_{s1−s2} ( 4π √ (m − –)(n − –) c q )( q + 1 q )_{s1+s2 −2} q^{k−1}dq. (26) Iz (24), (25), (26) sleduet (21). Uslovie Re s_2 > Re s_1, v predpoloßenii kotorogo poluqeno (21), moßno opustit~: iz soobraßeniæ simmetrii Øsno, qto (21) imeet mesto i pri Re s_2 < Re s_1; po nepreryvnosti, (21) spravedlivo i pri Re s_1 = Re s_2.

§3. Operator Laplasa−Bel~trami V fftom paragrafe sobrany svedeniØ ob operatore Laplasa– Bel~trami Δ_k, ispol~zuemye v §4 dlØ vyvoda vtoroæ formuly dlØ skalØrnogo proizvedeniØ. Operator Laplasa–Bel~trami Δ_k v L^2(G \ H) opredelØetsØ ravenstvom

Δ_k = −y^2 ( ∂^2 ∂x^2 + ∂^2 ∂y^2 ) + iky ∂ ∂x na mnoßestve ograniqennyh gladkih funkciæ u, dlØ kotoryh Δ_ku – toße ograniqennaØ gladkaØ funkciØ, a zatem rasxirØetsØ do samosoprØßennogo operatora. Suwestvuet razloßenie L^2(G \ H) v prØmu¸ summu

L^2(G \ H) = A ⊕ A^′

ortogonal~nyh invariantnyh otnositel~no Δ_k podprostranstv, oblada¸wee sledu¸wimi svoæstvami. Spektr Δ_k v A^′ nepreryven i poroßdaetsØ rØdami �æzenxteæna na prØmoæ Re s =^1_2 .

OB OBWIH SUMMAH KLOSTERMANA 115

Spektr Δ_k v A diskretnyæ, koneqnokratnyæ. Suwestvuet ortonormirovannyæ bazis u_1, u_2, . . . prostranstva A, sostoØwiæ iz sobstvennyh funkciæ Δ_k, Δ_ku_j = λ_j u_j, λ_j – sobstvennye qisla, vse oni ¿ 0. Posledovatel~nost~ sobstvennyh qisel ne imeet toqek sguweniØ krome, byt~ moßet, ∞. Budem sqitat~, qto

0 6 λ1 6 λ2 6 . . . .

Nam budet nußno ravenstvo ParsevalØ: ⟨f_2, f_a⟩ = ∑ j¿1^{⟨f1, uj⟩⟨f2, uj⟩} + 1 4π ∑ α ′ ∞∫ −∞ ξ_α(r, f_1) ξ_α(r, f_2) dr, f_1, f_2 ∈ L^2(G \ H). (27)

Zdes~ ∑ α ′ oboznaqaet summirovanie po suwestvennym dlØ v ne-

ffkvivalentnym paraboliqeskim verxinam gruppy G, ξ_α(r, f) = ∫ D f(z)E_α ( z, 1 2 + ir ) dxdy y^2 , x + iy = z. Sobstvennye funkcii diskretnogo spektra razlaga¸tsØ v rØdy Fur~e:

u_j(x + iy) = ∞∑ n=−∞ c_{nj}(y) e^{2πi(n−}–^{)x}

c_{nj}(y) = ρ_j (n)W k_{2 sign (n−}–_{),i}–_j (4π|n − –| y), n − – ≠ 0,

ρ_j (n)y^{12 +i}–^j , n = – = 0, λ_j <^1_4 ,

0, n = – = 0, λ_j ¿^1_4 ;

–j =^√λj − 1/4. (28)

�ti utverßdeniØ sobrany iz rabot Sel~berga [11], Rœl~ke [12], �l~stroda [13]. Pravda, ravenstva ParsevalØ (27) v fftih rabotah net, no ego nesloßno poluqit~, kol~ skoro izvestno [12] razloßenie proizvol~noæ funkcii f ∈ L^2(G \ H) po sobstvennym funkciØm operatora Δ_k. DlØ k = 0 vse privedennye utverßdeniØ krome (28), moßno naæti v [14].

116 N. V. PROSKURIN

§4. VtoraØ formula dlØ skalØrnogo proizvedeniØ Lemma 2. Pust~ Re s1, Re s2 > 1,

Λ(s_1, s_2, r) = Γ(s_1 − 1 2 −ir)Γ(s_1 − 1 2 +ir)Γ(s_2 − 1 2 −ir)Γ(s_2 − 1 2 +ir). (29)

Togda

⟨U_m(·, s_1), U_n(·, s̄_2)⟩ =

(4π)^{2−s1−s2} (m − –)^{1−s1} (n − –)^{1−s2} Γ(s_1 −^k_2 )Γ(s_2 −^k_2 ) × { ∑ j¿1^{ρj (m)ρj (n)Λ(s1, s2,} –j) +^1

4{(m − –)(n − –)}^12 × ∑ α ′ ∞∫ −∞ ( n − –)_{m −} – )_{ir} φ_{αm} ( 1 2 + ir ) φ_{αn} ( 1 2 + ir )

Λ(s_1, s_2, r)dr Γ(^1_2 +^k_2 + ir)Γ(^1_2 +^k_2 − ir) } .

(30)

Dokazatel~stvo. Nußno vyqislit~ ⟨Um(·, s), uj⟩, ξα(r, Um(·, s)) i vospol~zovat~sØ ravenstvom ParsvalØ (27). Preobrazovav standartnym obrazom integral po fundamental~noæ oblasti v integral po polose, poluqaem: ⟨U_m(·, s), u_j⟩ = ∞∫ 0 1∫ 0 e^{2πi(m−}–^{)(x+iy)}u_j(x + iy) dxdy y^{2−s} ,

ξ_α(r, U_m(·, s)) = ∞∫ 0 1∫ 0 e^{2πi(m−}–^{)(x+iy)} E_α ( x + iy, 1 2 + ir ) dxdy y^{2−s} . (31)

(Takoe preobrazovanie obosnovyvaetsØ, esli Re s dostatoqno velika). Razloßim v (31) u_j i E_α v rØdy Fur~e (28), (12) i prointegriruem ffti rØdy poqlenno, vospol~zovavxis~ ravenstvom [15, (20.3)], (30) ∞∫ 0 e^{−ω/2}W k_{2 ,i}–_j (ω) ω^{ρ−1}dω = Γ(^1_2 + i–_j + ρ)Γ(^1_2 − i–_j + ρ) Γ(1 −^k_2 + ρ) ,

OB OBWIH SUMMAH KLOSTERMANA 117 Re ρ > |Re i–_j | −^1_2 . OkazyvaetsØ, qto ⟨U_m(·, s), u_j⟩ = ρ_j (m)(4π(m − –))^{1−s} Γ(s −^1_2 − i–_j )Γ(s −^1_2 + i–_j ) Γ(s −^k_2 ) , ξ_α(r, U_m(·, s)) = φ_{αm} ( 1 2 + ir ) (4π(m − –))^{1−s}(m − –)^{−1/2−ir} ×e^{πik/2}π^{1/2−ir} Γ(s −^1_2 + ir)Γ(s −^1_2 − ir) Γ(s −^k_2 )Γ(^1_2 +^k_2 − ir) . (32) �ti ravenstva dokazany v predpoloßenii, qto Re s dostatoqno velika, no ime¸t mesto dlØ vseh s s Re s > 1: pravye qasti v (32) – meromorfnye funkcii na vseæ s-ploskosti, a levye, kak legko dokazat~, regulØrnye funkcii v poluploskosti Re s > 1. Iz (32), (27) sleduet (30).

§5. Qetyre vspomogatel~nye lemmy Lemma 3. Pust~ σ, t ∈ R, σ > 1; m, n – celye poloßitel~nye

qisla. Togda ∑ c>0 S_c(m, n) c^{2σ} ∫ L K_{it} ( 4π √ (m − –)(n − –) c q )( q + 1 q )_{2σ−2} q^{k−1}dq

= − δ_{mn}e^{πi(1+k)/2} 4{π(m + n − 2–)}^{2σ−1} +

+ 2^{1−2σ}π^{2−2σ}{(m − –)(n − –)}^{1−σ}e^{πi(1+k)/2} Γ(σ −^k_2 +^{it}_2 )Γ(σ −^k_2 −^{it}_2 ) × { ∑ j¿1^{ρj (m)ρj (n)Λ} ( σ + it 2 , σ − it 2 , –j^) +^1

4{(m − –)(n − –)}^12 × ∑ α ′ ∞∫ −∞ ( m − –_{n −} – )_{−ir} φ_{αm} ( 1 2 + ir ) φ_{αn} ( 1 2 + ir )

Λ ( σ +^{it}_2 , σ −^{it}_2 , r ) dr Γ(^1_2 +^k_2 + ir)Γ(^1_2 +^k_2 − ir) } .

(33)

118 N. V. PROSKURIN

Dokazatel~stvo. V lemmah 1, 2 berem s1 = σ + it/2, s2 = σ − it/2 i priravnivaem pravye qasti formul dlØ skalØrnogo proizvedeniØ (21), (30).

Pust~ φ : [0, ∞) → C – trißdy nepreryvno differenciruemaØ funkciØ,

φ(0) = φ^′(0) = 0; φ(x) ≪_ε x^{−1−ε}, φ^′(x), φ^{′′}(x), φ^{′′′}(x) ≪_ε x^{−2−ε}, x → ∞, (34) dlØ nekotorogo ε > 0; pust~ f(x) = x^{1−k}(x^{k−1}φ(x))^′. Oboznaqim F (x, t, λ) = J_{it}(x) cos π 2 (λ − it) − J_{−it}(x) cos π 2 (λ + it), (35) gde x, t, λ ∈ R. Lemma 4. ∞∫ 0 J_l(y) φ(y) dy y ≪_φ l^{−3/2} log^{−3/2} l · log^{−2}(log l), (36) ω∫ 0 |J_l(q)| dq q ≪_ω 1 Γ(l)

, (37) ∞∫ ω |J_l(q)| dq q ≪_ω √ log l l , (38)

∞∫ 0 F (y, t, 1 − k)f(y) dy y ≪_f e^{πt} (t + 1)^2 log(t + 3)(log log(t + 3))^2

, (39) ∫ L K_{it}(ωq) q^{k−1}dq ≪_Q (t + 1)^{−3/2}(| log ω| + 1), (40)

OB OBWIH SUMMAH KLOSTERMANA 119 π/2∫ −π/2 e^{−θt+ikθ}[(2 cos θ)^ε − 1]dθ = ε π/2∫ −π/2 e^{−θt+ikθ} log(2 cos θ)dθ+

+ ε^2 2 π/2∫ −π/2 e^{−θt+ikθ} log^2(2 cos θ)dθ + O ( ε^3e^{πt/2} ) , (41) ∫ L K_{it}(ωq) [( q + 1 q )_ε − 1 ] q^{k−1}dq

= π 2 shπt { (ω/2)^{−it} Γ(1 − it) π/2∫ −π/2 e^{θt+ikθ}[(2 cos θ)^ε − 1]dθ−

− (ω/2)^{it} Γ(1 + it) π/2∫ −π/2 e^{−θt+ikθ}[(2 cos θ)^ε − 1]dθ } +

+O_Q(εω^2(| log ω| + 1)/(t + 1)^{3/2}) ≪_Q

| log ω| + 1 (t + 1)^{3/2}

. (42)

V fftih ocenkah f i φ opredeleny v (34); t, ε, ω, l, Q ∈ R; t ¿ 0,

0 6 ε <^1_2 ; v (37, 38) ω > 0; v (40), (42) 0 < ω < Q; v (36–38) l > 10.

Obosnovanie fftih ocenok ne predstavlØet suwestvennyh sloßnosteæ, no gromozdko. Pofftomu my ego opuskaem.

DlØ k = 0 sm. [16].

Lemma 5. Pust~ f : [0, ∞) → C dvaßdy nepreryvno differenci-

ruema, f(0) = 0; f(x), f^′(x), f^{′′}(x) ≪_ε x^{−2−ε}, x → ∞ dlØ nekotorogo ε > 0. Togda pri l¸bom λ ∈ R, dlØ l¸bogo x ¿ 0 f(x) = − ∞∫ 0 F (x, t, λ) [^∞∫ 0 F (y, t, λ)f(y) dy y ] tdt shπt(chπt + cos πλ)

+ ∑ l>^λ�^1_2

2 (2l + 1 − λ) J_{2l+1−λ}(x) ∞∫ 0 J_{2l+1−λ}(y)f(y) dy y . (43)

120 N. V. PROSKURIN

Dokazatel~stvo sm. [2, 17]. Lemma 6. ∫ L K_{it}(ωq)q^{k−1}dq = π ω^kshπt − ∞∫ 0 F (q, t, 1 − k)q^{k−1}dq, k > 0, ∞∫ ω F (q, t, 1)q^{−1}dq, k = 0; (44)

∞∫ 0 ∞∫ 0 F (y, t, 1 − k)f(y) dy y tdt chπt + cos π(1 − k)

= −i ∞∫ 0 J_k(x)φ(x)dx; (45)

∞∫ 0 ∞∫ 0 F (y, t, 1 − k)f(y) dy y Λ(1 +^{it}_2 , 1 −^{it}_2 , r) Γ(1 −^k_2 +^{it}_2 )Γ(1 −^k_2 −^{it}_2 ) × tdt chπt + cos π(1 − k) = 4π^2 sh2πr(cos πk + ch2πr) 1 Γ(^1_2 −^k_2 + ir)Γ(^1_2 −^k_2 − ir) × ∞∫ 0 { cos ( πk 2 + πir ) J_{2ir}(y) − cos ( πk 2 − πir ) J_{−2ir}(y) } φ(y) dy y . (46) V (44) ω, t ∈ R, ω, t > 0. V (45–46) f i φ opredeleny v (34). V (46)

r ∈ R ili r = iθ, θ ∈ R, 0 6 θ 6^1_2 , a esli k = 0, to θ ≠^1_2 .

Dokazatel~stvo Sluqaæ k = 0 podrobno rassmotren v [16]. DlØ

k ≠ 0 (44–45) dokazyva¸tsØ tak ße, kak i dlØ k = 0. Sloßnee

dokazat~ (46).

Integral v (46), esli r ≠ i/2, moßno zapisat~ v vide

π^2 ∞∫ −∞

∞∫ 0 cos^π_2 (1 − k − it)J_{it}(y)f(y)^{dy}_y

chπ(^t_2 + r)chπ(^t_2 − r)Γ(1 −^k_2 +^{it}_2 )Γ(1 −^k_2 −^{it}_2 ) × tdt chπt + cos π(1 − k)

(47)

OB OBWIH SUMMAH KLOSTERMANA 121

(Λ vyraßaetsØ qerez ch). Povtornyæ integral shoditsØ absol¸tno, pofftomu porØdok integrirovaniØ moßno pomenØt~ i vyraßenie (47) ravno

π^2 ∞∫ 0 Φ_{k,r}(y) f(y) dy y , (48) gde Φ_{k,r}(y) = ∞∫ −∞ cos^π_2 (1 − k − it)J_{it}(y) chπ(^t_2 + r)chπ(^t_2 − r)Γ(1 −^k_2 +^{it}_2 )Γ(1 −^k_2 −^{it}_2 ) × tdt chπt + cos π(1 − k) . Budem vyqislØt~ Φ_{k,r}(y) po pol¸sam podyntegral~noæ funkcii v nißneæ poluploskosti (t.e. sdvigaØ kontur integrirovaniØ na prØmu¸ Im t = −γ, γ → ∞. �ti pol¸sy raspoloßeny v toqkah

±2r−i(2l+1) i v toqkah i(1−k)−i(2l+1), l ∈ Z. Esli predpoloßit~,

qto r ≠ i^{1−k}_2 , to vse ffti toqki razliqny i ØvlØ¸tsØ pol¸sami pervogo porØdka. Togda Φ_{k,r}(y) = −2πi{D_{k,r}(y) + D_{k,−r}(y) + E_{k,r}(y)}, (49)

D_{k,r}(y) =

2 cos(^{πk}_2 + πir) iπsh2πr(ch2πr + cos πk) ×

× ∞∑ l=0 (−1)^l(2ir + 2l + 1)J_{2ir+2l+1}(y) Γ(^3_2 −^k_2 + l + ir)Γ(^1_2 −^k_2 − l − ir) ,

E_{k,r}(y) = 1 πchπ(r −^{ik}_2 )chπ(r +^{ik}_2 ) · ∞∑ l=0 (−1)^l J_{k+2l}(y)(k + 2l) Γ(1 + l)Γ(1 − k − l) , (E_{k,r}(y) = 0 dlØ celogo k ¿ 0, tak kak Γ-funkciØ imeet pol¸sy v toqkah 1 − k − l, l = 1, 2, . . .).

122 N. V. PROSKURIN

�ti rØdy moßno differencirovat~ (po y) poqlenno, i my moßem vyqislit~: D^′_{k,r}(y) − k y D_{k,r}(y) =

2 cos π(^k_2 + ir) iπ sh2πr (ch2πr + cos πk) ×

× ∞∑ l=0 (−1)^l(2ir + 2l + 1)[^1_2 J_{2ir+2l}(y) −^1_2 J_{2ir+2l+2}(y) −^k_y J_{2ir+2l+1}(y)] Γ(^3_2 −^k_2 + l + ir)Γ(^1_2 −^k_2 − l − ir) V summe po l vyrazim J_{2ir+2l+1} qerez J_{2ir+2l} i J_{2ir+2l+2} po formule [18, (17.21)]. Posle fftogo moßno perepisat~ summu po l v vide ∞∑ ω=0 J_{2ir+2ω}(y) c(r, y, k, ω), prosto peregruppirovav slagaemye. Dalee, vospol~zovavxis~ funkcional~nym uravneniem Γ(s + 1) = sΓ(s), zametim, qto vse kofffficienty c(r, y, k, ω) s ω ¿ 1 ravny 0. Takim obrazom, ot rØda ostaetsØ odno slagaemoe J_{2ir}(y) c(r, y, k, 0). Poluqaem, qto D^′_{k,r}(y) − k y D_{k,r}(y) =

= 2 cos π(^k_2 + ir) iπ sh2πr (ch2πr + cos πk) J_{2ir(y)} Γ(^1_2 −^k_2 + ir)Γ(^1_2 −^k_2 − ir)

. (50)

Analogiqnye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto E^′_{k,r}(y) − k y E_{k,r}(y) = 0. (51)

Pofftomu Φ^′_{k,r}(y) − k y Φ_{k,r}(y) = 4 { cos π(^k_2 − ir)J_{−2ir}(y) − cos π(^k_2 + ir)J_{2ir}(y) } sh2πr(ch2πr + cos πk)Γ(^1_2 −^k_2 + ir)Γ(^1_2 −^k_2 − ir)

(52)

UsloviØ r ≠ i^{1−k}_2 , r ≠^i_2 , kotorye predpolagalis~ v dokazatel~- stve ravenstva (52), moßno opustit~ (v silu nepreryvnosti pri

OB OBWIH SUMMAH KLOSTERMANA 123

k > 0 obeih qasteæ (52) kak funkciæ ot r v okrestnostØh toqek i^{1−k}_2 i^i_2 ; pri k = 0 ravenstvo r = i^{1−k}_2 =^i_2 protivoreqit uslo-

viØm lemmy). Integral v levoæ qasti (46) predstavlen v vide (48). VyraßaØ f qerez φ soglasno (34) i integriruØ po qastØm, nahodim, qto (48) ravno −π^2 ∞∫ 0 {Φ^′_{k,r}(y) − k y Φ_{k,r}(y)}φ(y) dy y . �to posle podstanovki (52) daet (46).

§6. Formula summirovaniØ

Umnoßim ravenstvo (33) lemmy 3 na

P (t) = t chπt + cos π(1 − k) ∞∫ 0 F (y, t, 1 − k)f(y) dy y (53)

i prointegriruem po t ot 0 do ∞; funkciØ f zdes~ opredelena v (34), ona, oqevidno, udovletvorØet usloviØm lemmy 5. My namereny vospol~zovat~sØ lemmoæ 5, no preßde zametim, qto ∑ c>0 |S_c(m, n)| c^{2σ} ∞∫ 0 | | | | ∫ L K_{it} ( 4π √ (m − –)(n − –) c q )

× ( q + 1 q )_{2σ−2} q^{k−1}dq | | | | |P (t)|dt < ∞, (54) sm. (39), (42). �to obespeqivaet koneqnost~ integrala po t ot proizvedeniØ levoæ qasti (33) na |P (t)| i, bolee togo, vozmoßnost~ pomenØt~ porØdok summirovaniØ po c i integrirovaniØ po t, tak qto levaØ qast~ (33) posle fftih preobrazovaniæ prevrawaetsØ v ∑ c>0 S_c(m, n) c^{2σ} ∞∫ 0 ∫ L K_{it} ( 4π √ (m − –)(n − –) c q )( q + 1 q )_{2σ−2} q^{k−1}dqP (t)dt. (55) Soglasno (44), (42), (41), dlØ k > 0 ∫ L K_{it}(ωq) ( q + 1 q )_{2σ−2} q^{k−1}dq = −πω^{−k} shπt ω∫ 0 F (q, t, 1 − k)q^{k−1}dq (56)

124 N. V. PROSKURIN + (σ − 1)π shπt { (ω/2)^{−it} Γ(1 − it) π/2∫ −π/2 e^{θt+ikθ} log(2 cos θ)dθ−

− (ω/2)^{it} Γ(1 + it) π/2∫ −π/2 e^{−θt+ikθ} log(2 cos θ)dθ } (57)

+ (σ − 1)^2π shπt { (ω/2)^{−it} Γ(1 − it) π/2∫ −π/2 e^{θt+ikθ} log^2(2 cos θ)dθ−

− (ω/2)^{it} Γ(1 + it) π/2∫ −π/2 e^{−θt+ikθ} log^2(2 cos θ)dθ } (58)

+O_{m,n} ( (σ − 1)3(| log ω + 1| + 1) (t + 1)^{1/2} + (σ − 1)ω^2(| log ω| + 1) (t + 1)^{3/2} ) . (59)

Zdes~ oboznaqeno: ω = 4π √ (m − –)(n − –)

c (60)

Esli v (56) pomenØt~ znak pered integralom i promeßutok integrirovaniØ [0, ω] zamenit~ na [ω, ∞), to poluqitsØ ravenstvo, spravedlivoe dlØ k = 0. Podstavim summu vyraßeniæ (56–59) v (55) i prointegriruem po t. Integral ot (56) dlØ k > 0 raven ∞∫ 0 −π shπt ω^{−k} ω∫ 0 F (q, t, 1 − k) q^{k−1}dq P (t) dt =

= −πω^{−k} ω∫ 0 ∞∫ 0 F (q, t, 1 − k) P (t) dt shπt q^{k−1}dq. (61) PorØdok integrirovaniØ moßno bylo pomenØt~ vvidu (35), (39), (53) i ocenki J_{it}(q) ≪_ω e^{πt/2} 4√ t^2 + q^2 , q ¿ ω

OB OBWIH SUMMAH KLOSTERMANA 125

(ona poluqaetsØ iz ravnomernyh asimptotiqeskih razloßeniæ dlØ J_{it}(q)). Dalee, iz lemmy 5 vidno, qto (61) ravno πω^{−k} ω∫ 0 { f(q)− ∑ l>−^k_2 2(2l+k)J_{2l+k} (q) ∞∫ 0 J_{2l+k}(y)f(y) dy y } q^{k−1}dq. (62) Vyrazim f soglasno (34) i prointegriruem vnutrenniæ integral po qastØm. Posle fftogo prostye vyqisleniØ, ispol~zu¸wie rekkurentnye sootnoxeniØ dlØ funkciæ BesselØ [18, (17.21) A, C] pokazyva¸t, qto (62), a, znaqit, i (61) ravno π ω φ_∗(ω), (63) gde φ_∗(ω) = φ(ω) − ∑ l¿1−^k_2

2(2l − 1 + k)J_{2l−1+k}(ω) ∞∫ 0 J_{2l−1+k}(y)φ(y) dy y . My predpolagali k > 0, no (63) spravedlivo i dlØ k = 0. Napomnim, qto my, rassmatrivaØ (55), preobrazovali vnutrenniæ integral v summu vyraßeniæ (56–59). Vnexniæ integral (po t) ot (56) est~ (63). Vnexniæ integral ot (59) est~ ∞∫ 0 O_{m,n} ( (σ − 1)3(| log ω| + 1)

(t + 1)^{1/2} + (σ − 1)ω^2(| log ω| + 1) (t + 1)^{3/2} ) P (t)dt ≪_{m,n} (σ − 1)^3(| log ω| + 1) + (σ − 1)ω^2(| log ω| + 1). (64)

Vnexniæ integral ot (57–58) moßno predstavit~ v vide

(σ − 1) ∞∫ 0 B_1(t)ω^{it}dt + (σ − 1) ∞∫ 0 B_2(t)ω^{−it}dt+

+(σ − 1)^2 ∞∫ 0 B_3(t)ω^{it}dt + (σ − 1)^2 ∞∫ 0 B_4(t)ω^{−it}dt (65) s nekotorymi funkciØmi B_1, . . . , B_4, udovletvorØ¸wimi pri k > 0 usloviØm lemmy Rimana–Lebega [19]. (Podyntegral~nye funkcii dostatoqno bystro ubyva¸t na beskoneqnosti (sm. (39),

126 N. V. PROSKURIN

(53)), a v toqke 0 pri k > 0 oni ograniqeny, t.k. P (0) = 0). Pofftomu vyraßenie (65) pri k > 0 = (σ − 1)λ_1(ω) + (σ − 1)^2λ_2(ω), (66)

λ_1(ω), λ_2(ω) → 0 pri ω → 0^+. DlØ k = 0 nußno deæstvovat~ qut~

bolee tonko. Privedem tot ße integral vmesto (65) k takomu vidu:

(σ − 1) ∞∫ 0 ( ω 2 )_{−it}{ 1 Γ(1 − it) − 1 Γ(1 + it) } B_{5,1}(t)dt (67)

+(σ − 1) ∞∫ 0 {( ω 2 )_{−it} − ( ω 2 )_{it}} 1 Γ(1 + it)

B_{5,1}(t)dt (68)

+(σ − 1)^2 ∞∫ 0 ( ω 2 )_{−it}{ 1 Γ(1 − it) − 1 Γ(1 + it) } B_{5,2}(t)dt (69)

+(σ − 1)^2 ∞∫ 0 {( ω 2 )_{−it} − ( ω 2 )_{it}} 1 Γ(1 + it)

B_{5,2}(t)dt. (70)

Zdes~

B_{5,l}(t) = P (t) π shπt π/2∫ −π/2 e^{−θt} log^l(2 cos θ)dθ, l = 1, 2.

K integralam (67), (69) opØt~ primenima lemma Rimana–Lebega, a kaßdyæ iz integralov (68), (70) moßet byt~ zapisan v vide ∞∫ 0 {( ω 2 )_{−it} − ( ω 2 )_{it}}{ γ t e^{−t} − δ(t) } dt, (71) gde qislo γ podbiraetsØ takim obrazom, qtoby funkciØ δ byla ograniqena vblizi 0. FunkciØ δ ograniqena i po lemme Rimana– Lebega_∞ ∫ 0 {( ω 2 )_{−it} − ( ω 2 )_{it}} δ(t)dt → 0_{ω→0+} .

OB OBWIH SUMMAH KLOSTERMANA 127

Dalee, ( ω 2 )_{−it} − (ω 2 )_{it} = −2i sin ( t log ω 2 ) , i to, qto ostalos~ v (71), = 2iγ { π 2 + arctg 1 log(ω/2) }

(sm. [19]). Takim obrazom, summa integralov (67–70) ravna (σ − 1){λ_3(ω) + μ_4 + λ_4(ω)} + (σ − 1)^2{λ_5(ω) + μ_6 + λ_6(ω)}, (72)

λ_j (ω) → 0, esli ω → 0^+ (j = 3, 4, 5, 6), a μ_4, μ_6 ∈ C . Iz (63–64),

(66) sleduet, qto summa (55) dlØ k > 0 ravna ∑ c>0 S_c(m, n) c^{2σ} { π ω φ_∗(ω) + (σ − 1)λ_1(ω) + (σ − 1)^2λ_2(ω)+ +O_{m,n} ( (σ − 1)ω^2(| log ω| + 1) + (σ − 1)^3(| log ω| + 1) ) } , (73)

s ω iz (60). Legko pokazat~, qto pri σ → 1^+ vyraßenie

(σ − 1) ∑ c>0 |S_c(m, n)| c^{2σ} (74)

ograniqeno (sm. [20, gl. VIII, §3 upraßnenie 2 i dokazatel~stvo teoremy v punkte 3S]). V svo¸ oqered~,

φ_∗(ω) = μω^{1+k} + O(ω^2), μ ∈ C (75)

(sm. (34), (63)). Pofftomu suwestvuet predel (73) pri σ → 1^+ i on raven 1 4{(m − –)(n − –)}^12 ∑ c>0 S_c(m, n) c φ_∗ ( 4π √ (m − –)(n − –) c ) . (76)

DlØ k = 0 vmesto (76) poluqaem iz (63–64), (72), (74) 1 4{(m − –)(n − –)}^12 lim σ→1^+ ∑ c>0 S_c(m, n) c^{2σ−1} φ_∗ ( 4π √ (m − –)(n − –) c ) . (77)

128 N. V. PROSKURIN

Predel (77) suwestvuet v silu (75) i togo fakta, qto meromorfnaØ funkciØ, opredelØemaØ pri Re s > 1 rØdom ∑ c>0 S_c(m, n) c^{2s} (78)

regulØrna v toqke 1 [11]; ffto utverßdenie est~ sledstvie togo, qto dlØ k = 0 operator Laplasa–Bel~trami ne imeet sobstvennyh funkciæ, otveqa¸wih sobstvennomu qislu 0, krome, byt~ moßet, postoØnnoæ funkcii). My budem pisat~ (76) i dlØ k = 0, imeØ v vidu (77).

RazberemsØ teper~ s pravoæ qast~¸ (33). Pervoe slagaemoe (s simvolom Kronekera) v pravoæ qasti (33) posle umnoßeniØ na

P (t), integrirovaniØ po t i perehoda k σ = 1 prevrawaetsØ (sm.

(49)) v −δ_{m,n} e^{πik2} 4π(m + n − 2–) ∞∫ 0 J_k(x)φ(x)dx. (79) Esli teper~ rassmotret~ (33) v qastnom sluqae, kogda m i n ravny, skaßem, m = n = l, umnoßit~ na |P (t)| i prointegrirovat~ po t, to levaØ qast~ budet koneqna (54), vklad slagaemogo s simvolom Kronekera budet koneqen (39), (53), i, znaqit, ∞∫ 0 { ∑ j¿1^{|ρj(l)|} 2 |Γ(σ −^1_2 +^{it}_2 + i–_j)Γ(σ −^1_2 +^{it}_2 − i–_j)|^2

|Γ(σ −^k_2 +^{it}_2 )|^2 + 1 4(l − –) ∑ α ′ ∞∫ −∞ | | |φαl ( 1 2 + ir )| |^2

× |Γ(σ −^1_2 +^{it}_2 + ir)Γ(σ −^1_2 +^{it}_2 − ir)|^2

|Γ(σ −^k_2 +^{it}_2 )Γ(^1_2 +^k_2 + ir)|^2 dr } |P (t)| dt < ∞

(80)

pri σ > 1. V to ße vremØ, iz razloßeniØ Stirlinga dlØ gammafunkcii vidno, qto

|Γ(σ_1 −^1_2 +^{it}_2 + ir)Γ(σ_1 −^1_2 +^{it}_2 − ir)|^2

|Γ(σ_1 −^k_2 +^{it}_2 )|^2 ≪ ≪ |Γ(σ_2 −^1_2 +^{it}_2 + ir)Γ(σ_2 −^1_2 +^{it}_2 − ir)|^2

|Γ(σ_2 −^k_2 +^{it}_2 )|^2

, (81)

OB OBWIH SUMMAH KLOSTERMANA 129

gde 1 6 σ_1 6 σ_2 6 1, 1, t ¿ 0, r ¿ 0. V summe po j v (80) est~ ewe neskol~ko slagaemyh (qislo ih koneqno), dlØ kotoryh –_j /∈ R,

–j =^√λj −^1_4 , tak qto –j = iθj , 0 6 θj 6^1_2 . Slagaemye s θj <^1_2

pri integrirovanii po t i perehode k σ = 1 da¸t koneqnyæ vklad. Slagaemye s θ_j =^1_2 , pri k > 0, da¸t koneqnyæ vklad, t.k. pol¸s vtorogo porØdka gamma-funkcii v toqke 0 gasitsØ nulem vtorogo porØdka funkcii P . DlØ k = 0 ne moßet byt~ θ_j =^1_2 , t.k. sootvetstvu¸wee λ_j = 0, a izvestno [12], qto dlØ k = 0 sobstvennomu qislu λ_j = 0 otveqa¸t tol~ko postoØnnye funkcii, dlØ kotoryh

ρ_j (m) = 0, m ¿ 1.

My vzØli m = n i |P (t)| vmesto P (t) dlØ togo, qtoby v (80) okazalos~ “vse poloßitel~no”. Neravenstvo

|ab| 6 |a|^2 + |b|^2, a, b ∈ C ,

pozvolØet pereæti k proizvol~nym m, n. Takim obrazom, pravaØ qast~ (33) posle umnoßeniØ na P (t), integrirovaniØ po t i perehoda k σ = 1 prevrawaetsØ v

− δ_{mn}e^{πik/2} 4π(m + n − 2–) ∞∫ 0 J_k(x)φ(x) dx

+ e^{(1+k)πi/2} 2 ∑ j¿1^{ρj (m)ρj (n)} ∞∫ 0 |Γ(^1_2 +^{it}_2 + i–_j )Γ(^1_2 +^{it}_2 − i–_j )|^2

|Γ(1 −^k_2 +^{it}_2 )|^2 P (t) dt

+ e^{(1+k)πi/2} 8{(m − –)(n − –)}^12 ∑ α ′ ∞∫ −∞ φ_{αm} ( 1 2 + ir ) φ_{αn} ( 1 2 + ir )

× ( n − –_{m −} – )_{ir}^∞∫ 0 |Γ(^1_2 +^{it}_2 + ir)Γ(^1_2 +^{it}_2 − ir)|^2P (t) dt

|Γ(1 −^k_2 +^{it}_2 )|^2|Γ(^1_2 +^k_2 + ir)|^2 dr. (82)

Esli vospol~zovat~sØ ravenstvom (46) dlØ vyqisleniØ integra-

130 N. V. PROSKURIN

lov i priravnØt~ (76) i (82), poluqim: ∑ c>0 S_c(m, n) c φ_∗ ( 4π √ (m − –)(n − –) c ) = −δ_{mn} e^{πik/2} 2π ∞∫ 0 J_k(x)φ(x)dx

+4{(m − –)(n − –)}^{12} ∑ j¿1 ρ_j (m)ρ_j (n)

chπ–j^{^φ(}–^{j)} + ∑ α ′ ∞∫ −∞ ( n − –_{m −} – )_{ir} φ_{αm} ( 1 2 + ir ) φ_{αn} ( 1 2 + ir ) ^φ(r)dr chπr|Γ(^1_2 +^k_2 + ir)|^2 . (83) Zdes~ φ_∗ opredelØetsØ po φ ravenstvom (63), a

^φ(r) = π^2e^{(1+k) πi2}

× ∞∫ 0 { cos π(^k_2 + ir)J_{2ir}(y) − cos π(^k_2 − ir)J_{−2ir}(y) } φ(y)^{dy}_y shπr(ch2πr + cos πk)Γ(^1_2 −^k_2 + ir)Γ(^1_2 −^k_2 − ir)

. (84)

Pri k = 0 levaØ qast~ (83) ponimaetsØ kak (77).

Nam ostalos~ tol~ko prodelat~ nekotorye vyqisleniØ, ime- ¸wie cel~¸ zamenit~ v levoæ qasti (83) φ_∗ na φ. ˚sno, qto ffto moßno sdelat~, esli dobavit~ k pravoæ qasti (83) summu ∑ l¿1−^k_2

2 (2l − 1 + k)× { ∑ c>0 S_c(m, n) c J_{2l−1+k} ( 4π √ (m − –)(n − –) c )} φ̌(2l + k), (85) gde φ̌(r) = ∞∫ 0 J_{r−1}(y) φ(y) dy y . (86)

RØd (85) dopuskaet oqen~ estestvennu¸ interpretaci¸. Kaku¸ imenno, my seæqas ob¨Øsnim. Pust~ (r, G, v) – prostranstvo regulØrnyh (na H i v paraboliqeskih verxinah) paraboliqeskih form (otnositel~no G i v) vesa r = k + 2l, l ∈ Z, l ¿ 1. V fftom prostranstve leßat klassiqeskie rØdy Puankare P_{m,r} , kotorye my moßem opredelit~ tak: P_{m,r} (z) = (m − –)^{r−1}e^{πir/2}y^{−r/2}U_m(z, r/2), (87)

OB OBWIH SUMMAH KLOSTERMANA 131

s toæ lix~ ogovorkoæ, qto k v (11) dolßno byt~ zameneno na r. Nekotorye sloßnosti voznika¸t v sluqae k = 0, l = 1, t.e. kogda r = 2. V fftom sluqae toqka s = r/2 = 1 nahoditsØ vne oblasti absol¸tnoæ shodimosti rØda U_m(z, s). Odnako, U_m(z, s) prodolßaetsØ kak regulØrnaØ funkciØ v fftu toqku.

Dalee, rØdy Puankare razlaga¸tsØ v rØdy Fur~e P_{m,r}(z) = ∞∑ p=1 c^{(r)}_{p,m}e^{2πi(p−}–^{)z} ,

c^{(r)}_{p,m} = { (m − –)(p − –) } r�1_2^{_{δmpeπir/2} +2π ∑ c>0 S_c(m, p) c J_{r−1} ( 4π √ (m − –)(p − –) c )} . (88)

V sluqae r = 2 snova sleduet ogovorit~, qto pod summoæ rØda v formule dlØ c^{(r)}p,m (on, byt~ moßet, ne ØvlØetsØ absol¸tno shodØwimsØ) ponimaetsØ lim σ→1^+ ∑ c>0 S_c(m, p) c^{2σ−1} J_{r−1} ( 4π √ (m − –)(p − –) c ) , sm. (78). Po formule Petersona dlØ skalØrnogo proizvedeniØ [3, 9], kotoraØ spravedliva dlØ vseh r ¿ 2, imeem ⟨P_{n,r}, P_{m,r}⟩_0 = Γ(r − 1) (4π)^{r−1} e^{πir/2} c^{(r)}_{n,m}. (89) Zdes~ ⟨, ⟩_0 – skalØrnoe proizvedenie v (r, G, v). S drugoæ storony, v silu ravenstva ParsevalØ, ⟨P_{n,r}, P_{m,r}⟩_0 = ∑ f∈S_r ⟨P_{n,r}, f⟩_0 ⟨P_{m,r} , f⟩_0, (90) gde summirovanie proizvoditsØ po mnoßestvu (ono koneqno)

S_r funkciæ, sostavlØ¸wih ortonormirovannyæ bazis (r, G, v).

Pust~ f(z) = ∞∑ l=1 ρ_f (l) e^{2πi(l−}–^{)z} , (91)

132 N. V. PROSKURIN

– razloßenie Fur~e. Snova ispol~zuØ formulu Patersona dlØ skalØrnogo proizvedeniØ, vyqislØem pravu¸ qast~ (90). OkazyvaetsØ, qto ⟨P_{n,r}, P_{m,r}⟩_0 = Γ^2(r − 1) (4π)^{2r−2} ∑ f∈S_r ρ_f (n)ρ_f (m). (92)

PriravnivaØ (89) i (92), poluqaem: c^{(r)}_{n,m} = Γ(r − 1) (4π)^{r−1} e^{πir/2} ∑ f∈S_r ρ_f (n) ρ_f (m). (93)

Summa po c v (85) vyraßaetsØ qerez c^{(k+2l)}n,m , a zatem moßno vospol~zovat~sØ ravenstvom (93). Oboznaqim S^k ob¨edinenie mnoßestv S_{k+2l} po vsem celym l ¿ 1. Drugimi slovami, v kaßdom iz prostranstv (k+2l, G, v) vybiraetsØ proizvol~nym obrazom ortonormirovannyæ bazis, a S^k – mnoßestvo vseh funkciæ vseh fftih bazisov. DlØ f ∈ S^k qerez ω_f oboznaqim ves, tak qto f ∈ (ω_f , G, v). Teper~ moßno sformulirovat~ okonqatel~nyæ rezul~tat. Teorema. Pust~ gruppa G, qislo k i sistema mul~tiplikatorov

v udovletvorØ¸t usloviØm (1), (2), (4). Pust~ trißdy nepreryvno differenciruemaØ funkciØ φ : [0, ∞) → C udovletvorØet usloviØm (34), t.e. φ(0) = φ^′(0) = 0; φ(x) ≪_ε x^{−1−ε}, φ^′(x), φ^{′′}(x), φ^{′′′}(x) ≪_ε x^{−2−ε} pri x → ∞, dlØ nekotorogo ε > 0. Togda dlØ poloßitel~nyh celyh qisel m, n imeet mesto ravenstvo: ∑ c>0 S_c(m, n) c φ ( 4π √ (m − –)(n − –) c )

= ∑ f∈S^k 4Γ(ω_f )e^{πiωf /2} (4π)^{ωf} {(m − –)(n − –)}^{(ωf −1)/2} ρ_f (m) ρ_f (n) φ̌(ω_f )

+ 4{(m − –)(n − –)}^{1/2} ∑ j¿1 ρ_j m) ρ_j (n) ch(π–_j ) ^φ(–j) + ∑ α ′ ∞∫ −∞ ( n − –_{m −} – )_{ir} φ_{αm} ( 1 2 + ir ) φ_{αn} ( 1 2 + ir ) ^φ(r)dr ch(πr) |Γ(^1_2 +^k_2 + ir)|^2 .

OB OBWIH SUMMAH KLOSTERMANA 133

Zdes~ ^φ, φ̌ opredelØ¸tsØ v (84), (86); φ_{αm} v §1; ρ_j (m), –_j , ∑ α ′ v §3;

ρ_t(m) – v (91); S^k i ω_f opredeleny neposredstvenno pered formulirovkoæ teoremy. Ostal~nye oboznaqeniØ sm. vo vvedenii.

§7. Priloßenie

Ispol~zuØ tehniku, primenØvxu¸sØ pri rassmotrenii gipotezy ı. V. Linnika [2, 21, 22], moßno vyvesti iz formuly summirovaniØ dlØ obwih summ Klostermana (9) sledu¸wu¸ asimptotiqesku¸ formulu.

Teorema. Pust~ m, n – poloßitel~nye celye qisla, Q ¿ 2. Togda ∑ 0<c6Q S_c(m, n) c = μ_1(m, n) Q^{ω1} + μ_2(m, n) Q^{ω2} · · · + μ_l(m, n) Q^{ωl} + O_{m,n}(Q^{1/3} log Q). Zdes~ ω_j = √ 1 − 4λ_j ; λ_1 6 λ_2 6 · · · 6 λ_l – te sobstvennye qisla operatora Δ_k v prostranstve L^2(G \ H), kotorye leßat na promeßutke [0, 1/4); μ_1(m, n), . . . , μ_l(m, n) ∈ C .

V sluqae, kogda na promeßutke [0, 1/4) net sobstvennyh qisel Δ_k, glavnaØ qast~ otsutstvuet. Esli dlØ summ S_c(m, n) est~ netrivial~naØ ocenka sverhu pri c → ∞, to ostatok ocenivaetsØ luqxe, no ne luqxe, qem s 1/6 vmesto 1/3.

Literatura

1. N. V. Proskurin, Ob obwih summah Klostermana, Preprinty LOMI, R-3-80, 1980.

2. N. V. Kuznecov, Gipoteza Petersona dlØ form vesa nul~ i gipoteza Linnika, Preprint HabKNII 02-77, Habarovsk, 1977.

3. H. Petersson, Über die Entwicklungskoeffizienten der automorphen Formen, Acta

Math. 58 (1962), 169–215.

4. H. Petersson, Über Modulfunktionen und Partionenprobleme, Abh. Deutsch. Akad.

Wiss. Berlin, Kl. Math. und allgem. Naturwiss., No. 2 (1954), 59 S.

5. A. Selberg, On the estimation of Fourier coefficients of modular forms, Proc. of

Symposia in Pure Math., vol. VII, Amer. Math. Soc., Providence, 1965, 1–15.

6. R. W. Bruggeman, Fourier coefficients of cusp forms, Invent. Math. 45 (1978),

1–18.

7. H. Bateman, A. Erdelyi, Higher transcendental functions Vol. I, II, 1953. 8. G. N. Watson, A treatise on the theory of Bessel functions, 1945. 9. R. A. Rankin, Modular forms and functions, Cambridge: University Press, 1977.

134 N. V. PROSKURIN

10. H. Maass, Über eine neue Art von nichtanalytischen automorphen Functionen und die Bestimmung Dirichletscher Reihen durch Functionalgleichungen, Math. Ann. 121 (1949), 144–183.

11. A. Selberg, Harmonic analysis and discontinuous groups in weakly symmetric Riemannian spaces with applications to Dirichlet series, J. Indian Math. Soc. 20 (1956), 47–87.

12. W. Roelcke, Das Eigenwertproblem der automorphen Formen in der hyperbolischen Ebene I, II, Math. Ann. 167 (1966), 292–337; 168 (1967), 261–324.

13. J. Elstrodt, Die resolvente zum Eigenwertproblem der automorphen Formen in der hyperbolischen Ebene, I, II, III, Math. Ann. 203 (1973), 295–330; Math. Z. 132 (1973), 99–134; Math. Ann. 208 (1974), 99–132.

14. L. D. Faddeev, Razloßenie po sobstvennym funkciØm operatora Laplasa na fundamentaln~æ oblasti diskretnoæ gruppy na ploskosti Lobaqevskogo, Tr. Mosk. Mat. ob-va 17 (1967), 323–350.

15. H. Bateman, A. Erdelyi, Tables of integral transforms, Vol. I, II, 1954. 16. N. V. Proskurin, Formuly summirovaniØ dlØ obwih summ Klostermana, Zap. nauqn. seminarov LOMI 82 (1978), 103–135.

17. N. V. Proskurin, Ocenki sobstvennyh qisel operatorov Gekke v prostranstve paraboliqeskih form vesa 0, Zap. nauqn. seminarov LOMI 82 (1979), 136–143.

18. E. Whittaker, G. Watson, A course of modern analysis, Cambridge Univ. Press,

England, 1927.

19. S. Mizohata, TeoriØ uravneniæ s qastnymi proizvodnymi, M., 1977. 20. I. Lehner, Discontinuous groups and automorphic functions, 8, Amer. Math. Soc.,

Providence, 1964.

21. N. V. Kuznecov, Gipoteza Petersona dlØ paraboliqeskih form vesa nul~ i gipoteza Linnika. Summa summ Klostermana, Mat. sb. 111, No. 3 (1980), 334–383.

22. N. V. Proskurin, O gipoteze ı. V. Linnika, Zap. nauqn. seminarov LO- MI 91 (1979), 94–118.

Postupilo 22 sentØbrØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN