Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 302, 2003 g.

N. N. Manuælov

SAMOPODOBIE NEKOTORYH POSLEDOVATEL^NOSTE` TOQEK NA OKRUȷNOSTI

Vvedenie

DlØ issledovaniØ odnomernogo varianta zadaqi o roste kvazikristalla V. G. ȷuravlevym [1] dlØ irracional~nosti τ_1 = 1+ √ 5 2 = [(1)] bylo vvedeno ponØtie orbity:

O_m = Orb(1 − τ^{−m}_1 , τ^{−(m+1)}_1 , I_m), m = 0, 1, 2, . . .,

– posledovatel~nosti fflementov

a(m, i) = (1 − τ^{−m}_1 + iτ^{−(m+1)}_1 ) mod |I_m|,

prinadleßawih poluintervalam I_m = [1−τ^{−m}_1 , 1) i poluqa¸wihsØ iz naqal~noæ toqki a(m, 0) sdvigom na dugu τ^{−(m+1)}_1 okrußnosti dliny |I_m| = τ^{−m}_1 . Dliny i koordinaty poluintervalov I_m, m = 0, 1, 2, . . ., poluqeny s pomow~¸ razbieniæ Fibonaqqi [1]. Dannye razbieniØ aktivno ispol~zu¸tsØ pri rexenii nekotoryh zadaq, svØzanyh s cepØmi Fibonaqqi [2].

Ispol~zuØ ponØtie proizvodnoæ d^mO_0 – posledovatel~nosti fflementov O_m = O_0∩I_m, pronumerovanyh v porØdke ih popadaniØ v poluinterval I_m, V. G. ȷuravlev dokazal, qto posledovatel~- nost~ O_0 i ee proizvodnye oblada¸t svoæstvom samopodobiØ:

d^mO_0 = O_m = h_mO_0,

gde h_m – nekotoraØ gomotetiØ s centrom v toqke 1. Samopodobie oznaqaet, qto proizvodnye d^mO_0 posledovatel~nosti O_0 posle normirovaniØ sovpada¸t s ishodnoæ posledovatel~nost~¸ O_0.

V nastoØweæ stat~e dlØ kvadratiqnoæ irracional~nosti τ_2 = 1 + √ 2 = [(2)] rassmatriva¸tsØ orbity

O_m = Orb(1 − τ^{−[m/2]}_2 , τ^{−([m/2]+1)} 2 , I_m), m = 0, 2, 4, . . ., Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 02-01- 00368). 81

82 N. N. MANU`LOV

O_m = Orb(1 − τ^{−([m/2]+1)}

2 (τ_2 − 1), τ^{−([m/2]+1)}

2 , I_m), m neqetnye,

i ih proizvodnye na sootvetstvu¸wih poluintervalah

I_m = [1 − τ^{−[m/2]}_2 , 1), I_m = [1 − τ^{−([m/2]+1)}_2 (τ_2 − 1), 1),

poluqennyh s pomow~¸ razbieniæ Fibonaqqi vtorogo porØdka [3, 4].

V teoremah 2.2, 2.3 dokazany sledu¸wie rezul~taty: 1) proizvodnye d^m, m = 0, 2, 4, . . ., posledovatel~nosti O_0 oblada¸t svoæstvami samopodobiØ, analogiqnymi svoæstvam samopodobiØ orbit, postroennyh na osnove τ_1. 2) DlØ normirovannyh orbit d^mO_0, gde m neqetno, nabl¸daetsØ Øvlenie kopirovaniØ posledovatel~nosti O_0. Pri fftom qislo kopiæ ravno dvum za sqet sdviga odnoæ posledovatel~nosti O_0 otnositel~no drugoæ.

Proizvodnye d^mO_0 oblada¸t svoæstvom periodiqnosti

d^{m+tk}O_0 ∼ d^mO_0,

gde m, k = 0, 1, 2, . . . i t – period proizvodnoæ. DlØ τ_1 period t = 1, dlØ τ_2 period t = 2. Takim obrazom, dlØ kvadratiqnyh irracional~nosteæ τ_g = [(g)], g = 1, 2, dokazano, qto proizvodnye d^mO_0 posledovatel~nosteæ O_0 ime¸t period t, ravnyæ g.

1.Opredelenie proizvodnyh i orbit

Rassmotrim affinnoe otobraßenie aff na ediniqnom poluintervale I = [0, 1) I^{aff}−→ I : x −→ aff(x) = βx + (1 − β) · 1, gde β – nekotoroe fiksirovannoe qislo s usloviem 0 < β < 1. Legko zametit~, qto aff – gomotetiØ s kofffficientom β i centrom v toqke 1.

Vvedem na ediniqnom poluintervale I = [0, 1) graduirovku

Grad = Grad(I, aff) : I_0 ⊃ I_1 ⊃ · · · ⊃ I_ℓ ⊃ I_{ℓ+1} ⊃ . . . (1)

iz soglasovannyh drug s drugom poluintervalov I_{ℓ+1} = aff(I_ℓ), dlØ ℓ = 0, 1, 2, . . . i I_0 = I = [0, 1). S pomow~¸ graduirovki (1) moßno opredelit~ k-proizvodnye d^k, k = 0, 1, 2, . . ., na mnoßestve par S_ℓ = (S, I_ℓ),

SAMOPODOBIE NEKOTORYH POSLEDOVATEL^NOSTE` 83 gde S = {a_i}^∞_{i=0} – proizvol~naØ posledovatel~nost~ iz poluintervala I_ℓ, po pravilu d^kS_ℓ = (S^′, I_{ℓ+k}), pri fftom S^′ = S ∩ I_{ℓ+k} i S^′ = {a_{ij} }^∞_{j=0} – posledovatel~nost~, fflementy kotoroæ uporØdoqeny po indukcii: i_0 = min{i : a_i ∈ I_{ℓ+k}}, i_{n+1} = min{i > i_n : a_i ∈ I_{ℓ+k}} dlØ n ¿ 0. Osnovnoe svoæstvo proizvodnyh d^{k1+k2} S_ℓ = d^{k1}(d^{k2} S_ℓ) (2) vytekaet iz usloviØ vloßennosti poluintervalov (1). Affinnoe otobraßenie aff^k = aff . . . aff (k raz) deæstvuet na mnoßestve par S_ℓ sledu¸wim obrazom:

aff^k(S, I_ℓ) = (aff^kS, I_{ℓ+k}), (3) gde posledovatel~nost~ aff^k S sostoit iz fflementov aff^k(a_i), i = 0, 1, 2, . . ., iz poluintervala I_{ℓ+k}, t.e. porØdok fflementov posledovatel~nosti aff^k S inducirovan posledovatel~nost~¸ S = {a_i}^∞_{i=0}. Iz opredeleniØ proizvodnoæ i svoæstva (3) dlØ l¸byh k, ℓ = 0, 1, 2, . . . vytekaet formula kommutirovaniØ d^k · aff^ℓ = aff^ℓ · d^k (4) proizvodnyh i affinnyh otobraßeniæ.

Otoßdestvim poluinterval I_ℓ s okrußnost~¸ i rassmotrim posledovatel~nost~ Orb(a_0, α, I_ℓ) – orbitu naqal~noæ toqki a_0 ∈ I_ℓ otnositel~no sdviga α ≠ 0.

Orb(a_0, α, I_ℓ) : a_i −→ a_{i+1} = (a_i + α) mod |I_ℓ|, Esli I_ℓ v koordinatah imeet vid I_ℓ = [a, b), to na poluintervale I^−_ℓ = (a, b] opredelim orbitu naqal~noæ toqki a_0 ∈ I^−_ℓ Orb(a_0, −α, I^−_ℓ ) : a_i −→ a_{i+1} = (a_i − α) mod |I^−_ℓ |, gde −α – sdvig.

84 N. N. MANU`LOV

Pust~ na poluintervale I_ℓ iz graduirovki (1) zadana orbita Orb(a_0, α, I_ℓ) toqki a_0 ∈ I_ℓ, togda proizvodnaØ d^k, k = 0, 1, 2, . . ., posledovatel~nosti Orb(a_0, α, I_ℓ) snova budet orbitoæ, a imenno d^k Orb(a_0, α, I_ℓ) = Orb(a^′_0, α^′, I_{ℓ+k}).

Naqal~naØ toqka a^′_0 dlØ Orb(a^′_0, α^′, I_{ℓ+k}) – levyæ konec poluintervala I_{ℓ+k}, a sdvig α^′ raven raznosti pervyh dvuh toqek orbity: α^′ = a^′_1 − a^′_0, gde a^′_1 = a_i ∈ Orb(a_0, α, I_ℓ) i indeks i = min{i : a_i ∈ Orb(a_0, α, I_ℓ) ≠ a^′_0, a_i ∈ I_{ℓ+k}}.

S drugoæ storony, esli otoßdestvit~ levyæ konec poluintervala I_{ℓ+k} s pravym koncom I^−_{ℓ+k}, to orbitu Orb(a^′_0, α^′, I_ℓ) moßem zapisat~ v vide Orb(a^′_0, α^′, I_{ℓ+k}) = Orb(a^{′′}_0 , −α^{′′}, I^−_{ℓ+k}), gde toqka mod a^{′′}_0 a^′_0I^−_{ℓ+k} ØvlØetsØ pravym koncom poluintervala I^−_{ℓ+k}, a v kaqestve sdviga vybrano −α^{′′} = −(|I_{ℓ+k}| − α^′).

Analogiqno opredelim proizvodnu¸ d^k orbity Orb(a_0, −α, I^−_ℓ ) na poluintervale I^−_ℓ , otoßdestvlØØ pravyæ konec I^−_{ℓ+k} s levym koncom I_{ℓ+k} :

d^k Orb(a_0, −α, I^−_ℓ ) = Orb(a^′_0, −α^′, I^−_{ℓ+k}) = Orb(a^{′′}_0 , α^{′′}, I_{ℓ+k}). Legko zametit~, qto d^0 Orb(a_0, ±α, I^±_ℓ ) = Orb(a_0, ±α, I^±_ℓ ).

2. Orbity na poluintervalah I^±_m Oboznaqim τ_2 kvadratiqnu¸ irracional~nost~ 1 + √ 2 s razloßeniem v cepnu¸ drob~

τ_2 = 2 + 1 2 +^1_{2+ 1} ... = [(2)].

Pust~ m = 0, 2, 4, . . . Rassmotrim dve posledovatel~nosti vloßennyh poluintervalov I_0 ⊃ I_4 ⊃ · · · ⊃ I_m ⊃ I_{m+4} ⊃ . . . , dlØ m ≡ 0 (mod 4), I^−_0 ⊃ I^−_4 ⊃ · · · ⊃ I^−_m ⊃ I^−_{m+4} ⊃ . . . , (6)

SAMOPODOBIE NEKOTORYH POSLEDOVATEL^NOSTE` 85 I_0 ⊃ I^−_2 ⊃ I^−_6 ⊃ · · · ⊃ I^−_m ⊃ I^−_{m+4} ⊃ . . . , dlØ m ≡ (mod 4), I^−_0 ⊃ I_2 ⊃ I_6 ⊃ · · · ⊃ I_m ⊃ I_{m+4} ⊃ . . . , (7)

gde I_m = [1 − τ^{−[m/2]}_2 , 1), I^−_m = (1 − τ^{−[m/2]}_2 , 1], [α] – celaØ qast~ α.

Poskol~ku otnoxenie dlin |I^±_{m+4}|/|I^±_m| ravno τ_2−2, to poluintervaly I^±_{m+4}, I^±_m svØzany affinnym otobraßeniem h_0: I^±_{m+4} = h_0(I^±_m), gde h_0 : x −→ h_0(x) = τ^{−2}_2 x + (1 − τ^{−2}_2 ). (8) Otobraßenie h_0 pozvolØet zadat~ na poluintervalah I^±_0 , I^±_2 graduirovki

Grad_0 = Grad(I_0, h_0), Grad^−_0 = Grad(I^−_0 , h_0), (9) Grad_{(0,2)} = Grad(I_2, h_0), Grad^−_{(0,2)} = Grad(I^−_2 , h_0).

Posledovatel~nosti (6) polnost~¸ sootvetstvu¸t graduirovkam (9), a iz graduirovki (10) iskl¸qeny poluintervaly I_0, I^−_0 .

Rassmotrim poluintervaly I_0, I^−_2 , I^−_0 , I_2. Naædem otnoxenie ih dlin: |I^−_2 |/|I_0| = |I_2|/|I^−_0 | = τ^{−1}_2 . Voz~mem otobraßenie h_{(0,2)} : x −→ h_{(0,2)}(x) = τ^{−1}_2 x + (1 − τ^{−1}_2 ),

i, uqityvaØ vkl¸qeniØ I_0 ⊃ I^−_2 i I^−_0 ⊃ I_2, zadadim s pomow~¸ inversii inv : x −→ 1 − x novoe affinnoe otobraßenie h^−_{(0,2)} = h_{(0,2)}inv, ime¸wee v koordinatah vid

h^−_{(0,2)} : x −→ h^−_{(0,2)}(x) = 1 − τ^{−1}_2 x. (11)

Otobraßenie h^−_{(0,2)}, svØzyva¸wee meßdu soboæ poluintervaly I^±_0 i I^∓_2 , I^±_2 = h^−_{(0,2)}(I^∓_0 ),

pozvolØet dopolnit~ graduirovki Grad_{(0,2)} i Grad^−_{(0,2)} (10), vkl¸- qiv v nih poluintervaly I_0, I^−_0 , a imenno

Grad_2 = Grad(I_0, h^−_{(0,2)}; I^−_2 , h_0),

Grad^−_2 = Grad(I^−_0 , h^−_{(0,2)}; I_2, h_0). (12)

86 N. N. MANU`LOV

Rassmotrim osnovnu¸ orbitu na I_0 i dopolnitel~nu¸ k neæ na poluintervale I^−_0 :

O_0 = Orb(0, τ^{−1}_2 , I_0), O^−_0 = Orb(1, −τ^{−1}_2 , I^−_0 ).

KaßdaØ iz nih vhodit v beskoneqnoe m-parametriqeskoe semeæstvo posledovatel~nosteæ – orbit

O_m = Orb(1 − τ^{−[m/2]}_2 , τ^{−([m/2]+1)} 2 , I_m), O^−_m = Orb(1, −τ^{−([m/2]+1)}

2 , I^−_m), (13) gde m = 0, 2, 4, . . ..

Dalee, pust~ m – neqetno. Rassmotrim drugie posledovatel~- nosti vloßennyh poluintervalov

I_0 ⊃ I_1 ⊃ I_5 ⊃ · · · ⊃ I_m ⊃ I_{m+4} ⊃ . . . , dlØ m ≡ (mod 4), I^−_0 ⊃ I^−_1 ⊃ I^−_5 ⊃ · · · ⊃ I^−_m ⊃ I^−_{m+4} ⊃ . . . ,

(14)

I_0 ⊃ I^−_3 ⊃ I^−_7 ⊃ · · · ⊃ I^−_m ⊃ I^−_{m+4} ⊃ . . . , dlØ m ≡ 3 (mod 4), I^−_0 ⊃ I_3 ⊃ I_7 ⊃ · · · ⊃ I_m ⊃ I_{m+4} ⊃ . . . ,

(15) gde I_m = [1 − τ^{−([m/2]+1)}

2 (τ_2 − 1), 1) i I^−_m = (1 − τ^{−([m/2]+1)}

2 (τ_2 − 1), 1].

Dliny poluintervalov I_m, I^−_m mogut byt~ poluqeny po formule |I_m| = |I^−_m| = τ^{−([m/2]+1)}

2 (τ_2 −1). Na osnovanii fftogo zakl¸qaem:

|I^±_{m+4}|/|I^±_m| = τ_2−2, qto oznaqaet suwestvovanie svØzi poluintervalov i affinnogo otobraßeniØ (8) I^±_{m+4} = h_0(I^±_m). Otobraßenie h_0 pozvolØet zadat~ na poluintervalah I^±_1 , I^±_3 graduirovki Grad^±_{(0,1)}, Grad^±_{(0,3)}, ime¸wie vid

Grad_{(0,1)} = Grad(I_1, h_0), Grad^−_{(0,1)} = Grad(I^−_1 , h_0), (16) Grad_{(0,3)} = Grad(I^−_3 , h_0), Grad^−_{(0,3)} = Grad(I_3, h_0). (17)

SAMOPODOBIE NEKOTORYH POSLEDOVATEL^NOSTE` 87 Nam neobhodimo, qtoby v graduirovki (16), (17) byli vkl¸qeny poluintervaly I_0, I^−_0 . DlØ fftogo naædem otnoxeniØ dlin poluintervalov I^±_0 , I^±_1 i I^±_0 , I^∓_3 . Vidim, qto |I^±_1 |/|I^±_0 | = τ^{−1}_2 (τ_2 − 1), |I^∓_1 |/|I^±_0 | = τ^{−2}_2 (τ_2 − 1) i, sledovatel~no, affinnoe otobraßenie h_{(0,1)} : x −→ h_{(0,1)}(x) = τ^{−1}_2 (τ_2 − 1)x + (1 − τ^{−1}_2 (τ_2 − 1)) (18) svØzyvaet meßdu soboæ poluintervaly I^±_0 i I^±_1 . Poluintervaly I^±_0 , I^∓_3 , vvidu I^±_0 ⊂ I^∓_3 , svØzany affinnym otobraßeniem h^−_{(0,3)} = h_{(0,3)} inv, gde inv : x −→ 1 − x i h_{(0,3)} : x −→ h_{(0,3)}(x) = τ^{−2}_2 (τ_2 − 1)x + (1 − τ^{−2}_2 (τ_2 − 1)).

V koordinatah otobraßenie h^−_{(0,3)} imeet vid h^−_{(0,3)} : x −→ h^−_{(0,3)}(x) = 1 − τ^{−2}_2 (τ_2 − 1)x. (19) S pomow~¸ affinnyh otobraßeniæ h_{(0,1)}, h^−_{(0,3)}, h_0 opredelim graduirovki Grad_1 = Grad(I_0, h_{(0,1)}; I_1, h_0), Grad^−_1 = Grad(I^−_0 , h_{(0,1)}; I^−_1 , h_0), (20) Grad_3 = Grad(I_0, h^−_{(0,3)}; I^−_3 , h_0), Grad^−_3 = Grad(I^−_0 , h^−_{(0,3)}; I_3, h_0) (21) dlØ posledovatel~nosteæ vloßennyh poluintervalov (14), (15).

Po analogii s (13) dlØ poluintervalov I^±_m s m = 1, 3, 5, . . . postroim svoi beskoneqnye m-parametriqeskie semeæstva posledovatel~nosteæ

O_m = Orb(1 − τ^{−([m/2]+1)}

2 (τ_2 − 1), τ^{−([m/2]+1)} 2 , I_m), O^−_m = Orb(1, −τ^{−([m/2]+1)}

2 , I^−_m). (22) Rassmotrim na [0, 1) poluintervaly G^m_0 , E^m_0 , E^m_i , G^m_j , (23) gde m = 0, 1, 2, 3, . . ., i =

8>
><
>
:

F^{2(2)}_[m=_{2]+1} , m ȷ 0 (mod 4), F^{1(2)}_[m=_{2]+2} , m ȷ 1 (mod 4) , F^{1(2)}_[m=_{2]+1} , m ȷ 2, 3 (mod 4), j =

8>
><
>
:

F^{1(2)}_[m=_{2]+1} , m ȷ 0, 1 (mod 4), F^{2(2)}_[m=_{2]+1} , m ȷ 2 (mod 4), F^{1(2)}_[m=_{2]+2} , m ȷ 3 (mod 4).

88 N. N. MANU`LOV Pri fftom {F^{1(2)}n }, {F^{2(2)}n }, n = 0, 1, 2, . . ., – dve qislovye posledovatel~nosti, vyqislØemye po rekurrentnym formulam F^{i(2)}_{n+2} = 2F^{i(2)}_{n+1} + F^{i(2)}_n , F^{i(2)}_0 = i − 1, F^{i(2)}_1 = 1 dlØ i = 1, 2.

Vyberem poluintervaly G^m_0 , E^m_0 , E^m_i , G^m_j takim obrazom, qto- by G^m_k = [⟨(k + F^{1(2)}_{[m/2]})τ_2⟩, ⟨(k − F^{1(2)}_{[m/2]+1})τ_2⟩), E^m_k = [⟨(k − F^{1(2)}_{[m/2]+1})τ_2⟩, ⟨kτ_2⟩), esli m ≡ 0 (mod 4), G^m_k = [⟨(k − F^{1(2)}_{[m/2]})τ_2⟩, ⟨(k − F^{2(2)}_{[m/2]+1})τ_2⟩), E^m_k = [⟨(k − F^{2(2)}_{[m/2]+1})τ_2⟩, ⟨(kτ_2⟩), esli m ≡ 2 (mod 4), G^m_k = [⟨(k + F^{2(2)}_{[m/2]+1})τ_2⟩, ⟨(k − F^{1(2)}_{[m/2]+1})τ_2⟩), E^m_k = [⟨(k − F^{1(2)}_{[m/2]+1})τ_2⟩, ⟩kτ_2⟩), esli m ≡ 1 (mod 4), G^m_k = [⟨(k − F^{2(2)}_{[m/2]+1})τ_2⟩, ⟨(k − F^{1(2)}_{[m/2]+2})τ_2⟩), E^m_k = [⟨(k − F^{1(2)}_{[m/2]+2})τ_2⟩, ⟨kτ_2⟩), – esli m ≡ 3 (mod 4), gde ⟨α⟩ – drobnaØ qast~ α, a k prinimaet znaqeniØ 0, i, j.

V [5] privedeny osnovnye svoæstva irracional~nosti τ_2 i posledovatel~nosteæ {F^{1(2)}n }, {F^{2(2)}n }. Iz nih nam potrebu¸tsØ dva svoæstva.

Svoæstvo 1. F^{2(2)}_{n+1} = F^{1(2)}_{n+1} + F^{1(2)}n , F^{2(2)}n + F^{1(2)}n = F^{1(2)}_{n+1} dlØ n > 0. Svoæstvo 2. DlØ n qetnyh: ⟨F^{1(2)}n τ2⟩ = 1−τ^{−n}_2 , ⟨F^{2(2)}n τ2⟩ = τ^{−n}_2 (τ2−

1), dlØ n neqetnyh: ⟨F^{1(2)}n τ_2⟩ = τ^{−n}_2 , ⟨F^{2(2)}n τ_2⟩ = 1 − τ^{−n}_2 (τ_2 − 1).

Iz svoæstv 1–2 i formul koordinat poluintervalov G^m_0 , E^m_0 , E^m_i , G^m_j neposredstvenno sleduet

SAMOPODOBIE NEKOTORYH POSLEDOVATEL^NOSTE` 89

Lemma 2.1.

Poluintervaly G^m_0 , E^m_0 , E^m_i , G^m_j (23) v koordinatah ime¸t vid [⟨ℓτ_2⟩, ⟨sτ_2⟩), gde ℓ i s – celye qisla.

Pust~ 0 ≡ 1 (mod 1), togda koordinata pravogo konca E^m_0 i G^m_j ravna 1, koordinata levogo konca poluintervalov G^m_0 i E^m_i ravna 1 − τ^{−[m/2]}

2 v sluqae m ≡ 0, 2 (mod 4) ili 1 − τ^{−([m/2]+1)}_2 (τ_2 − 1) v sluqae m ≡ 1, 3 (mod 4).

Poluinterval I_m (6), (7), (14), (15), m = 0, 1, 2, 3, . . ., moßno predstavit~ v vide dvoæstvennogo razbieniØ

I_m = G^m_0 + E^m_0 = E^m_i + G^m_j . (24)

Dliny poluintervalov G^m_0 , E^m_0 , E^m_i , G^m_j vyqislØ¸tsØ po formulam

g^m = |G^m_0 | = |G^m_j | = τ^{−([m/2]+1)}

2 (τ_2 − 1), dlØ m ≡ 0 (mod 4), e^m = |E^m_0 | = |E^m_i | = τ^{−([m/2]+1)} 2 , g^m = |G^m_0 | = |G^m_j | = τ^{−([m/2]+1)} 2 , dlØ m ≡ 2 (mod 4), e^m = |E^m_0 | = |E^m_i | = τ^{−([m/2]+1)}

2 (τ_2 − 1), g^m = |G^m_0 | = |G^m_j | = τ^{−([m/2]+2)} 2 , dlØ m ≡ 1 (mod 4), e^m = |E^m_0 | = |E^m_i | = τ^{−([m/2]+1)} 2 , g^m = |G^m_0 | = |G^m_j | = τ^{−([m/2]+1)} 2 , dlØ m ≡ 3 (mod 4).

e^m = |E^m_0 | = |E^m_i | = τ^{−([m/2]+2)} 2 , Zameqanie. Lemma 2.1 spravedliva dlØ poluintervalov (G^m_0 )^−,

(E^m_0 )^−, (E^m_i )^−, (G^m_j )^− vida (⟨ℓτ_2⟩, ⟨sτ_2] (sm. lemmu 2.1), ime¸wih koordinaty, analogiqnye koordinatam poluintervalov G^m_0 , E^m_0 , E^m_i , G^m_j . V qastnosti, vypolneno ravenstvo

I^−_m = (G^m_0 )^− + (E^m_0 )^− = (E^m_i )^− + (G^m_j )^−. (25)

90 N. N. MANU`LOV

Opredelim na poluintervalah I_0 i I^−_0 obwie graduirovki

Grad = Grad_0 ∪ Grad_1 ∪ Grad_2 ∪ Grad_3,

Grad^− = Grad^−_0 ∪ Grad^−_1 ∪ Grad^−_2 ∪ Grad^−_3 , (26)

pozvolØ¸wie govorit~ o proizvodnyh d^k posledovatel~nosteæ O^±_m (13), (22) dlØ m i k, ravnyh 0, 1, 2, 3 . . . Poskol~ku opredelenie posledovatel~nosteæ O^±_m vkl¸qaet v sebØ sootvetstvu¸wie poluintervaly I^±_m, to vmesto oboznaqeniØ (5) budem ispol~zovat~ sokrawennoe oboznaqenie d^kO^±_m.

Lemma 2.2. Proizvodnye d^4 posledovatel~nosteæ Oi, O^−_i , i =

0, 1, 2, 3, i affinnoe otobraßenie h_0 (8) svØzany meßdu soboæ sootnoxeniem d^4O^±_i = O^±_{i+4} = h_0O^±_i . (27)

Dokazatel~stvo. Spravedlivost~ pravoæ qasti ravenstva nepo-

sredstvenno sleduet iz vida orbit O^±_i i O^±_{i+4}. Provedem dokazatel~stvo pravoæ qasti dlØ i = 0. Vospol~zuemsØ razbieniØmi I^±_4 = (G^4_0)^± + (E^4_0 )^± = (E^4_7 )^± + (G^4_5)^± (24), (25). Zametim, qto I^±_4 perehodit iz odnogo vida razbieniØ v drugoæ s pomow~¸ dvuh sdvigov: sdviga na e^4 = S_4 = τ^{−3}_2 ili sdviga na −g^4 = −S^′_4 = −τ^{−3}_2 (τ_2 − 1). Pravyæ konec poluintervala E^4_7 , po lemme 2.1, prinadleßit posledovatel~nosti O_4 i ego dlina ravna sdvigu fftoæ orbity, sledovatel~no, dlØ vypolneniØ d^4O_0 = O_4 neobhodimo sdvigom orbity d^4O_0 vybrat~ S_4. DlØ spravedlivosti d^4O^−_0 = O^−_4 sdvigom na d^4O^−_0 budem sqitat~ sdvig

−S4, ravnym dline poluintervala (E^4_0)^−. DlØ dokazatel~stva

pravoæ qasti ravenstva (27) pri i = 1, 2, 3 neobhodimo provesti analogiqnye rassußdeniØ, vospol~zovavxis~ razbieniØmi (24), (25) poluintervalov I_i, I^−_i . �

Lemma 2.3. Pust~ dany posledovatel~nosti O0, O^−_0 i para dopol-

nØ¸wih drug druga posledovatel~nosteæ O^−_2 , O_2. Togda proizvodnaØ d^2 i affinnoe otobraßenie h^−_{(0,2)} (11) svØzyva¸t ffti posledovatel~nosti sootnoxeniem

d^2O^±_0 = O^∓_2 = h^−_{(0,2)}O^±_0 , (28)

a dlØ proizvodnyh d^1, d^3 orbit O^±_0 spravedlivy ravenstva

d^1O^±_0 = O^±_1 , d^3O^±_0 = O^∓_3 . (29)

SAMOPODOBIE NEKOTORYH POSLEDOVATEL^NOSTE` 91

Dokazatel~stvo. Sootnoxenie O^∓_2 = h^−_{(0,2)}O^±_0 vytekaet iz opre-

deleniØ orbit O^±_2 , O^±_0 i affinnogo otobraßeniØ h^−_{(0,2)}. Pravu¸ qast~ ravenstva (28) i formuly (29) moßno poluqit~, vospol~- zovavxis~ sposobom dokazatel~stva lemmy 2,2 vzØv

I^±_1 = (G^1_0)^± + (E^1_0)^± = (E^1_2 )^± + (G^1)^±,

I^±_2 = (G^2_0)^± + (E^2_0)^± = (E^2 )^± + (G^2_3)^±,

I^±_3 = (G^3_0)^± + (E^3_0 )^± = (E^3_2 )^± + (G^3_5)^±. �

Pust~ S(Orb(a0, α, I^±_ℓ ), γ) : {ai ∈ Orb(a0, α, I^±_ℓ ) −→ (ai + γ) mod |I^±_ℓ |} – orbita, poluqennaØ sdvigom vseh toqek Orb(a_0, α, I^±_ℓ ) na γ.

Lemma 2.4. Proizvodnye d^1, d^3 orbit O^±_0 i affinnye otobraße-

niØ h_{(0,1)} (18), h^−_{(0,3)} (19) svØzany meßdu soboæ sledu¸wimi sootnoxeniØmi:

d^1O^±_0 = O^±_1 = h_{(0,1)}O^±_0 ∪ S(h_{(0,1)}O^±_0 , τ^{−1}_2 ),

d^3O^±_0 = O^∓_3 = h^−_{(0,3)}O^±_0 ∪ S(h^−_{(0,3)}O^±_0 , τ^{−2}_2 ). (30)

Dokazatel~stvo. Levye ravenstva dokazany v lemme 2.4. Doka-

ßem pravye ravenstva. Posmotrim kakovy budut sdvigi na orbitah h_{(0,1)}O^±_0 . Oni ravny ±τ^{−2}_2 (τ_2 − 1) i Øvno otliqny ot sdvigov posledovatel~nosteæ O^±_1 , t.k. na nih sdvigi ±τ^{−1}_2 . Znak + ili − u sdviga opredelØetsØ orbitoæ, na kotoroæ on deæstvuet. Iz spravedlivosti ravenstva 2τ^{−1}_2 − kτ^{−1}_2 (τ_2 − 1) = τ^{−2}_2 (τ_2 − 1), gde k = [_{2τ}�_{12} τ�1_{2 (τ2−1)} ] = 1, sleduet, qto sdvigi ±S^′_1 = ±τ^{−2}_2 (τ_2 − 1) ravnosil~ny udvoennym sdvigam ±S_1 = ±τ^{−1}_2 na orbitah O^±_1 . Takim obrazom, s pomow~¸ sdvigov ±S^′_1 = ±τ^{−2}_2 (τ_2 − 1) poluqa¸tsØ vse toqki a_i ∈ O^±_1 s qetnymi indeksami i = 0, 2, 4, . . .,

±iS1 = ±^i_2S^′1 mod |I^±_1 | dlØ ai ∈ O^±_1 , i = 0, 2, 4, . . .

Toqki a_i ∈ O^±_1 s neqetnymi indeksami poluqa¸tsØ s pomow~¸ sdviga ±S_1 naqal~noæ toqki neqetnoe koliqestvo raz.

Pust~ a_i ∈ O^±_1 – toqka s neqetnym indeksom i. Togda ona poluqena s pomow~¸ sdviga ±iS_1 = ±iτ^{−1}_2 . L¸boe neqetnoe qislo

92 N. N. MANU`LOV predstavimo v vide i = j −1, gde j qetnoe. Perepixem sdvig ±iS_1 v sledu¸wem vide: ±iS_1 = ±(1 + j)S_1 = ±(S_1 + jS_1). Po uße dokazannomu, imeem ±jS_1 = ±^j_2 S^′_1 = ±^{i−1}_2 S^′_1, t.e. vse toqki a_i ∈ O^±_1 s i neqetnym poluqa¸tsØ s pomow~¸ sdvigov

±iS1 = ±(S1 +^{i − 1}_2 S^′1) mod |I^±_1 | dlØ ai ∈ O1, i = 1, 3, 5, . . .

Okonqatel~no poluqim: orbity h_{(0,1)}O^±_0 – qetnye toqki orbit O^±_1 , a orbity S(h_{(0,1)}O^±_0 , ±τ_2−1) – neqetnye.

ProvedØ analogiqnye rassußdeniØ dlØ orbit h^−_{(0,3)}O^±_0 i O^∓_3 , pridem k zamene dvoænyh sdvigov ±S_3 = ±τ_2−2 sdvigami ±S^′_3 = ±τ^{−3}_2 (τ_2 − 1) i, kak sledstvie, k formulam sdvigov na O^±_3 :

±iS3 = ±^i_2S^′3 mod |I^±_3 | dlØ ai ∈ O^±_3 , i = 0, 2, 4, . . . ±iS3 = ±(S3 +^{i − 1}_2 S^′3) mod |I^±_3 | dlØ ai ∈ O^±_3 , i = 1, 3, 5, . . .

Takim obrazom, orbity h^−_{(0,3)}O^±_0 – qetnye toqki O^∓_3 , a toqki, prinadleßawie orbitam S(h^−_{(0,3)}O^±_0 , ±τ_2−2) – neqetnye toqki iz O^∓_3 . �

Dokazannye lemmy pozvolØ¸t sformulirovat~ sledu¸wie utverßdeniØ

Teorema 2.1. DlØ k = 1, 2, 3, . . . proizvodnye d^{4k}, affinnoe oto-

braßenie h_0 (8) i posledovatel~nosti O_m, O^−_m (13), (22) s m ¿ 0 svØzany meßdu soboæ sledu¸wim sootnoxeniem:

d^{4k}O^±_m = h^k_0O^±_m = O^±_{m+4k}, (31)

gde h^k_0 = h_0 . . . h_0

k – affinnoe otobraßenie , ravnoe kompozicii iz

k otobraßeniæ h_0.

Dokazatel~stvo. Snaqala dokaßem sootnoxenie

d^{4k}O^±_i = h^k_0O^±_i = O^±_{4k+i}, i = 0, 1, 2, 3. (32)

DlØ k = 1 ravenstvo (32) dokazano v lemme 2.2. Pust~ spravedlivo d^{4(k−1)}O^±_i = h^{k−1}_0 O^±_i = O^±_{4(k−1)+i}, i = 0, 1, 2, 3,

SAMOPODOBIE NEKOTORYH POSLEDOVATEL^NOSTE` 93 togda po svoæstvam proizvodnyh (2), (4) i lemme 2.2 d^{4k}O^±_i = d^4(d^{4(k−1)}O^±_i ) = d^4(h^{k−1}_0 O^±_i ) =

= h^{k−1}_0 (d^4O^±_i ) = h^{k−1}_0 h_0O^±_i = h^k_0O^±_i .

Sootnoxenie h^k_0 O^±_i = O^±_{4k+i} neposredstvenno sleduet iz vida posledovatel~nosteæ O^±_{4k+i}.

S uqetom (32), dlØ m ≡ 0 (mod 4) spravedliva sledu¸waØ cepoqka ravenstv:

d^{4k}O^±_m = d^{4k}(d^mO^±_0 ) = d^{4k+m}O^±_0 = O^±_{m+4k} = d^{4k+m}O^±_0 = = d^mh^k_0O^±_0 = h^k_0 d^mO^±_0 = h^k_0O^±_m, dlØ m ≡ 1 (mod 4):

d^{4k}O^±_m = d^{4k}(d^{m−1}O^±_1 ) = d^{4k+(m−1)}O^±_1 = O^±_{1+(m−1)+4k} = O^±_{m+4k} = = d^{4k+(m−1)}O^±_1 = d^{m−1}h^k_0O^±_1 = h^k_0d^{m−1}O^±_1 = h^k_0O^±_m, dlØ m ≡ 2 (mod 4):

d^{4k}O^±_m = d^{4k}(d^{m−2}O^±_2 ) = d^{4k+(m−2)}O^±_2 = O^±_{2+(m−2)+4k} = O^±_{m+4k} = = d^{4k+(m−2)}O^±_2 = d^{m−2}h^k_0O^±_2 = h^k_0d^{m−2}O^±_2 = h^k_0O^±_m, i dlØ m ≡ 3 (mod 4):

d^{4k}O^±_m = d^{4k}(d^{m−3}O^±_3 ) = d^{4k+(m−3)}O^±_3 = O^±_{3+(m−3)+4k} = O^±_{m+4k} = = d^{4k+(m−3)}O^±_3 = d^{m−3}h^k_0O^±_3 = h^k_0d^{m−3}O^±_3 = h^k_0O^±_m. �

Teorema 2.2. Proizvodnye d^{4k−i}, i = 1, 2, 3, c k = 1, 2, 3, . . ., affin-

nye otobraßeniØ h_0, h_{(0,1)}, h^−_{(0,2)}, h^−_{(0,3)} i posledovatel~nosti O_m, O^−_m (13), (22) svØzany sledu¸wimi sootnoxeniØmi:

d^{4k−3}O^±_0 = O^±_{4k−3} = h^{k−1}_0 (h_{(0,1)}O^±_0 ∪ S(h_{(0,1)}O^±_0 , ±τ^{−1}_2 )),

d^{4k−2}O^±_0 = O^∓_{4k−2} = h^{k−1}_0 h^−_{(0,2)}O^±_0 ,

d^{4k−1}O^±_0 = O^∓_{4k−1} = h^{k−1}_0 (h^−_{(0,3)}O^±_0 ∪ S(h_{(0,3)}O^±_0 , ±τ^{−2}_2 )).

(33)

94 N. N. MANU`LOV

Dokazatel~stvo. DlØ k = 1 ravenstva dokazany v lemmah 2,3,

2.4. Vospol~zovavxis~ formulami (2), (4) i lemmoæ 2.3, poluqim tri cepoqki ravenstv dlØ kaßdogo iz sootnoxeniæ (33):

d^{4k−3}O^±_0 = d^{4(k−1)+1}O^±_0 = d^{4(k−1)}d^1O^±_0 = d^{4(k−1)}O^±_1 = O^±_{4(k−1)+1} = = O^±_{4k−3} = d^{4(k−1)}O^±_1 = h^k_0 O^±_1 = = h^k_0(h_{(0,1)}O^±_0 ∪ S(h_{(0,1)}O^±_0 , ±τ^{−1}_2 )).

d^{4k−2}O^±_0 = d^{4(k−1)+2}O^±_0 = d^{4(k−1)}d^2O^±_0 = d^{4(k−1)}O^∓_2 = O^∓_{4(k−1)+2} = = O^∓_{4k−2} = d^{4(k−1)}O^∓_2 = h^k_0 O^∓_2 = h^k_0h^−_{(0,2)}O^±_0 .

d^{4k−1}O^±_0 = d^{4(k−1)+3}O^±_0 = d^{4(k−1)}d^3O^±_0 = d^{4(k−1)}O^∓_3 = O^∓_{4(k−1)+3} = = O^∓_{4k−1} = d^{4(k−1)}O^∓_3 = h^k_0 O^∓_3 = = h^k_0(h_{(0,3)}O^±_0 ∪ S(h_{(0,3)}O^±_0 , ±τ^{−2}_2 )). �

Teorema 2.3. DlØ l¸bogo k = 1, 2, 3, . . . proizvodnye d^k orbit O^±_m, m ¿ 0, na graduirovkah Grad i Grad^− vyqislØ¸tsØ po sledu¸wim

pravilam: d^kO^±_m = O^{o(k+m)} k+m dlØ m ≡ 0, 1 (mod 4), d^kO^±_m = O^o

0_{(k+m)} k+m dlØ m ≡ 2, 3 (mod 4), gde o(k + m), o^′(k + m) – simvol~nye funkcii o(x) = { ±, esli x (mod 4) = 0, 1, mp, esli x (mod 4) = 2, 3, o^′(x) = { ±, esli x (mod 4) = 2, 3, ∓, esli x (mod 4) = 0, 1.

Dokazatel~stvo. PrimenØØ teoremy 2.1 i 2.2, dlØ m ≡ 0, 1

(mod 4) imeem d^kO^±_m = d^{k+m}O^±_0 = d^{4[ k+m4 ]+(k+m)mod4}O^±_0 = d^{4[ k+m4 ]}d^{(k+m)mod4}O^±_0 = = d^{4[ k+m4 ]}O^{o(k+m)}

(k+m)mod4 = O o(k+m) k+m . DlØ m ≡ 2, 3 (mod 4) iz analogiqnyh soobraßeniæ spravedliva sledu¸waØ cepoqka ravenstv:

d^kO^±_m = d^{k+m}O^∓_0 = d^{4[ k+m4 ]+(k+m)mod4}O^∓_0 = d^{4[ k+m4 ]}d^{(k+m)mod4}O^∓_0 = = d^{4[ k+m4 ]}O^o

0_{(k+m)}

(k+m)mod4 = O o0_{(k+m)} k+m . �

SAMOPODOBIE NEKOTORYH POSLEDOVATEL^NOSTE` 95 Literatura

1. V. G. ȷuravlev, Odnomernye razbieniØ Fibonaqqi, Izv. RAN, ser. matem., 2003. (V peqati.)

2. Hyeong-Chai Jeong, Eunsang Kim, Chang-Yeong Lee, Noncommutative torus from

Fibonacci chains via foliation, J. Phys. A 34, No.31 (2001), R1-R19.

3. N. N. Manuælov, Rekurrentnye samopodobnye razbieniØ, Qebyxevskiæ sbornik 4, vyp. 2 (2003), Tula, 2003.

4. N. N. Manuælov, Nepreryvnyæ vetvØwiæsØ B-process i sobstvennye raz-

bieniØ okrußnosti, Trudy XXV Konferencii molodyh uqenyh meh.-mat.

fak. MGU, M., MGU, 2003.

5. N. N. Manuælov, Osnovnye svoæstva serebrØnogo seqeniØ 1 + p2 i nekoto-

rye qislovye posledovatel~nosti, emu sootvetstvu¸wie, Sbornik tru-

dov molodyh uqenyh, vyp. 3, Vladimir, 2003.

Postupilo 12 sentØbrØ 2003 g. Vladimirskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet