Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 302, 2003 g.

G. V. Kuz~mina

METOD �KSTREMAL^NO` METRIKI V ZADAQAH O MAKSIMUME PROIZVEDENI˚ STEPENE` KONFORMNYH RADIUSOV NENALEGAıWIH OBLASTE` PRI NALIQII SVOBODNYH PARAMETROV

§0. Vvedenie

Pust~ a_1, . . . , a_n – sistema razliqnyh toqek z-sfery. Pust~ D – semeæstvo sistem nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ D_1, . . . , D_n, udovletvorØ¸wih uslovi¸ a_k ∈ D_k, k = 1, . . . , n. Pust~ α_1, . . . , α_n – sistema poloßitel~nyh qisel. Pod zadaqeæ, ukazannoæ v zaglavii, budem ponimat~ vopros o maksimume summy_n ∑ k=1 α^2_kM (D_k, a_k) (1)

v semeæstve D, gde M (D_k, a_k) – privedennyæ modul~ oblasti D_k otnositel~no toqki a_k : M (D_k, a_k) =^1_{2π} log R(D_k, a_k), gde R(D_k, a_k) – konformnyæ radius oblasti D_k otnositel~no toqki a_k, esli a_k ≠ ∞, M (D_n, a_n) = −^1_{2π} log R(D_n, a_n), esli a_n = ∞.

Maksimum summy (1) v semeæstve D budem oboznaqat~ qerez M(a_1, . . . , a_n; α_1, . . . , α_n). Horoxo izvestno, qto ukazannaØ zadaqa ravnosil~na ffkstremal~no-metriqeskoæ probleme dlØ semeæstva klassov krivyh, gomotopnym toqeqnym krivym v toqkah a_k. Metod ffkstremal~noæ metriki ustanavlivaet edinstvennost~ ffkstremal~noæ sistemy oblasteæ semeæstva D i privodit k usloviØm, opredelØ¸wim veliqinu iskomogo maksimuma. Odnako pri dostatoqno bol~xih znaqeniØh n konkretnoe rexenie zadaqi svØzano so znaqitel~nymi trudnostØmi, esli sistema toqek {a_k}^n_{k=1} ne obladaet nadleßaweæ simmetrieæ.

Zadaqa o maksimume proizvedeniØ stepeneæ konformnyh radiusov imeet bogatu¸ istori¸ (sm., naprimer, [1]). V poslednie gody znaqitel~noe vnimanie udelØlos~ zadaqe o maksimu- 52

METOD �KSTREMAL^NO` METRIKI 53

me summy (1) v tom sluqae, kogda toqki a_k izmenØ¸tsØ takim obrazom, qto ih raspoloßenie harakterizuetsØ vysokoæ stepen~¸ simmetrii. Odin iz pervyh rezul~tatov takogo roda poluqen V. N. Dubininym v [2] (sm. takße [3]): esli a_1, . . . , a_n,

n ¿ 3, – proizvol~nye toqki okrußnosti |z| = 1, α1 = . . . = αn,

to maksimum proizvedeniØ (1) dostigaetsØ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda a_k, k = 1, . . . , n, – ravnootstoØwie toqki na okrußnosti |z| = 1. Pri dokazatel~stve fftogo i drugih rezul~- tatov v [2] V. N. Dubinin ispol~zoval predloßennoe im razdelØ¸wee preobrazovanie oblasteæ i tehniku vyqisleniØ moduleæ kondensatorov pri sootvetstvu¸wem predel~nom perehode. Pri fftom rassmatrivalos~ razbienie z-sfery na sistemu uglov S_k, granica kaßdogo iz kotoryh soderßit nekotorye iz toqek sistemy {a_1, . . . , a_n}. Ispol~zuØ geometriqeskoe postroenie, predloßennoe V. N. Dubininym, E. G. Emel~Ønov [4] razrabotal ffkstremal~no-metriqeskiæ podhod rexeniØ zadaqi o maksimume summy (1), ustanoviv svØz~ meßdu razliqnymi zadaqami ob ffkstremal~nom razbienii [4, teorema 1]. �tot rezul~tat poluqil interesnye priloßeniØ, odnako dokazatel~stvo upomØnutoæ teoremy v [4] okazalos~ dostatoqno sloßnym.

S drugoæ storony, v posledu¸wih rabotah avtora bylo zameqeno, qto v osnove upominavxihsØ vyxe rezul~tatov V. N. Dubinina i E. G. Emel~Ønova leßit sledu¸wiæ prostoæ fakt metoda ffkstremal~noæ metriki. Pust~ po-preßnemu {S_l}^m_{l=1} – sistema uglov, zapolnØ¸wih z-sferu, storony kaßdogo iz fftih uglov prohodØt qerez nekotorye iz toqek a_k, k = 1, . . . , n. Pust~ a_{l,1}, a_{l,2}, . . . – toqki sistemy {a_k}^n_{k=1}, prinadleßawie granice i vnutrennosti ugla S_l. Rassmotrim otobraßenie w = f_l(z) ugla S_l na verhn¸¸ poluploskost~ Im w > 0. Pust~ b_{l,1}, b_{l,2}, . . . – obrazy toqek a_{l,1}, a_{l,2}, . . . pri fftom otobraßenii. Na w-sfere rassmotrim zadaqu o M(b_{l,1}, b_{l,2}, . . . ; β_{l,1}, β_{l,2}, . . . ), gde β_{l,j} – poloßitel~nye qisla. Predpolagaem, qto rexenie posledneæ zadaqi izvestno i dlØ M(b_{l,1}, b_{l,2}, . . . ; β_{l,1}, β_{l,2}, . . . ) imeetsØ dostatoqno prostoe vyraßenie. Pust~ Q_l(w)dw^2 – associirovannyæ kvadratiqnyæ differencial problemy modulØ, opredelØ¸weæ M(b_{l,1}, b_{l,2}, . . . ; β_{l,1}, β_{l,2}, . . . ), i pust~ p_l(w) |dw| = |Q_l(w)|^{1/2}|dw| – ffkstremal~naØ metrika fftoæ problemy modulØ. Pust~ ρ(z) |dz| – metrika, opredelØemaØ na C^′ = C \ {a_1, . . . , a_n} usloviem ρ(z) |dz| = ρ(f_l (z)) |f^′_l (z)| |dz| pri z ∈ S_l \{a_1, . . . , a_n), l = 1, . . . , m.

54 G. V. KUZ^MINA

Qisla β_{l,j} vsegda moßno vybrat~ takim obrazom, qto kaßdaØ dostatoqno malaØ okrußnost~ γ_k s centrom v toqke a_k, k = 1, . . . , n, imeet v metrike ρ(z) |dz| dlinu ¿ α_k. V nekotoryh sluqaØh iz analiza struktury traektoriæ differencialov Q_l(w)dw^2 dovol~- no legko sleduet, qto ukazannoe uslovie vypolnØetsØ dlØ kaßdoæ krivoæ na C^′, gomotopnoæ okrußnosti γ_k, k = 1, . . . , n. Togda metrika ρ(z) |dz| okazyvaetsØ dopustimoæ v probleme modulØ, opredelØ¸weæ veliqinu M(a_1, . . . , a_n; α_1, . . . , α_n), i my poluqili dlØ fftoæ veliqiny neravenstvo, soderßawee izvestnye vyraßeniØ dlØ M(b_{l,1}, b_{l,2}, . . . ; β_{l,1}, β_{l,2}, . . . ). V rØde sluqaev ffto neravenstvo pozvolØet ustanovit~ simmetri¸ v raspoloßenii toqek a_k, k = 1, . . . , n, i poluqit~ takim obrazom polnoe rexenie zadaqi. Takoæ podhod v bolee ili menee Øvnoæ forme ispol~zovalsØ v [5, 6]. V nastoØweæ rabote my daem novye priloßeniØ ukazannogo podhoda. §1. Zadaqa o M(a_1, . . . , a_n, b_1, . . . , b_n; 1, . . . , 1, α, . . . , α), gde a_k, b_k – qeredu¸wiesØ toqki okrußnosti |z| = 1

1.1. Pust~ ak = e^{iφk} i bk = e^{i(φk+ψk)}, k = 1, . . . , n, – sistemy

qeredu¸wihsØ toqek okrußnosti |z| = 1, perenumerovannyh v porØdke vozrastaniØ arg z:

0 < φ_{k+1} − φ_k = 2πλ_k (zdes~ φ_{n+1} = φ_1 + 2π), n∑ k=1 λ_k = 1, ψ_k = δ_k · 2πλ_k, 0 < δ_k < 1, pri k = 1, . . . , n. Pust~ 0 < α < 1. Rassmotrim zadaqu o maksimume 2πM(a_1, . . . , a_n, b_1, . . . , b_n; 1, . . . , 1, α, . . . , α) summy n∑ k=1 { log R(D_k, a_k) + α^2 log R(D^′_k, b_k) } (2) v semeæstve D^{(1)} sistem nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ D_k, D^′_k, gde a_k ∈ D_k, b_k ∈ D^′_k, k = 1, . . . , n. Iz edinstvennosti ffkstremal~noæ konfiguracii zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii sleduet, qto ffkstremal~naØ sistema oblasteæ rassmatrivaemoæ zadaqi v semeæstve D^{(1)} simmetriqna otnositel~no okrußnosti

METOD �KSTREMAL^NO` METRIKI 55 |z| = 1. Pofftomu dostatoqno rassmatrivat~ semeæstvo D^{(1)}_0 sistem oblasteæ iz D^{(1)}, ne soderßawih toqek 0, ∞.

Sledu¸waØ teorema pokazyvaet, qto maksimum summy (2) v kaßdom iz semeæstv D^{(1)}_0 i D^{(1)} realizuetsØ tol~ko v sluqae ravnyh znaqeniæ λ_k = 1/n, δ_k = 1/2, k = 1, . . . , n.

Teorema 1. Pust~ α ∈ (0, 1), n ¿ 2. Maksimum veliqiny M(a1, . . . ,

a_n, b_1, . . . , b_n; 1, . . . , 1, α, . . . , α) otnositel~no vseh ukazannyh vyxe sistem toqek a_k, b_k realizuetsØ tol~ko dlØ simmetriqnoæ sistemy toqek a^∗_k = e^{iπ(k−1)/n}, b^∗_k = e^{i2π(k−1/2)/n}, k = 1, . . . , n, i dlØ sistem, poluqa¸wihsØ iz fftoæ sistemy preobrazovaniem povorota z → e^{iφ0} z, φ_0 – vewestvennoe qislo. DlØ iskomogo maksimuma imeem ravenstvo 2πM(a^∗_1, . . . , a^∗_n, b^∗_1, . . . , b^∗_n; 1, . . . , 1, α, . . . , α) = = n { log 2 1 + α + 1 2 α(1 − α) log(1 − α)− − 1 2 α(1 + α) log(1 + α) + α^2 log(2α) + (1 + α^2) log 2 n } . (3)

�kstremal~naØ sistema oblasteæ D^∗_k, D^∗_k^′, k = 1, . . . , n, predstavlØet soboæ sistemu krugovyh oblasteæ kvadratiqnogo differenciala Q^{(1)}(z)dz^2 = = − n^2 4π^2 z^{n−2}[(1 + α)z^n + (1 − α)][(1 − α)z^n + (1 + α)] (z^{2n} − 1)^2 dz^2. (4)

Toqki a^∗_k, b^∗_k, k = 1, . . . , n, ØvlØ¸tsØ pol¸sami vtorogo porØdka differenciala (4).

1.2. Pri dokazatel~stve teoremy 1 suwestvenno ispol~zuetsØ

sledu¸waØ lemma.

Lemma 1. Pust~ b = e^{iφ}, gde φ ∈ (0, π), α ∈ (0, 1). Pust~

2πM(1, −1, b, b; 1, 1, α, α) – maksimum summy

log R(D_1, 1) + log(D_2, −1) + α^2 [ log R(D_3, b) + log R(D_4, b) ]

v semeæstve vseh qetverok nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ D_1, . . . , D_4 na w-sfere, 1 ∈ D_1, −1 ∈ D_2, b ∈ D_3, b ∈ D_4. Ime¸t

56 G. V. KUZ^MINA mesto ravenstva 2πM ( 1, −1, e^{iφ}, e^{−iφ}; 1, 1, α, α ) = =2πM ( 1, −1, i, −i; 1, 1, α, α ) + 2α^2 log sin φ, 2πM ( 1, −1, i, −i; 1, 1, α, α ) = 2 log 2 1 + α

+ α(1 − α) log(1 − α)−

− α(1 + α) log(1 + α) + α^2 log(4α^2). (5)

V sluqae φ = π/2 ffkstremal~noæ sistemoæ oblasteæ D^∗_1 , . . . , D^∗_4 slußit sistema krugovyh oblasteæ kvadratiqnogo differenciala

q^{(1)}(w)dw^2 = = − 1 π^2

[(1 + α)w^2 + (1 − α)][(1 − α)w^2 + (1 + α)] (w^4 − 1)^2 dw^2. (6)

Toqki 1, −1, i, −i ØvlØ¸tsØ dvoænymi pol¸sami fftogo differenciala. VewestvennaØ os~ i okrußnost~ |w| = 1 ØvlØ¸tsØ ob¨edineniØmi zamykaniæ kritiqeskih ortogonal~nyh traektoriæ differenciala (6). V strukture ortogonal~nyh traektoriæ differenciala (6) ime¸tsØ 6 polosoobraznyh oblasteæ, predstavlØ¸wih soboæ dvuugol~niki Π_1 = Π_1(−1, 1), Π_2 = Π_2(−1, 1), Π_3 = Π_3(1, i), Π_4 = Π_4(−1, i), Π_5 = Π_5(1, −i), Π_6 = Π_6(−1, −i), ime¸wie verxiny v ukazannyh toqkah. Π_1 i Π_2 leßat sootvetstvenno vnutri i vne kruga |w| < 1 i simmetriqny otnositel~no vewestvennoæ osi, Π_1 soderßit interval (−1, 1), Π_2 = {1/w : w ∈ Π_1}. Dvuugol~niki Π_3, Π_4, Π_5, Π_6 simmetriqny otnositel~no okrußnosti |w| = 1 i soderßat dugi fftoæ okrußnosti, soedinØ¸wie ih verxiny, Π_5 = {w : w ∈ Π_3}, Π_6 = {w : w ∈ Π_4}. Dvuugol~niki Π_1, Π_2, Π_3, Π_5 i Π_1, Π_2, Π_4, Π_6 polnost~¸ zapolnØ¸t sootvetstvenno okrestnosti toqek 1 i −1, dvuugol~niki Π_3, Π_4 i Π_5, Π_6 polnost~¸ zapolnØ¸t sootvetstvenno okrestnosti toqek i i −i.

V sluqae φ ≠ π/2 ffkstremal~naØ sistema oblasteæ obrazuetsØ proobrazami oblasteæ D^∗_1 , D^∗_2 , D^∗_3 , D^∗_4 pri drobno-lineænom otobraßenii

f_0(w) = w − a 1 − aw , gde a =

1 − sin φ

cos φ

, (7)

kruga |w < 1 na sebØ, f_0(e^{iφ}) = i, f_0(e^{−iφ}) = −i

Dokazatel~stvo. Iz rezul~tatov edinstvennosti metoda ffks-

tremal~noæ metriki sleduet, qto ffkstremal~noæ konfiguracii

METOD �KSTREMAL^NO` METRIKI 57

zadaqi o M(1, −1, b, b; 1, 1, α, α) pri otobraßenii (7) sootvetstvuet ffkstremal~naØ konfiguraciØ zadaqi o M(1, −1, i, i; 1, 1, α, α). Dalee, iz soobraßeniæ simmetrii i usloviØ 0 < α < 1 sleduet, qto associirovannyæ kvadratiqnyæ differencial posledneæ zadaqi imeet vid

q^{(1)}(w)dw^2 = − A 4π^2

(w^2 + l^2)(w^2 + 1/l^2) (w^4 − 1)^2 dw^2, gde A > 0, 0 < l^2 < 1. Ispol~zuØ normiru¸wie usloviØ [ − 4π^2(w − 1)^2q^{(1)}(w) ] w=1 = 1, [ − 4π^2(w − i)^2q^{(1)}(w) ] w=i = α^2,

nahodim znaqeniØ A i l^2:

A = 4(1 − α^2), l^2 = (1 − α)/(1 + α)

i prihodim k vyraßeni¸ (6). Opisanie struktury traektoriæ i ortogonal~nyh traektoriæ differenciala (6), privedennoe v formulirovke lemmy 1, legko vytekaet iz izvestnyh obwih faktov o strukture traektoriæ kvadratiqnyh differencialov. DlØ funkciæ ζ = g_k(w), gde g_k(w) realizuet otobraßenie oblasti D^∗_k na krug |ζ| < R(D^∗_k, a_k), g_k(a_k) = 0, g^′_k(a_k) = 1, imeem uravneniØ

−4π^2Q^∗(w)dw^2 = [ d log g_1(w)

]_2

pri w ∈ D^∗_1 ,

−4π^2Q^∗(w)dw^2 = α^2 [ d log g_3(w)

]_2 pri w ∈ D^∗_3 ,

i pri dostatoqno malyh ε > 0 imeem ravenstva 2π 1−ε∫ 0 √ −Q^∗(w) dw = log R(D^∗_1 , 1) − log ε + O(ε),

2π i/l∫ i+iε √ −Q^∗(w) dw = α [ log R(D^∗_3 , i) − log ε ] + O(ε), gde integrirovanie proizvoditsØ po sootvetstvu¸wim otrezkam. PerehodØ k predelu pri ε → 0, poluqaem vyraßeniØ dlØ R(D^∗_1 , 1) i R(D^∗_3 , i) i ravenstvo (5).

58 G. V. KUZ^MINA

1.3. Dokazatel~stvo teoremy 1. Rassmotrim razbienie z-

sfery na n uglov S_k, storony ugla S_k soderßat toqki a_k, a_{k+1}:

S_k = { z : φ_k < arg z < φ_{k+1} } , k = 1, . . . , n. Pust~ f_k(z) = { e^{−iφk} z }_{1/(2λk)} , ~f_k(z) = f_{k,0} ∘ f_k(z), gde f_{k,0}(w) – funkciØ (7) pri φ = δ_kπ. Pri otobraßenii w = ~f_k(z) uglu S_k sootvetstvuet verhnØØ poluploskost~ H = {w : Im w > 0}, toqki a_k, a_{k+1}, b_k perehodØt v +1, −1, i. Na w-sfere rassmotrim zadaqu o M ( 1, −1, i, −i; 1, 1, α_k, α_k ) , gde α_k = λ_kα. DlØ associirovannogo kvadratiqnogo differenciala q^{(1)}_k (w)dw^2 fftoæ zadaqi imeem ravenstvo (6) pri α = α_k. Rassmotrim metriku ρ(z) |dz|, opredelØemu¸ usloviem ρ(z) |dz| = [ q^{(1)}_k ( ~f_k(z)) ]_{1/2} | ~f^′_k(z) | |dz| pri S_k \ {a_k, a_{k+1}, b_k}, k = 1, . . . , n. Pokaßem, qto metrika ρ(z) |dz| dopustima v probleme modulØ, opredelØ¸weæ M(a_1, . . . , a_n, b_1, . . . , b_n; 1, . . . , 1, α, . . . , α). Dostatoqno rassmatrivat~ fftu metriku na C^′ = C \ {0, a_1, . . . , a_n, b_1, . . . , b_n}. Pust~ Γ_k – krivaØ na C^′ , gomotopnaØ toqeqnoæ krivoæ v toqke a_k. Oboznaqim qerez Π_{k,j}, j = 1, . . . , 6, polosoobraznye oblasti differenciala q^{(1)}_k (w)dw^2, ØvlØ¸wiesØ dvuugol~nikami Π_j lemmy 1 pri α = α_k. Pust~ P_{k,1}, P_{k,2}, P_{k,3} i P_{k,4} – proobrazy sootvetstvenno dvuugol~nikov Π^+_{k,1} = Π_{k,1} ∩ H, Π^+_{k,2} = Π_{k,2} ∩ H, Π_{k,3} i Π_{k,4} pri otobraßenii w = ~f_k(z). Dvuugol~niki P_{k,1}, P_{k,2} i P_{k,3} i dvuugol~niki P_{k−1,1}, P_{k−1,2} i P_{k−1,4} zapolnØ¸t okrestnost~ toqki a_k, a dvuugol~niki P_{k,3} i P_{k,4} zapolnØ¸t okrestnost~ toqki b_k. Oqevidno, krivaØ Γ_k soderßit dugi, celikom prinadleßawie kaßdomu iz pereqislennyh dvuugol~nikov i soedinØ- ¸wie ih protivopoloßnye storony, pofftomu dlØ dliny krivoæ Γ_k v metrike ρ(z) |dz| imeem neravenstvo

dl._ρΓ_k ¿ 1.

Pust~ teper~ Γ^′_k – krivaØ na C^′ , gomotopnaØ toqeqnoæ krivoæ v toqke b_k. KrivaØ Γ^′_k soderßit dugi, celikom prinadleßawie

METOD �KSTREMAL^NO` METRIKI 59

kaßdomu iz dvuugol~nikov P_{k,3}, P_{k,4} i soedinØ¸wie ih protivopoloßnye storony, pofftomu

dl._ρΓ^′_k ¿ α.

Itak, metrika ρ(z) |dz| dopustima v probleme modulØ, opredelØ¸weæ M(a_1, . . . , a_n, b_1, . . . , b_n; 1, . . . , 1, α, . . . , α). Ots¸da i na osnovanii togo fakta, qto pri otobraßenii w = ~f_k(z) ε_kokrestnostØm toqek a_k, a_{k+1} i b_k sootvetstvu¸t okrestnosti toqek 1, −1, i radiusov (2λ_k)^{−1}f^′_{k,0}(1)ε_k, (2λ_k)^{−1}f^′_{k,0}(−1)ε_k, (2λ_k)^{−1} sin δ_kπε_k, poluqaem neravenstvo 2πM(a_1, . . . , a_n, b_1, . . . , b_n; 1, . . . , 1, α, . . . , α) 6 6 nπM^(1, −1, i, −i; 1, 1, α, α^) + (1 + α^2)^{n∑}_{k=1} log(2λk). (8)

V silu usloviØ^n ∑ k=1 λ_k = 1 imeem neravenstvo^n ∏ k=1 λ_k 6 1/n^n, otkuda_n ∑ k=1 log(2λ_k) 6 n log 2 n , i neravenstvo (8) prinimaet vid 2πM(a_1, . . . , a_n, b_1, . . . , b_n; 1, . . . , 1, α, . . . , α) 6 6 n^{πM^(1, −1, i, −i; 1, 1, α, α^) + (1 + α^2) log^2_n^}. (9)

Oqevidno, ravenstvo v (9) imeet mesto tol~ko dlØ simmetriqnyh sistem toqek a_k, b_k. Ots¸da i iz ravenstva dlØ M ( 1, −1, i, −i; 1, 1, α, α ) , ustanovlennogo lemmoæ 1, poluqaem ravenstvo (3) dlØ maksimuma veliqiny M(a_1, . . . , a_n, b_1, . . . , b_n; 1, . . . , 1, α, . . . , α) v semeæstve D^{(1)} i vyraßenie (4) dlØ associirovannogo kvadratiqnogo differenciala.

Krugovye i polosoobraznye oblasti differencialov (6) i (4), opredelØ¸wih ffkstremal~nye konfiguracii lemmy 1 i teoremy 1 pri n = 2, shematiqno izobraßeny na ris. 1 i 2.

Zameqanie 1. Teorema 1 legko rasprostranØetsØ na sluqaæ

α > 0. Deæstvitel~no, v predel~nom sluqae α = 1 dokazatel~- stva i formulirovki lemmy 1 i teoremy 1 ves~ma prosty. V

60 G. V. KUZ^MINA

Ris. 1 Ris. 2.

fftom sluqae ffkstremal~nymi oblastØmi D^∗_k i D^∗_k^′, k = 1, . . . , n, teoremy 1 slußat ugly veliqiny 2π/n s obweæ verxinoæ v naqale koordinat i so storonami, prohodØwimi sootvetstvenno qerez toqki b^∗_{k−1}, b^∗_k i a^∗_k, a^∗_{k+1}. �to utverßdenie predstavlØet soboæ rezul~tat V. N. Dubinina [2], a takße neposredstvenno vytekaet iz bolee obwego rezul~tata v [5]. Sluqaæ α > 1 svoditsØ k sluqa¸ α < 1 pri zamene roleæ toqek a_k i b_k: dlØ summy (2) imeem ravenstvo n∑ k=1 { log R(D_k, a_k) + α^2 log R(D^′_k, b_k) } =

= α^2 n∑ k=1 { log R(D^′_k, b_k) + 1/α^2 log R(D_k, a_k) } . §2. Zadaqa o M(0, a1, . . . , an; α, 1, . . . , 1), gde ak – toqki okrußnosti |z| = 1

2.1. Pust~ a0 = 0, ak = e^{iφk} , k = 1, . . . , n, – sistema toqek okruß-

nosti |z| = 1,

0 < φ_{k+1} − φ_k = 2πλ_k, k = 1, . . . , n (φ_{n+1} = φ_1 + 2π), n∑ k=1 λ_k = 1.

Pust~ 0 < α < 1. Rassmotrim zadaqu o maksimume 2πM(0, a_1, . . . ,

METOD �KSTREMAL^NO` METRIKI 61 a_n; α, 1, . . . , 1) summy

α^2 log R(D_0, 0) + n∑ k=1 log R(D_k, a_k) (10)

v semeæstve D^{(2)} sistem nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ D_k, k = 0, 1, . . . , 1, gde 0 ∈ D_0, a_k ∈ D_k, k = 1, . . . , n. Spravedliva

Teorema 2. Pust~ α ∈ (0, 1), n ¿ 2. Maksimum veliqiny

M(0, a_1, . . . , a_n; α, 1, . . . , 1) v ukazannom semeæstve sistem oblasteæ realizuetsØ tol~ko dlØ simmetriqnyh sistem toqek 0, a^∗_k = e^{i2π(k−1)/n}, k = 1, . . . , n, i dlØ sistem, poluqa¸wihsØ iz nih preobrazovaniem povorota z → e^{iφ0} z, φ_0 – vewestvennoe qislo. DlØ iskomogo maksimuma imeem ravenstvo 2πM(0, a^∗_1, . . . , a^∗_n; α, 1, . . . , 1) = = n { − ( 1 − α n )_2 log ( 1 − α n ) − ( 1 + α n )_2 log ( 1 + α n ) + + α^2 n^2 log (4α2 n^2 ) + log 4 n } . (11)

�kstremal~noæ sistemoæ oblasteæ D^∗_0 , D^∗_1 , . . . , D^∗_n semeæstva D^{(2)} slußit sistema krugovyh oblasteæ kvadratiqnogo differenciala

Q^{(2)}(z) dz^2 = − 1 4π^2

(n^2 − α^2)z^n + α^2 z^2(z^n − 1)^2 dz^2. (12)

KaßdaØ iz toqek 0, a^∗_1, . . . , a^∗_n ØvlØetsØ pol¸som vtorogo porØdka differenciala (12).

2.2. Lemma 2. Pust~ α ∈ (0, 1). Pust~ 2πM(0, 1, −1; 2α, 1, 1) – mak-

simum summy

4α^2 log R(D_0, 0) + log R(D_1, 1) + log R(D_2, −1) (13)

v semeæstve vseh troek nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ D_0, D_1, D_2 na w-sfere, 0 ∈ D_0, 1 ∈ D_1, −1 ∈ D_2. Imeem ravenstvo

2πM(0, 1, −1; 2α, 1, 1) =

= −2(1 − α)^2 log(1 − α) − 2(1 + α)^2 log(1 + α)+

+4α^2 log α + (1 + 2α^2) log 4. (14)

62 G. V. KUZ^MINA �kstremal~noæ sistemoæ oblasteæ D^∗_0 , D^∗_1 , D^∗_2 slußit sistema krugovyh oblasteæ kvadratiqnogo differenciala

q^{(2)}(w) dw^2 = − 1 π^2

(1 − α^2)w^2 + α^2 w^2(w^2 − 1)^2 dw^2. (15)

Toqki 0, 1, −1 ØvlØ¸tsØ dvoænymi pol¸sami fftogo differenciala. VewestvennaØ os~ ØvlØetsØ ob¨edineniem zamykaniæ kritiqeskih ortogonal~nyh traektoriæ differenciala (15). V strukture ortogonal~nyh traektoriæ differenciala (15) ime¸tsØ 3 polosoobraznye oblasti: Π_1 = Π_1(0, 1), Π_2 = Π_2(0, −1), Π_3 = Π_3(1, −1), ime¸wie verxiny v ukazannyh toqkah. Kaßdyæ iz dvuugol~nikov Π_1, Π_2, Π_3 simmetriqen otnositel~no vewestvennoæ osi, Π_1 i Π_2 simmetriqny drug s drugom otnositel~no mnimoæ osi i ime¸t obwiæ graniqnyæ otrezok [−iα/(1 − α^2), iα/(1 − α^2)], Π_1 soderßit otrezok (0, 1), Π_2 – otrezok (−1, 0). Π_3 simmetriqen otnositel~- no obeih koordinatnyh oseæ i soderßit otrezki (1, ∞), (−1, −∞) vewestvennoæ osi i otrezki (iα/(1 − α^2); i∞), (−iα/(1 − α^2), −i∞) mnimoæ osi. Dvuugol~niki Π_1 i Π_2 zapolnØ¸t okrestnost~ naqala koordinat, dvuugol~niki Π_1, Π_3 i Π_2, Π_3 zapolnØ¸t sootvetstvenno okrestnosti toqek 1 i −1.

Dokazatel~stvo. Vyraßenie dlØ maksimuma summy (13) pri

vseh α > 0 neposredstvenno sleduet iz izvestnogo rezul~tata L. I. Kolbinoæ [7], ustanovlennogo metodom variaciæ. My privodim nesloßnoe dokazatel~stvo lemmy 2, ispol~zuØ standartnye rezul~taty metoda ffkstremal~noæ metriki, poskol~ku nam trebuetsØ opisanie struktury traektoriæ associirovannogo kvadratiqnogo differenciala v sluqae 0 < α < 1.

Iz soobraßeniæ simmetrii i usloviØ 0 < α < 1 sleduet, qto associirovannyæ kvadratiqnyæ differencial dannoæ zadaqi imeet vid

q^{(2)}(w)dw^2 = − A 4π^2 w^2 + l^2 w^2(w^2 − 1)^2 dw^2, gde A > 0, 0 < l^2 < 1. Iz normiru¸wih usloviæ [ − 4π^2(w − 1)^2 q^{(2)}(w) ] w=0 = 4α^2, [ − 4π^2 w^2 q^{(2)}(w) ] w=1 = 1,

nahodim A = 4(1 − α^2), l^2 = α^2/(1 − α^2)

METOD �KSTREMAL^NO` METRIKI 63

i prihodim k vyraßeni¸ (15). Opisanie struktury ortogonal~- nyh traektoriæ differenciala (15) legko vytekaet iz obweæ teorii. DlØ funkciæ ζ = g_k(w), gde g_k(w) realizuet otobraßenie krugovoæ oblasti D^∗_k differenciala (15) na krug |ζ| < R(D^∗_k, a_k), g_k(a_k) = 0, g^′_k(a_k) = 1, spravedlivy ravenstva

−4π^2q^{(2)}(w)dw^2 = 4α^2 [ d log g_0(w)

]_2

pri w ∈ D^∗_0 ,

−4π^2q^{(2)}(w)dw^2 = [ d log g_1(w)

]_2

pri w ∈ D^∗_1 .

Pri dostatoqno malyh ε > 0 imeem ravenstva 2π il∫ iε √ −q^{(2)}(w) dw = 2α ( log R(D^∗_0 , 0) − log ε ) + O(ε),

2π ∞∫ 1+ε √ −q^{(2)}(w) dw = log R(D^∗_1 , 1) − log ε + O(ε),

gde integrirovanie proizvoditsØ po prØmolineænym otrezkam. V rezul~tate integrirovaniØ i perehoda k predelu pri ε → 0 nahodim

2α log R(D^∗_0 , 0) = (1 − α) log(1 − α) − (1 + α) log(1 + α) + 2α log(2α),

log R(D^∗_1 , 1) = −(1 − α) log(1 − α) − (1 + α) log(1 + α) + log 2,

i prihodim k vyraßeni¸ (14) dlØ iskomogo maksimuma.

2.3. Dokazatel~stvo teoremy 2. Razob~em z-sferu na n uglov

S_k s verxinami v naqale koordinat i storonami, prohodØwimi qerez toqki a_k, a_{k+1}:

S_k = { z : φ_k < arg z < φ_{k+1} } , k = 1, . . . , n. Pust~ f_k(z) = ( ze^{−iφk} )_{1/(2λk)} . Pri otobraßenii w = f_k(z) uglu S_k sootvetstvuet verhnØØ poluploskost~ H = {w : Im w > 0}, toqki 0, a_k, a_{k+1} perehodØt v 0, 1, −1. Na w-sfere rassmotrim zadaqu o 2πM(0, 1, −1; 2α_k, 1, 1),

64 G. V. KUZ^MINA

gde α_k = λ_kα. DlØ associirovannogo kvadratiqnogo differenciala q^{(2)}_k (w)dw^2 imeem ravenstvo (15) pri α = α_k. Pust~ metrika ρ(z)|dz| opredelØetsØ usloviem ρ(z) |dz| = [ q^{(2)}_k (f_k(z)) ]_{1/2} |f^′_k(z)| |dz| pri z ∈ S_k \ {0, a_k, a_{k+1}}, k = 1, . . . , n. Netrudno ubedit~sØ, qto metrika ρ(z)|dz| dopustima v probleme modulØ, opredelØ¸weæ M(0, a_1, . . . , a_n; α, 1, . . . , 1). S fftoæ cel~¸ rassmotrim proobrazy P_{k,j} dvuugol~nikov Π^+_{k,j} = Π_{k,j} ∩ H_k, j = 1, 2, 3, pri otobraßenii w = f_k(z), gde qerez Π_{k,j}, j = 1, 2, 3, oboznaqaem polosoobraznye oblasti differenciala q^{(2)}_k (w)dw^2, ØvlØ¸wiesØ dvuugol~nikami Π_j lemmy 2 pri α = α_k. Dvuugol~- niki P_{1,1}, P_{1,2}, . . . , P_{n,1}, P_{n,2} zapolnØ¸t okrestnost~ naqala koordinat, kaßdyæ iz nih soderßit dugi, soedinØ¸wie naqalo koordinat s sootvetstvu¸weæ iz toqek a_k, k = 1, . . . , n. Dvuugol~niki P_{k,1}, P_{k,3}, P_{k−1,2}, P_{k−1,3} zapolnØ¸t okrestnost~ toqki a_k, kaßdyæ iz nih soderßit dugi, soedinØ¸wie toqku a_k s odnoæ iz toqek 0, a_{k+1} ili a_{k−1}. Pust~ Γ_k – krivaØ na C \{0, a_1, . . . , a_n}, gomotopnaØ toqeqnoæ krivoæ v toqke a_k. Iz predyduwego sleduet, qto krivaØ Γ_k soderßit dugi, celikom prinadleßawie kaßdomu iz dvuugol~nikov P_{k,1}, P_{k,3}, P_{k−1,2} i P_{k−1,3} i soedinØ¸wie ih protivopoloßnye storony, pofftomu dlØ dliny krivoæ Γ_k v metrike ρ(z)|dz| imeem neravenstvo

dl._ρΓ_k ¿ 1.

Pust~ teper~ Γ_0 – krivaØ na C \ {0, a_1, . . . , a_n}, gomotopnaØ toqeqnoæ krivoæ v naqale koordinat. Togda krivaØ Γ_0 soderßit dugi, celikom prinadleßawie kaßdomu iz pereqislennyh vyxe dvuugol~nikov, zapolnØ¸wih okrestnost~ naqala koordinat, i soedinØ¸wie ih protivopoloßnye storony, pofftomu

dl._ρΓ_k ¿ n∑ k=1 α_k = α. UqityvaØ, qto metrika ρ(z)|dz| dopustima v rassmatrivaemoæ probleme modulØ i qto pri otobraßenii w = f_k(z) ugla S_k na poluploskost~ H ε-okrestnostØm toqek a_k, a_{k+1} sootvetstvu¸t (2λ_k)^{−1}ε-okrestnosti toqek 1, −1, poluqaem neravenstvo 2πM(0, a_1, . . . , a_n; α, 1, . . . , 1) 6

METOD �KSTREMAL^NO` METRIKI 65

6^{n∑}_{k=1}^{πM(0, 1, −1; 2αk, 1, 1) + log(2λk)^}.

Ispol~zuØ vyraßenie dlØ M(0, 1, −1; 2α_k, 1, 1), privedennoe v lemme 2, i uslovie α_k = λ_kα, ots¸da poluqaem neravenstvo 2πM(0, a_1, . . . , a_n; α, 1, . . . , 1) 6 6^{n∑}_{k=1}^[ − (1 − αk)^2 log(1 − αk) − (1 + αk)^2 log(1 + αk)+

+(1 + 2α^2_k) log α_k + α^2_k log 4 ] + n log 4 α . Oboznaqim summu v pravoæ qasti poslednego neravenstva qerez F(α_1, . . . , α_n). Naædem maksimum funkcii F(α_1, . . . , α_n) pri uslovii^n ∑ k=1 α_k = α. RassmotrivaØ zadaqu na otnositel~nyæ ffkstremum, vvedem funkci¸ ~F(α_1, . . . , α_n) = F(α_1, . . . , α_n)−μ (^n∑ k=1 α_k−α ) , gde μ – postoØnnaØ.

Oboznaqim^{∂F}_{∂αk} qerez φ(α_k). Imeem φ(α) = 1 α + 2(1 − α) log(1 − α) − 2(1 + α) log(1 + α) + 4α log(2α), φ(0) = +∞, φ(1) = 1.

Issleduem sistemu φ(α_k) = μ, k = 1, . . . , n. (16) Nahodim φ^′(α) = − 1 α^2

− 2 log(1 − α^2) + 4 log(2α). Tak kak φ^′(0) = −∞, φ^′(1) = +∞, φ^{′′}(α) = 2 α^3 + 4α 1 − α^2 + 4 α > 0 pri α ∈ (0, 1), to φ^′(α) vozrastaet na otrezke (0, 1) i imeet pri 0 < α < 1 edinstvennyæ nul~ α_0 = 0, 662. Pri α ∈ (0, α_0) φ(α) ubyvaet ot +∞

66 G. V. KUZ^MINA

do φ(α_0) = −0, 168, pri α ∈ (α_0, 1) φ(α) vozrastaet ot φ(α_0) do φ(1) = 1. Pust~ α^∗ < α_0 – koren~ uravneniØ φ(α) = 1 na intervale (0, α_0) : α^∗ = 0, 349.

Pust~ n ¿ 3. Togda ( α_k ) min 6 1/3, φ^{[(}αk^)_{min}^] > φ(α^∗) = 1,

i oqevidno, qto sistema (16) imeet edinstvennoe rexenie

α_1 = · · · = α_n = 1/n.

Pust~ n = 2. Sistema (16) moßet imet~ rexenie α_1, α_2 s α_1 < α_2 tol~ko pri α_1 ∈ [α^∗, α_0), α_2 ∈ [α_0, 1], no pri α_2 ¿ α_0 = 0, 662 imeem α_1 6 0, 338 i potomu α_1 < α^∗, qto protivoreqit uslovi¸ α_1 ¿ α^∗. Sledovatel~no, pri vseh n ¿ 2 sistema (16) imeet edinstvennoe rexenie α_k = 1/n, k = 1, . . . , n. Legko videt~, qto pri fftom funkciØ F(α_1, . . . , α_n) dostigaet maksimuma. Ots¸da sleduet ravenstvo (11) i vyraßenie (12) dlØ associirovannogo kvadratiqnogo differenciala.

Struktura krugovyh i polosoobraznyh oblasteæ differenciala (15) lemmy 2 i differenciala (12) teoremy 2 pri n = 4 shematiqno izobraßena na ris. 3 i 4.

Ris. 3 Ris. 4.

Zameqanie 2. Legko videt~, qto dokazatel~stvo teoremy 2 ras-

prostranØetsØ na sluqaæ α = 1. V predel~nom sluqae α → 0 iz teoremy 2 takße vytekaet uße upominavxiæsØ rezul~tat V. N.

METOD �KSTREMAL^NO` METRIKI 67

Dubinina [2]: v fftom sluqae oblast~ D^∗_0 vyroßdaetsØ v toqku

i a priori Øsno, qto uslovie 0∈^n ⋃ k=1 D^∗_k, kotoromu udovletvorØet

ffkstremal~naØ sistema oblasteæ D^∗_k, k = 1, . . . , n, teoremy 2, ne ØvlØetsØ ograniqitel~nym.

Literatura

1. G. V. Kuz~mina, Metody geometriqeskoæ teorii funkciæ. I, II, Algebra i analiz 9, vyp. 3 (1997), 41–103; vyp. 5 (1997), 1–50.

2. V. N. Dubinin, RazdelØ¸wee preobrazovanie oblasteæ i zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii, Zap. nauqn. semin. LOMI 168 (1988), 48–66.

3. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo, Uspehi mat. nauk 49, vyp. 1 (1994), 3–76.

4. E. G. Emel~Ønov, O svØzi dvuh zadaq ob ffkstremal~nom razbienii, Zap.

nauqn. semin. LOMI 160 (1987), 91–98.

5. G. V. Kuz~mina, O svØzi razliqnyh zadaq ob ffkstremal~nom razbienii, Zap. nauqn. semin. POMI 254 (1998), 116–131.

6. G. V. Kuz~mina, Zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii rimanovoæ sfery. I, II, Zap. nauqn. semin. POMI 276 (2001), 253–275; 286 (2002), 126–147.

7. L. I. Kolbina, Nekotorye ffkstremal~nye zadaqi v konformnom otobraßenii, Dokl. AN SSSR 84 (1952), 865–868.

Postupilo 17 noØbrØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:kuzmina@pdmi.ras.ru