Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 302, 2003 g.

V. N. Dubinin

OBOBWENNYE KONDENSATORY I ASIMPTOTIKA IH ´MKOSTE` PRI VYROȷDENII NEKOTORYH PLASTIN

´mkosti mnoßestv i kondensatorov ime¸t mnogoqislennye priloßeniØ v razliqnyh oblastØh matematiki. Asimptotiqeskoe povedenie œmkosti kondensatora pri sblißenii libo vyroßdenii ego plastin imeet osobyæ interes (sm., naprimer, [1– 3]). Klassiqeskiæ sluqaæ asimptotiki œmkosti kondensatora iz dvuh plastin pri stØgivanii odnoæ iz nih v toqku vedœt k ponØti¸ privedœnnogo modulØ oblasti, kotoroe naxlo suwestvennoe primenenie v geometriqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo [4–6]. V rØde rabot avtora i ego uqenikov rassmatrivalas~ asimptotika œmkosti kondensatora pri stØgivanii odnoæ plastiny v koneqnoe qislo toqek, a, vposledstvii, asimptotika bolee obwego kondensatora s neskol~kimi vyroßda¸wimisØ plastinami, vkl¸qaØ plastiny na granice polØ takogo kondensatora (sm. ob fftom [7–9]). Parallel~no v rabotah preßde vsego G. V. Kuz~minoæ, E. G. Emel~Ønova, A. ı. Solynina i drugih matematikov rassmatrivalsØ ffkstremal~no-metriqeskiæ podhod k ponØti¸ privedœnnogo modulØ [10–12]. Oba podhoda soprovoßdalis~ priloßeniØmi v teorii ffkstremal~nyh zadaq dlØ analitiqeskih funkciæ i smeßnyh problemah. NesmotrØ na faktiqeskoe primenenie obobwœnnyh kondensatorov, ih svoæstva v celom nigde ne izuqalis~, a izvestnye asimptotiqeskie razloßeniØ œmkosti ne ohvatyva¸t vseh vozmoßnyh vidov takih kondensatorov. V dannoæ zametke qastiqno vospolnØetsØ ukazannyæ probel: privodØtsØ prosteæxie svoæstva obobwœnnyh kondensatorov i pokazana asimptotika ih œmkosti pri vyroßdenii nekotoryh plastin v toqki. Vo mnogom my sleduem nedavneæ rabote [9], v kotoroæ vvedeno ponØtie obobwœnnogo privedennogo modulØ, vkl¸qa¸wee kak ego vnutrennie tak i graniqnye razno-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 02-01- 00028), a takße programmy “Universitety Rossii” (grant UR.04.01.016). 38

OBOBWENNYE KONDENSATORY I ASIMPTOTIKA 39 vidnosti. Tam ße rassmatrivalis~ nekotorye svoæstva takogo modulØ i razliqnye qastnye sluqai, izuqennye ranee. V otliqie ot [9] i drugih rabot, v dannoæ stat~e delaetsØ akcent ne na ponØtie privedœnnogo modulØ, a neposredstvenno na asimptotiqeskoe razloßenie œmkosti kondensatora. Takoæ podhod predstavlØetsØ naibolee estestvennym i udobnym v priloßeniØh. V §3 vyvoditsØ asimptotiqeskaØ formula dlØ œmkosti obobwœnnogo kondensatora, sosredotoqennogo na nekotoroæ oblasti B kompleksnoæ sfery C . V sluqae, kogda plastiny kondensatora stØgiva¸tsØ k vnutrennim toqkam B, a fiksirovannaØ plastina sovpadaet s graniceæ B (libo B = C ), ukazannaØ formula moßet byt~ poluqena iz izvestnogo predstavleniØ ffnergii toqeqnyh zarØdov [13, s. 127]. Takoe predstavlenie rasprostranØetsØ, po-vidimomu, na nekotorye zarØdy, sosredotoqennye na granice mnoßestva B. Odnako, my predpoqitaem prØmoe dokazatel~stvo asimptotiqeskoæ formuly bez privleqeniØ drugih ideæ teorii potenciala i razvivaØ tol~ko ponØtie obobwœnnogo kondensatora (§1). V l¸bom sluqae trebuetsØ rassmotret~ funkci¸ Robina i vvesti eœ analog s pol¸som v graniqnoæ toqke (§2).

§1. Svoæstva obobwœnnyh kondensatorov

Pust~ B – oblast~ na kompleksnoæ sfere C . ȷelaØ razliqat~ graniqnye toqki B, no ne usloßnØt~ pri fftom izloßeniØ suwestva voprosa, ograniqimsØ zdes~ koneqnosvØznymi oblastØmi B. Vs¸du niße B oznaqaet kompaktifikaci¸ B posredstvom prostyh koncov Karateodori, granica ∂B – sovokupnost~ prostyh koncov. Pod okrestnost~¸ budem ponimat~ l¸boe otkrytoe v B mnoßestvo. V dal~neæxem, esli ffto ne vyzovet nedorazumeniæ, my budem otoßdestvlØt~ fflement B, sootvetstvu¸wiæ vnutrenneæ toqke B, s samoæ fftoæ toqkoæ, a nositel~ dostißimoæ graniqnoæ toqki i samu taku¸ toqku budem oboznaqat~ odnoæ i toæ ße bukvoæ. V sluqae ßordanovoæ oblasti B ponØtiØ zamykaniØ B i granicy ∂B sovpada¸t s obyqnymi, a okrestnost~ v B est~ pereseqenie otkrytogo v C mnoßestva s B. Obobwœnnyæ kondensator opredelim kak troæku C = (B, E, △), gde E = {E_k}^n_{k=1} – sovokupnost~ zamknutyh v B poparno nepereseka¸wihsØ mnoßestv E_k, k = 1, . . . , n, a △ = {δ_k}^n_{k=1} – sovokupnost~ vewestvennyh qisel δ_k, k = 1, . . . , n. Mnoßestva E_k, k = 1, . . . , n, budem nazyvat~ plastinami kondensatora C. ´mkost~ cap C kondensatora

40 V. N. DUBININ

C opredelØetsØ kak toqnaØ nißnØØ gran~ integralov Dirihle I(v, B) := ∫ ∫ B |∇v|^2dxdy po vsem dopustimym funkciØm v(z) (z = x + iy), t.e. vewestvennym funkciØm v(z), nepreryvnym v B, udovletvorØ¸wim uslovi¸ Lipxica v nekotoroæ okrestnosti kaßdoæ koneqnoæ toqki mnoßestva B za iskl¸qeniem, moßet byt~, koneqnogo qisla takih toqek, i ravnym δ_k v nekotoroæ okrestnosti plastiny E_k, k = 1, . . . , n. Qastnye sluqai takih kondensatorov vstreqalis~ v rabotah [7–9]. Slovo “obobwœnnyæ” vyneseno v nazvanie paragrafa i stat~i, qtoby podqerknut~, qto takie kondensatory ranee ne rassmatrivalis~. V dal~neæxem ffto slovo budem opuskat~, nazyvaØ C = (B, E, △) prosto kondensatorom. Privedœm sperva razliqnye vidy monotonnosti œmkosti, vyteka¸wie iz eœ opredeleniØ.

Teorema 1. Esli kondensatory C1 =^(B, {E1k}^n_{k=1}, △^) i C2 = ( B, {E_{2k}}^n_{k=1}, △ ) udovletvorØ¸t uslovi¸ E_{1k} ⊂ E_{2k}, k = 1, . . . , n, to cap C_1 ≤ cap C_2.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno zametit~, qto funkciØ v(z), dopu-

stimaØ dlØ kondensatora C_2, ØvlØetsØ takße dopustimoæ dlØ kondensatora C_1.

UslovimsØ govorit~, qto oblast~ ~B poluqena pri rasxirenii oblasti B za sqœt qasti granicy γ ⊂ ∂B, esli B ⊂ ~B i ∂B ∩ ~B prinadleßit γ.

Teorema 2. Pust~ C = (B, E, △), E = {Ek}^n_{k=1} i pust~ oblast~

~B poluqena pri rasxirenii oblasti B za sqœt qasti granicy γ ⊂ ∂B \^n⋃ k=1 E_k. Togda cap C ≤ cap ~C, gde ~C = ( ~B, E, △). Dokazatel~stvo. Esli funkciØ ~v(z) dopustima dlØ kondensato-

ra ~C, to eœ sußenie v(z) na mnoßestvo B dopustimo dlØ kondensatora C, priqœm cap C ≤ I(v, B) ≤ I(~v, ~B).

OBOBWENNYE KONDENSATORY I ASIMPTOTIKA 41 Ostalos~ pereæti k infimumu po vsevozmoßnym dopustimym funkciØm ~v(z).

Teorema 3. Pust~ C = (B, E, △), E = {Ek}^n_{k=1}, △ = {δk}^n_{k=1}, E1 ⊂

∂B, i pust~ oblast~ ~B poluqena pri rasxirenii oblasti B za sqœt E_1. Togda dlØ l¸bogo kondensatora ~C = ( ~B, ~E, △) takogo, qto ~E = { ~E_1, E_2, . . . , E_n}, ~E_1 ⊂ E_1 ∪ ( ~B \B ) , spravedlivo neravenstvo

cap C ≥ cap ~C .

Dokazatel~stvo. Pust~ v(z) – proizvol~naØ dopustimaØ funk-

ciØ dlØ kondensatora C, i pust~ ~v(z) – prodolßenie fftoæ funkcii v mnoßestvo ( ~B\B) po nepreryvnosti: ~v(z) = { v(z), z ∈ B, δ_1, ~B\B. Togda funkciØ ~v(z) dopustima dlØ kondensatora ~C, priqœm I(v, B) = I(~v, ~B) ≥ cap ~C. Ostalos~ pereæti k infimumu po v(z).

Iz konformnoæ invariantnosti integrala Dirihle i graniqnyh svoæstv odnolistnyh funkciæ vyteka¸t razliqnye varianty konformnoæ invariantnosti œmkosti kondensatora. My ne budem privodit~ ih zdes~, tak kak na praktike v kaßdom konkretnom sluqae sohranenie œmkosti pri konformnom i odnolistnom otobraßenii mnoßestva B \( ⋃_n k=1 E_k ) legko ustanavlivaetsØ. OstanovimsØ na “principah kompozicii”.

Teorema 4. Predpoloßim, qto kondensatory C =^(B, {Ek}^n_{k=1}, {δ_k}^n_{k=1} ) i C_i = ( B_i, {E_{ij}}^{ni}_{j=1}, {δ_{ij} }^{ni}_{j=1} ) , i = 1, . . . , m, svØzany sledu¸wimi sootnoxeniØmi: B_i ⊂ B, i = 1, . . . , m; B_i ∩ B_i0 = ?, i ≠ i^0 , i, i^0 = 1, . . . , m;

dlØ l¸bogo mnoßestva E_{ij}, j = 1, . . . , n_i, i = 1, . . . , m, suwestvuet mnoßestvo E_k, 1 ≤ k ≤ n, takoe, qto E_{ij} ⊂ E_k i δ_{ij} = δ_k. Togda

cap C ≥ m∑ i=1 cap C_i.

42 V. N. DUBININ

Dokazatel~stvo. Pust~ v(z) – dopustimaØ funkciØ kondensato-

ra C. SußeniØ v_i(z) fftoæ funkcii na mnoßestva B_i dopustimy dlØ sootvetstvu¸wih kondensatorov C_i, i = 1, . . . , m. Sledovatel~no, I(v, B) ≥ m∑ i=1 I(v_i, B_i) ≥ m∑ i=1 cap C_i.

Zaverxaet dokazatel~stvo perehod k nißneæ grani.

Otmetim poleznoe sledstvie teoremy 4. Veliqinu, obratnu¸ œmkosti, inogda nazyva¸t modulem kondensatora: |C| := 1 cap C . Pust~ λ_i, 0 ≤ λ_i ≤ 1, i = 1, . . . , m, – vewestvennye qisla, m∑ i=1 λ_i = 1. UqityvaØ vypuklost~ funkcii y = 1/x, imeem

|C| ≤ {_m ∑ i=1 |C_i|�^1 }�1 = {_m ∑ i=1 λ_i ( λ_i|C_i| )�1^} �1 ≤ m∑ i=1 λ^2_i |C_i|. Takim obrazom, v usloviØh teoremy 4 spravedlivo neravenstvo |C| ≤ m∑ i=1 λ^2_i |C_i| (sr. [11, s. 19]).

Teorema 5. Predpoloßim, qto kondensatory C =^(B, {Ek}^n_{k=1}, {δ_k}^n_{k=1} ) i C_i = ( B_i, {E_{ij}}^{ni}_{j=1}, {δ_{ij}}^{ni}_{j=1} ) , i = 1, . . . , m, udovletvorØ¸t usloviØm:

B_i ∩ B_i0 = ?, i ≠ i^0 , i, i^0 = 1, . . . , m,

E_1 ⊂^m ⋃ i=1 E_{i1},

(∂B_i\E_{i1}) ∩ B = ?, δ_{i1} = δ_1, i = 1, . . . , m,

dlØ l¸bogo E_k, k = 2, . . . , m, suwestvuet E_{ij}, 1 ≤ j ≤ n_i, 1 ≤ i ≤ m, takoe, qto E_k ⊂ E_{ij}, δ_k = δ_{ij} . Togda

cap C ≤ m∑ i=1 cap C_i.

OBOBWENNYE KONDENSATORY I ASIMPTOTIKA 43

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez vi(z) dopustimu¸ funkci¸

kondensatora C_i, i = 1, . . . , m. FunkciØ

v(z) := v_i(z), z ∈ B ∩ B_i, i = 1, . . . , m, δ_1, z ∈ B \ (_m⋃ i=1 B_i )

dopustima dlØ kondensatora C. Ots¸da cap C ≤ I(v, B) ≤ m∑ i=1 I(v_i, B_i). Ostalos~ vospol~zovat~sØ proizvol~nost~¸ funkciæ v_i(z), i = 1, . . . , m. Teorema 6. DlØ l¸byh vewestvennyh λi, 0 ≤ λi ≤ 1, i = 1, . . . , m, m∑ i=1 λ_i = 1, spravedlivo neravenstvo

cap C ≤ m∑ i=1 λ_i cap C_i, gde C_i = ( B, {E_k}^n_{k=1}, {δ_{ki}}^n_{k=1} ) , i = 1, . . . , m, C = ( B, {E_k}^n_{k=1}, {_m ∑ i=1 λ_i δ_{ki} }_n k=1 ) . Dokazatel~stvo. Pust~ funkcii vi(z) dopustimy sootvetstven-

no dlØ kondensatorov C_i, i = 1, . . . , m. Togda funkciØ v(z) := m∑ i=1 λ_i v_i(z) dopustima dlØ kondensatora C. Po opredeleni¸ œm-

kosti kondensatora i s uqœtom vypuklosti funkcii y = x^2, imeem posledovatel~no cap C ≤ I(v, B) = ∫ ∫ B

| | | | ∇ m∑ i=1 λ_i v_i | | | | 2 dxdy ≤ m∑ i=1 λ_i ∫ ∫ B | |∇v_i | |^2dxdy. PerehodØ k infimumu, poluqim trebuemoe neravenstvo dlØ œmkosteæ.

44 V. N. DUBININ

§2. FunkciØ Robina i eœ analog s pol¸som v graniqnoæ toqke

Rassmotrim sperva ßordanovu¸ oblast~ B ⊂ C , ograniqennu¸ koneqnym qislom analitiqeskih krivyh. Pust~ Γ – nepustoe zamknutoe podmnoßestvo ∂B, sostoØwee iz koneqnogo qisla nevyroßdennyh ßodanovyh dug, i pust~ z_0 – koneqnaØ toqka mnoßestva B \Γ. Oboznaqim qerez g_B(z, z_0, Γ) vewestvennu¸ nepreryvnu¸ funkci¸ na B \{z_0}, nepreryvno differenciruemu¸ na B \(Γ ∪ {z_0}), garmoniqesku¸ v B \{z_0} i udovletvorØ¸wu¸ sledu¸wim usloviØm:

g_B(z, z_0, Γ) = 0 pri z ∈ Γ, ∂ ∂n g_B(z, z_0, Γ) = 0 pri z ∈ ∂B \ (Γ ∪ {z_0}) ,

g_B(z, z_0, Γ) + log |z − z_0| – garmoniqeskaØ funkciØ v okrestnosti B ∩ {z : |z − z_0| < ρ} pri nekotorom ρ > 0 (∂ / ∂n oznaqaet differencirovanie vdol~ normali k ∂B).

V sluqae, kogda z_0 = ∞, funkciØ g_B(z, z_0, Γ) opredelØetsØ analogiqno s toæ lix~ razniceæ, qto trebuetsØ garmoniqnost~ g_B(z, z_0, Γ)−log |z| v okrestnosti beskoneqnosti. Pri z_0 ∈ B funkci¸ g_B(z, z_0, Γ) nazyva¸t funkcieæ Robina oblasti B s pol¸som v toqke z_0. V sluqae, kogda Γ = ∂B, funkciØ Robina sovpadaet s funkcieæ Grina g_B(z, z_0). Suwestvovanie i edinstvennost~ funkcii g_B (z, z_0, Γ) v privedœnnyh vyxe usloviØh legko proverØetsØ.

Pust~ teper~ B – proizvol~naØ koneqnosvØznaØ oblast~ kompleksnoæ sfery C bez izolirovannyh graniqnyh toqek, Γ – nepustoe zamknutoe graniqnoe podmnoßestvo ∂B, sostoØwee iz koneqnogo qisla nevyroßdennyh svØznyh komponent. Toqku z_0 ∈ B\Γ nazovœm dopustimoæ (po otnoxeni¸ k B i Γ), esli libo z_0 ∈ B, libo z_0 ØvlØetsØ dostißimoæ graniqnoæ toqkoæ oblasti B. Vo vtorom sluqae trebuetsØ dopolnitel~no, qtoby l¸boe odnolistnoe konformnoe otobraßenie w = f(z) oblasti B na ßordanovu¸ oblast~, ograniqennu¸ koneqnym qislom analitiqeskih krivyh, f(z_0 ) ≠ ∞, imelo v okrestnosti toqki z_0 ≠ ∞ razloßenie vida

f(z) = f(z_0 ) + (z − z_0)^{1/α}(c_0 + c_1(z − z_0) + . . . ), (1) gde α – nekotoroe vewestvennoe qislo, 0 < α ≤ 2, i c_0 ≠ 0. V sluqae z_0 = ∞ trebuetsØ razloßenie

f(z) = f(z_0 ) + (1/z)^{1/α}(c_0 + c_11/z + . . . ), (2)

OBOBWENNYE KONDENSATORY I ASIMPTOTIKA 45

c_0 ≠ 0. Esli z_0 ∈ B, to razloßenie (1) (ili (2)) avtomatiqeski vypolnØetsØ s α = 1. PonØtno, qto vid razloßeniØ (1) i znaqenie α ne zavisØt ot vybora funkcii w = f(z). V qastnosti, esli v nekotoroæ okrestnosti toqki z_0 granica B sostoit iz dvuh prØmolineænyh otrezkov (ili luqeæ pri z_0 = ∞) s obwim koncom v z_0, raspoloßennyh pod “vnutrennim po otnoxeni¸ k oblasti B” uglom απ > 0, to toqka z_0 dopustima i vypolnØetsØ (1) (ili (2)). Pust~ funkciØ w = f(z) konformno i odnolistno otobraßaet oblast~ B na nekotoru¸ ßordanovu¸ oblast~ f(B), ograniqennu¸ koneqnym qislom analitiqeskih krivyh. Polo- ßim g_B (z, z_0, Γ) := g_{f(B)} ( f(z), f(z_0 ), f(Γ) ) , esli z_0 ∈ B, (3)

g_B(z, z_0, Γ) := αg_{f(B)} ( f(z), f(z_0 ), f(Γ) ) , esli z_0 ∈ ∂B,

gde α beretsØ iz razloßeniØ (1) ili (2). Dannoe opredelenie ne zavisit ot vybora funkcii w = f(z), poskol~ku pri konformnom i odnolistnom otobraßenii “gladkoæ” oblasti na “gladku¸” sohranØetsØ garmoniqnost~, graniqnye usloviØ i vid razloßeniØ v okrestnosti pol¸sa. Iz svoæstv konformnyh otobraßeniæ sleduet, qto v okrestnosti koneqnoæ dopustimoæ toqki z_0 ∈ B imeet mesto razloßenie

g_B (z, z_0, Γ) = − log |z − z_0| + h(z), (4)

gde h(z) – nekotoraØ garmoniqeskaØ funkciØ. V okrestnosti z_0 = ∞ imeem g_B (z, z_0, Γ) = log |z| + h(z), (5)

s garmoniqeskoæ funkcieæ h(z). V razloßeniØh (4–5) vvedœm oboznaqenie r(B, Γ, z_0) = e^{h(z0 )}.

Pri odnolistnom i konformnom otobraßenii oblasti B na gladku¸ oblast~ s razloßeniem (1) ili (2) v okrestnosti dopustimoæ toqki imeem

|c_0| r(B, Γ, z_0) = r(f(B), f(Γ), f(z_0 )) pri z_0 ∈ B,

|c_0|^α r(B, Γ, z_0) = r^α(f(B), f(Γ), f(z_0 )) pri z_0 ∈ ∂B. (6)

V sluqae, kogda z_0 ∈ B i Γ = ∂B, veliqina r(B, Γ, z_0) ≡ r(B, z_0) nazyvaetsØ vnutrennim radiusom oblasti B otnositel~no toqki

46 V. N. DUBININ

z_0. Esli pri fftom B – odnosvØznaØ oblast~, to r(B, z_0) – konformnyæ radius. Pri z_0 = ∞ konformnym radiusom inogda nazyva¸t veliqinu r�^1(B, z_0), a qislo h(z_0) – postoØnnoæ Robina oblasti B. Vnov~ pri z_0 = ∞ i z_0 ∈ B ≠ ? œmkost~¸ Robina mnoßestva Γ otnositel~no oblasti B nazyvaetsØ veliqina r�^1(B, Γ, z_0). Sistematiqeskomu izuqeni¸ œmkosti Robina posvØwena seriØ sovmestnyh rabot D¸rena i drugih matematikov (sm., naprimer, [14]). V sluqae, kogda B – odnosvØznaØ oblast~, Γ – duga eœ granicy i z_0 ∈ ∂B\Γ, veliqina r(B, Γ, z_0) pod raznymi nazvaniØmi i s raznyh poziciæ rassmatrivalas~, naprimer, v rabotah [11, 15–17]. V obwem sluqae ffta veliqina, po-vidimomu, ne izuqalas~.

§3. Asimptotika œmkosti kondensatora

DlØ koneqnoæ toqki z_0 kompleksnoæ sfery C oboznaqim qerez D(z_0 , r) zamknutyæ krug s centrom v toqke z_0 radiusa r > 0. V sluqae beskoneqno udalœnnoæ toqki opredelim D(∞, r) := {z : |z| ≥ 1/r}. Zamknutoe mnoßestvo ~D(z_0 , r), z_0 ∈ C , zavisØwee ot parametra r > 0, nazovœm poqti krugom s centrom v toqke z_0 radiusa r, esli dlØ dostatoqno malogo ε > 0 suwestvu¸t poloßitel~nye funkcii r_j (r), 0 < r < ε, j = 1, 2, takie, qto

D(z_0 , r_1(r)) ⊂ ~D(z_0, r) ⊂ D(z_0, r_2(r))

i r_j(r) ∼ r pri r → 0, j = 1, 2. Vs¸du niße dlØ zadannoæ oblasti

B ⊂ C i toqki z0 ∈ B vvedœm oboznaqenie E(z0, r, B) =^~D(z0, r),

gde r nastol~ko malo, qto ~D(z_0, r) ⊂ B; dlØ dostißimoæ graniqnoæ toqki z_0 oblasti B oboznaqim qerez E(z_0 , r, B) zamykanie v B svØznoæ komponenty pereseqeniØ B ∩ ~D(z_0, r), primyka¸weæ k toqke z_0.

Rassmotrim proizvol~nu¸ koneqnosvØznu¸ oblast~ B ⊂ C bez izolirovannyh graniqnyh toqek. Pust~ Γ – nepustoe zamknutoe graniqnoe podmnoßestvo ∂B, sostoØwee iz koneqnogo qisla nevyroßdennyh svØznyh komponent; Z = {z_k}^n_{k=1} – sovokupnost~ razliqnyh dopustimyh po otnoxeni¸ k B i Γ toqek iz B; △ = {δ_k}^n_{k=1} – sovokupnost~ vewestvennyh qisel. Pust~

Ψ = {ψ_k}^n_{k=1}, gde ψ_k = ψ_k(r) ≡ μ_kr^{νk} , μ_k, ν_k, k = 1, . . . , n, – proiz-

vol~nye poloßitel~nye qisla. Naxa zadaqa sostoit v poluqe-

OBOBWENNYE KONDENSATORY I ASIMPTOTIKA 47 nii asimptotiqeskoæ formuly dlØ œmkosti kondensatora C(r; B, Γ, Z, Δ, Ψ) := (B, E, ~△) pri r → 0, gde E = {Γ, E(z_1, ψ_1(r)), E(z_2, ψ_2(r)), . . . , E(z_n, ψ_n(r))} i ~△ = {0, δ_1, δ_2, . . . , δ_n}. Rassmotrim snaqala sluqaæ gladkih oblasteæ.

Teorema 7. Esli oblast~ B ograniqena koneqnym qislom anali-

tiqeskih ßordanovyh krivyh, to v privedœnnyh vyxe oboznaqeni- Øh spravedliva asimptotiqeskaØ formula ∩ C(r; B, Γ, Z, Δ, Ψ) = π [_n ∑ k=1 α_kδ^2_k ν_k ] ( −1 log r ) +

+π n∑ k=1 α_kδ^2_k ν^2_k log μ_k r(B, Γ, z_k) − n∑ k=1 n∑ l=1 l6=k α_kδ_kδ_l ν_kν_l g_B (z_l, z_k, Γ) ( 1 log r

)_2 +

+o (( 1 log r

)_2)

, (7)

gde α_k = 1, esli z_k ∈ ∂B, i α_k = 2, esli z_k ∈ B, k = 1, . . . , n.

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto^{n∑}_{k=1} δ^2_k ≠ 0, ibo v protiv-

nom sluqae œmkost~ kondensatora ravna nul¸. Esli sredi qisel δ_k, k = 1, . . . , n, est~ ravnye nul¸, to polagaem δ_k ≠ 0 dlØ k = 1, . . . , m, i δ_k = 0 pri k = m + 1, . . . , n, 1 < m < n. V sluqae vseh δ_k, otliqnyh ot nulØ, sqitaem m = n. Vvedœm oboznaqeniØ g_k(z) := g_B (z, z_k, Γ), R_k := r(B, Γ, z_k), k = 1, . . . , m, i rassmotrim vspomogatel~nu¸ funkci¸

g_r(z) = m∑ k=1 δ_k m∑ l=1 β_{lk} g_l(z), gde β_{lk} = − (log ψ_k)�^1(log ψ_l)�^1 g_l(z_k), l ≠ k,

− (log ψ_k)�^1[1 + (log ψ_k)�^1 log R_k], l = k,

l = 1, . . . , m; k = 1, . . . , m. Kak i v rabote [18], ubeßdaemsØ, qto dlØ l¸bogo k = 1, . . . , m mnoßestvo ~E(z_k, ψ_k(r)) := {z ∈

48 V. N. DUBININ E(z_k, ψ_k(2r)) : g_r (z)/δ_k ≥ 1} predstavlØet soboæ poqti krug (esli z_k ∈ B), libo poqti “polukrug” (esli z_k ∈ ∂B) radiusa ψ_k(r) s centrom v toqke z_k. PrimenØØ formulu Grina i teoremu Gaussa pri dostatoqno malom t > 0, posledovatel~no imeem I ( g_r , B \^m⋃ k=1 ~E(z_k, ψ_k(r) ) = − m∑ j=1 ∫ ∂ e_{E(zj ,ψj (r))} δ_j ∂g_r ∂n ds =

= − m∑ j=1 δ_j ∫ (∂D(z_j ,t))“B ∂g_r ∂n ds = π m∑ j=1 α_jδ_j m∑ k=1 δ_kβ_j l_k + o(1), t → 0.

Zdes~ differencirovanie proizvoditsØ po vnexneæ normali k mnoßestvam ~E(z_k, ψ_k(r)), k = 1, . . . , m. Tak kak integral sleva ne zavisit ot t, to na samom dele o(1) = 0. Posle nesloßnyh vyqisleniæ i s zamenoæ indeksov summirovaniØ j na k i k na l poluqaem ots¸da I ( g_r , B \^m⋃ k=1 ~E(z_k, ψ_k(r) ) = π [_m ∑ k=1 α_kδ^2_k ν_k ] ( −1 log r ) +

+π m∑ k=1 α_kδ^2_k ν^2_k log μ_k R_k − m∑ k=1 m∑ l=1 l6=k α_kδ_kδ_l ν_kν_l g_B (z_l) ( 1 log r

)_2 +

+o (( 1 log r

)_2) , r → 0. (8) Voz~mem teper~ r_1 = r_1(r) > 0 takim, qto ~E(z_k, ψ_k(r_1)) ⊂ E(z_k, ψ_k(r)) , k = 1, . . . , m, i r_1(r) ∼ r pri r → 0. Iz principa Dirihle sleduet I ( g_{r1} , B \^m⋃ k=1 ~E(z_k, ψ_k(r_1)) ) ≤ ∩ C(r; B, Γ, Z, Δ, Ψ). (9) Dalee podbiraem r_2 = r_2(r) > 0 tak, qto r_2(r) ∼ r pri r → 0 i vypolnØ¸tsØ vkl¸qeniØ ~E(z_k, ψ_k(r_2)) ⊃ E(z_k, ψ_k(r)), k = 1, . . . , n.

OBOBWENNYE KONDENSATORY I ASIMPTOTIKA 49 Zdes~ ~E(z_k, ψ_k(r_2)) := D(z_k, ψ_k(r_2)) ∩ B pri k = m + 1, . . . , n. Pust~ ρ > 0 nastol~ko malo, qto mnoßestva ~E(z_k, ψ_k(ρ)), k = m+1, . . . , n, poparno nepereseka¸tsØ, i pust~ dalee r ≪ ρ. Poloßim M_k :=

max{|g_{r2} (z)| : z ∈ ~E(z_k, ψ_k(ρ))}, k = m + 1, . . . , n. Iz opredeleniØ g_r(z) vytekaet, qto M_k = O ( (log r)�^1 ) pri r → 0. SleduØ [19], rassmotrim funkcii

v_k(z) = M_k log | | | | z − z_k ψ_k(r_2) | | | | / log ( ψ_k(ρ) ψ_k(r_2) ) , z ∈ ~E(z_k, ψ_k(ρ)) \ E(z_k, ψ_k(r_2)), k = m + 1, . . . , n. Pri malyh r funkciØ

h(z) = g_{r2} (z), z ∈ B \^n⋃ k=m+1 ~E(z_k, ψ_k(ρ)), max { min(g_{r2} (z), v_k(z)), −v_k(z)) } , z ∈ ~E(z_k, ψ_k(ρ))\ ~E(z_k, ψ_k(r_2)), k = m + 1, . . . , n, 0, z ∈ n⋃ k=m+1 ~E(z_k, ψ_k(r_2)), “srezannaØ” na ~E(z_k, ψ_k(r_2)) sootvetstvu¸wimi konstantami δ_k, k = 1, . . . , m, ØvlØetsØ dopustimoæ dlØ kondensatora C(r; B, Γ, Z, Δ, Ψ). Ots¸da ∩ C(r; B, Γ, Z, Δ, Ψ) ≤ I ( h, B \^n⋃ k=1 E(z_k, ψ_k(r_2) ) ≤

≤ I ( g_{r2} , B \^m⋃ k=1 ~E(z_k, ψ_k(r_2) ) +

+ n∑ k=m+1 I ( v_k, ~E(z_k, ψ_k(ρ))\ ~E(z_k, ψ_k(r_2) ) =

I ( g_{r2} , B \^m⋃ k=1 ~E(z_k, ψ_k(r_2) ) + o ( (1/ log r)^2 ) , r → 0. SravnivaØ poluqennu¸ ocenku s ocenkoæ (9) i imeØ vvidu razloßenie (8), poluqim formulu (7). Teorema dokazana.

50 V. N. DUBININ

V sluqae proizvol~noæ koneqnosvØznoæ oblasti B asimptotiqeskaØ formula dlØ œmkosti kondensatora C(r; B, Γ, Z, Δ, Ψ) vytekaet iz formuly (7), konformnoæ invariantnosti œmkosti i predstavleniæ (3), (6). Naprimer, pust~ vse toqki z_k sovokupnosti Z graniqnye. Sopostavim kaßdoæ takoæ toqke vewestvennoe qislo α_k, 0 < α_k ≤ 2, iz sootvetstvu¸wego razloßeniØ (1) ili (2), spravedlivogo v okrestnosti dannoæ toqki, k = 1, . . . , n. Togda formula (7) daœt ∩ C(r; B, Γ, Z, Δ, Ψ) = π [_n ∑ k=1 α_kδ^2_k ν_k ] ( −1 log r ) +

+π n∑ k=1 α_kδ^2_k ν^2_k log μ_k r(B, Γ, z_k) − n∑ k=1 n∑ l=1 l6=k α_lδ_l δ_k ν_lν_k g_B (z_l, z_k, Γ) ( 1 log r

)_2 +

+o (( 1 log r

)_2) , r → 0. Esli vse toqki z_k, k = 1, . . . , n, vnutrennie i esli Γ = ∂B, to takim ße putœm iz formuly (7) poluqaem formulu, ffkvivalentnu¸ formule (6) raboty [18]. Po povodu drugih qastnyh sluqaev otmetim, qto esli B = C i Γ = ?, to asimptotiqeskoe razloßenie œmkosti daœt teorema 1 raboty [19]. Ta ße teorema privodit k asimptotike œmkosti kondensatora v sluqae, kogda B – odnosvØznaØ oblast~ i Γ = ? (sm. [9, teorema 4]). V obwem sluqae pri

Γ = ? asimptotiqesku¸ formulu dlØ œmkosti obobwœnnogo kon-

densatora moßno poluqit~ analogiqno dokazatel~stvu teoremy 7, no s privleqeniem funkcii Neæmana. Iz formuly (7) vytekaet asimptotiqeskoe razloßenie veliqiny, obratnoæ œmkosti, – “modulØ” kondensatora. PostoØnnyæ qlen v fftom razloßenii prinØto nazyvat~ “privedœnnym modulem”. Formula (7) i teoremy pervogo paragrafa privodØt k razliqnym svoæstvam takih moduleæ (sr. [9]).

Literatura

1. G. Polia i G. Sege, Izoperimetriqeskie neravenstva v matematiqeskoæ fizike, M., 1962.

2. ˚. S. Soæbel~man, Asimptotika œmkosti kondensatora s plastinami proizvol~noæ formy, Sib. mat. ß. 25, No. 6 (1984), 167–181.

OBOBWENNYE KONDENSATORY I ASIMPTOTIKA 51

3. R. Kühnau, Randeffekte beim elektrostatischen kondensator, Zap. nauqn. semin.

POMI 254 (1998), 132–144.

4. L. V. Ahlfors, A. Beurling, Conformal invariants and function-theoretic nullsets, Acta. Math. 83, No. 1/2 (1950), 101–129.

5. V. K. Heæman, Mnogolistnye funkcii, M., 1960.

6. Dß. Dßenkins, Odnolistnye funkcii i konformnye otobraßeniØ, M., 1962.

7. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v geometriqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo, Uspehi matem. nauk 49, vyp. 1 (1994), 3–76.

8. V. N. Dubinin, Privedœnnye moduli otkrytyh mnoßestv v teorii analitiqeskih funkciæ, Dokl. RAN 363, No. 6 (1998), 731–734.

9. V. N. Dubinin, N. V. �ærih, Obobwennyæ privedœnnyæ modul~, Dal~nevost. mat. ß. 3, No. 2 (2002), 150–164.

10. G. V. Kuz~mina, Metody geometriqeskoæ teorii funkciæ, I, II. Algebra i analiz. 9, vyp. 3 (1997), 41–103, vyp. 5 (1997), 1–50.

11. A. ı. Solynin, Moduli i ffkstremal~no-metriqeskie problemy, Algebra i analiz 11, vyp. 1 (1999), 3–86.

12. A. Vasil’ev, Moduli of families of curves for conformal and quasiconformal mappings, Lect. Notes in Math.: 1788 (2002).

13. N. S. Landkof, Osnovy sovremennoæ teorii potenciala, M., 1966.

14. P. Duren, J. Pfaltzgraff, E. Thurman, Physical interpretation and further properties of Robin capacity, Algebra i analiz 9, vyp. 3 (1997), 211–219.

15. V M. Mikl¸kov, O nekotoryh graniqnyh zadaqah teorii konformnyh otobraßeniæ, Sib. mat. ß. 18, No. 5 (1977), 1111–1124.

16. J. Hersch, On the reflection principle and some elementary ratios of conformal radii, J. Anal. Math. 44 (1984/85), 251–268.

17. D. Gaier, W. Hayman, On the computation of modules of long quadrilaterals, Constr. Approx. 7 (1991), 453–467.

18. V. N. Dubinin, Asimptotika modulØ vyroßda¸wegosØ kondensatora i nekotorye eœ primeneniØ, Zap. nauqn. semin. POMI 237 (1997), 56–73.

19. V. N. Dubinin, L. V. Kovalœv, Privedœnnyæ modul~ kompleksnoæ sfery, Zap. nauqn. semin. POMI 254 (1998), 76–94.

Postupilo 8 oktØbrØ 2003 g. Institut prikladnoæ matematiki DVO RAN, Vladivostok

E-mail:dubinin@iam.dvo.ru