Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 302, 2003 g.

V. N. Dubinin

KONFORMNYE OTOBRAȷENI˚ I NERAVENSTVA DL˚ ALGEBRAIQESKIH POLINOMOV. II

V rabote avtora [1] byl predloßen novyæ podhod k poluqeni¸ neravenstv dlØ algebraiqeskih polinomov. OsnovnaØ ideØ fftogo podhoda sostoit v postroenii po zadannomu polinomu konformnogo i odnolistnogo otobraßeniØ nekotorogo klassa, a zatem v primenenii k dannomu klassu rezul~tatov geometriqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo. Bylo rassmotreno neskol~ko sposobov postroeniØ konformnogo otobraßeniØ i poluqen rØd neravenstv, kotorye v terminah teorii funkciæ moßno traktovat~ kak teoremy pokrytiØ i iskaßeniØ dlØ algebraiqeskih polinomov. DannaØ stat~Ø dopolnØet rabotu [1] v sledu¸- wih napravleniØh. V §1 rassmatrivaetsØ analog graniqnoæ lemmy Xvarca dlØ neodnolistnyh otobraßeniæ podmnoßestv ediniqnogo kruga na krug. Vo vtorom paragrafe pokazano, qto v otliqie ot [1] po zadannomu polinomu moßno stroit~ neodnolistnye otobraßeniØ, primenenie k kotorym rezul~tatov §1 daœt utoqneniØ neravenstv bernxteænovskogo tipa. V §3 obsußdaetsØ obobwennaØ zadaqa Mendeleeva, sostoØwaØ v ocenke sverhu funkcionala |zP^0 (z)−αP (z)|, gde P (z) – polinom stepeni ne vyxe n. V qastnosti, otmeqaetsØ, qto teorema 4.1 raboty [1], sformulirovannaØ dlØ natural~nyh k, rasprostranØetsØ na sluqaæ proizvol~nyh vewestvennyh α, pri fftom utoqnØ¸tsØ nekotorye izvestnye rezul~taty. My rassmatrivaem takße nißn¸¸ ocenku ukazannogo funkcionala. V qetvœrtom paragrafe dokazyva¸tsØ dvustoronnie ocenki modulØ proizvodnoæ polinoma P (z) s kritiqeskimi toqkami na otrezke [−1, 1]. Dannye ocenki soderßat nekotorye iz anonsirovannyh v konce stat~i [1] neravenstv. V zakl¸qitel~nom §5 privodØtsØ ocenki kofffficientov polinoma

P (z) pri razliqnyh ograniqeniØh na fftot polinom.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 02-01- 00028), a takße programmy ”Universitety Rossii“ (grant UR.04.01.016). 18

KONFORMNYE OTOBRAȷENI˚ I NERAVENSTVA 19

§1. Graniqnye iskaßeniØ regulØrnyh v kruge funkciæ

K nastoØwemu vremeni izvestno nemalo ocenok dlØ modulØ proizvodnoæ regulØrnoæ funkcii v graniqnoæ toqke. Naprimer, esli funkciØ w = f(z) = c_nz^n + . . . , c_n ≠ 0, regulØrna v kruge |z| < 1, |f(z)| < 1 pri |z| < 1, i esli f(z) opredelena takße v nekotoroæ toqke z_0 okrußnosti |z| = 1, gde ona imeet proizvodnu¸ f^0 (z_0) i |f(z_0)| = 1, to soglasno teoreme Ossermana [2] spravedlivo neravenstvo

|f^0 (z_0)| ≥ p + 1 − |c_n| 1 + |c_n| . (1)

V sluqae p = 1 pri dopolnitel~nom uslovii odnolistnosti spravedliva bolee sil~naØ ocenka

|f^0 (z_0)| ≥ √ 1 / |c_1| , (2)

vyteka¸waØ iz razliqnyh rezul~tatov teorii funkciæ (sm. ob fftom [3, s. 77–78], a takße stat~¸ A. ı. Solynina [4, s. 125]). V priloßeniØh konformnyh otobraßeniæ k neravenstvam dlØ polinomov i racional~nyh funkciæ, kak pravilo, figuriruet obratnaØ funkciØ z = F (w) = d_1w + . . . , dlØ kotoroæ neravenstvo (2) daœt

|F^0 (w_0)| ≤ √ 1 / |d_1| , w_0 = f(z_0). (3)

Moßno predpoloßit~, qto iskusstvennoe postroenie odnolistnoæ funkcii z = F (w) po zadannomu ”neodnolistnomu“ polinomu vedœt k bolee slabym neravenstvam, qem te, kotorye mogut byt~ poluqeny s uqetom neodnolistnosti. S drugoæ storony, v fftom sluqae funkciØ z = F (w) ne imeet odnoznaqnoæ obratnoæ funkcii w = f(z) i, sledovatel~no, my ne moßem vospol~zovat~sØ neravenstvami (1), (2). Skazannoe vyxe privodit k neobhodimosti poluqeniØ teorem iskaßeniØ dlØ proizvol~nyh regulØrnyh funkciæ z = F (w), zadannyh na nekotorom podmnoßestve kruga

|w| < 1 i otobraßa¸wih ego na krug |z| < 1. V fftoæ svØzi pred-

stavlØet interes sledu¸wiæ prostoæ rezul~tat.

Teorema 1. Pust~ funkciØ z = F (w) regulØrna na otkrytom mno- ßestve G, 0 ∈ G ⊂ {w : |w| < 1}; F (w) ≠ 0, kogda w ∈ G\{0};

20 V. N. DUBININ |F (w)| < 1 pri w ∈ G, i pust~ v okrestnosti naqala koordinat spravedlivo razloßenie

F (w) = d_nw^n + . . . , d_n ≠ 0.

Predpoloßim, qto vse predel~nye graniqnye znaqeniØ |F (w)| v G ravny edinice. Togda |F (w)| ≥ |w|^n , w ∈ G. (4) Esli, dopolnitel~no, oblast~ G imeet na svoeæ granice nekotoru¸ dugu λ okrußnosti |w| = 1, a funkciØ z = F (w) otobraßaet fftu dugu na dugu okrußnosti |w| = 1, to dlØ l¸boæ vnutrenneæ toqki w_0 dugi λ spravedlivo neravenstvo

|F^0 (w_0)| ≤ n^2 ( |d_n| + 1 ) (n + 1)|d_n| + n − 1 ≤ n. (5) Ravenstvo dostigaetsØ dlØ funkcii F (w) = d_nw^n, |d_n| = 1, i obla- sti G = {w : |w| < 1|}. Dokazatel~stvo. FunkciØ w^n/F (w) regulØrna na mnoßestve G,

priqem vse predel~nye graniqnye znaqeniØ modulØ fftoæ funkcii v G ne prevoshodØt edinicy. Po principu maksimuma modulØ, na mnoßestve G imeem |w^n/F (w)| ≤ 1, t.e. vypolnØetsØ neravenstvo (4). Ots¸da sleduet, v qastnosti, qto |d_n| ≥ 1, i spravedlivo pravoe neravenstvo v (5). Pokaßem, qto levoe neravenstvo v (5) verno v sluqae |d_n| = 1. Deæstvitel~no, dlØ vnutrenneæ toqki w_0 ∈ λ, perehodØ k predelu po vsem w takim, qto arg F (w) = arg F (w_0), imeem

|F^0 (w_0)| = lim_{w→w0} | | | | F (w_0) − F (w) w_0 − w | | | | ≤ lim_{w→w0} 1 − |F (w)| 1 − |w| ≤ lim_{w→w0} 1 − |w|^n 1 − |w| = n. Pust~ teper~ |d_n| > 1. Rassmotrim vspomogatel~nu¸ funkci¸

KONFORMNYE OTOBRAȷENI˚ I NERAVENSTVA 21

φ(ζ) := ζ − 1/d_n 1 − (1/ d_n)ζ , kotoraØ konformno i odnolistno otobraßaet krug |ζ| < 1 na sebØ. Vvidu (4), na mnoßestve G opredelena funkciØ ~w = φ^n ( w^n/F (w) ) F (w) , kotoraØ regulØrna v G i predel~nye graniqnye znaqeniØ modulØ kotoroæ ne prevoshodØt edinicy. Vnov~ po principu maksimuma modulØ zakl¸qaem, qto vs¸du v G spravedlivo neravenstvo |φ^n ( w^n/F (w) ) | ≤ |F (w)|. Ots¸da dlØ vnutrenneæ toqki w_0 ∈ λ, kak i vyxe, imeem

|F^0 (w_0)| = lim_{w→w0} 1 − |F (w)| |w_0 − w| ≤ lim_{w→w0} 1 − |φ^n ( w^n/F (w) ) | |w_0 − w| ≤ lim_{w→w0} | | | | | φ^n ( w^n_0 /F (w_0) ) − φ^n ( w^n/F (w) ) w_0 − w | | | | | = | | | ( φ^n ( w^n/F (w) ))0 w=w0 | | |

= n ( 1 − | | | | 1 d_n | | | | 2)/(| | | |1 − 1 d_n w^n_0

F (w_0) | | | | 2) | | | | n − w_0F^0 (w_0)

F (w_0) | | | | | ≤ n |d_n| + 1 |d_n| − 1 ( n − |F^0 (w_0)| ) . Itogovoe neravenstvo sovpadaet s (5). Sluqaæ ravenstva legko proverØetsØ. Teorema dokazana.

V usloviØh teoremy 1 rassmotrim mnoßestvo ~G := {w : w ∈ G,

| ~F (w)| ≠ 1}, gde ~F (w) = F (w)/w^{n−1}. Otkrytoe mnoßestvo ~G ØvlØ-

etsØ ob¨edineniem nepereseka¸wihsØ oblasteæ, sovokupnost~

kotoryh oboznaqim qerez {D}. FunkciØ z = ~F (w) regulØrna v kaßdoæ oblasti D iz {D}. Predel~nye graniqnye znaqeniØ modulØ fftoæ funkcii v D bol~xe libo ravny edinice. Krome togo,

~F (0) = 0, ~F^0 (0) = d_n ≠ 0, i ~F (w) ≠ 0 pri w ∈ ~G \ {0}. Ispol~zuØ

princip argumenta, legko zakl¸qaem, qto kaßdaØ oblast~ D sovokupnosti {D} libo otobraßaetsØ funkcieæ z = ~F (w) v |z| > 1,

22 V. N. DUBININ libo konformno i odnolistno otobraßaetsØ fftoæ funkcieæ na krug |z| < 1 (sr.[1, s.22–23]). Pust~ teper~ toqka w_0 ∈ λ iz teoremy 1. Esli w_0 ∈ ∂D i ~F (D) ⊂ {z : |z| > 1}, to v fftoæ toqke 0 ≥ ∂| ~F | ∂|w| = ∂|F | ∂|w| − (n − 1) = |F^0 (w_0)| − (n − 1).

V sluqae w_0 ∈ ∂D i ~F (D) = {z : |z| < 1} k obratnoæ funkcii

w = ~F^{−1}(z) primenimo neravenstvo (2), soglasno kotoromu

| ~F^0 (w_0)| ≤ √ 1/|d_n| . Ots¸da

|F^0 (w_0)| ≤ n − 1 + √ 1/|d_n| . (6) Takim obrazom, v l¸bom sluqae vypolnØetsØ neravenstvo (6). SravnivaØ ffto neravenstvo s neravenstvom (5), fflementarno zakl¸qaem, qto pri |d_n| < (n − 1)^2 ono slabee (5), a pri |d_n| > (n − 1)^2 ono sil~nee fftogo neravenstva. Ranee nami primenØlos~ neravenstvo (6), a niße my privodim primery primeneniØ teoremy 1.

§2. Nekotorye utoqneniØ neravenstv bernxteænovskogo tipa dlØ polinomov

V rabotah [1,5,6] s pomow~¸ konformnyh otobraßeniæ poluqena seriØ neravenstv dlØ algebraiqeskih polinomov. Primenenie neravenstva (5) vmesto neravenstva (6), kak ffto delalos~ v [1, 6], vedœt k utoqneni¸ nekotoryh rezul~tatov v sluqae |d_n| < (n − 1)^2. Koneqno, my ne budem zdes~ rassmatrivat~ vse ffti utoqneniØ, i ograniqimsØ lix~ dvumØ primerami neravenstv bernxteænovskogo tipa dlØ polinomov na okrußnosti i na otrezke.

Teorema 2. DlØ l¸bogo polinoma P (z) = c0 +c1z+. . .+cnz^n, cn ≠ 0,

i l¸boæ toqki z na okrußnosti |z| = 1, v kotoroæ Re P (z) otliqna ot L(P ) := min {Re P (z) : |z| = 1} i H(P ) := max{Re P (z) : |z| = 1},

KONFORMNYE OTOBRAȷENI˚ I NERAVENSTVA 23

spravedlivo neravenstvo |Im ( zP^0 (z) ) | √( Re P (z) − L(P ) )( H(P ) − Re P (z) )

≤ n^2 ( H(P ) − L(P ) + 2|c_n| ) (n + 1) ( H(P ) − L(P ) ) + (n − 1)2|c_n| ≤ n. (7) Ravenstvo v (7) dostigaetsØ v sluqae P (z) = c_0 + c_nz^n dlØ l¸byh toqek z, |z| = 1, z^n ≠ ±|c_n|/c_n, gde c_0 i c_n – proizvol~nye kompleksnye qisla, c_n ≠ 0.

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto n ≥ 2 i L(P ) ≠ H(P ).

Oboznaqim qerez ζ = Φ(ω) funkci¸, konformno i odnolistno otobraßa¸wu¸ vnexnost~ otrezka γ := [2L(P ), 2H(P )] na krug

|ζ| < 1 tak, qto Φ(∞) = 0, Φ(2L(P )) = −1, i poloßim

F (w) := Φ ( P (1/w) + P (w ) ) . Legko videt~, qto funkciØ, obratnaØ ζ = Φ(ω), imeet vid ω = 1 2 ( ζ + 1 ζ ) ( H(P ) − L(P ) ) + H(P ) + L(P ).

Ots¸da

F (w) = H(P ) − L(P ) 2c_n w^n + . . . . FunkciØ z = F (w), rassmatrivaemaØ na mnoßestve G := {w : |w| < 1, P (1/w)+P (w) /∈ γ}, udovletvorØet usloviØm teoremy 1. Sledovatel~no, v kaßdoæ toqke w_0 okrußnosti |w| = 1, za iskl¸qeniem razve lix~ koneqnogo qisla takih toqek, vypolnØetsØ neravenstvo (5), gde d_n = ( H(P ) − L(P ) )/ (2c_n). PrØmye vyqisleniØ da¸t

|F^0 (w_0)| = |Im ( P^0 (1/w_0)/w_0 ) | √( Re P (1/w_0) − L(P ) )( H(P ) − Re P (1/w_0) ) (sr. [1, s. 35]). Ostalos~ sdelat~ zamenu z = 1/w_0 i neposredstvenno proverit~ sluqaæ ravenstva. Teorema dokazana.

24 V. N. DUBININ

Neravenstvo (7) utoqnØet teoremu 1 raboty [5] v sluqae, ko- gda |c_n| > ( H(P ) − L(P ) )/( 2(n − 1)^2 ) . Zametim, qto |c_n| ≤ ( H(P ) − L(P ) ) /2, a dlØ polinomov P (z) = c_0 + c_nz^n vypolnØetsØ ravenstvo |c_n| = ( H(P ) − L(P ) ) /2. Itogovoe neravenstvo v (7), gde v pravoæ qasti stoit n, ffkvivalentno izvestnomu neravenstvu Bernxteæna–Sege.

Teorema 3. DlØ l¸bogo polinoma P (z) = c0+c1z+. . .+cnz^n, Re cn ≠

0, i l¸boæ toqki z na otrezke [−1, 1], v kotoroæ Re P (z) otliqna ot L(P ) := min {Re P (z) : z ∈ [−1, 1]} i H(P ) := max{Re P (z) : z ∈ [−1, 1]}, spravedlivo neravenstvo | | |Re P^0 (z) √ 1 − z^2 | | | √( Re P (z) − L(P ) )( H(P ) − Re P (z) )

≤ n^2 ( H(P ) − L(P ) + 2^{2−n}|Re c_n| ) (n + 1) ( H(P ) − L(P ) ) + (n − 1)2^{2−n}|Re c_n| ≤ n. (8) Ravenstvo v (8) dostigaetsØ v sluqae P (z) = aT_n(z) + b dlØ polinoma Qebyxeva T_n(z) = 2^{n−1}z^n + . . . i l¸byh vewestvennyh a ≠ 0, kompleksnyh b i z ∈ [−1, 1].

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto n ≥ 2 i L(P ) ≠ H(P ).

Oboznaqim qerez ζ = Φ(ω) funkci¸, konformno i odnolistno otobraßa¸wu¸ vnexnost~ otrezka γ := [2L(P ), 2H(P )] na krug

|ζ| < 1 tak, qto Φ(∞) = 0, Φ(2L(P )) = −1, i poloßim

F (w) := Φ ( P ( 1 2 ( w + 1 w )) + P ( 1 2 ( w + 1 w )) ) . V nekotoroæ okrestnosti naqala koordinat imeet mesto razloßenie

F (w) = H(P ) − L(P ) 2^{2−n}Re c_n w^n + . . . . FunkciØ z = F (w), rassmatrivaemaØ na mnoßestve

G := { w : |w| < 1, P ( 1 2 ( w + 1/w ) ) + P ( 1 2 (w + 1/w) ) ∉ γ } ,

KONFORMNYE OTOBRAȷENI˚ I NERAVENSTVA 25 udovletvorØet usloviØm teoremy 1. Dokazatel~stvo zaverxaetsØ primeneniem fftoæ teoremy v nekotoroæ toqke w_0, |w_0| = 1, i prØmym vyqisleniem proizvodnoæ F^0 (w_0) s posledu¸weæ zamenoæ z = (w_0 + 1/w_0)/2. Sluqaæ ravenstva proverØetsØ neposredstvenno. Teorema dokazana.

Moßno pokazat~, qto neravenstvo (8) usilivaet klassiqeskie neravenstva Markova i Bernxteæna (sm. [1, s. 39]). Neravenstvo (8) utoqnØet teoremu 4.4 raboty [1] v sluqae, kogda |Re c_n| > ( H(P ) − L(P ) ) /(2^{2−n}(n − 1)^2).

§3. K obobwennoæ zadaqe Mendeleeva

Pust~ E – zamknutoe ograniqennoe mnoßestvo na ploskosti

C , i pust~ Pn(E, M ), n ≥ 1, – klass polinomov P (z) = c0 +

c_1z + . . . + c_nz^n, c_n ≠ 0, udovletvorØ¸wih uslovi¸ |P (z)| ≤ M

dlØ z ∈ E. Pod zadaqeæ Mendeleeva ponimaetsØ otyskanie sredi polinomov P (z) ∈ P_n(E, M ) takogo polinoma, dlØ kotorogo sup{|P^0 (z)| : z ∈ E} dostigaet naibol~xego znaqeniØ. V sluqae, kogda E – okrußnost~ |z| = 1, zadaqa Mendeleeva svoditsØ k ocenke sverhu modulØ proizvodnoæ |P^0 (z)| i eœ rexenie horoxo izvestno [7]: |P^0 (z)| ≤ nM dlØ l¸byh P (z) ∈ P_n(E, M ), |z| = 1. Bolee obweæ zadaqeæ budet sledu¸waØ. Pust~ a i b – nekotorye postoØnnye qisla, P (z) – polinom stepeni ne vyxe n i h(z) – neotricatel~naØ funkciØ na |z| = 1. TrebuetsØ ocenit~ sverhu

|aP (z)+bzP^0 (z)| pri fiksirovannom z, |z| = 1, esli |P (z)| ≤ h(z) na

okrußnosti |z| = 1. IdeØ rassmotreniØ takogo roda zadaq prinadleßit S. N. Bernxteænu [7, s.497-499]. V knige [8] izuqen tot sluqaæ, kogda h(z) = |Q(z)|, gde Q(z) – nekotoryæ polinom stepeni l ≤ n. V qastnosti, poluqen sledu¸wiæ rezul~tat. Pust~

Q(z) – polinom stepeni n ≥ 1, vse nuli kotorogo prinadleßat

krugu |z| < 1, i pust~ P (z) – polinom stepeni ne vyxe n, udovletvorØ¸wiæ na okrußnosti |z| = 1 neravenstvu |P (z)| ≤ |Q(z)|. Predpoloßim, qto a i b – proizvol~nye qisla takie, qto libo

b = 0, libo b ≠ 0 i Re a/b ≤ n/2. Togda pri |z| ≥ 1 imeem |bzP^0 (z) − aP (z)| ≤ |bzQ^0 (z) − aQ(z)|.

26 V. N. DUBININ PolagaØ zdes~ Q(z) = M z^n i oboznaqiv a/b = α, poluqaem |zP^0 (z) − αP (z)| ≤ |n − α|M (9) dlØ vseh toqek z, |z| = 1, qisel α, Re α ≤ n/2, i vseh polinomov

P (z) stepeni n, udovletvorØ¸wih na okrußnosti |z| = 1 neraven-

stvu |P (z)| ≤ M. Pri α =^n_2 fftot rezul~tat byl poluqen ranee V. I. Smirnovym [9] i vposledstvii vnov~ ustanovlen Malikom i Vongom [10]. My sobiraemsØ utoqnit~ neravenstvo (9) dlØ vewestvennyh α, a takße rassmotret~ ocenku levoæ qasti (9) s drugoæ storony. DlØ fftogo nam ponadobitsØ, v qastnosti, sledu¸waØ

Teorema [1, s. 34]. Pust~ P (z) = c0 + c1z + . . . + cnz^n, M (P ) :=

max{|P (z)| : |z| = 1}, i pust~ k – celoe neotricatel~noe qislo. Togda dlØ l¸byh toqek z na okrußnosti |z| = 1 vypolnØ¸tsØ neravenstva |zP^0 (z) − kP (z)| ≤ (n − k − 1)M (P ) + √ |c_n|M (P ) , esli k < n 2 , (10) |zP^0 (z) − kP (z)| ≤ ( n 2 − 1 ) M (P ) + √( |c_0| + |c_n| ) M (P ) esli k = n 2 , (11) |zP^0 (z) − kP (z)| ≤ (k − 1)M (P ) + √ |c_0|M (P ), esli k > n 2 . (12)

Ravenstvo v (10) i (11) dostigaetsØ, naprimer, pri P (z) = c_nz^n, a v (12) – dlØ P (z) = c_0.

V rabote [1] pri formulirovke fftoæ teoremy dopuwena oxibka, kotoraØ zatem povtorilas~ v sledstvii 4.1 na str. 36. Imenno, v neravenstve (11) i v ukazannom sledstvii v rabote [1] vmesto summy |c_0| + |c_n| stoit raznost~ |c_n| − |c_0|. Dokazatel~stvo teoremy ostaetsØ vernym, iskl¸qaØ frazu, qto moßno sqitat~

|c_0 + c_n| = ||c_n| − |c_0||. Zametim, qto iz neravenstv (4.2) raboty

[1], spravedlivyh dlØ l¸byh polinomov, sleduet, qto |c_0| ≤ M (P ), |c_n| ≤ M (P ) i |c_0| + |c_n| ≤ M (P ) (k = n/2). (13) Pervye dva neravenstva sut~ sledstviØ takße neravenstv Koxi.

KONFORMNYE OTOBRAȷENI˚ I NERAVENSTVA 27

Teorema 4. DlØ l¸bogo polinoma P (z) stepeni ne vyxe n i l¸byh

z, |z| = 1, i vewestvennyh α vypolnØetsØ neravenstvo |zP^0 (z) − αP (z)| ≤ 1 2 (n + |2α − n|) M (P ). (14) Ravenstvo v sluqae α ≤ n/2 dostigaetsØ dlØ P (z) = c_nz^n, a v sluqae α > n/2 – dlØ P (z) = c_0.

Dokazatel~stvo. Pri α ≤ 0 neravenstvo (14) est~ sledstvie

neravenstva S. N. Bernxteæna |P (z)| ≤ nM (P ) i trivial~nogo

|P (z)| ≤ M (P ). Pri 0 < α ≤ n/2 trebuemoe neravenstvo vyte-

kaet iz (9). Nam interesno uvidet~, qto v fftom sluqae ono vytekaet takße iz neravenstva (10). Deæstvitel~no, pust~ k_l/m_l,

l = 1, 2, . . . , – posledovatel~nost~ racional~nyh qisel, shodØwa-

ØsØ k α pri l → ∞ i takaØ, qto k_l/m_l < α. Togda k_l < nm_l/2 i, primenØØ neravenstvo (10) k polinomu P (z^{ml}), poluqaem

|m_lz^mlP^0 (z^ml ) − k_lP (z^ml)| ≤ (nm_l − k_l − 1)M (P ) + √ |c_n|M (P ) dlØ l¸byh z, |z| = 1, sledovatel~no, | | | |zP 0 (z) − k_l m_l P (z) | | | | ≤ ( n − k_l m_l − 1 m_l ) M (P ) + √ |c_n|M (P ) / m_l dlØ l¸byh z, |z| = 1. Ostalos~ pereæti k predelu pri l → ∞. Analogiqno, pri α > n/2 rassmatrivaem posledovatel~nost~

k_l/m_l → α, l → ∞, i taku¸, qto k_l/m_l > α. Neravenstvo (12),

primenœnnoe k polinomu P (z^{ml} ), privodit k neravenstvu (14) dlØ takih α. Teorema dokazana.

Teorema 5. Pust~ P (z) = c0 +c1z+. . .+cnz^n i pust~ vewestvennoe

α ne prevoshodit celoæ qasti [n/2]. Togda v sluqaØh libo neqœtnogo n, libo α ≤ [n/2] − 1 dlØ l¸byh z na okrußnosti |z| = 1 imeem |zP^0 (z) − αP (z)| ≤ (n − α − 1)M (P ) + √ |c_n|M (P ) . V sluqae qœtnogo n vypolnØetsØ neravenstvo |zP^0 (z) − αP (z)| ≤ (n − αn/2 − 1)M (P ) + √ |c_n + c_n|M (P ), |z| = 1. Esli α ≥ [n/2] + 1, to spravedlivo neravenstvo |zP^0 (z) − αP (z)| ≤ (α − 1)M (P ) + √ |c_0|M (P ) , |z| = 1.

28 V. N. DUBININ

Ravenstvo dostigaetsØ v sluqaØh, ukazannyh v teoreme 4.

Dokazatel~stvo. DlØ l¸byh α i k imeem |zP^0 (z) − αP (z)| ≤ |zP^0 (z) − kP (z)| + |α − k|M (P ). (15) Pust~ teper~ α ≤ [n/2] i n – neqœtnoe. Togda k := [n/2] < n/2 i neravenstvo (15) vmeste s (10) daœt pervoe neravenstvo teoremy. V sluqae α ≤ [n/2] − 1 polagaem k := [n/2] − 1 < n/2 i vnov~ primenØem neravenstva (10) i (15). DlØ qœtnogo n i α ≤ [n/2] = n/2 berœm k := n/2 i primenØØ neravenstva (11) i (15), prihodim ko vtoromu neravenstvu teoremy 5. Nakonec, v sluqae α ≥ [n/2] + 1 neobhodimo poloßit~ k := [n/2] + 1 > n/2 i primenit~ neravenstva (12) i (15). Teorema dokazana.

Vvidu (13), pervye dva neravenstva teoremy 5 utoqnØ¸t neravenstvo (9) v sluqae ukazannyh znaqeniæ α i n. V dopolnenie k (9) privedœm sledu¸wu¸ ocenku dlØ polinomov P (z) stepeni n, ne ime¸wih nuleæ v kruge |z| < 1: |zP^0 (z) − αP (z)| ≤ 1 2 (|α| + |n − α|)M (P ); ffta ocenka spravedliva dlØ l¸byh z na okrußnosti |z| = 1 i l¸byh α, |α| ≤ n/2 [11]. Ravenstvo dostigaetsØ dlØ polinomov

P (z) = c_0 + c_nz^n, |c_0| = |c_n|, pri podhodØwem z, |z| = 1. Qto ka-

saetsØ ocenok vyraßeniØ |zP^0 (z) − αP (z)| s drugoæ storony, to imeet mesto

Teorema 6. Esli vse nuli polinoma P (z) = c0+c1z+. . .+cnz^n, cn ≠

0, leßat v kruge |z| ≤ 1, to dlØ l¸boæ toqki z na okrußnosti |z| = 1 i l¸bogo α ∈ C vypolnØetsØ neravenstvo |zP^0 (z) − αP (z)| ≥ 1 2 ( n + 1 − √ |c_0 / c_n| − 2Re α ) |P (z)|. Ravenstvo dostigaetsØ dlØ polinomov P (z) = c_0 + c_nz^n, |c_0| = |c_n|, pri vewestvennyh α i z = √ [n]c_0/c_n.

Dokazatel~stvo neposredstvenno vytekaet iz teoremy 4 ra-

boty [5].

Zameqanie. Primenenie teoremy 1 sposobom, izloßennym v §2,

privodit k analogam teorem 4 i 4.1 sootvetstvenno rabot [5] i [1]. Poslednie da¸t novye ocenki vyraßeniØ |zP^0 (z) − αP (z)|, blizkie teoremam 5 i 6.

KONFORMNYE OTOBRAȷENI˚ I NERAVENSTVA 29

§4. Dvustoronnie ocenki dlØ proizvodnoæ polinomov s ograniqeniØmi na kritiqeskie toqki

Teoremy iskaßeniØ dlØ algebraiqeskih polinomov soderßat, kak pravilo, verhnie ocenki modulØ proizvodnoæ. Ocenka snizu vsegda budet trivial~noæ, esli my ne potrebuem dopolnitel~- nyh ograniqeniæ na kritiqeskie toqki polinoma. V priloßeni- Øh konformnyh otobraßeniæ [1] ffto obstoØtel~stvo otraßaetsØ tem, qto funkciØ z = F (w) v lemmah 2.2–2.5 [1] opredelena na sovokupnosti oblasteæ {D} i tol~ko na odnoæ oblasti D^∗ iz {D} ona imeet obratnu¸ funkci¸ w = f(z), dlØ kotoroæ, kak izvestno, suwestvu¸t dvustoronnie teoremy iskaßeniØ. Povedenie funkcii z = F (w) v toqkah w /∈ D^∗ ostaœtsØ neizvestnym. V tom sluqae, kogda oblast~ D^∗ odna i D^∗ = {w : |w| ≤ 1}, dvustoronnie ocenki proizvodnoæ |f^0 (z)| poroßda¸t sootvetstvu¸- wie ocenki dlØ modulØ polinoma P (z). �tot sluqaæ voznikaet v priloßeniØh lemmy 2.7 [1], i sootvetstvu¸wie rezul~taty byli anonsirovany nami v konce stat~i [1]. V dannom paragrafe my privedœm dokazatel~stva nekotoryh iz nih.

Pust~ P (z) – polinom stepeni n s vewestvennymi kofffficientami, i pust~ vse ego kritiqeskie toqki raspoloßeny na otrezke [−1, 1]. Togda kritiqeskie znaqeniØ fftogo polinoma leßat na otrezke [L(P ), H(P )], gde L(P ) i H(P ) opredeleny v teoreme 3. Oboznaqim qerez

Φ_0(η) := η − √ η^2 − 1 , η /∈ [−1, 1], regulØrnu¸ vetv~ funkcii, obratnoæ funkcii ȷukovskogo, normirovannu¸ usloviem Φ(∞) = 0, i poloßim

Φ(ω) = Φ_0 ( 2ω − H(P ) − L(P ) H(P ) − L(P ) ) . Po lemme 2.7 [1], funkciØ

Q(z) := ( Φ ( P (z) ))_{1/n} , z ∈ B := { z : P (z) /∈ [L(P ), H(P )] } raspadaetsØ v odnosvØznoæ oblasti B na n regulØrnyh vetveæ, kaßdaØ iz kotoryh odnolistno otobraßaet fftu oblast~ na krug

|ζ| < 1. Vyberem odnu iz ukazannyh vetveæ i budem oboznaqat~

eœ takße qerez Q(z). Nakonec, opredelim funkci¸

30 V. N. DUBININ

F (w) := Q ( 1 2 ( w + 1 w )) , (16)

kotoraØ konformno i odnolistno otobraßaet oblast~

D := { w : |w| < 1, 1 2 ( w + 1 w ) ∈ B }

na krug |ζ| < 1.

Teorema 7. DlØ l¸bogo polinoma P (z) = c0 + c1z + . . . + cnz^n s ve-

westvennymi kofffficientami c_k, k = 0, 1, . . . , n, c_n ≠ 0, i s kri-

tiqeskimi toqkami na otrezke [−1, 1] vypolnØ¸tsØ neravenstva ( 1 + |Φ_0(z)| )( 1 − |Φ(P (z))|^{1/n} ) ( 1 − |Φ_0(z)| )( 1 + |Φ(P (z))|^{1/n} ) ≤ |P^0 (z) √ z^2 − 1 | n | | | | √ (P (z) − L(P ))(P (z) − H(P )) | | | | ≤ ( 1 − |Φ_0(z)| )( 1 + |Φ(P (z))|^{1/n} ) ( 1 + |Φ_0(z)| )( 1 − |Φ(P (z))|^{1/n} ) , (17) |Φ(P (z))|^{1/n} ( 1 − |Φ(P (z))|^{2/n} ) |Φ_0(z)| ( 1 − |Φ_0(z)|^2 ) ≤ |P^0 (z) √ z^2 − 1 | nδ(P ) | | | | √ (P (z) − L(P ))(P (z) − H(P )) | | | | ≤ |Φ(P (z))|^{1/n} ( 1 − |Φ_0(z)|^2 ) |Φ_0(z)| ( 1 − |Φ(P (z))|^{2/n} ) , (18)

gde z – proizvol~naØ toqka ploskosti C , dlØ kotoroæ P (z) /∈ [ L(P ), H(P ) ] , a δ(P ) = { 2^{2−n}|c_n| / (H(P ) − L(P )) }_{1/n} . Ravenstvo v

(17), (18) imeet mesto dlØ polinomov aT_n(z)+b, a ∈ R\{0}, b ∈ R, i l¸byh z /∈ [−1, 1].

Dokazatel~stvo. Rassmotrim funkci¸ w = f(ζ) = αζ + . . . ,

KONFORMNYE OTOBRAȷENI˚ I NERAVENSTVA 31

obratnu¸ funkcii ζ = F (w) (16). Netrudno ubedit~sØ, qto

|α| = δ(P ), sledovatel~no, po lemme Xvarca, δ(P ) ≤ 1. V rabo-

te [12] N. A. Lebedev ustanovil rØd neravenstv dlØ regulØrnyh, odnolistnyh i ograniqennyh v kruge funkciæ. Neravenstva (7.3) i (6.4) iz fftoæ raboty da¸t sootvetstvenno (1 − |ζ|)(1 + |f(ζ)|) (1 + |ζ|)(1 − |f(ζ)|) ≤ | | | | ζ f^0 (ζ) f(ζ) | | | | ≤ (1 + |ζ|)(1 − |f(ζ)|) (1 − |ζ|)(1 + |f(ζ)|) , 1 − |ζ|^2 1 − |f(ζ)|^2 ≤ | | | | | αζ^2 f^0 (ζ)

f(ζ)^2 | | | | | ≤ 1 − |f(ζ)|^2 1 − |ζ|^2 , dlØ l¸byh toqek ζ ≠ 0 iz kruga |ζ| < 1. PrinimaØ vo vnimanie, qto Φ_0(z) = w = f(ζ), imeem | | | | ζ f^0 (ζ) f(ζ) | | | | = | | | | F (w) w F^0 (w) | | | | = | | | | F (w) w^{dQ}_{dz} ·^{dz}_{dw} | | | | = | | | | Φ^1n (P (z)) (H(P ) − L(P )) 1 n Φ^1n^{−1}(P (z))(dΦ_0 / dη)P^0 (z) ( w −^1_w ) | | | |

= | | | | | | n √ (P (z) − L(P ))(P (z) − H(P )) P^0 (z) √ z^2 − 1 | | | | | | . Takim obrazom, neravenstvo (17) vytekaet iz pervogo neravenstva N. A. Lebedeva, a neravenstvo (18) – iz vtorogo. V sluqae, kogda P (z) = aT_n(z) + b, a ∈ R\ {0}, b ∈ R, vypolnØetsØ

F (w) = Φ ( P (z) ) 1n = ( Φ_0 ( ± T_n(z) )) 1n

= ( Φ_0 ( ± 1 2 ( w^n + 1 w_n ))) 1n = βw, gde |β| = 1. Sledovatel~no, neravenstva N. A. Lebedeva i vmeste s nimi neravenstva (17) i (18) prevrawa¸tsØ v toßdestva na

C \ [−1, 1]. Teorema dokazana.

Rassmotrim sledstvie pravogo neravenstva v (18) pri stremlenii toqki z k otrezku [−1, 1]. Toqnee, pust~ x_0 – proizvol~naØ toqka otrezka [−1, 1], otliqnaØ ot ±1, i pust~ toqka x prinadleßit perpendikulØru, provedœnnomu k vewestvennoæ osi v toqke

32 V. N. DUBININ

x_0, x ≠ x_0, P (x) /∈ [ L(P ), H(P )]. Poloßiv v (18) z = x, podeliv

qislitel~ i znamenatel~ pravoæ qasti neravenstva (18) na x−x_0 i perehodØ k predelu pri x → x_0, poluqaem

|P^0 (x_0) √ x^2_0 − 1 | nδ(P ) | | | | √( P (x_0) − L(P ) )( P (x_0) − H(P ) ) | | | | ≤ | | | | dΦ_0 dz | | | |_{z=x0} / | | | | dΦ^{1/n}(P (z)) dz | | | |_{z=x0} . Ots¸da

|P^0 (x)| √ 1 − x^2 ≤ n √ δ(P ) √( P (x) − L(P ) )( H(P ) − P (x) ) (19)

dlØ l¸byh x ∈ [−1, 1]. �to neravenstvo bylo dokazano nami ranee [1, s. 41].

PolagaØ v (17), (18) z → x ∈ R, gde P (x) /∈ [L(P ), H(P )], poluqim ocenki, anonsirovannye nami v konce stat~i [1].

§5. O neravenstvah dlØ kofffficientov algebraiqeskih polinomov

Pust~ z = F (w) – odna iz funkciæ, ukazannyh v lemmah 2.2–2.5 raboty [1], postroennaØ po zadannomu polinomu P (z). Oboznaqim qerez w = f(z) = αz + α_1z^2 + . . . , |z| < 1, obratnu¸ funkci¸ dlØ z = F (w). Togda funkciØ ~f (z) = f(z)/α = z + α^1 α z^2 + . . .

prinadleßit izvestnomu klassu S_M regulØrnyh i odnolistnyh v kruge |z| < 1 funkciæ, udovletvorØ¸wih usloviØm ~f (0) = 0, ~f^0 (0) = 1 i | ~f(z)| < M pri |z| < 1 (M = 1/|α|). K nastoØwemu vremeni dokazano nemalo teorem dlØ funkciæ dannogo klassa (sm., naprimer, [12–15]). V qastnosti, izvestno nemalo ocenok kofffficientov funkcii ~f (z). Iz fftih ocenok vyteka¸t nekotorye ocenki dlØ kofffficientov ishodnogo polinoma P (z). Ne rassmatrivaØ dannyæ vopros podrobno, ograniqimsØ, v osnovnom, primerami ocenok, vyteka¸wih iz izvestnogo neravenstva |α_1/α| ≤ 2(1 − |α|)

KONFORMNYE OTOBRAȷENI˚ I NERAVENSTVA 33 [13, s. 94]. Esli funkciØ z = F (w) imeet v okrestnosti naqala koordinat razloßenie

F (w) = 1 α w + βw^2 + . . . , to ukazannoe neravenstvo zapixetsØ v vide |α^2β| ≤ 2(1 − |α|). (20) Ravenstvo dostigaetsØ, naprimer, v sluqae F (w) ≡ w/α, |α| = 1.

Teorema 8. DlØ l¸bogo polinoma P (z) = c0 + c1z + . . . + cn−1z^{n−1} +

c_nz^n spravedlivo neravenstvo |c_{n−1}| + 2|c_n| ≤ H(P ) − L(P ), gde H(P ) i L(P ) opredeleny v teoreme 2. Ravenstvo dostigaetsØ v sluqae P (z) = c_0 + c_nz^n.

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto cn ≠ 0. Rassmotrim funk- ci¸ z = F (w) := w^{1−n} Φ ( P (1/w) + P (w) ) = 1 α w + βw^2 + . . .

iz lemmy 2.2 raboty [1]. Zdes~

Φ(ω) = Φ_0 ( ω − H(P ) − L(P ) H(P ) − L(P ) ) , a Φ_0(η), kak i vyxe, obratnaØ dlØ funkcii ȷukovskogo. DlØ opredeleniØ kofffficientov α i β umnoßim F (w) na w^{n−1} i primenim funkci¸ ȷukovskogo: 1 α w^n + βw^{n+1} + . . . = Φ ( c_n w^n + c_{n−1} w^{n−1} + . . . ) , α w^n − α^2β w^{n−1} + . . . = 2 H(P ) − L(P ) [ c_n w^n + c_{n−1} w^{n−1} + . . . ] , gde w leßit v okrestnosti toqki w = 0. Ots¸da α = 2c_n/ ( H(P ) − L(P ) ) , α^2β = −2c_{n−1}/ ( H(P ) − L(P ) ) . Neravenstvo (20) daœt |c_{n−1}| ≤ ( H(P ) − L(P ) ) − 2|c_n|,

34 V. N. DUBININ qto zaverxaet dokazatel~stvo teoremy.

Zametim, qto poluqennoe neravenstvo soderßit klassiqesku¸ ocenku |c_n| ≤ ( H(P ) − L(P ) ) /2 , kotoraØ vytekaet takße iz lemmy Xvarca: |α| ≤ 1.

Teorema 9. Esli vse nuli polinoma P (z) = c0+c1z+. . .+cn−1z^{n−1}+

c_nz^n leßat v kruge |z| ≤ 1, to spravedlivo neravenstvo |c_{n−1}c_0 − c_nc_1| ≤ 2|c_n|(|c_n| − |c_0|). V sluqae, kogda vse nuli polinoma P (z) raspoloßeny na mnoßestve |z| ≥ 1, imeet mesto neravenstvo |c_{n−1}c_0 − c_nc_1| ≤ 2|c_0|(|c_0| − |c_n|) . Ravenstvo v oboih sluqaØh dostigaetsØ dlØ polinomov P (z) s nulØmi na ediniqnoæ okrußnosti |z| = 1.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim pervoe neravenstvo. Moßno sqi-

tat~, qto vse nuli polinoma P (z) leßat v otkrytom kruge |z| < 1 i c_0 ≠ 0, c_n ≠ 0. Vvedœm funkci¸ iz lemmy 2.4 [1]:

F (w) := w^{n+1}P (1/w) / P (w) = 1 α w + βw^2 + . . . . Prostye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto na fftot raz α = c_0 c_n i β = c^{n−1} c_0 − c_nc_1 (c_0)^2 . Ostalos~ primenit~ neravenstvo (20). DlØ dokazatel~stva vtorogo neravenstva dostatoqno primenit~ pervoe neravenstvo k polinomu ~P (z) = z^nP (1/z), libo analogiqno predyduwemu vospol~zovat~sØ lemmoæ 2.5 [1]. Teorema dokazana.

Teorema 10. Pust~ P (z) = c0 + c1z + . . .+ cn−1z^{n−1} + cnz^n, M (P ) = max{|P (z)| : |z| = 1}, m(P ) = min {|P (z)| : |z| = 1}. Togda 2|c_{n−1}c_0 + c_nc_1| ≤ M^2(P ) − m^2(P ) − 4|c_0c_n| s ravenstvom dlØ polinomov P (z) = c_0 + c_nz^n, |c_0| = |c_n|.

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~ c0 ≠ 0 i cn ≠ 0. V rabotah [5]

i [1, s. 30] rassmatrivalas~ funkciØ

z = F (w) := w^{−n+1} Φ ( P (1/w)P (w) ) = 1 α w + βw^2 + . . . ,

KONFORMNYE OTOBRAȷENI˚ I NERAVENSTVA 35 gde Φ(ω) = Φ_0 ( 2ω − M^2(P ) − m^2(P ) M^2(P ) − m^2(P ) ) , i Φ_0(η) ta ße, qto i vyxe. PovtorØØ prostye vyqisleniØ, privedennye pri dokazatel~stve teoremy 8, nahodim v naxem sluqae

α = 4c_nc_0 /( M^2(P ) − m^2(P ) ) , α^2β = −4(c_{n−1}c_0 + c_nc_1) /( M^2(P ) − m^2(P ) ) . Ostalos~ primenit~ neravenstvo (20). V sluqae P (z) = c_0 +

c_nz^n, |c_0| = |c_n|, imeem |α| = 1 i, sledovatel~no, pravaØ qast~

neravenstva teoremy 10 ravna nul¸. Ots¸da levaØ qast~ takße ravna nul¸ i my imeem ravenstvo. Teorema dokazana.

Teorema 11. DlØ polinoma P (z) = c0 + c1z + . . . + cn−1z^{n−1} + cnz^n

s vewestvennymi kofffficientami c_k, k = 0, 1, . . . , n, i s kritiqeskimi toqkami na otrezke [−1, 1] vypolnØetsØ neravenstvo (|c_{n−1}| / n + |c_n|)^n ≤ 2^{n−2}|c_n|^{n−1} ( H(P ) − L(P ) ) , (21)

gde H(P ) = max{P (z) : z ∈ [−1, 1]}, L(P ) = min {P (z) : z ∈ [−1, 1]}. Ravenstvo dostigaetsØ dlØ polinomov P (z) = aT_n(z) + b, a ∈ R\0, b ∈ R. Dokazatel~stvo osuwestvlØetsØ takße kak i vyxe, no s pri-

meneniem funkcii (16). Sluqaæ ravenstva proverØetsØ neposredstvenno.

Predpoloßim, qto v usloviØh teoremy 11 vypolnØetsØ |P (z)| ≤ 1 , kogda z ∈ [−1, 1]. Iz neravenstva (21) v fftom sluqae sleduet, qto (|c_{n−1}| / n + |c_n|)^n ≤ (2|c_n|)^{n−1} . (22)

Kak vpervye zameqeno A. V. Olesovym, neravenstvo (20), primenœnnoe k funkcii F (w) iz lemmy 2.3 [1], daœt |c_{n−1}| + |c_n| ≤ 2^{n−1} . (23) Legko videt~, qto neravenstvo (23) slabee (22), no ono spravedlivo bez kakih libo ograniqeniæ na kritiqeskie toqki polinoma

P (z). Ranee V. A. Markovym bylo pokazano |c_{n−1}| / n + |c_n| ≤ 2^{n−1} s ravenstvom dlØ polinoma Qebyxeva T_n(z).

36 V. N. DUBININ

Teorema 12. V usloviØh predyduweæ teoremy spravedlivy nera-

venstva |c_n| ≥ ( |c_1| n )_{2n} 2^{3n−2} ( H(P ) − L(P ) )_{2n−1} , |c_1| ≤ n 2 ( H(P ) − L(P ) ) s ravenstvami dlØ polinoma Qebyxeva T_n(z) pri neqœtnom n.

Dokazatel~stvo. Pervoe neravenstvo vytekaet iz neravenstva

(19), gde neobhodimo poloßit~ x = 0. Vtoroe neravenstvo sleduet iz pervogo, esli vospol~zovat~sØ klassiqeskoæ ocenkoæ |c_n| ≤ 2^{n−2} ( H(P ) − L(P ) ) (δ(P ) ≤ 1). Sluqaæ ravenstva proverØetsØ neposredstvenno. Teorema dokazana.

Iz neravenstva (19) vytekaet takße sledstvie:

|P^0 (x)| ≤ n^2 M (P ) | |2^{1−n} c_n/M (P ) | |^{1/n} , x ∈ [−1, 1], gde M (P ) = max{|P (x)| : x ∈ [−1, 1]}. Pri dopolnitel~nom ograniqenii M(P ) = 1 i s privleqeniem neravenstva Turana [16] imeem drugu¸ ocenku |c_n|: |c_n| ≥ 2^{n−1} ( n^{−3/2}/6 )_n . Interesno bylo by znat~ toqnu¸ nißn¸¸ ocenku |c_n| v dannyh usloviØh, ne zavisØwu¸ ot drugih kofffficientov polinoma P (z). Literatura

1. V. N. Dubinin, Konformnye otobraßeniØ i neravenstva dlØ algebraiqeskih polinomov, Algebra i analiz 13, vyp. 5 (2001), 16–43.

2. R. Osserman, A sharp Schwarz inequality on the boundary, Proc. Amer. Math.

Soc. 128, No. 12 (2000), 3513–3517.

3. V. N. Dubinin, K neravenstvu Xvarca na granice dlØ regulØrnyh v kruge funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 286 (2002), 73–83.

4. A. ı. Solynin, Graniqnoe iskaßenie i ffkstremal~nye zadaqi v nekotoryh klassah odnolistnyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 204 (1993), 115–142.

KONFORMNYE OTOBRAȷENI˚ I NERAVENSTVA 37

5. V. N. Dubinin, Teoremy iskaßeniØ dlØ polinomov na okrußnosti, Mat.

sb. 191, No. 12 (2000), 51–60.

6. V. N. Dubinin, A. V. Olesov, O primenenii konformnyh otobraßeniæ k neravenstvam dlØ polinomov, Zap. nauqn. semin. POMI 286 (2002), 84–101.

7. S. N. Bernxteæn, Sobranie soqineniæ, t. I. KonstruktivnaØ teoriØ funkciæ (1905-1930), M., 1952.

8. V. I. Smirnov, N. A. Lebedev, KonstruktivnaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, M.-L., 1964.

9. V. I. Smirnov, Sur que’ques polynomes aux proprietes extremales , Zap.

Har~k. Mat. ob-va 4 (1928), 67–72.

10. M. A. Malik, M. C. Vong, Inequalities concerning the derivative of polynomials,

Rend. Circ. Mat. Palermo (2) 34 (1985), 422–426.

11. V. K. Jain, Generalization of certain well known inequalities for polynomials, Glas.

Mat. Ser. III 32(52) (1997), 45–51.

12. N. A. Lebedev, Nekotorye ocenki dlØ funkciæ, regulØrnyh i odnolistnyh v kruge, Vestn. LGU, No. 11, ser. mat., fiz. i himii, vyp. 4 (1955), 3–21.

13. N. A. Lebedev, Princip plowadeæ v teorii odnolistnyh funkciæ, M., 1975.

14. D. V. Prokhorov, Reachable set methods in extremal problems for univalent func-

tions, Saratov Univ., Saratov, 1993.

15. A. Vasil’ev, Moduli of families of curves for conformal and quasiconformal map-

pings, Lect. Notes in Math.: 1788 (2002).

16. P. Turan, Über die Ableitung von Polynomen, Compositio Math. 7 (1939), 89–95.

Postupilo 9 sentØbrØ 2003 g. Institut prikladnoæ matematiki, DVO RAN, Vladivostok

E-mail: dubinin@iam.dvo.ru