Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 302, 2003 g.

E. G. Goluzina

O MNOȷESTVE ZNAQENI` SISTEMY

{f(z_1), f(z_2), f(z_3)} V KLASSE TIPIQNO

VEWESTVENNYH FUNKCI`

Vvedenie

Pust~ T – klass funkciæ f(z) = z + a_2z^2 + ·, regulØrnyh i tipiqno vewestvennyh v kruge U = {z : |z| < 1}. DannaØ rabota prodolßaet issledovaniØ mnoßestv znaqeniæ sistem naqal~- nyh teælorovskih kofffficientov na klasse T [1–4], a takße na drugih klassah regulØrnyh v kruge funkciæ, dopuska¸wih integral~noe predstavlenie [5].

Kak izvestno, mnoßestvo znaqeniæ f(z_1) na klasse T bylo naædeno Rogozinskim v klassiqeskoæ rabote [1]. Mnoßestvo znaqeniæ sistemy {f(z_1), f(z_2)} na klasse T issledovano v [3, 4]. V [4] takße naædeno mnoßestvo znaqeniæ f(z_1) pri fiksirovannom f(z_2).

V nastoØweæ rabote daetsØ algebraiqeskaØ harakteristika mnoßestva znaqeniæ sistemy, ukazannoæ v zaglavii, na klasse T (pri l¸byh fiksirovannyh z_1, z_2 i z_3). Naædeno takße mnoßestvo znaqeniæ f(z_3) pri zadannyh f(z_1) i f(z_2). Kak i v [1–4], pri fftom ispol~zu¸tsØ kriteriæ razreximosti stepennoæ problemy momentov i teorema Markova–Lukaqa dlØ neotricatel~nyh algebraiqeskih mnogoqlenov.

§1. OboznaqeniØ i formulirovki rezul~tatov

1.1. Oboznaqim qerez D mnoßestvo znaqeniæ sistemy

I(f) = {f(z_1), f(z_2), f(z_3)}

na klasse T , gde z_j (j = 1, 2, 3) – razliqnye fiksirovannye toqki kruga U .

Rassmotrim qetyre sluqaØ: 5

6 E. G. GOLUZINA 1. Im zj ≠ 0, j = 1, 2, 3. 2. Im z_1 = 0, Im zj ≠ 0, j = 2, 3. 3. Im zj = 0, j = 1, 2, Im z_3 ≠ 0. 4. Im zj = 0, j = 1, 2, 3. (1)

V pervom sluqae poloßim

ζ(z) = z + 1 z , ζj = ζ(zj), wj = f(zj), ¶j = (ζ^2j − 4)wj, j = 1, 2, 3. Teorema 1. Pust~ Im zj ≠ 0, j = 1, 2, 3. Togda D est~ mnoßestvo

vseh toqek X = X(w_1, w_2, w_3) ∈ C^3 , v kotoryh neotricatel~na ffrmitova forma H_1(X) = H_1(w_1, w_2, w_3):

H_1(X) = 3∑ j=1 ( Im¶j Im ζj − 1 ) |Xj|^2 + 2 Re

[_3∑ j=2 ( ¶_1 − ¶_j ζ_1 − ζj − 1 ) X_1 Xj ] +

+2 Re [( ¶_2 − ¶_3 ζ_2 − ζ_3 − 1 ) X_2 X_3 ] + |Y_0|^2 + 3∑ j=1 Im wj Im ζj |Yj|^2+

+2 Re

[_3∑ j=1 wjY_0Y j ] +2 Re

[_3∑ j=2 wj − w_1 ζ_1 − ζj Y_1Y j ] +2 Re [ w_3 − w_2 ζ_2 − ζ_3

Y_2Y_3 ] . Oboznaqim ~D mnoßestvo znaqeniæ sistemy {f(z_1), f(z_2)} na klasse T . Kak pokazano v [4], mnoßestvo vnutrennih toqek ~D pri Im zj ≠ 0 (j = 1, 2) opredelØetsØ neravenstvami

Im¶_1 Im ζ_1 − 1 > 0, 2∏ j=1 ( Im ¶j Im ζj − 1 ) > | | | |1 − ¶_1 − ¶_2 ζ_1 − ζ_2 | | | | 2 ,

− Im w_1 Im ζ_1

− |w_1|^2 > 0, 2∏ j=1 ( Im wj Im ζj + |wj|^2 ) > | | | | w_2 − w_1 ζ_2 − ζ_1

+ w_1w_2 | | | | 2 , gde w_j = f(z_j ), j = 1, 2.

Pust~ ffti neravenstva vypolnØ¸tsØ pri w_j = w^{(0)}_j . Vvedem klass T_1 = {f ∈ T : f(zj ) = w^{(0)}j , j = 1, 2}.

O MNOȷESTVE ZNAQENI` SISTEMY ff (z_1); f (z_2); f (z_3)g 7

Pust~ D_1 = {f(z_3) : f ∈ T_1}, gde z_3 – zadannaØ toqka U, Im z_3 ≠ 0. Oboznaqim ajj(wj) = Im ¶j Im ζj − 1, j = 1, 2; a_{12}(w_1, w_2) =

¶_1 − ¶_2 ζ_1 − ζ_2

− 1;

s_{11}(w_1) = |ζ_3 − ζ_1|^2a_{11}(w_1), s_{33}(w_1) = Im(ζ_1 − ¶_1)/ Im ζ_3 + s_{11}(w_1)/(2 Im ζ_3)^2, s_{22}(w_1, w_2) = |ζ_3 − ζ_2|^2a_{22}(w_2) + |ζ_3 − ζ_1|^2a_{11}(w_1)− −2 Re [ (ζ_3 − ζ_1)(ζ_3 − ζ_2)a_{12}(w_1, w_2) ] , s_{12}(w_1, w_2) = (ζ_3 − ζ_1)(ζ_3 − ζ_2)a_{12}(w_1, w_2) − |ζ_3 − ζ_1|^2a_{11}(w_1),

s_{23}(w_1, w_2) = ζ_2 − ζ_1 + ¶_1 − ¶_2 + i 2 Im ζ_3 s_{12}(w_1, w_2).

Oboznaqim dalee, b_0j(wj) = wj(ζj − ζ_3) − 1, bjj(wj) = 1 − 1 Im ζj Im [ wj(ζj − ζ_3)(ζj − ζ_3) ] , bj_3(wj) = 1 + wj(ζ_3 − ζj), j = 1, 2;

b_{12}(w_1, w_2) = 1 + 1 ζ_1 − ζ_2 [ w_2(ζ_2 − ζ_3)(ζ_2 − ζ_3) − w_1(ζ_1 − ζ_3)(ζ_1 − ζ_3) ] ; σ_{12}(w_1, w_2) = b_{11}(w_1)b_{02}(w_2) − b_{01}(w_1)b_{12}(w_1, w_2), σ_{22}(w_1, w_2) = b_{11}(w_1)b_{22}(w_2) − |b_{12}(w_1, w_2)|^2, σ_{23}(w_1, w_2) = b_{11}(w_1)b_{23}(w_2) − b_{13}(w_1) b_{12}(w_1, w_2).

Sledstvie 1. Mnoßestvo D1 est~ pereseqenie dvuh krugov Ω1 i

Ω_2, gde Ωj = {w : |w − Oj| 6 Rj}, j = 1, 2, i O_1 = 1 ζ^2_3 − 4 [ ζ_3 − ζ_1 + w^{(0)}_1 (ζ^2_1 − 4) + i 2 Im ζ_3 s_{11}(w^{(0)}_1 )−

8 E. G. GOLUZINA − s_{12}(w^{(0)}_1 , w^{(0)}_2 ) s_{23}(w^{(0)}_1 , w^{(0)}_2 ) s_{22}(w^{(0)}_1 , w^{(0)}_2 ) ] ,

R_1 = 1 |ζ^2_3 − 4| [ s_{11}(w^{(0)}_1 ) − | |s_{12}(w^{(0)}_1 , w^{(0)}_2 ) | |^2

s_{22}(w^{(0)}_1 , w^{(0)}_2 )

]_1/_2 ×

× [ s_{33}(w^{(0)}_1 ) − | |s_{23}(w^{(0)}_1 , w^{(0)}_2 ) | |^2

s_{22}(w^{(0)}_1 , w^{(0)}_2 )

]_1/_2 ,

O_2 = −i 2 Im ζ_3 { 1 + 1 b_{11}(w^{(0)}_1 ) [ b_{01}(w^{(0)}_1 )b_{13}(w^{(0)}_1 )+

+ σ_{12}(w^{(0)}_1 , w^{(0)}_2 ) σ_{23}(w^{(0)}_1 , w^{(0)}_2 ) σ_{22}(w^{(0)}_1 , w^{(0)}_2 ) ]} ,

R_2 = 1 2| Im ζ_3| [ 1 − 1 b_{11}(w^{(0)}_1 ) (| |b_{01}(w^{(0)}_1 ) | |^2 + | σ_{12}(w^{(0)}_1 , w^{(0)}_2 ) |_2 σ_{22}(w^{(0)}_1 , w^{(0)}_2 )

)]_1/_2 ×

× [ 1 − 1 b_{11}(w^{(0)}_1 ) (| |b_{13}(w^{(0)}_1 ) | |^2 + | |σ_{23}(w^{(0)}_1 , w^{(0)}_2 ) | |^2 σ_{22}(w^{(0)}_1 , w^{(0)}_2 )

)]_1/_2 . 1.2. V sluqae z1 = r1, 0 < r1 < 1, Im zj ≠ 0, j = 2, 3, poloßim

ρ = r_1 + 1 r_1 , x_1 = f(r_1), wj = xj + iyj = f(zj ), xj, yj ∈ R, ζj = zj + 1 zj , j = 2, 3. Oboznaqim takße ω^(ε^)_1 (x_1) = (2 + ερ)x_1, ω^(ε^)j (wj) = (2 + εζj)wj, j = 2, 3;

a^(ε^)_{11} = a^(ε^)_{11} (x_1) = −ε + ω^(ε^)_1 (x_1),

a^(ε^)_1j = a^(ε^)_1j (x_1, wj) = ω^(ε^)_1 (x_1) − ω^(ε^)j (wj) ζj − ρ ,

a^(ε^)jj = a^(ε^)jj (x_1, wj) = 1 |ζj − ρ|^2 ω^(ε^)_1 (x_1) − 1 Im ζj Im ω^(ε^)j (wj) ρ − ζj , j = 2, 3;

O MNOȷESTVE ZNAQENI` SISTEMY ff (z_1); f (z_2); f (z_3)g 9

a^(ε^)_{23} = a^(ε^)_{23} (x_1, w_2, w_3) = ω^(ε^)_1 (x_1) (ζ_2 − ρ)(ζ_3 − ρ) +

+ ω^(ε^)_2 (w_2) (ρ − ζ_2)(ζ_3 − ζ_2) + ω^(ε^)_3 (w_3) (ρ − ζ_3)(ζ_2 − ζ_3) , ε = −1, 1. Teorema 2. Pust~ zj ≠ 0, j = 2, 3, z1 = r1 > 0. Togda D est~

mnoßestvo vseh toqek X = X(x_1, x_2, y_2, x_3, y_3) ∈ R^5, v kotoryh neotricatel~na ffrmitova forma H_2(X) = H_2(x_1, w_1, w_2):

H_2(X) = 3∑ j=1 a^(�^{1)}jj |Xj|^2 + 2 Re 3∑ j=2 a^(�^{1)}_1j X_1 Xj + 2 Re ( a^(�^{1)}_{23} X_2 X_3 ) +

+ 3∑ j=1 a^{(1)}jj |Yj|^2 + 2 Re 3∑ j=2 a^{(1)}_1j Y_1Yj + 2 Re ( a^{(1)}_{23} Y_2 Y_3 ) . Mnoßestvo vnutrennih toqek ~D pri z_1 = r_1 > 0, Im z_2 ≠ 0, opredelØetsØ neravenstvami

a^(ε^)_{11} (x_1) > 0, a^(ε^)_{11} (x_1)a^(ε^)_{22} (x_1, w_2) > | |a^(ε^)_{12} (x_1, w_2)) | |^2, ε = −1, 1, gde x_1 = f(r_1), w_2 = f(z_2).

Pust~ ffti neravenstva vypolnØ¸tsØ pri x_1 = x^{(0)}_1 , w_2 = w^{(0)}_2 . Vvedem klass T_2 = {f ∈ T : f(r_1) = x^{(0)}_1 , f(z_2) = w^{(0)}_2 }.

Pust~ D_2 = {f(z_3) : f ∈ T_2}, gde z_3 – zadannaØ toqka U , Im z_3 ≠ 0.

Poloßim

A^(ε^) = ω^(ε^)_1 (x^{(0)}_1 )(ρ − ζ_3) − ω^(ε^)_2 (w^{(0)}_2 )(ζ_2 − ζ_3) − ε(ρ − ζ_2),

B^(ε^) = ω^(ε^)_2 (w^{(0)}_2 ) (ζ_2 − ζ_3) − ω^(ε^)_1 (x^{(0)}_1 )(ρ − ζ_3) + ε(ρ − ζ_2),

C^(ε^) = |ρ − ζ_3|^2ω^(ε^)_1 (x^{(0)}_1 ) − |ζ_2 − ρ|^2ε + + 1 Im ζ_2 Im [ ω^(ε^)_2 (w^{(0)}_2 )(ζ_3 − ζ_2)(ζ_2 − ζ_3)(ρ − ζ_2) ] , ε = −1, 1.

10 E. G. GOLUZINA

Sledstvie 2. D2 = Ω^(�^{1)} ∩ Ω^{(1)}, gde

Ω^(ε^) = { w : | w − O^(ε^) | 6 R^{(ε)}}, ε = −1, 1, i O^(ε^) = i 2(2 + εζ_3) Im ζ_3 [ ω^(ε^)_1 (x^{(0)}_1 )(ζ_3 − ρ) + (ζ_3 − ρ) ( A(ε)B(ε) C^(ε^) − ε )] ,

R^(ε^) = |ρ − ζ_3| 2|2 + εζ_3| | Im ζ_3| [ ω^(ε^)_1 (x^{(0)}_1 ) − ε −

|A^(ε^)|^2 C^(ε^)

]_1/_2 ×

× [ ω^(ε^)_1 (x^{(0)}_1 ) − ε −

|B^(ε^)|^2 C^(ε^)

]_1/_2 . 1.3. V sluqae zj = rj, 0 < r2 < r1 < 1, j = 1, 2, z3 ∈ U , Im z3 ≠ 0,

poloßim ρj = rj + 1 rj , xj = f(rj), ζ_0 = z_3 + 1 z_3 , w_3 = x_3 + iy_3 = f(z_3), x_3, y_3 ∈ R;

ωj = xj(ρ^2j − 4), j = 1, 2, ω_3 = w_3(ζ^2_0 − 4). Oboznaqim dalee,

α_{11} = α_{11}(x_1, x_2) = −1 + 1 ρ_2 − ρ_1

(ω_2 − ω_1),

α_{22} = α_{22}(x_1, x_2) = 1 ρ_2 − ρ_1 ( ω_2 |ζ_0 − ρ_2|^2 − ω_1 |ζ_0 − ρ_1|^2 ) +

+ 1 Im ζ_0 Im [ ω_3 (ρ_1 − ζ_0)(ρ_2 − ζ_0) ] , β_{11} = β_{11}(x_1, x_2) = x_1 − x_2 ρ_2 − ρ_1 , β_{12} = β_{12}(x_1, x_2) = x_1ρ_1 − x_2ρ_2 2(ρ_2 − ρ_1) ,

β_{13} = β_{13}(x_1, x_2, w_3) = 1 ρ_2 − ρ_1 ( x_1 ζ_0 − ρ_1 − x_2 ζ_0 − ρ_2 ) + w_3 (ρ_1 − ζ_0)(ρ_2 − ζ_0) ,

O MNOȷESTVE ZNAQENI` SISTEMY ff (z_1); f (z_2); f (z_3)g 11

β_{22} = β_{22}(x_1, x_2) = 1 4 ( 1 + x_1ρ^2_1 − x_2ρ^2 ρ_2 − ρ_1 ) , β_{23} = β_{23}(x_1, x_2, w_3) = 1 2(ρ_2 − ρ_1) ( x_1ρ_1 ζ_0 − ρ_1 − x_2ρ_2 ζ_0 − ρ_2 ) + + ζ_0w_3 2(ρ_1 − ζ_0)(ρ_2 − ζ_0) , β_{33} = β_{33}(x_1, x_2, w_3) = 1 ρ_2 − ρ_1 ( x_1 |ζ_0 − ρ_1|^2 − x_2 |ζ_0 − ρ_2|^2 ) − − 1 Im ζ_0 Im [ w_3 (ρ_1 − ζ_0)(ρ_2 − ζ_0) ] . Teorema 3. Pust~ Im z3 ≠ 0, zj = rj, 0 < rj < 1, j = 1, 2, r1 > r2.

Togda D est~ mnoßestvo vseh toqek X = X(x_1, x_2, x_3, y_3) ∈ R^4, v kotoryh neotricatel~na ffrmitova forma H_3(X) = H_3(x_1, x_2, w_3):

H_3(X) = α_{11}|X_1|^2 + 2 Re(α_{12} X_1X_2) + α_{22}|X_2|^2 + 3∑ j=1 βjj|Yj|^2+ +2 Re(β_{12}Y_1Y_2) + 2 Re(β_{13}Y_1Y_3) + 2 Re(β_{23}Y_2Y_3).

Mnoßestvo vnutrennih toqek ~D pri z_j = r_j > 0, j = 1, 2, r_1 > r_2, opredelØ¸tsØ neravenstvami x_1 > x_2, x_2(ρ^2 − 4) − x_1(ρ^2_1 − 4) > ρ_2 − ρ_1, x_1 − x_2 − x_1x_2(ρ_2 − ρ_1) > 0, gde x_1 = f(r_1), x_2 = f(r_2) [3].

Pust~ ffti neravenstva vypolnØ¸tsØ pri x_1 = a, x_2 = b. Vvedem klass T_3 = { f ∈ T : f(r_1) = a, f(r_2) = b } , r_1 > r_2.

Poloßim D_3 = {f(z_3) : f ∈ T_3}, gde z_3 – zadannaØ toqka U , Im z_3 ≠ 0.

Sledstvie 3. D3 = Ω0_1 ∩ Ω0_2, gde

Ω0_{j = {w : |w − O}0_{j|} 6_R0_{j}, j = 1, 2,} i O0_{1 =}^{i(ρ}1^{− ζ}0^{)(ρ}2^{− ζ}0^)

2(4 − ζ^2_0 ) Im ζ_0 ×

12 E. G. GOLUZINA × { 1 + 1 ρ_2 − ρ_1 [ (4 − ρ^2_1)a(ρ_1 − ζ_0) ζ_0 − ρ_1 − (4 − ρ^2)b(ρ_2 − ζ_0) ζ_0 − ρ_2 ]} , R0_{1 =}^{|(ρ}1^{− ζ}0^{)(ρ}2^{− ζ}0^{)|}

2|4 − ζ^2_0 | | Im ζ_0| [ (4 − ρ^2_1)a − (4 − ρ^2)b ρ_2 − ρ_1 − 1 ] , O0_{2 =}^{i(ρ}1^{− ζ}0^{)(ρ}2^{− ζ}0^)

2(ρ_2 − ρ_1) Im ζ_0 { [a(ρ_1 − ζ_0) − b(ρ_2 − ζ_0)]^2 Δ −

− a(ζ_0 − ρ_1)

ζ_0 − ρ_1 + b(ζ_0 − ρ_2) ζ_0 − ρ_2 } , R0_{2 =}^{|(ρ}1^{− ζ}0^{)(ρ}2^{− ζ}0^{)|}

2(ρ_2 − ρ_1)| Im ζ_0| [ a − b − |b(ρ_2 − ζ_0) − a(ρ_1 − ζ_0)|^2 Δ ]

s Δ = ρ_2 − ρ_1 + a|ρ_1 − ζ_0|^2 − b|ρ_2 − ζ_0|^2.

1.4. Rassmotrim v zakl¸qenie sluqaæ zj = rj, 0 < rj < 1, j = 1, 2, 3. Poloßim ρj = rj + 1 rj , xj = f(rj),

cj,k,ε = (2 + ερi)ρkj (ρj_{+1} − ρj)(ρj_{+2} − ρj) , gde ρ_4 = ρ_1, ρ_5 = ρ_2, k = 0, 1, 2, ε = −1, 1; j = 1, 2, 3.

Teorema 4. Pust~ Im zj = 0, zj = rj, 0 < rj < 1. Togda D est~ mno-

ßestvo vseh toqek X = X(x_1, x_2, x_3) ∈ R^3, v kotoryh neotricatel~na vewestvennaØ kvadratiqnaØ forma H_4(X) = H_4(x_1, x_2, x_3):

H_4(X) =

[_3∑ j=1 (cj,_0,�_1 xj) ] β^2_0 +

[_3∑ j=1 (cj,_2,�_1 xj) + 1 ] β^2_1 +

+ 2 [_3∑ j=1 (cj,_1,�_1 xj) ] β_0β_1 +

[_3∑ j=1 (cj,_0,_1 xj) ] γ^2_0 +

+ 2 [_3∑ j=1 (cj,_1,_1 xj) ] γ_0γ_1 +

[_3∑ j=1 (cj,_2,_1 xj) − 1 ] γ^2_1 .

O MNOȷESTVE ZNAQENI` SISTEMY ff (z_1); f (z_2); f (z_3)g 13

§2. Dokazatel~stva

Dokazatel~stvo teorem 1–4.

DlØ klassa T izvestno integral~noe predstavlenie f(z) ∈ T ⇐⇒ f(z) = 1∫ �1 z(1 − 2tz + z^2)�^1dα(t), α ∈ M_1, (2)

gde M_1 – klass funkciæ α(t), neubyva¸wih na [−1, 1],^1 ∫ �1^{dα(t) = 1} . Iz (2) dlØ sistemy I(f) poluqaem predstavlenie f(zj ) = 1∫ �1 dα(t) ζj − 2t , α ∈ M_1, j = 1, 2, 3. (3)

Ispol~zuØ (3), netrudno pokazat~, qto D – vypukloe, ograniqennoe i zamknutoe mnoßestvo. Po teoreme [6, teorema 1.3, s. 86–87], dlØ togo qtoby imelo mesto predstavlenie (3), neobhodimo i dostatoqno, qtoby pri vypolnenii dlØ vseh t ∈ [−1, 1] neravenstva φ(t) ≡ Re [ δ_0 + 3∑ j=1 δj ζj − 2t ] ¿ 0, (4)

(gde δ_0 ≠ 0, δ_j, j = 1, 2, 3, – nekotorye kompleksnye qisla) vytekalo neravenstvo H ≡ Re [ δ_0 + 3∑ j=1 δjwj ] ¿ 0. (5)

V sluqae Im z_j ≠ 0, j = 1, 2, 3, zapixem (4) v vide φ(t) = A_6(t) 3∏ j=1 |ζj − 2t|^2 ¿ 0, −1 6 t 6 1, (6)

gde A_6(t) – algebraiqeskiæ mnogoqlen ot t xestoæ stepeni. Po teoreme Markova–Lukaqa, neotricatel~nyæ na [−1, 1] mnogoqlen A_6(t) predstavim v vide

A_6(t) = (1 − t^2)

(_2∑ k=0 βktk )_2 + (_3∑ k=0 γktk )_2 , (7)

14 E. G. GOLUZINA

gde β_k i γ_l (k = 0, 1, 2; l = 0, 1, 2, 3) – nekotorye vewestvennye qisla (sm. [6, s. 89]).

Podstavim (7) v levu¸ qast~ neravenstva (6) i zapixem φ(t) v vide

φ(t) = (1 − t^2) | | | | 3∑ j=1 Xj ζj − 2t | | | | 2 + | | | |Y^0 + 3∑ j=1 Yj ζj − 2t | | | | 2 , (8)

gde {X_k}^3_1 i {Y_l}^3_0 – nekotorye kompleksnye qisla, zavisØwie ot {βk}^2_0 i {γl}^3_0, sootvetstvenno.

Zametim, qto ime¸t mesto razloßeniØ

1 − t^2 (ζj − 2t)(ζk − 2t) = − 1 4 [ 1 + 1 ζk − ζj ( ζ^2j − 4 ζj − 2t − ζ^2k − 4 ζk − 2t )] , (9) 1 (ζj − 2t)(ζk − 2t) = 1 ζk − ζj [ 1 ζj − 2t − 1 ζk − 2t ] , j, k = 1, 2, 3. V silu usloviØ φ(t) ¿ 0 na promeßutke [−1, 1], iz (8) poluqaem, qto dlØ togo qtoby neravenstvo (4) vleklo za soboæ neravenstvo (5) neobhodimo i dostatoqno, qtoby pri proizvol~nom vybore z_j iz kruga U , Im z_j ≠ 0 (j = 1, 2, 3), byla neotricatel~na ffrmitova forma H_1. Teorema 1 dokazana.

V sluqae Im z_1 = 0, z_1 = r_1, zapixem (4) v vide φ(t) = A_5(t) |ζ_2 − 2t|^2|ζ_3 − 2t|^2(ρ − 2t) ¿

0, −1 6 t 6 1, (10)

gde A_5(t) – algebraiqeskiæ mnogoqlen pØtoæ stepeni.

Po teoreme Markova–Lukaqa, neotricatel~nyæ na otrezke [−1, 1] mnogoqlen A_5(t) moßno predstavit~ v vide

A_5(t) = (1 − t)

(_2∑ k=0 βktk )_2

+ (1 + t)

(_2∑ k=0 γktk )_2 , (11)

gde β_k i γ_k (k = 0, 1, 2; l = 0, 1, 2, 3) – nekotorye vewestvennye qisla (sm. [6, s. 89]).

Podstavim (11) v (10) i zapixem φ(t) v vide φ(t) = 1 − t ρ − 2t | | |X_1 + X^2 ζ_2 − 2t + X_3 ζ_3 − 2t | | |^2

+ 1 + t ρ − 2t | | | |Y^1 +

Y_2 ζ_2 − 2t + Y_3 ζ_3 − 2t | | | | 2 , (12)

O MNOȷESTVE ZNAQENI` SISTEMY ff (z_1); f (z_2); f (z_3)g 15

gde X_j, Y_j ∈ C , j = 1, 2, 3, i zavisØt sootvetstvenno ot β_k i γ_k (k = 0, 1, 2).

Zametim, qto 1 + εt ρ − 2t = − ε 2 + 2 + ερ 2(ρ − 2t) , 1 + εt (ρ − 2t)(ζj − 2t) = 1 2 [ 2 + ερ ρ − 2t − 2 + εζj ζj − 2t ] 1 ζj − ρ , 1 + εt (ρ − 2t)|ζj − 2t|^2 = 1 2 [ 2 + ερ (ρ − 2t)|ζj − ρ|^2 + +2 Re 2 + εζj (ρ − ζj)(ζj − ζj)(ζj − 2t) ] , j = 2, 3; 1 + εt (ρ − 2t)(ζ_2 − 2t)(ζ_3 − 2t) = 1 2 [ 2 + ερ (ζ_2 − ρ)(ζ_3 − ρ)(ρ − 2t) +

+ 2 + εζ_2 (ρ − ζ_2)(ζ_3 − ζ_2)(ζ_2 − 2t) + 2 + εζ_3 (ρ − ζ_3)(ζ_2 − ζ_3)(ζ_3 − 2t) ] . Sledovatel~no, poluqim, qto v sluqae, kogda Im z_1 = 0, a Im z_j ≠ 0, j = 2, 3, z_1 = r, dlØ togo qtoby imelo mesto predstavlenie (3) neobhodimo i dostatoqno, qtoby byla neotricatel~na ffrmitova forma H_2. Teorema 2 dokazana.

V sluqae Im z_j = 0, z_j = r_j, 0 < r_j < 1, j = 1, 2, r_1 > r_2, Im z_3 ≠ 0, zapixem (4) v vide φ(t) = A_4(t) (ρ_1 − 2t)(ρ_2 − 2t)|ζ_0 − 2t|^2 ¿

0, −1 6 t 6 1, (13)

Zdes~ A_4(t) – neotricatel~nyæ na [−1, 1] algebraiqeskiæ mnogoqlen qetvertoæ stepeni i ego moßno predstavit~ v vide

A_4(t) = (1 − t^2)(β_0 + β_1t)^2 + ( γ_0 + γ_1t + γ_2t^2

)_2 , (14) gde β_k, γ_l ∈ R, (k = 0, 1; l = 0, 1, 2).

Podstavim (14) v (13). Togda φ(t) moßno zapisat~ v vide φ(t) = 1 − t^2 (ρ_1 − 2t)(ρ_2 − 2t) | | |X_1 + X^2

ζ_0 − 2t | | |^2+

+ 1 (ρ_1 − 2t)(ρ_2 − 2t) | | | |Y^1 + Y^2t +

Y_3 ζ_0 − 2t | | | | 2 , (15)

16 E. G. GOLUZINA

gde X_1, X_2 i Y_1, Y_2, Y_3 – nekotorye kompleksnye qisla, zavisØwie sootvetstvenno ot β_0, β_1 i γ_0, γ_1, γ_2.

Takim obrazom poluqim, qto v tret~em sluqae v (1) dlØ togo, qtoby imelo mesto predstavlenie (3) neobhodimo i dostatoqno, qtoby pri proizvol~nom vybore r_1, r_2 0 < r_2 < r_1 < 1, i z_3 ∈ U , Im z_3 ≠ 0, byla neotricatel~na ffrmitova forma H_3. Teorema 3 dokazana.

V sluqae Im z_j = 0, j = 1, 2, 3, z_j = r_j, 0 < r_j < 1, imeem φ(t) = A_3(t) 3∏ j=1 (ρj − 2t) ¿ 0, −1 6 t 6 1, (16)

Zdes~ A_3(t) – neotricatel~nyæ na [−1, 1] mnogoqlen tret~eæ stepeni, kotoryæ predstavim v vide

A_3(t) = (1 − t)(β_0 + β_1t)^2 + (1 + t) ( γ_0 + γ_1t

)_2 , (17)

gde β_0, β_1, γ_0 i γ_1 ∈ R.

Zametim, qto (1 + εt)tk 3∏ j=1 (ρj − 2t) = 1 2k^{+1}

[_3∑ j=1 cj,k,ε 1 ρj − 2t − ε k(k − 1) 2 ] , k = 0, 1, 2.

Sledovatel~no, v qetvertom sluqae v (1) dlØ togo, qtoby iz (4) vytekalo (5) neobhodimo i dostatoqno, qtoby byla neotricatel~na vewestvennaØ kvadratiqnaØ forma H_4. Teorema 4 dokaza- na. Dokazatel~stvo sledstviæ 1–3.

Pust~ w_j ∈ C , w_j = x_j + iy_j, j = 1, 2, 3. Kaßdoæ toqke X = X(w_1, w_2, w_3) ∈ R^6 sopostavim ffrmitovu formu H_1(X), kaßdoæ toqke X = X(x_1, w_2, w_3) ∈ R^5 – ffrmitovu formu H_2(X) i kaßdoæ toqke X = X(x_1, x_2, w_3) ∈ R^4 – ffrmitovu formu H_3(X).

Lemma. 1. Toqka X = X(w1, w2, w3) ∈ R^n, n = 4, 5, 6, togda i tol~-

ko togda ØvlØetsØ vnutrenneæ toqkoæ mnoßestva D, kogda forma H_7�n(X) poloßitel~no opredelena.

2. Toqka X ∈ D togda i tol~ko togda ØvlØetsØ graniqnoæ toqkoæ mnoßestva D, kogda |C_7�n(X)| = 0, gde Cl(X) – matrica formy Hl(X), |Cl(X)| – ee opredelitel~, l = 1, 2, 3.

O MNOȷESTVE ZNAQENI` SISTEMY ff (z_1); f (z_2); f (z_3)g 17

Dokazatel~stvo fftoæ lemmy analogiqno dokazatel~stvu lemmy 1 v [2] i my ego opuskaem.

Poloßitel~naØ opredelennost~ ffrmitovoæ formy H_l(X), l = 1, 2, 3, ravnosil~na poloßitel~nosti posledovatel~nyh glavnyh minorov matricy C_l(X), l = 1, 2, 3 [7, s. 300]. PreobrazuØ ffti matricy, poluqaem sledstviØ 1–3.

Literatura

1. W. Rogosinski, Über positive harmonische Entwicklungen und typisch-reelle Potenzreihen, Math. Z. 35, No. 1 (1932), 93–121.

2. E. G. Goluzina, Ob oblastØh znaqeniæ nekotoryh sistem funkcionalov v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Vestn. LGU, No. 7, ser. mat., meh., i astr., vyp. 2 (1965), 45–63.

3. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ odnoæ sistemy funkcionalov v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 226 (1996), 69–79.

4. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ sistem ff (z_1); f^0(z_1)g i ff (z_1),

f (z2)g v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. PO-

MI 254 (1998), 65–75.

5. V. A. Adreeva, N. A. Lebedev, A. V. Stovbun, Ob oblastØh znaqeniæ nekotoryh sistem funkcionalov v nekotoryh klassah regulØrnyh funkciæ, Vestn. LGU, No. 7, ser. mat., meh., i astr., vyp. 2 (1961), 8–22.

6. M. G. Kreæn, A. A. Nudel~man, Problema momentov Markova i ffkstremal~nye zadaqi, M., 1973.

7. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric, 3-e izd., M., 1967.

Postupilo 3 oktØbrØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:goluzina@pdmi.ras.ru