Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 301, 2003 g.

A. V. Golovaxkin, V. M. Maksimov

ALGEBRY KOSYH POLINOMOV, POROȷDAEMYE KVADRATIQNYMI ODNORODNYMI SOOTNOXENI˚MI

Vvedenie

Rassmatriva¸tsØ algebry Q(α, β, γ) ot dvuh obrazu¸wih a i b, poroßdennye kvadratiqnym sootnoxeniem

ba = αa^2 + βba + γb^2, (1)

gde kofffficienty α, β, γ prinadleßat proizvol~nomu pol¸ F harakteristiki 0.

Issledu¸tsØ usloviØ na α, β i γ, pri kotoryh takaØ algebra imeet bazis vida {a^mb^n}, m, n = 0, 1, 2, . . ., nazyvaemyæ bazisom Puankare–Birkgofa–Vitta (PBV).

Algebry, v kotoryh obrazu¸wie svØzany kvadratiqnymi sootnoxeniØmi, igra¸t bol~xu¸ rol~ v analize i matematiqeskoæ fizike. Naprimer, algebry Klifforda, VeælØ–Geæzenberga, SklØnina i drugie (sm. [1–7]).

V sluqae bazisa PBV takie algebry mogut byt~ predstavleny algebroæ kosyh polinomov ot obrazu¸weæ b nad kol~com obyqnyh polinomov F [a]. Ona opredelØetsØ kommutaciØmi

bp(a) = Ψ_0(p(a)) + Ψ_1(p(a))b + . . .

dlØ l¸bogo polinoma p(a) ∈ F [a], gde Ψ_k(·), k = 0, 1, 2, . . ., — nekotorye odnoznaqno opredelennye operatory na F [a]. Zdes~ summy koneqny dlØ kaßdogo polinoma p(a).

OsnovnaØ ideØ takogo predstavleniØ sostoit v vozmoßnosti Øvnogo nahoßdeniØ usloviæ suwestvovaniØ operatorov Ψ_k, opredelØ¸wih kvadratiqnu¸ algebru Q(α, β, γ), qto ffkvivalentno suwestvovani¸ bazisa PBV dlØ fftoæ algebry.

Ob fftih algebrah izvestno dostatoqno mnogo. V qastnosti, vyqislen rØd Puankare dlØ kvadratiqnyh algebr s proizvol~- nym qislom obrazu¸wih, sm., naprimer, [8]. 144

ALGEBRY KOSYH POLINOMOV 145 V rabote A. M. Verxika [9] ukazano, qto esli F – pole kompleksnyh qisel, to pri perehode k novym obrazu¸wim x i y, lineæno zavisØwim ot a i b, sootnoxenie (1) moßno privesti k odnomu iz sledu¸wih vidov:

1) [x, y] = ω(x^2 + y^2),

2) [x, y] = x^2,

3) x^2 + y^2 = 0,

4) x^2 = 0, (2)

gde ω – nekotoryæ fflement polØ kompleksnyh qisel.

V rabote [9] pokazano, qto v sluqae 1) uslovie cos (n arctan ω)

≠ 0, n = 2, · · ·, ØvlØetsØ neobhodimym i dostatoqnym dlØ suwe-

stvovaniØ bazisa PBV algebry Q(α, β, γ).

Privedem kratkoe soderßanie raboty.

V razdele 1 podrobno opisana ideØ predstavleniØ algebry kosymi polinomami i na ee osnove rassmotreny nekotorye qastnye sluqai.

V razdele 2 naædeny algebraiqeskie uravneniØ dlØ operatorov Ψ_k i dany usloviØ ih odnoznaqnogo rexeniØ.

V razdele 3 dano neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie suwestvovaniØ bazy {a^mb^n} pri αγ + β ≠ 0. V sluqae, kogda F – pole kompleksnyh qisel, ffti usloviØ okazyva¸tsØ ffkvivalentnymi usloviØm A. M. Verxika.

V razdele 4 dany algebraiqeskie vyraßeniØ operatorov Ψ_k,

k ≥ 2, qerez operatory Ψ_0 i Ψ_1.

V razdele 5 issleduetsØ sluqaæ αγ +β = 0. Pokazano, qto esli

β ≠ 0, β ≠ −1, to Q(α, β, γ) imeet bazis PBV. Krome togo, pri β = −1 pokazano, qto fflementy {a^mb^n}, m, n = 0, 1, 2, . . ., lineæno

nezavisimy, no bazisa algebry Q(α, β, γ) oni ne obrazu¸t.

Kratkoe izloßenie rezul~tatov raboty dano v [10].

1. Osnovnye opredeleniØ. Sluqaæ αγ = 0 1. Principial~no vozmoßny tri tipa algebr, poroßdaemyh (1):

1) Algebry, v kotoryh odnoqleny {a^mb^n}, m, n = 0, 1, 2, . . ., obrazu¸t lineænyæ bazis, t.e. bazis PBV.

146 A. V. GOLOVAXKIN, V. M. MAKSIMOV

2) Algebry, v kotoryh odnoqleny {a^mb^n}, m, n = 0, 1, 2, . . ., lineæno zavisimy. Naprimer, algebra, opredelØemaØ sootnoxeniem ba = a^2 + ab + b^2.

Deæstvitel~no, umnoßim ffto sootnoxenie sleva na b, a potom sprava na a i sloßim levye i pravye qasti poluqennyh ravenstv. Posle oqevidnyh sokraweniæ imeem a^3 +aba+bab+b^3 = 0. ZamenØØ zdes~ ba ravnym emu vyraßeniem a^2 + ab + b^2, poluqim

2a^3 + 2a^2b + 2ab^2 + b^3 = 0. Moßno ukazat~ i drugie podobnye primery.

3) Algebry, v kotoryh odnoqleny {a^mb^n}, m, n = 0, 1, 2, . . ., lineæno nezavisimy, no bazisa ne obrazu¸t. V razdele 5 budet pokazano, qto fftot sluqaæ vozmoßen, naprimer, pri sootnoxenii

ba = a^2 − ab + b^2.

2. Sluqaæ, kogda odnoqleny {a^mb^n} obrazu¸t bazis, predstavlØet dlØ nas osnovnoæ interes. V fftom sluqae algebra opredelØetsØ strukturnymi konstantami, voznika¸wimi pri razloßenii po bazisu {a^mb^n} proizvedeniæ (a^kb^r)(a^lb^s). Odnako, okazyvaetsØ, qto zdes~ udobnee ispol~zovat~ ne strukturnye konstanty, a special~nye lineænye otobraßeniØ kol~ca polinomov F [a].

Deæstvitel~no, tak kak odnoqleny {a^mb^n} obrazu¸t bazis, to dlØ l¸boæ stepeni a^n ∈ F [a] imeem odnoznaqnoe razloßenie

ba^n = Ψ_{0,n}(a) + Ψ_{1,n}(a)b + ... + Ψ_{m(n),m}(a)b^{m(n)}, (3)

gde Ψ_{k,n}(a) – nekotorye polinomy iz F [a]. Pofftomu dlØ kaßdogo

k = 0, 1, ... moßno opredelit~ lineænoe otobraßenie Ψ_k kol~ca F [a] v F [a]:

Ψ_k(a^n) = Ψ_{k,n}(a). (4)

DlØ udobstva poloßim a^0 = b^0 = 1, gde 1 – edinica polØ kofffficientov F . Togda ba^0 = b · 1 = 1 · b + 0 · b^2 + ..., pofftomu iz (3) imeem

Ψ_0(1) = 0, Ψ_1(1) = 1, Ψ_k(1) = 0, k = 2, 3, ... . (5)

Togda dlØ l¸bogo p(a) ∈ F [a] imeet mesto odnoznaqnoe razloßenie

bp(a) = Ψ_0(p(a)) + Ψ_1(p(a))b + ... + Ψ_{m(p(a))}(p(a))b^{m(p(a))}. (6) Tak kak b^np(a) = b(b^{n−1}p(a)) = ... = b(b(...b(bp(a))...)), to zna- qeniØ operatorov Ψ_k, k = 0, 1, ..., odnoznaqno opredelØ¸t algebru kosyh polinomov, poroßdaemu¸ (1), v sluqae, kogda {a^mb^n},

m, n = 0, 1, 2, . . . , obrazu¸t lineænyæ bazis.

ALGEBRY KOSYH POLINOMOV 147 Obwiæ sluqaæ algebry kosyh polinomov s obrazu¸weæ τ nad kol~com K takße opredelØetsØ nekotorymi lineænymi operatorami Ψ_k kol~ca K v sebØ, pri kotoryh dlØ vseh α ∈ K imeet mesto odnoznaqnoe predstavlenie

τ α = Ψ_0(α) + Ψ_1(α)τ + ... + Ψ_{m(α)}τ^{m(α)}. (7)

V qastnosti, esli K – kol~co s odnoæ obrazu¸weæ, to algebra kosyh polinomov imeet bazis PBV.

V sluqae, kogda imeetsØ beskoneqnoe qislo nenulevyh operatorov Ψ_k, my govorim, qto algebra kosyh polinomov imeet beskoneqnyæ porØdok. Esli dlØ nekotorogo m_0 < ∞, vse m(α) 6 m_0 i dlØ nekotorogo α_0 vypolneno m(α_0) = m_0, to budem govorit~, qto algebra kosyh polinomov imeet porØdok m_0. Esli m_0 = 1, to takaØ algebra ØvlØetsØ algebroæ klassiqeskih kosyh polinomov Ore [11].

Sleduet osobo podqerknut~, qto algebry kosyh polinomov (sm. [12, 13]) rassmatriva¸tsØ pri uslovii, qto Ψ_0 = 0, v to vremØ kak v algebrah, opredelØemyh (1), imeem Ψ_0(a) = αa^2. Sledovatel~no, pri α ≠ 0 poluqaem Ψ_0 ≠ 0. Takim obrazom, obwie svoæstva algebr, poroßdaemyh (1), pri α ≠ 0, voobwe govorØ, ne ØvlØ¸tsØ sledstviem svoæstv algebr kosyh polinomov pri

Ψ_0 = 0.

Associativnost~ i odnoznaqnost~ predstavleniØ (7) nakladyva¸t na mnoßestvo operatorov {Ψ_k}, k = 0, 1, 2, ..., usloviØ soglasovannosti, kotorye ØvlØ¸tsØ neobhodimymi i dostatoqnymi dlØ zadaniØ algebry kosyh polinomov s odnoæ obrazu¸weæ i kommutacieæ (7) nad kol~com kofffficientov K (sm. [14, 15]).

V razdele 3 formuly (40) i (41) da¸t adaptirovannye k naxemu sluqa¸ usloviØ soglasovannosti. Tak kak v fftom sluqae kol~co kofffficientov K est~ kol~co F [a], to ffti usloviØ soglasovannosti stanovØtsØ usloviem suwestvovaniØ bazisa PBV. Takoæ podhod k nahoßdeni¸ usloviæ suwestvovaniØ bazisa PBV ØvlØetsØ glavnym v naxeæ rabote.

3. Rassmotrim dva qastnyh sluqaØ (1), dlØ kotoryh imeetsØ bazis PBV i legko nahodØtsØ operatory Ψ_k. �to sluqai

α = 0, γ ≠ 0 ili α ≠ 0, γ = 0. V pervom sluqae uravnenie (1)

148 A. V. GOLOVAXKIN, V. M. MAKSIMOV privoditsØ k vidu ba = βab + γb^2. PolagaØ a_1 = a, b_1 = γb, polu- qim b_1a_1 = βa_1b_1 + b^2_1. (8)

Vo vtorom sluqae poluqim

b_1a_1 = βa_1b_1 + a^2_1, (9)

gde b_1 = b, a_1 = αa.

Algebry, poroßdaemye (8) i (9), ime¸t operatornye predstavleniØ, estestvenno voznika¸wie v analize (sm. [3–7]). My budem rassmatrivat~ operatory, opredelennye na kol~ce polinomov F [a].

Oboznaqim qerez X operator umnoßeniØ polinoma f(a) na peremennu¸ a, t.e. poloßim Xf(a) = af(a). Pust~ D – operator obyqnogo differencirovaniØ, t.e. Da^n = na^{n−1}, a D_q – operator

q-differencirovaniØ: D_q f(a) = f(a) − f(qa)a − qa dlØ l¸bogo q ∈ F .

Pri q = 1 imeem D_1 = D, a pri q = 0 operator D_0 = D̄ est~ operator razdelennoæ raznosti: D̄f(a) = (f(a) − f(0))/a. Vvedem ewe operator integrirovaniØ J: Ja^n = 1n + 1 a^{n+1}, i opera-

tor q-integrirovaniØ J_q: J_qa^n = 1 − q 1 − q^{n+1} a^{n+1}. Oboznaqim qerez

V_0 operator znaqeniØ v nule (operator Diraka), t.e. poloßim V_0f(a) = f(0), i qerez E — ediniqnyæ operator (toßdestvennoe

otobraßenie).

Meßdu fftimi operatorami ime¸tsØ sledu¸wie sootnoxeniØ, kotorye legko proverØ¸tsØ na bazisnyh polinomah {a^n}:

D̄X = E, XD̄ = E − V_0, D_q J_q = E, J_q D_q = E − V_0, D_q X − qXD_q = E (q-sootnoxenie VeælØ). Krome togo, imeem sootnoxeniØ D̄D_q =

qD_qD̄ + D̄^2 i XJ_q = qJ_q X + J^2_q , kotorye ØvlØ¸tsØ toqnymi pred-

stavleniØmi (8) i (9) sootvetstvenno. Pri q = 1 poluqaem sootnoxenie VeælØ DX − XD = E i ffkvivalentnye emu sootnoxeniØ D̄D − DD̄ = D̄2, XJ − JX = J 2. �lementarno pokazyvaetsØ, qto kaßdoe iz mnoßestv operato- rov {X^mD^n_q }, m, n = 0, 1, 2, . . ., ili {D^m_q X^n}, m, n = 0, 1, 2, . . ., ØvlØetsØ lineænym bazisom algebry, poroßdaemoæ operatorami X i D_q . Analogiqno, mnoßestva operatorov {X^mJ^n_q } ili {J^m_q X^n} ({D̄^mD^n} ili {D^mD̄^n}), m, n = 0, 1, 2, . . ., ØvlØ¸tsØ lineænymi

ALGEBRY KOSYH POLINOMOV 149 bazisami algebr, poroßdennyh operatorami X i J_q (D i D̄). Ots¸da sleduet, qto mnoßestva {a^mb^n} ili {b^ma^n}, m, n = 0, 1, 2, . . ., ØvlØ¸tsØ bazisami algebry (1) pri α = 0, γ ≠ 0 ili α ≠ 0, γ = 0.

4. Rassmotrim sluqaæ α = 0. Togda (1) prinimaet vid ba = βab + γb^2. Vopros, ØvlØ¸tsØ li algebry, poroßdaemye (8) ili (9), algebrami kosyh polinomov, moßno rexit~ takße s pomow~¸ zadaniØ predstavleniØ (7). DlØ fftogo vyqislim b^na. Imeem b^2a =

β(ba)b + γb^3 = β(βab + γb^2)b + γb^3 = β^2ab^2 + γ(1 + β)b^3. Pofftomu po

indukcii poluqaem

b^na = β^nab^n + γ(1 + β + ... + β^{n−1})b^{n+1} = β^nab^n + γ β^n − 1 β − 1 b^{n+1}. UmnoßaØ posledovatel~no vyraßenie dlØ ba sprava na a i ispol~zuØ privedennoe vyxe vyraßenie dlØ b^na, induktivno poluqim ba^n = β^na^nb + γβ^{n−1} β^n − 1 β − 1 a^{n−1}b^2 + γ^2β^{n−2} β^n − 1 β − 1 · β^{n−1} − 1 β − 1 a^{n−2}b^3 + ... + +γ^{n−1}β β^n − 1 β − 1 · β^{n−1} − 1 β − 1 · ... · β^2 − 1 β − 1 ab^n +γ^n β^n − 1 β − 1 · β^2 − 1 β − 1 · β − 1 β − 1 b^{n+1}. (10)

Togda sootnoxenie (10), soglasno (3) i (6), opredelØet operatory Ψ_0 = 0, Ψ_1(a^n) = β^na^n, Ψ_2(a^n) = Ψ_1γD_β (a^n), Ψ_3(a^n) =

Ψ_1γ^2D_β^2(a^n), . . . , to est~

Ψ_k = Ψ_1γ^{k−1}D^{k−1}_β , k = 1, 2, . . . . (11)

No dlØ fftih operatorov sootnoxenie soglasovannosti (sm. p. 2) legko proverØetsØ. Sledovatel~no, algebry, poroßdaemye (8) i (9), ØvlØ¸tsØ algebrami kosyh polinomov s bazisom {a^mb^n}, m, n = 0, 1, 2, . . .. Zametim, qto formuly (11) ØvlØ¸tsØ qastnym sluqaem teoremy 6 iz [16], tak kak β-differencirovanie D_β ØvlØetsØ lokal~no-nil~potentnym operatorom na F [a].

150 A. V. GOLOVAXKIN, V. M. MAKSIMOV

S drugoæ storony, esli α = 0, β ≠ 0, to uravnenie (1) moßno rassmotret~ v vide ab = 1 β ba − γ β b^2. (12)

V fftom sluqae po indukcii poluqim

ab^n = ( 1 β b)^na − γ β (1 + 1 β + ... + 1 β^{n−1} )b^{n+1}. (13)

Esli φ – operator, zadannyæ na F [b]: φ(b^n) = (^b_β )^n, a Ψ – operator, zadannyæ na F [b]: Ψ(b^n) = −^γ_β (1 +^1_β + ... +^1_{βn}�_1 )b^{n+1}, to legko videt~, qto φ est~ avtomorfizm podobiØ, a Ψ est~ φdifferencirovanie. Pofftomu algebru, poroßdaemu¸ (12), moßno rassmatrivat~ kak algebru kosyh polinomov Ore s obrazu- ¸weæ a nad kol~com polinomov F [b]. Takim obrazom, odnoqleny

{b^ma^n}, n, m = 0, 1, 2, ..., takße ØvlØ¸tsØ bazisom algebry, poro-

ßdaemoæ (12).

5. Sluqai, kogda dva kofffficienta iz α, β, γ ravny nul¸, svodØtsØ k sledu¸wim:

1) ba = αa^2, 2) ba = γb^2, 3) ba = βab. (14) Pervye dva sootnoxeniØ zamenoæ c = αa i d = γb svodØtsØ k sluqaØm 1^′) bc = c^2 i 2^′) da = d^2. Na osnovanii Brilliantovoæ lemmy (sm. [8]), algebry, poroßdaemye 1^′) i 2^′), ime¸t bazisy

{c^mb^n} i {a^md^n}, m, n = 0, 1, 2, . . ., sootvetstvenno. Pofftomu al-

gebry, poroßdaemye sootnoxeniØmi 1) i 2) v (14), ime¸t bazis

{a^mb^n}, t.e. bazis PBV. Algebra, poroßdaemaØ sootnoxeniem 3)

v (14), est~, oqevidno, algebra kosyh polinomov Ore s avtomorfizmom podobiØ φ i nulevym differencirovaniem.

Krome togo, vo vseh treh sluqaØh (14) legko nahodØtsØ operatory Ψ_k, k = 0, 1, 2, . . .. Iz ba = αa^2 imeem ba^n = αa^{n+1}. Sledovatel~no, Ψ_0 = αX, Ψ_1 = Ψ_2 = · · · = 0. Iz ba = γb^2 imeem

ba^n = γ^nb^{n+1}. Sledovatel~no, Ψ_{n+1}(a^n) = γ^n, Ψ_{n+1}(a^m) = 0, esli m ≠ n. Pofftomu Ψ_0 = 0, Ψ_{n+1} = γ^nV_0D̄^n. V sluqae ba = βab imeem ba^n = (βa)^nb. Pofftomu Ψ_k = 0 pri k ≠ 1, Ψ_1 = φ, gde φ – operator

podobiØ: φ(a^n) = (βa)^n.

6. V sluqae α = β = γ = 0 imeem ba = 0. Togda iz Brilliantovoæ lemmy (sm. [8]) sleduet, qto {a^mb^n}, m, n = 0, 1, 2, . . ., est~

ALGEBRY KOSYH POLINOMOV 151 bazis algebry, poroßdaemoæ sootnoxeniem ba = 0. S drugoæ storony, iz ba = 0 sleduet ba^k = 0. Sledovatel~no, operatory Ψ_k, opredelØemye fftoæ algebroæ, ØvlØ¸tsØ nulevymi. Pofftomu oni udovletvorØ¸t uravneni¸ soglasovannosti, a iz soglasovannosti takße sleduet, qto {a^mb^n}, m, n = 0, 1, 2, . . ., est~ bazis PBV.

Na osnovanii punktov 4 i 5 poluqaem sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 1. Algebra, opredelØemaØ (1), pri uslovii αγ = 0

ØvlØetsØ algebroæ kosyh polinomov nad F [a] i imeet bazis {a^mb^n}, m, n = 0, 1, 2, . . ., bazis PBV.

Pofftomu v dal~neæxem my budem rassmatrivat~ sootnoxenie (1) tol~ko pri uslovii αγ ≠ 0.

2. Algebraiqeskie uravneniØ, opredelØemye operatorami Ψ0, Ψ1, .... Osnovnye lemmy 1. Rassmotrim operatory Ψ0, Ψ1, Ψ2, ... na kol~ce F [a], opredelennye v razdele 1. Induktivno opredelØ¸tsØ lineænye otobraßeniØ Ψ^{(k)}n , k = 2, 3, ...; n = 0, 1, 2, ..., na F [a], dlØ kotoryh

b^kp(a) = Ψ^{(k)}_0 (p(a)) + Ψ^{(k)}_1 (p(a))b + ... . (15)

PolagaØ, qto Ψ^{(1)}n = Ψ_n, imeem

b^{k+1}p(a) = Ψ^{(k+1)}_0 (p(a)) + Ψ^{(k+1)}_1 (p(a))b + ... = b(b^kp(a))

= {b[Ψ^{(k)}_0 (p(a))]} + {b[Ψ^{(k)}_1 (p(a))]}b + ... . (16)

Obwie sootnoxeniØ meßdu operatorami Ψ^{(k)}n byli ukazany v [12], [14] i [15]. V dannom razdele dlØ nas vaßno, qto

Ψ^{(2)}_0 = Ψ_0^2, Ψ^{(2)}_k = Ψ_0Ψ_k + Ψ_1Ψ_{k−1} + ... + Ψ_kΨ_0. (17)

�ti ravenstva sledu¸t iz (16) (k = 1) i odnoznaqnosti razloßeniØ (15) po stepenØm b.

Lemma 1. Lineænye operatory Ψ0, Ψ1, Ψ2, ... na F [a] udovletvorØ-

152 A. V. GOLOVAXKIN, V. M. MAKSIMOV ¸t beskoneqnomu qislu uravneniæ: 0) Ψ_0X = αX^2 + βXΨ_0 + γΨ^{(2)}_0 , 1) Ψ_1X = βXΨ_1 + γΨ^{(2)}_1 , . . . k) Ψ_kX = βXΨ_k + γΨ^{(2)}_k , . . . (18)

Dokazatel~stvo. Umnoßiv (1) sprava na a^n, n = 0, 1, 2, ... , polu- qim ba^{n+1} = αa^{n+2} + βa(ba^n) + γb^2a^n. (19)

Togda, soglasno (15), imeem

ba^{n+1} = Ψ_0(a^{n+1}) + Ψ_1(a^{n+1})b + ... ,

ba^n = Ψ_0(a^n) + Ψ_1(a^n)b + ... , b^2a^n = Ψ^{(2)}_0 (a^n) + Ψ^{(2)}_1 (a^n)b + ... .

(20)

PodstavlØØ (20) v (19) i sravnivaØ kofffficienty pri b^k, k =

0, 1, ..., imeem Ψ_0(a^{n+1}) = αa^{n+2} + βaΨ_0(a^n) + γΨ^{(2)}_0 (a^n), Ψ_1(a^{n+1}) = βaΨ_1(a^n) + γΨ^{(2)}_1 (a^n), . . . . . . Ψ_k(a^{n+1}) = βaΨ_k(a^n) + γΨ^{(2)}_k (a^n), . . . . . . (21)

V silu opredeleniØ operatora X (p. 3 razdela 1) imeem

Ψ_k(a^{n+1}) = Ψ_kX(a^n), aΨ_k(a^n) = XΨ_k (a^n) i αa^{n+2} = αX^2(a^n). Sdelav taku¸ zamenu v (21), poluqim

Ψ_0X(a^n) = αX^2(a^n) + βXΨ_0 (a^n) + γΨ^{(2)}_0 (a^n), Ψ_kX(a^n) = βXΨ_k (a^n) + γΨ^{(2)}_k (a^n), k = 1, 2, ... .

(22)

Tak kak {a^n}, n = 0, 1, ..., obrazu¸t bazis F [a], to uravneniØ (22) ffkvivalentny (18).

2. UravneniØ (18) moßno rassmatrivat~ nezavisimo ot (1). Esli dopolnit~ (18) usloviØmi (5), to v fftom sluqae my budem

ALGEBRY KOSYH POLINOMOV 153 nazyvat~ ih naqal~nymi usloviØmi, soglasovannymi s uravneniem (1).

V dal~neæxem bol~xu¸ rol~ v issledovanii algebr, opredelØemyh sootnoxeniem (1), igraet matrica ( β α −γ 1 ) , kotoru¸ my budem nazyvat~ soprovoßda¸weæ matriceæ dlØ sootnoxeniØ (1).

Predloßenie 2. Pust~ pravyæ nißniæ fflement matricy ( β α −γ 1 )_n dlØ vseh n = 1, 2, ... otliqen ot nulØ. Togda beskoneqnaØ

sistema uravneniæ (18) otnositel~no operatorov Ψ_0, Ψ_1, Ψ_2, ... imeet edinstvennoe rexenie pri naqal~nyh usloviØh (5). Pri fftom operatory Ψ_k, opredelennye na F [a], budut imet~ vid Ψ_{m+1}(a^n) = Ψ̃^n_{m+1}a^{n−m}, esli −1 6 m 6 n, Ψ_{m+1}(a^n) = 0, esli m > n, gde Ψ̃^i_j – fflementy polØ F .

Preßde qem pristupit~ k dokazatel~stvu predloßeniØ 2, oboznaqim ( β α −γ 1 )_m = ( ∗ d_m ∗ c_m ) (dlØ nas levyæ stolbec ne vaßen). Oqevidno, qto

d_{m+1} = βd_m + αc_m, c_{m+1} = −γd_m + c_m, c_0 = 1, d_0 = 0. (23)

Rassmotrim takße rekurrentnye uravneniØ dlØ neizvestnyh y_m, m = 0, 1, ...: (1 − γy_m )y_{m+1} = α + βy_m , y_0 = 0. (24)

Lemma 2. Pust~ pervye ck, k 6 n, otliqny ot nulØ. Togda iz

uravneniæ (24) opredelØ¸tsØ y_m, 1 6 m < n, gde

y_m = d_m/c_m, 1 − γy_m = c_{m+1}/c_m ≠ 0. (25)

Dokazatel~stvo. DlØ m = 0 iz (23), (24) imeem y1 = α, c1 = 1,

d_1 = α, c_2 = 1−αγ, to est~ formula (25) spravedliva pri m = 0, 1.

Predpoloßim po indukcii, qto (25) spravedliva dlØ vseh

k 6 m < n. ZamenØØ ym na dm/cm i uqityvaØ (23), poluqim

1 − γy_m = 1 − γ(d_m/c_m) = = (c_m − γd_m)/c_m = c_{m+1}/c_m ≠ 0. Analogiqno α + βy_m = α + β(d_m /c_m) = (αc_m + βd_m)/c_m = d_{m+1}/c_m. Togda

154 A. V. GOLOVAXKIN, V. M. MAKSIMOV iz (24) imeem y_{m+1} = (α+βy_m)/(1−γy_m) = (d_{m+1}/c_m)/(c_{m+1}/c_m) =

d_{m+1}/c_{m+1}.

Sledstvie. Esli vse cm ≠ 0, to rekurrenta (24) razrexima dlØ

vseh m, gde y_m = d_m/c_m, 1 − γy_m = c_{m+1}/c_m ≠ 0.

Dokazatel~stvo predloßeniØ 2. V silu naqal~nyh usloviæ (5) i ravenstva Ψ^{(2)}_0 = Ψ^2_0 v (17), iz uravneniØ 0) v (18) poluqim

Ψ_0(a) = αa^2.

Predpoloßim po indukcii, qto Ψ_0(a^m) = Ψ̃^m_0 a^{m+1} i Ψ̃^m_0 ≠ 0 dlØ m < n. Togda, deæstvuØ obeimi qastØmi operatornogo uravneniØ 0) iz (18) na a^{m−1}, poluqim Ψ_0(a^m) = αa^{m+1} +βΨ̃^{m−1}_0 a^{m+1} +

γΨ̃^{m−1}_0 Ψ_0(a^m). Ots¸da (α + βΨ̃^{m−1}_0 )a^{m+1} = Ψ_0(a^m)(1 − γΨ̃^{m−1}_0 ) = (1 − γΨ̃^{m−1}_0 )Ψ̃^m_0 a^{m+1} i pofftomu

Ψ̃^m_0 (1 − γΨ̃^{m−1}_0 ) = α + βΨ̃^{m−1}_0 . (26)

Poskol~ku iz naqal~nyh usloviæ sleduet, qto Ψ̃^0 = 0, to Ψ̃^m_0 ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem rekurrenty (24). Po predpoloßeni¸ c_m ≠ 0 pri vseh m, a znaqit i 1 − γy_m ≠ 0 pri vseh m. Pofftomu, polagaØ m = n − 1, imeem Ψ̃^{n−1}_0 = y_{n−1}, 1 − γΨ̃^{n−1}_0 =

1 − γy_{n−1} ≠ 0. Sledovatel~no, Ψ_0(a^n) = (d_na^{n+1})/c_n = y_na^{n+1}. Takim obrazom, dlØ vseh n = 1, 2, ... imeem Ψ_0(a^n) = y_na^{n+1} = Ψ̃^n_0 a^{n+1} pri uslovii c_n ≠ 0. Iz naqal~nyh usloviæ i uravneniØ 1) v (18) imeem Ψ_1(a) = βa.

Predpoloßim po indukcii, qto Ψ_1(a^m) = Ψ̃^m_1 a^m dlØ m < n. Togda, deæstvuØ obeimi qastØmi operatornogo uravneniØ 1) iz (18) na a^{n−1}, poluqim Ψ_1(a^n) = βΨ̃^{n−1}_1 a^n +γΨ̃^{n−1}_0 Ψ_1(a^n)+γΨ̃^{n−1}_1 Ψ̃^{n−1}_0 a^n. Ots¸da

Ψ_1(a^n) · (1 − γΨ̃^{n−1}_0 ) = (βΨ̃^{n−1}_1 + γΨ̃^{n−1}_1 Ψ̃^{n−1}_0 )a^n. (27)

Tak kak v naxih usloviØh 1 − γΨ̃^{n−1}_0 = c_n/c_{n−1} ≠ 0, to tem samym Ψ_1(a^n) = Ψ̃^n_1 a^n.

Analogiqno dokazyvaetsØ suwestvovanie rexeniØ Ψ_k ukazannogo vida dlØ l¸bogo k. Deæstvitel~no, predpoloßim po indukcii, qto operatory Ψ_0, Ψ_1, ..., Ψ_{k−1} udovletvorØ¸t pervym k uravneniØm (18) i formulam, opredelennym v predloßenii 2. V silu naqal~nyh usloviæ (5), po indukcii moßno predpoloßit~,

ALGEBRY KOSYH POLINOMOV 155 qto dlØ m 6 n imeet mesto ravenstvo Ψ_k(a^m) = Ψ̃^m_k a^{m−(k−1)}, esli

k 6 m + 1, i^~Ψ^m_k = 0, esli k > m + 1.

DeæstvuØ obeimi qastØmi k-go uravneniØ v (18) na a^n i ispol~zuØ vyraßenie dlØ Ψ^{(2)}_k iz (17), poluqim Ψ_k(a^{n+1}) =

{βΨ̃^{n−1}_k + γ[Ψ̃^{n−k+1}_0 Ψ̃^n_k + ... + Ψ̃^n_{k−1}Ψ̃^n_1 ]}a^{n+2−k} + γΨ̃^n_0 Ψ_k(a^{n+1}).

PerenosØ qlen γΨ̃^n_0 Ψ_k(a^{n+1}) v levu¸ qast~ i uqityvaØ, qto

1 − γΨ̃^n_0 ≠ 0, oqevidno, imeem

Ψ_k(a^{n+1}) = {βΨ̃^{n−1}_k + γ[Ψ̃^{n−k+1}_0 Ψ̃^n_k + ... + Ψ̃^n_{k−1}Ψ̃^n_1 ]} a^{n+2−k} 1 − γΨ̃^n_0 = = Ψ̃^{n+1}_k a^{n+2−k}.

(28)

Dalee, esli n + 1 < k − 1, to po indukcii poluqaem Ψ̃^n_{k−1} =

Ψ̃^{n−1}_{k−2} = ... = 0. Pofftomu kaßdoe iz slagaemyh v figurnyh skobkah ravno 0. Sledovatel~no, pri k > n + 2 imeem Ψ̃^{n+1}_k = 0.

3. Dokaßem sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 3 (osnovnaØ). Dopustim, qto v nekotoroæ algebre A nad

polem F ime¸tsØ dva fflementa a i b, udovletvorØ¸wie (1). Togda

esli matricy ( β α −γ 1 )_n udovletvorØ¸t usloviØm predloßeniØ

2, to est~ c_n ≠ 0, n = 0, 1, ..., to dlØ l¸bogo n imeet mesto ravenstvo ba^n = Ψ_0(a^n) + Ψ_1(a^n)b + ... + Ψ_{n+1}(a^n)b^{n+1}, (29)

gde operatory Ψ_k zadany na F [a] i odnoznaqno opredeleny predloßeniem 2. (Zametim, qto (29) moßet byt~ ne edinstvennym predstavleniem ba^n.)

Dokazatel~stvo. Naqal~nye usloviØ (5) dlØ Ψk, sledu¸wie iz uravneniØ (1), ØvlØ¸tsØ qastnymi sluqaØmi (29). Pofftomu predpoloßim po indukcii, qto (29) spravedlivo dlØ vseh m 6 n. To est~ iz (29) i predloßeniØ 2 imeem

ba^m = Ψ̃^m_0 a^{m+1} + Ψ̃^m_1 a^mb + ... + Ψ̃^m_{+1}b^{m+1}, m ≤ n. (30)

Opixem algoritm nahoßdeniØ razloßeniØ ba^{n+1}. Imeem ba^{n+1} =

(ba)a^n = (αa^2 + βab + γb^2)a^n = αa^{n+2} + βa(ba^n) + γb^2a^n = αa^{n+2} + (βa + γb)ba^n.

156 A. V. GOLOVAXKIN, V. M. MAKSIMOV

�lement ba^n predstavim v vide (30) dlØ m = n. Togda

ba^{n+1} = αa^{n+2} + (βa + γb)[Ψ̃^n_0 a^{n+1} + Ψ̃^n_1 a^nb + ... + Ψ̃^n_{+1}b^{n+1}].

RaskryvaØ skobki i perenosØ qlen γΨ̃^n_0 ba^{n+1} v levu¸ qast~, poluqim

(1 − γΨ̃^n_0 )ba^{n+1} = (α + βΨ̃^n_0 )a^{n+2} + β[Ψ̃^n_1 a^{n+1}b + ... + Ψ̃^n_{+1}ab^{n+1}]

+γ[Ψ̃^n_1 (ba^n)b + Ψ̃^n_2 (ba^{n−1})b^2 + ... + Ψ̃^n_{+1}b^{n+2}]. (31)

V silu sledstviØ imeem 1 − γΨ̃^n_0 ≠ 0 dlØ vseh n. ZamenØØ

ba^n, ba^{n−1}, ..., ba vyraßeniØmi (30), sobiraØ podobnye slagaemye

iz odnoqlenov a^ib^j i delØ posle fftogo (31) na 1 − γΨ̃^n_0 , poluqim

ba^{n+1} = α + βΨ̃^n_0

1 − γΨ̃^n_0 a^{n+2} + n+2∑ k=1 βΨ̃^n_k + γ^k ∑ i=1 Ψ̃n_i Ψ̃^{n+1−i} k−i 1 − γΨ̃^n_0 a^{n+2−k}b^k. (32)

No kofffficienty pri a^{n+2−k}b^k, k = 0, 1, ..., n + 2, v (32) v toqnosti sovpada¸t s kofffficientami pri a^{n+2−k}b^k v (28), t.e. ravny Ψ̃^{n+1}_k . Takim obrazom, (32) perepixetsØ v vide ba^{n+1} = n+2∑ k=0 Ψ̃^{n+1}_k an+2−kbk, qto sovpadaet s (30) dlØ m = n + 1.

Lemma 4. Dopustim, qto v nekotoroæ algebre A nad polem F ime-

¸tsØ dva fflementa a i b, udovletvorØ¸wie (1). Togda esli matri- cy ( β α −γ 1 )_k , k 6 n + 1, udovletvorØ¸t usloviØm ck ≠ 0, to dlØ

l¸bogo m 6 n + 1 imeem

ba^m = Ψ̃^m_0 a^{m+1} + Ψ̃^m_1 a^mb + ... + Ψ̃^m_{+1}b^{m+1}. (33)

Dokazatel~stvo. Uravnenie (1) ØvlØetsØ qastnym sluqaem (33). Pofftomu po indukcii dopustim, qto (33) verno dlØ vseh m 6 n. Pokaßem, qto (33) spravedliva i dlØ m = n + 1. Vspomnim, qto v dokazatel~stve osnovnoæ lemmy my provodili fftu indukcii pri uslovii, qto sootnoxenie (30) (kotoroe sovpadaet s (33)) spravedlivo pri vseh m 6 n, i dokazyvali, qto (30) spravedlivo i dlØ m = n + 1, ispol~zuØ lix~ usloviØ, qto c_m ≠ 0, m = 0, 1, ..., n + 1.

ALGEBRY KOSYH POLINOMOV 157

4. Rasxirim pole F do kol~ca polinomov F [t] i rassmotrim kol~co polinomov ot a nad F [t]. Togda deæstvie operatorov Ψ_k,

k = 0, 1, 2, ..., i operatora X moßno rasxirit~ na F [t][a], rassma-

trivaØ F [t] kak kol~co kofffficientov. Oqevidno, qto sootnoxeniØ meßdu Ψ_k i X kak operatorami v F [a] spravedlivy dlØ nih i kak dlØ operatorov v F [t][a]. Rassmotrim operator Ψ(t) na F [t][a], opredelennyæ formuloæ

Ψ(t) = Ψ_0 + tΨ_1 + t^2Ψ_2 + ... + t^kΨ_k + ... . (34)

Oqevidno, qto

Ψ^2(t) = ∑ k=0 (Ψ_0Ψ_k + ... + Ψ_kΨ_0)t^k = ∑ k=0 Ψ^{(2)}_k t^k. (35)

HotØ operator Ψ(t) zadaetsØ, voobwe govorØ, beskoneqnoæ summoæ, no dlØ kaßdogo a^n znaqeniØ Ψ(t)(a^n) po opredeleni¸ (34) ravny

Ψ(t)(a^n) = Ψ_0(a^n) + tΨ_1(a^n) + t^2Ψ_2(a^n) + ... + t^{n+1}Ψ_{n+1}(a^n), (36)

tak kak Ψ_m(a^n) = 0 dlØ m > n + 1 iz opredeleniØ Ψ_m v predloßenii 2.

Lemma 5. Rassmotrim algebru lineænyh otobraßeniæ F [t][a] v

sebØ nad polem F . Togda operatory Ψ(t) i X prinadleßat fftoæ algebre i udovletvorØ¸t sootnoxeni¸

Ψ(t)X = αX^2 + βXΨ(t) + γΨ^2(t), (37)

t.e. ØvlØ¸tsØ predstavleniØmi algebry Q(α, β, γ).

Dokazatel~stvo. Umnoßim k-e uravnenie iz (18), k = 0, 1, 2, ..., na t^k, a potom sloßim pravye i levye qasti vseh uravneniæ. Togda poluqim (_∞ ∑ k=0 Ψ_kt^k ) X = αX^2 + βX (_∞ ∑ k=0 Ψ_kt^k ) + γ (_∞ ∑ k=0 Ψ^{(2)}_k t^k ) , qto v silu (34) i (35) sovpadaet s (37).

158 A. V. GOLOVAXKIN, V. M. MAKSIMOV

3. PredloßeniØ o bazise {a^mb^n}

Predloßenie 3. Rassmotrim operatory Ψk, k = 0, 1, 2, ..., opre-

delennye v predloßenii 2. Suwestvuet algebra kosyh polinomov nad kol~com kofffficientov F [a] s obrazu¸weæ τ , dlØ kotoryh vypolnØetsØ sootnoxenie kommutacii

τ p(a) = Ψ_0(p(a)) + Ψ_1(p(a))τ + Ψ_2(p(a))τ^2 + ... , p(a) ∈ F [a]. (38)

V silu opredeleniØ kol~ca kosyh polinomov, ffto predstavlenie zadaetsØ odnoznaqno (6).

Dokazatel~stvo. DlØ togo, qtoby operatory Ψk, k = 0, 1, 2, ..., opredelØli algebru kosyh polinomov s sootnoxeniem (37), neobhodimo i dostatoqno, qtoby operatory Ψ_k, k = 0, 1, 2, ..., udovletvorØli uravneniØm soglasovannosti, vyteka¸wim iz associativnosti umnoßeniØ (sm. [14, 15]). �ti uravneniØ v sluqae proizvol~noæ algebry kosyh polinomov (7) ime¸t pri l¸byh α, β ∈ K vid Ψ_0(αβ) = Ψ_0(α)β + Ψ_1(α)Ψ_0(β) + Ψ_2(α)Ψ^2_0(β) + ... ,

Ψ_1(αβ) = Ψ_1(α)Ψ_1(β) + Ψ_2(α)Ψ^{(2)}_1 (β) + ... , . . . . . . Ψ_k(αβ) = Ψ_1(α)Ψ_k(β) + Ψ_2(α)Ψ^{(2)}_k (β) + ... , . . . , (39)

gde Ψ^{(m)}_k = ∑ i1+...+i_m =k Ψ_{i1} ...Ψ_{im} .

Pri fftom summy v pravoæ qasti (39) koneqny pri vseh α, β ∈ K i k = 0, 1, 2, .... Takim obrazom, nam dostatoqno proverit~, qto operatory Ψ_k, opredelØemye predloßeniem 2, udovletvorØ¸t uravneniØm (39) dlØ vseh α = a^n, gde n = 0, 1, .... Tak kak X – operator umnoßeniØ na a v F [a], to znaqenie Ψ_k(a^nβ) moßno predstavit~ kak Ψ_kX^n(β), a znaqenie Ψ_k(a^n)Ψ^{(r)}m (β) — kak ( Ψ_k(X^n)Ψ^{(r)}m ) (β). Poskol~ku β – proizvol~nyæ fflement F [a], to uravneniØ (39) moßno predstavit~ dlØ l¸bogo n v ffkvivalent-

ALGEBRY KOSYH POLINOMOV 159 noæ operatornoæ forme

Ψ_0X^n = Ψ_0(X^n) + Ψ_1(X^n)Ψ_0 + Ψ_2(X^n)Ψ^2_0 + ... ,

Ψ_1X^n = Ψ_1(X^n)Ψ_1 + Ψ_2(X^n)Ψ^{(2)}_1 + ... ,

Ψ_2X^n = Ψ_1(X^n)Ψ_2 + Ψ_2(X^n)Ψ^{(2)}_2 + ... , . . . . . . (40)

UmnoßaØ k-e uravnenie v (40) poluqim uravnenie, ffkvivalentnoe sisteme (40):

Ψ(t)X^n = Ψ_0(X^n) + Ψ_1(X^n)Ψ(t) + Ψ_2(X^n)Ψ(t)^2 + ... . (41)

Dokaßem, qto uravnenie (41) deæstvitel~no imeet mesto. Iz lemmy 5 vytekaet, qto operator Ψ(t) udovletvorØet uravneni¸ (37). A v silu osnovnoæ lemmy ono udovletvorØet i uravneni¸ (29), kotoroe sovpadaet s uravneniem (41) pri Ψ(t) = b, X = a, tak kak Ψ_mX^n = 0 pri m > n + 1.

Predloßenie 4. Pust~ v matricah ( β α −γ 1 )_n , n = 0, 1, . . ., pravyæ nißniæ fflement c_n ≠ 0. Togda kvadratiqnaØ algebra Q(α, β, γ), opredelØemaØ sootnoxeniem (1), imeet bazis a^mb^n, gde m, n = 0, 1, 2, . . .. Drugimi slovami, algebra Q(α, β, γ) est~ kol~- co kosyh polinomov nad F [a], opredelØemoe posledovatel~nost~¸ operatorov Ψ_k, k = 0, 1, 2, . . ., udovletvorØ¸wih uravneniØm (18).

Dokazatel~stvo. Esli cn ≠ 0 pri vseh n, to v silu predloßeniØ 2 opredeleny operatory Ψ_k, k = 0, 1, 2, . . ., deæstvu¸wie na F [a] soglasovannymi naqal~nymi usloviØmi (5). V silu predloßeniØ 3 suwestvuet kol~co kosyh polinomov nad F [a], v kotorom vypolneno sootnoxenie (38). Iz naqal~nyh usloviæ (5) i uravneniØ 0) iz (18) imeem Ψ_0(a) = αa^2, Ψ_1(a) = βa, Ψ_2(a) = 1, Ψ_m(a) = 0,

m ¿ 3. Takim obrazom, uravnenie

τ a = αa^2 + βaτ + γτ^2 (42)

ØvlØetsØ qastnym sluqaem uravneniØ (38). Togda otobraßenie, inducirovannoe otobraßeniem b → τ , a → a, moßno prodolßit~ do F [a]-kol~cevogo gomomorfizma kol~ca Q(α, β, γ) na kol~co kosyh polinomov, opredelØemoe (38). Takim obrazom, iz lineænoæ

160 A. V. GOLOVAXKIN, V. M. MAKSIMOV nezavisimosti monomov {a^mτ^n} (predloßenie 3) sleduet lineænaØ nezavisimost~ monomov {a^mb^n}, m, n = 0, 1, 2, . . ..

Predloßenie 5. Pust~ opredelitel~ Δ = | | β α −γ 1 | | = β + αγ ne raven nul¸. Togda dlØ togo, qtoby monomy {a^mb^n}, m, n = 0, 1, 2, . . ., obrazovyvali bazis algebry Q(α, β, γ), neobhodimo i dostatoqno, qtoby c_n ≠ 0, n = 1, 2, . . ..

Dokazatel~stvo. Dostatoqnost~ vytekaet iz predloßeniØ 4, tak kak c_n ≠ 0, n = 1, 2, . . ..

Dokazatel~stvo neobhodimosti. Predpoloßim protivnoe, to est~ predpoloßim, qto pri nekotorom naimen~xem n_0+1 v matri- ce ( β α −γ 1 )_{n0+1}

pravyæ nißniæ fflement raven nul¸: c_{n0+1} = 0.

Togda c_k ≠ 0 dlØ k 6 n_0. Pofftomu soglasno lemme 2 pri m < n_0 imeem 1 − γΨ̃^m_0 ≠ 0.

Rassmotrim vyraßenie (31) dlØ n = n_0. Togda kofffficient

1 − γΨ̃^{n0}_0 v levoæ qasti raven c_{n0+1}/c_{n0} = 0 v silu lemmy 2. V pravoæ qasti kofffficient pri a^{n0+2} raven α + βΨ̃^{n0}_0 i, v silu lemmy 2, on raven d_{n0+1}/c_{n0} . Napomnim, qto d_{n0+1} ØvlØetsØ verhnim pravym fflementom, a c_{n0+1} – nißnim pravym ffle-

mentom matricy ( β α −γ 1 )_{n0+1}

. Pofftomu esli | | β α −γ 1 | | ≠ 0, a c_{n0+1} = 0, to d_{n0+1} ≠ 0. Sledovatel~no, α + βΨ̃^{n0}_0 = d_{n0+1}/c_{n0} ≠ 0.

Ostal~nye qleny pravoæ qasti (31) pri n = n_0 ime¸t vid a^ib^j ,

j ¿ 1, ili (ba^{n0−r} )b^{r+1}, 0 6 r 6 n0, s nekotorymi kofffficien-

tami. Iz opredeleniØ n_0 i lemmy 4 sleduet, qto kaßdoe vyraßenie (ba^{n0−r} ) ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ qlenov a^sb^t. Pofftomu kaßdyæ qlen (ba^{n0−r})b^{r+1} predstavlØetsØ lineænoæ kombinacieæ odnoqlenov a^sb^{t+r+1}, ne ravnyh a^m. Sledovatel~no, qlen

(α+βΨ̃^{n0}_0 )a^{n0+2} ne sokrawaetsØ v (31). Takim obrazom, dlØ n = n_0 v (31) poluqaem, qto levaØ qast~ ravna nul¸, a pravaØ qast~ ØvlØetsØ nenulevoæ lineænoæ kombinacieæ odnoqlenov a^{n0+2−k}b^k,

k = 0, 1, . . . , n_0 + 2.

Zameqanie 1. Primenim predloßenie 5 dlØ dokazatel~stva teoremy 1 v [9] (sm. Vvedenie).

ALGEBRY KOSYH POLINOMOV 161 Sluqaæ teoremy A. M. Verxika v naxih oboznaqeniØh otnositsØ k algebre s obrazu¸wimi a i b, svØzannymi sootnoxeniem

ba = ωa^2 + ab + ωb^2, gde ω – fflement polØ kompleksnyh qisel.

V usloviØh predloßeniØ 5 imeem Δ = | | 1 ω −ω 1 | | = 1 + ω2 ≠ 0,

t.e. ω ≠ i.

Naædem pravyæ nißniæ fflement c_n v matrice ( 1 ω −ω 1 )_n . DlØ fftogo zametim, qto ( 1 ω −ω 1 )_n = ( ω_n ωb_n −ωb_n ω_n ) , gde ω_{n+1} = 2ω_n − (1 + ω^2)ω_{n−1}, ω_0 = 1, ω_1 = 1 i b_{n+1} = 2b_n − (1 + ω^2)b_{n−1}, b_0 = 0, b_1 = 1.

Iz pervogo rekurrentnogo sootnoxeniØ nahodim

ω_n = Re (1 + iω)^n = (1 + ω^2)^{n2} cos(narctanω).

Iz vtorogo analogiqno poluqaem

b_n =

Im(1 + iω)^n ω = (1 + ω^2)^n2 sin(n arctan ω) ω . Sledovatel~no, imeem ( 1 ω −ω 1 )_n = (1 + ω^2)^{n2} · ( cos(narctanω) sin(narctanω) − sin(narctanω) cos(narctanω) ) . Takim obrazom, soglasno predloßeni¸ 5, uslovie c_n =

cos(n arctan ω) ≠ 0, n = 1, 2, · · ·, pri ω ≠ i ØvlØetsØ neobhodimym i dostatoqnym dlØ togo, qtoby algebra, zadavaemaØ sootnoxeniem

ba = ωa^2 + ab + ωb^2, ω ≠ i, nad polem kompleksnyh qisel, imela

bazis Puankare–Birkgofa–Vitta. Esli ω = i, to Δ = 0, β = 1 i k fftomu sluqa¸ primenimo predloßenie 9 (iz razdela 5), takße utverßda¸wee suwestvovanie bazisa PBV.

Zametim, qto v sluqae ω ≠ i imeem c_1 = cos(arctan ω) =^1√_{1+ω2} ≠

0. Sledovatel~no, v sluqae polØ kompleksnyh qisel iz predloßeniæ 5 i 9 poluqaetsØ teorema 1 iz [9].

162 A. V. GOLOVAXKIN, V. M. MAKSIMOV

4. Vyraßenie operatorov Ψ_k, k ¿ 2, qerez Ψ_0 i Ψ_1 1. V razdele 1 p. 4 rassmotren sluqaæ uravneniØ (1) pri

α = 0, β ≠ 0. V fftom sluqae matricy ( β α −γ 1 )_n udovle-

tvorØ¸t usloviØm predloßeniØ 2. Pofftomu fflementy {a^mb^n} obrazu¸t bazis i zada¸t operatory Ψ_k, k = 0, 1, 2, . . ., kotorye svØzany sootnoxeniØmi (11). Tak kak α = 0, to Ψ_0 = 0. Togda algebra Q(0, β, γ) ØvlØetsØ qastnym sluqaem algebry kosyh rØdov nad kol~com K, opredelØemoæ kommutacieæ

τ a = Ψ_1(α)τ + Ψ_2(β)τ^2 + · · · , (43)

gde τ – obrazu¸waØ kol~ca rØdov i α ∈ K (sm. [16]). Takim obrazom, v sluqae, kogda operator Ψ_1 ØvlØetsØ avtomorfizmom kol~ca K, imeet mesto obwaØ formula dlØ operatorov

Ψ_k:

Ψ_k = Ψ_1Δ^{k−1}, (44)

gde Δ – nekotoroe differencirovanie kol~ca K (sm. [16]). Zametim, qto dlØ Q(0, β, γ) my imeem Ψ(p(a)) = p(βa), to est~

Ψ_0 est~ operator podobiØ, a Δ est~ β-differencirovanie v kol~ce polinomov F [a]. Esli γ = −1, to uravnenie 0) iz (18) imeet rexenie Ψ_0 = J_β (pri λ = 1). Pofftomu, ispol~zuØ ravenstvo Ψ^{(2)}_0 = Ψ^2_0, vnov~ prihodim k uravneni¸

J_βX = βXJ_β − J^2_β (sm. razdel 1 p. 3). PrimenØØ dlØ fftogo

sluqaØ formulu (10), poluqim

J_βX^n = β^nX^nJ_β + n∑ k=1 (−1)^k (_k ∏ i=1 β^{n+1−i} − 1 β − 1 ) β^{n−k}X^{n−k}J^{k+1}_β . (45) Pri β = 1 formula (45) prinimaet vid

JX^n = X^nJ −nX^{n−1}J^2+n(n−1)X^{n−2}J^3+· · ·+(−1)^nn!J^{n+1}. (46)

Takim obrazom, vidno, qto v sluqaØh αγ = 0 operatory Ψ_k, opredelØ¸wie algebru Q(α, β, γ), svØzany sootnoxeniem (44). Naprimer, iz formuly (46) poluqaem, qto Ψ_1 = E – toßdestvennoe otobraßenie, a Δ = −D, gde D – obyqnoe differencirovanie v kol~ce polinomov F [X].

Cel~ fftogo razdela — obobwit~ formulu (44) dlØ algebr

Q(α, β, γ) v sluqae αγ ≠ 0.

ALGEBRY KOSYH POLINOMOV 163

2. Dokaßem sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 6. V usloviØh predloßeniØ 2, to est~ v sluqae, kogda vse

operatory Ψ_k opredeleny dlØ k = 0, 1, 2, . . ., imeet mesto ravenstvo Ψ̃^n_1 = β α (Ψ̃^n_0 − Ψ̃^{n−1}_0 ). (47)

Dokazatel~stvo. DlØ n = 1 iz sootnoxeniØ (1) i naqal~nyh usloviæ (5) imeem Ψ̃^0 = 0, Ψ̃^1_0 = α, Ψ̃^1 = β. Ots¸da Ψ̃^1 = β α (Ψ̃^1_0 − Ψ̃^0). Pofftomu po indukcii predpoloßim spravedlivost~ (47) dlØ n 6 m. Veliqinu Ψ̃^{m+1}_1 moßno opredelit~, deæstvuØ obeimi qastØmi uravneniØ 1) v (18) na a^m. Poluqim Ψ_1X(a^m) =

βXΨ_1(a^m)+γΨ^{(2)}_1 (a^m). Ots¸da Ψ̃^{m+1}_1 a^{m+1} = βΨ̃^m_1 a^{m+1} +γ(Ψ̃^m_1 Ψ̃^m_0 + Ψ̃m_0 Ψ̃^{m+1}_1 )am+1. Takim obrazom, poskol~ku 1− γΨ̃m_0 = c_{m+1}/c_m ≠ 0, imeem

Ψ̃^{m+1}_1 = ( β + γΨ̃^m_0 1 − γΨ̃^m_0 ) Ψ̃^m_1 . (48)

Proverim, qto Ψ̃^{m+1}_1 udovletvorØet (47) pri n = m + 1. PodstavlØØ poluqennye vyraßeniØ dlØ Ψ̃^{m+1}_1 v (47) i ispol~zuØ vyraßenie (47) dlØ n = m, poluqaem^{β+γΨ̃m0}_{1−γΨ̃m0}^β_α (Ψ̃^m_0 − Ψ̃^{m−1}_0 ) = β α (Ψ̃^{m+1}_0 − Ψ̃^m_0 ) ili (Ψ̃^{m+1}_0 − Ψ̃^m_0 )(1 − γΨ̃^m_0 ) = (β + γΨ̃^m_0 )(Ψ̃^m_0 − Ψ̃^{m−1}_0 ). RaskryvaØ skobki i proizvodØ sokraweniØ, poluqaem

Ψ̃^{m+1}_0 (1 − γΨ̃^m_0 ) = β(Ψ̃^m_0 − Ψ̃^{m−1}_0 ) + (1 − γΨ̃^{m−1}_0 )Ψ̃^m_0 . (49)

Sootnoxenie (26) spravedlivo dlØ vseh n. Pofftomu, zamenØØ v (49) znaqeniØ Ψ̃^m_0 (1 − γΨ̃^{m−1}_0 ) i Ψ̃^{m+1}_0 (1 − γΨ̃^m_0 ) po formule (26), poluqaem toßdestvo.

3. Imeet mesto sledu¸wee obobwenie formuly (44). Predloßenie 6. V usloviØh predloßeniØ 2, pust~ Ψ0 est~ edin-

stvennoe rexenie uravneniØ Ψ_0X = αX^2+βXΨ_0 +γΨ^2_0, a Ψ_1, Ψ_2, . . . – ostal~nye rexeniØ sistemy (18). Esli α ≠ 0, to ime¸t mesto ravenstva

Ψ_1 = V_0 + β α (D̄Ψ_0 − Ψ_0D̄), (50)

164 A. V. GOLOVAXKIN, V. M. MAKSIMOV

Ψ_m = Ψ_1Φ^{m−1}, m ¿ 1, gde Φ = γ α D̄^2Ψ_0. (51)

Dokazatel~stvo. Pokaßem vnaqale, qto Ψ1 udovletvorØet (50). DlØ fftogo dostatoqno sravnit~ znaqeniØ operatorov iz ravenstva (50) na fflemente a^n.

Esli n ¿ 1, to, s odnoæ storony, Ψ_1(a^n) = Ψ̃^n_1 a^n, a s drugoæ storony (iz opredeleniØ D̄, X), V_0(a^n) +^β_α (D̄Ψ_0 − Ψ_0D̄)(a^n) = β α (Ψ̃^n_0 − Ψ̃^{n−1}_0 )a^n. V silu lemmy 6, kofffficienty pri a^n ravny.

Esli n = 0, to po opredeleni¸ naqal~nyh usloviæ (5),

Ψ_1(a^0) = Ψ_1(1) = 1. S drugoæ storony, imeem V_0(1) +^β_α (D̄Ψ_0 − Ψ_0D̄)(1) = 1. Takim obrazom, ravenstvo (50) dokazano.

Dalee my budem predpolagat~, qto γ ≠ 0, qto sootvetstvuet uslovi¸ αγ ≠ 0. Tak kak dlØ m = 1 formula (51) spravedliva, to predpoloßim po indukcii, qto ona vypolnØetsØ dlØ vseh m, m 6 k. Pofftomu pri m < k imeem Ψ_{m+1} = Ψ_mΦ. Krome togo, Ψ_0, Ψ_1, . . . , Ψ_k udovletvorØ¸t uravneniØm 0), 1), . . . , k) v (18), soglasovannym s naqal~nymi usloviØmi (5). V sootvetstvii s predpoloßeniem indukcii, podstavim v (k + 1)-e uravnenie (18) vmesto operatora Ψ_{m+1} operator Ψ_mΦ, m < k. Togda, proizvodØ sootvetstvu¸wie fflementarnye preobrazovaniØ, poluqim

Ψ_{k+1}X = βXΨ_{k+1} + γ(Ψ_0Ψ_{k+1} + [Ψ_1Ψ_{k−1} + ... + Ψ_kΨ_0]Φ − Ψ_kΨ_0Φ + Ψ_kΨ_1 + Ψ_{k+1}Ψ_0). ˚sno, qto dlØ poluqennogo uravneniØ, takße kak i dlØ (k + 1)-go uravneniØ v (18), operator Ψ_{k+1} ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem. Pokaßem, qto esli nekotoryæ operator Y , podstavlennyæ vmesto Ψ_{k+1}, takße ØvlØetsØ rexeniem, to Y = Ψ_{k+1}. Podstavim v ffto uravnenie vmesto Ψ_{k+1} operator

Ψ_kΦ. Togda, vnosØ Ψ_0Ψ_{k+1} v kvadratnye skobki, poluqim

Ψ_kΦX = βXΨ_k Φ+ γ([Ψ_0Ψ_k + ... +Ψ_kΨ_0]Φ−Ψ_kΨ_0Φ+Ψ_kΨ_1 +Ψ_kΦΨ_0). (52) Iz uravneniØ k) v (18) sleduet, qto summa v kvadratnyh skobkah ravna (Ψ_kX− −βXΨ_k )/γ. ProizvodØ oqevidnye sokraweniØ, perenosØ vse v levu¸ qast~ i vynosØ Ψ_k, poluqim

Ψ_k[ΦX − XΦ + γΨ_0Φ − γΦΨ_0 − γΨ_1] = 0. (53)

Pokaßem, qto operator ΦX − XΦ + γΨ_0Φ − γΦΨ_0 − γΨ_1 raven nul¸. DlØ fftogo neobhodimo pokazat~, qto ego znaqeniØ na fflementah a^n, n = 1, 2, . . ., ravny nul¸. Tak kak Φ(1) = Ψ_0(1) = 0,

ALGEBRY KOSYH POLINOMOV 165

Φ(a) = γ, −γΨ_1(1) = −γ, to znaqenie fftogo operatora na fflemente a^0 = 1 ravno nul¸.

Ispol~zuØ predloßenie 2 pri vyqislenii znaqeniØ operatora na fflementah a^n, n ¿ 1, poluqim^γ_α [Ψ̃^{n+1}_0 − Ψ̃^n_0 + γΨ̃^{n−1}_0 Ψ̃^n_0 −

γΨ̃^{n+1}_0 Ψ̃^n_0 − αΨ̃^n_1 ]a^n. Posle gruppirovki slagaemyh kofffficient v

kvadratnyh skobkah prinimaet vid

(1 − γΨ̃^n_0 )Ψ̃^{n+1}_0 − (1 − γΨ̃^{n−1}_0 )Ψ̃^n_0 − αΨ̃^n_1 . (54)

V silu (26) i (47), vyraßenie (54) ravno

(α + βΨ̃^n_0 ) − (α + βΨ̃^{n−1}_0 ) − αΨ̃^n_1 = α [ β α (Ψ̃^n_0 − Ψ̃^{n−1}_0 ) − Ψ̃^n_1 ] = 0.

Sledovatel~no, levaØ qast~ (53) na vseh fflementah a^n ravna nul¸, a znaqit, ravenstvo (53) spravedlivo. Takim obrazom, operatory Ψ_0, Ψ_1Φ^{k−1}, k ¿ 1, udovletvorØ¸t naqal~nym usloviØm soglasovannosti (5) i ØvlØ¸tsØ rexeniem uravneniæ (18). V silu predloßeniØ 2, rexeniØ Ψ_0, Ψ_k, k ¿ 1, edinstvenny i pofftomu Ψ_k = Ψ_1Φ^{k−1}.

Pri γ = 0 formula (51) sohranØetsØ (sm. (11)). V fftom sluqae imeem Ψ_k = 0 dlØ k > 1, qto sovpadaet s (51) dlØ γ = 0. Operator

Ψ_1 est~ β-avtomorfizm, to est~ Ψ_1(a^n) = β^na^n, a Ψ_0 = = αX^2D_β .

Zameqanie 2. HotØ ravenstvo Ψ1 =^β_α (^¯DΨ0 − Ψ0^¯D) + V0 bylo dokazano vyxe nezavisimo ot znaqeniØ γ, no v sluqae γ = 0 ono proverØetsØ neposredstvenno. Deæstvitel~no, s odnoæ storony, imeem Ψ_1(a^n) = β^na^n. S drugoæ storony, dlØ a^n, n ¿ 1, imeem β α {¯ DΨ_0(a^n) − Ψ_0D̄(a^n) } +V_0(a^n) =^β_α { α^{1−βn}_{1−β} − α^{1−βn} �1 1−β } a^n = β^na^n.

5. Sluqaæ Δ = β + αγ = 0 1. Esli β = 0, to pri uslovii Δ = 0 imeem αγ = 0. Takim obrazom, my prihodim k sluqaØm, razobrannym v razdele 1.

2. Esli β ≠ 0, to αγ = −β ≠ 0 i pofftomu vse tri kofffficienta

α, β, γ otliqny ot nulØ. V fftom sluqae soprovoßda¸waØ matrica

ravna ( β α β/α 1 ) . Tak kak ( β α β/α 1 )_n = (β + 1)^{n−1} · ( β α β/α 1 ) , to c_n = = (β +1)^n, d_n = α(β +1)^{n−1}. V fftom punkte my budem predpolagat~, qto β + 1 ≠ −1, β ≠ 0. Togda c_n ≠ 0 i pofftomu, soglasno

166 A. V. GOLOVAXKIN, V. M. MAKSIMOV (24), (25), (26), imeem Ψ̃^n_0 = d_n/c_n = α, n ¿ 1 ili Ψ_0(a^n) = αa^{n+1},

n ¿ 1; Ψ0(1) = 0. Togda operator Ψ0 moßno predstavit~ v vide

Ψ_0 = αX^2D̄ = αX(1 − V_0). (55) V silu predloßeniØ 6 imeem Ψ_1 =^β_α (D̄Ψ_0−Ψ_0D̄)+V_0 =^β_α [αD̄X(1−

V_0)− −αX(1 − V_0)D̄] + V_0 = βXV_0D̄ + V_0. Takim obrazom, Ψ_1 = βXV_0D̄ + V_0, (56) Φ = γ α D̄^2Ψ_0 = γ α D̄^2(αX^2D̄) = γD̄. (57)

Iz predloßeniØ 6 i sootnoxeniæ (56), (57) legko opredelit~ ostal~nye operatory Ψ_k, k ¿ 2:

Ψ_k = Ψ_1Φ^{k−1} = βγ^{k−1}XV_0D̄^k + γ^{k−1}V_0D̄^{k−1}. (58) Podeæstvuem operatorom Ψ_k na a^n. Poluqim Ψ_k(a^n) = 0 dlØ n > k, Ψ_k(a^k) = βγ^{k−1}a, Ψ_k(a^{k−1}) = γ^{k−1}, Ψ_k(a^r) = 0, r < k − 1. Takim obrazom,

ba^n = αa^{n+1} + βγ^{n−1}ab^n + γ^nb^{n+1}. (59)

Tak kak β = −αγ, to iz (58) poluqaem sledu¸wee predloßenie. Predloßenie 7. Esli zadano sootnoxenie (1) s usloviØmi αγ =

−β ≠ 0, β ≠ −1, to dlØ n = 1, 2, ... imeem ba^n = αa^{n+1} − αγ^nab^n + γ^nb^{n+1}. (60)

�to sootnoxenie pozvolØet po indukcii dokazat~ Predloßenie 8. V usloviØh predloßeniØ 7, dlØ m ¿ 1, n ¿ 0

imeem b^ma^n = α^ma^{n+m} − α^mγ^na^mb^n + γ^nb^{n+m}. (61)

Napixem proizvodØwiæ rØd Ψ(t) dlØ fftogo sluqaØ. Iz (34) i (56), (57), (58) imeem

Ψ(t) = αX(1 − V_0) + Ψ_1t ∞∑ k=1 (γt)^{k−1}D̄^{k−1}. (62)

Operator ∑_∞ k=0(γt)^kD̄^k = D̄_{γt} est~ operator razdelennoæ raznosti v toqke γt i opredelen, kak legko videt~ na polinomah, formuloæ D̄_{γt}f(a) = f(a) − f(γt) a − γt .

ALGEBRY KOSYH POLINOMOV 167 Itak, Ψ(t) = αX(1 − V_0) + Ψ_1tD̄_{γt}. Takim obrazom, s uqetom lemmy 5 imeem

Predloßenie 9. Esli αγ = −β ≠ 0, β ≠ −1, to uravnenie

(1) opredelØet algebru kosyh polinomov s bazisom {a^nb^m}, m, n = 0, 1, 2, . . .. V fftoæ algebre vypolnØ¸tsØ ravenstva (60), (61), a operatory X i Ψ(t) svØzany sootnoxeniem

Ψ(t)X = αX^2 − αγXΨ(t) + γΨ^2(t).

3. Sluqaæ β = −1. V fftom sluqae αγ = −β = 1. Takim obrazom, v fftih predpoloßeniØh, umnoßaØ sootnoxeniØ (1) na α, poluqim αba = α^2a − αab + αγb^2. (63) DelaØ zamenu a_1 = αa, prihodim k sootnoxeni¸

ba_1 = a^2_1 − a_1b + b^2. (64)

Takim obrazom, sluqaæ β = −1 ffkvivalenten rassmotreni¸ algebry A_0, poroßdennoæ sootnoxeniem ba = a^2 − ab + b^2 (sm. p. 1 razdela 1).

DlØ algebry A_0 legko ukazat~ normal~nyæ monomial~nyæ bazis pri pomowi bazisa Grebnera (sm. [8]), sostoØwego v rassmatrivaemom sluqae iz odnogo fflementa u_0 = b^2 − ab − ba + a^2. Pofftomu esli prinØt~ porØdok a < b, to normal~nyæ bazis algebry

A_0 sostoit iz vseh odnoqlenov vida {a^m}, {a^{m1}ba^{m2} b · · · a^{mk} ba^{mk+1} }, (65) gde m ≥ 1, m_1, m_{k+1} ≥ 0, m_2, · · · , m_k ≥ 1.

Esli prinØt~ porØdok a > b, to imeem drugoæ normal~nyæ bazis algebry A_0: {b^m}, {b^{m1}ab^{m2} a · · · b^{mk} ab^{mk+1} }, gde m ≥ 1, m_1, m_{k+1} ≥ 0, m_2, · · · , m_k ≥ 1.

Ewe odin bazis algebry A_0 moßno naæti, sdelav lineænu¸ zamenu obrazu¸wih c = b − a, a = a. Togda A_0 poroßdaetsØ obrazu¸wimi a i c, gde c^2 = (b − a)^2 = b^2 − ab − ba + a^2 = 0. Pofftomu bazis algebry A_0 v fftih obrazu¸wih moßno predstavit~ v vide, analogiqnom (65): {a^m}, {a^{m1} ca^{m2} c · · · a^{mk} ca^{mk+1} }, gde m ≥ 1, m_1, m_{k+1} ≥ 0, m_2, · · · , m_k ≥ 1.

168 A. V. GOLOVAXKIN, V. M. MAKSIMOV

Predloßenie 10. Pust~ A0 – algebra, poroßdennaØ sootnoxe-

niem ba = a^2 − ab + b^2. Togda odnoqleny {a^mb^n}, m, n = 0, 1, 2, ..., lineæno nezavisimy, no bazisa v A_0 ne obrazu¸t.

DlØ dokazatel~stva predloßeniØ moßno bylo by ispol~zovat~ sootnoxenie b^2 − ab − ba + a^2 = 0 dlØ poluqeniØ razloßeniæ

a^mb^n po bazisu (65). Odnako, ispol~zovanie takih razloßeniæ

poroßdaet dopolnitel~nye trudnosti. Pofftomu my predlagaem drugoæ metod, osnovannyæ na neskol~kih fflementarnyh lemmah. Lemma 7. Pust~ Ln, n = 1, 2, ..., – lineænye podprostranstva,

poroßdaemye slovami dliny n, sostoØwimi iz fflementov a i b v algebre A_0. Togda L_n ⋂ L_m = 0 pri m ≠ n.

Dokazatel~stvo. Kaßdoe slovo S dliny n, esli ono otliqno ot vida (65), soderßit fflement b^j, j ≥ 2. OtweplØØ b^2 i zamenØØ

b^2 na ba − a^2 + ab, predstavim S kombinacieæ slov dliny n, v

kotoryh stepeni fflementa b ne bol~xe j − 1. ProdolßaØ takoæ process, na koneqnom xage poluqim libo 0, libo predstavlenie S lineænoæ kombinacii slov dliny n vida (65). Takim obrazom, slova dliny n vida (65) obrazu¸t bazis L_n.

Lemma 8. Esli nekotorye slova S1, S2, ..., Sr v algebre A0 lineæno

nezavisimy (zavisimy), to slova aS_1, ..., aS_r ili S_1a, ..., S_ra takße lineæno nezavisimy (zavisimy).

Deæstvitel~no, pust~ slova S_1, ..., S_r lineæno nezavisimy; togda suwestvu¸t fflementy bazisa (65), oboznaqim ih b_1, ..., b_m, takie, qto,

S_1 = α_{11}b_1 + ... + α_{1m}b_m, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S_r = α_{r1}b_1 + ... + α_{rm}b_m,

i stroki matricy ||α_{ij}|| lineæno nezavisimy. UmnoßaØ ffti uravneniØ sleva na a, poluqim

aS_1 = α_{11}ab_1 + ... + α_{1m}ab_m, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . aS_r = α_{r1}ab_1 + ... + α_{rm}ab_m.

ALGEBRY KOSYH POLINOMOV 169 �lementy ab_i, i = 1, ..., m, snova budut imet~ vid (65), i pofftomu oni razliqny kak fflementy bazy. Sledovatel~no, oni lineæno nezavisimy. A tak kak stroki matricy ||α_{ij}|| takße lineæno nezavisimy, to i fflementy aS_1, ..., aS_r lineæno nezavisimy. To ße rassußdenie spravedlivo i dlØ slov S_1a, ..., S_ra.

Sluqaæ lineænoæ zavisimosti oqeviden.

Lemma 9. V razloßenii b^n po bazisu (65) vstretitsØ hotØ by

odin fflement bazisa, naqina¸wiæsØ s b.

Dokazatel~stvo. DlØ fflementov b i b^2 = ba − a^2 + ab lemma, oqevidno, spravedliva. Pofftomu predpoloßim po indukcii, qto ona spravedliva dlØ vseh b^k, 1 6 k 6 n. Rassmotrim razloßenie b^n po bazisu (65):

b^n = ∑ 1 + ∑ 2 , (66)

gde summa ∑ 1 sostoit iz fflementov bazy (65), naqina¸wihsØ s b (m_1 = 0), a summa ∑ 2 sostoit iz fflementov bazy, naqina¸wihsØ s a. Soglasno predpoloßeni¸ indukcii, summa ∑ 1 nepusta.

UporØdoqim fflementy bazisa (65) v leksikografiqeskom porØdke, pri kotorom a < b. Togda fftot porØdok moßno prodolßit~ na vs¸ algebru po porØdku starxih slov.

Pust~ h ∈ ∑ 1 – naibol~xiæ fflement razloßeniØ (66), i pust~ g – l¸boæ drugoæ fflement razloßeniØ (66), g < h. Oboznaqim qerez h̄ i ḡ slova, poluqennye iz h i g vyqerkivaniem posledneæ bukvy. ˚sno, qto h̄ i ḡ prinadleßat (65) i ḡ ≤ h̄. Rassmotrim otdel~no sluqai ḡ < h̄ i ḡ = h̄.

UmnoßaØ obe qasti (66) sprava na b, poluqim, qto v razloßenii b^{n+1} est~ fflement hb. Pust~ ḡ < h̄. Togda, esli h = h̄a, to

hb = h̄ab > gb. Vo vtorom sluqae ḡ = h̄. Tak kak h > g, to ots¸da

sleduet, qto h = h̄b i g = ḡa. Pofftomu hb = h̄b^2 = h̄ba − h̄a^2 + h̄ab >

h̄ab = ḡab = gb. Sledovatel~no, razloßenie bn+1 po fflementam (65) soderßit fflement, naqina¸wiæsØ s b.

4. Dokazatel~stvo predloßeniØ 10. Pokaßem indukcieæ, qto odnoqleny vida a^k, a^{k−1}b, ..., b^k lineæno nezavisimy. DlØ k =

1 ffto oqevidno. Predpoloßim po indukcii, qto odnoqleny a^n, a^{n−1}b, ..., b^n lineæno nezavisimy. Togda, esli dopustit~, qto

170 A. V. GOLOVAXKIN, V. M. MAKSIMOV odnoqleny a^{n+1}, a^nb, ..., b^{n+1} lineæno zavisimy, to iz predpoloßeniØ indukcii i lemmy 8 dolßno sledovat~ ravenstvo

b^{n+1} = λ_0a^{n+1} + λ_1a^nb + ... + λ_nab^n. (67)

RazlagaØ fflementy b, b^2, ..., b^n po bazisu (65) i podstavlØØ ffti razloßeniØ v (67), poluqim razloßenie b^{n+1} po bazisu (65). Odnako, iz vida fflementov (67) sleduet, qto v poluqennom razloßenii fflementa b^{n+1} ne budet fflementov bazy (65), naqina¸wihsØ s b, qto protivoreqit lemme 9. Takim obrazom, dokazana pervaØ qast~ utverßdeniØ o lineænoæ nezavisimosti odnoqlenov vida {a^mb^n}, m, n = 0, 1, 2, ... . V silu lemmy 7, odnoqleny a^{i1}b^{j1} a^{i2} ...b^{jk} stepeni n, n = i_1 +

j_1 + ... + j_k prinadleßat podprostranstvu L_n, a bazu L_n obra-

zu¸t odnoqleny stepeni n vida (65). Esli teper~ dopustit~, qto odnoqleny {a^mb^k}, m, k = 0, 1, 2, ..., obrazu¸t bazis algebry A_0, to vse odnoqleny {a^mb^k} stepeni n, n = m + k, takße obrazu¸t bazis L_n i ih koliqestvo sovpadaet s razmernost~¸

L_n. Pofftomu, naprimer, pri n = 4 v L_4 dolßno byt~ dva bazi-

sa: a^4, a^3b, a^2ba, aba^2, ba^3, abab, baba, ba^2b i a^4, a^3b, a^2b^2, ab^3, b^4, kotorye soderßat raznoe koliqestvo fflementov. Takim obrazom, my prihodim k protivoreqi¸.

Zameqanie 3. Dokazatel~stva lemm 7, 8 i 9, oqevidno, osta- ¸tsØ spravedlivymi dlØ l¸boæ algebry, poroßdaemoæ kvadratiqnym sootnoxeniem (1), esli ona imeet bazis vida (65). Togda spravedlivo sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 11. Pust~ algebra A, poroßdennaØ sootnoxeni-

em (1), imeet bazis vida (65). Togda odnoqleny {a^mb^n}, m, n = 0, 1, 2, ..., lineæno nezavisimy, no bazis algebry A ne obrazu¸t.

Pol~zuØs~ sluqaem, avtory blagodarØt A. M. Verxika za mnogoqislennye zameqaniØ i plodotvornoe obsußdenie problem, svØzannyh s kvadratiqnymi algebrami.

Literatura

1. E. K. SklØnin, O nekotoryh algebraiqeskih strukturah, svØzannyh s uravneniem ˚nga–Bakstera. — Funkc. analiz i pril. 16 (1982), 27–34.

ALGEBRY KOSYH POLINOMOV 171

2. E. K. SklØnin, O nekotoryh algebraiqeskih strukturah, svØzannyh s uravneniem ˚nga–Bakstera. II. Predstavlenie kvantovoæ algebry. — Funkc. analiz i pril. 17 (1983), 34–48.

3. F. H. Jackson, q-Difference Equations. — Amer. J. Math. 32 (1910), 305–314. 4. W. Hahn, Orthogonalpolynome, die q-Differenzengleihungen genugen. — Math.

Nachr. 2 (1949), 4–34.

5. N. Ja. Vilenkin, A. U. Klimuk, Representation of Lie grours and spesial functions.

Vol.3. — Kluwer Academic Publishers (1992).

6. V. L. Ostrovskiæ, ı. S. Samoælenko, PredstavleniØ *-algebr s dvumØ obrazu¸wimi i polinomial~nymi sootnoxeniØmi¸. — Zap. nauqn. semin. LOMI 172 (1989), 121–129.

7. V. L. Ostkovskii, Yu. S. Samoilenko, Structure theorems for a pair of unbounded selfadjoint operators satisfying quadratic relation. — In: Infinite-dimentional representations of quadratic and polynomial *-algebras. Preprint Acad. Sci. Ukr. SSR. Inst. Math. 91.4 (1991), 2–25.

8. V. A. Ufnarovskiæ, Algebra-6. — Itogi nauki i tehniki 57 (1990), 5– 177.

9. A. M. Vershik, Algebras with quadratic relations. — Selecta Math. Sov. 11 (1992),

293–315.

10. A. V. Golovaxkin, V. M. Maksimov, O kosyh polinomah Ore vysxih porØdkov, poroßdaemyh odnorodnymi kvadratiqnymi sootnoxeniØmi. — UMN 53 (1998), 145–146.

11. O. Ore, Theory of noncomutative polynomials. — Ann. Math. 32 (1931), 463–477. 12. T. H. M. Smits, Skew polynomial rings. — Indag. Math. 30 (1968), 209–224. 13. F. Dumas, Sous-corps de fraction rationnelles des corps gauches de series de Lau-

rent. — Lecture Notes in Math. 1478 (1991), 192–214.

14. V. M. Maksimov, Ob odnom obobwenii kol~ca kosyh polinomov Ore. — UMN 55 (2000), 215–216.

15. V. M. Maximov, Canonical forms of skew polynomial rings. — Zap. nauqn. semin. POMI 292 (2002), 40–61.

16. P. Kon, Svobodnye kol~ca i ih svØzi. — M., Mir (1975).

Golovashkin A. V., Maximov V. M. On algebras of skew polynomials generated by quadratic homogeneous relations.

We consider algebras, with two generators a and b, generated by the quadratic relations ba = αa2 +βab+γb2, where the coefficients α, β, and γ belong to an arbitrary field F of characteristics 0. We find conditions for the algebra to be expressed as a skew polynomial algebra with generator b over the polynomial ring F [a]. These conditions are equivalent to the existence of the Poincaré–Birkhoff–Witt basis, i.e., basis of the form fam, bng.

Postupilo 19 avgusta 2003 g. Tverskoæ gosudarstvennyæ universitet

Rossiæskiæ gosudarstvennyæ gumanitarnyæ universitet