Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 299, 2003 g.

M. A. Stepanova

TIPIQNYE POGRUȷENI˚ DVUMERNO` SFERY V R^3 I IH OSTOVY

§1. Osnovnye formulirovki 1.1. Postanovka zadaqi. Gladkim pogrußeniem sfery S^2 v R^3

nazyvaetsØ gladkoe otobraßenie S^2 → R^3, rang kotorogo v kaßdoæ toqke sfery S^2 raven 2. Gladkoe pogrußenie f : S^2 → R^3 nazyvaetsØ tipiqnym, esli dlØ l¸bogo n 6 3 i dlØ l¸byh toqek y_1, . . . , y_n s f(y_1) = f(y_2) = · · · = f(y_n) obrazy kasatel~nyh prostranstv k sfere S^2 v toqkah y_1, . . . , y_n pod deæstviem differenciala df nahodØtsØ v R^3 v obwem poloßenii. Nazovem tipiqnye gladkie pogrußeniØ f_0, f_1 : S^2 → R^3 diffeotopnymi, esli suwestvu¸t gladkie otobraßeniØ

G : S^2 × I → S^2 i H : R^3 × I → R^3,

sußeniØ kotoryh sootvetstvenno na S^2 × t i R^3 × t ØvlØ¸tsØ diffeomorfizmami (dlØ l¸bogo t ∈ I), takie qto G(x, 0) = x, H(y, 0) = y dlØ l¸byh x ∈ S^2 i y ∈ R^3 i qto

H(f_0(G(x, 1)), 1) = f_1(x)

dlØ l¸bogo x ∈ S^2.

(˚sno, qto H(f_0(G(x, 0)), 0) = f_0(x) dlØ l¸bogo x ∈ S^2.) Zadaqa, kotoroæ posvØwena ffta rabota, sostoit v klassifikacii tipiqnyh gladkih pogrußeniæ S^2 → R^3 s toqnost~¸ do diffeotopii.

1.2. Rezul~taty, ime¸wiesØ v literature. Avtoru izvest-

na odna stat~Ø, v kotoroæ izuqalis~ diffeotopiqeskie klassy gladkih pogrußeniæ S^2 → R^3. Gor¸nov [2] postroil vse lokal~nye invarianty gladkih pogrußeniæ stepeni 1 (v smysle Vasil~eva–Gusarova).

1.3. Osnovnye rezul~taty raboty. Vs¸du v fftom punkte budem

sqitat~ fiksirovannym neotricatel~noe celoe qetnoe qislo n. 300

TIPIQNYE POGRUȷENI˚ 301

1.3.1. Mnoßestvo Mn. Horoxo izvestno, qto esli gladkoe po-

grußenie S^2 → R^3 tipiqno, to qislo ego troænyh toqek koneqno i qetno, i qto esli tipiqnye gladkie pogrußeniØ S^2 → R^3 diffeotopny, to qisla troænyh toqek fftih pogrußeniæ ravny meßdu soboæ.

Qerez M_n oboznaqim mnoßestvo klassov diffeotopii tipiqnyh gladkih pogrußeniæ S^2 → R^3 s n troænymi toqkami.

1.3.2. Polugrafy. Mnoßestvo Fn. Pust~ A – proizvol~noe mno-

ßestvo. Oboznaqim qerez ~A mnoßestvo neuporØdoqennyh par fflementov mnoßestva A. Esli φ : A → B – otobraßenie, to oboznaqim qerez ~φ: ~A → ~B otobraßenie, zadavaemoe formuloæ ~φ(a_1, a_2) = (φ(a_1), φ(a_2)). Nazovem polugrafom uporØdoqennu¸ qetverku (V, R0, R00, ∂), gde V, R0, R00 – mnoßestva, ∂ – otobraßenie R0_{→ V} . �lementy mnoßestva_V nazyva¸tsØ verxinami, fflementy mnoßestva R0 – rebrami, fflementy mnoßestva R00 – svobodnymi petlØmi. Verxina ν ∈ V nazyvaetsØ incidentnoæ rebru r, esli suwestvuet verxina ν0 ∈ V takaØ, qto ∂(r) = (ν, ν0); v fftom sluqae verxiny ν i ν0 nazyva¸tsØ koncami rebra r. Rebro, koncy kotorogo sovpada¸t, nazyva¸tsØ petleæ. Nazovem valentnost~¸ verxiny summu qisla incidentnyh eæ reber, ne ØvlØ¸wihsØ petlØmi, i udvoennogo qisla incidentnyh eæ petel~.

Otobraßeniem Ψ polugrafa (V_1, R0_1, R00_1, ∂_1) v polugraf (V_2, R0_2,

R00_{2, ∂2)} nazyvaetsØ troæka otobraßeniæ_{ψ1 : V1 → V2},_{ψ2 : R}0_{1 → R}0_2,

ψ_3 : R00_1 → R00_2 takih, qto diagramma R_1^{ψ1}−−−−→ R_2 ∂1 ∂2 ~V_1 −−−−→ e_{ψ2} ~V_2 kommutativna. Esli otobraßeniØ ψ_i biektivny dlØ 1 6 i 6 3, to Ψ nazyvaetsØ izomorfizmom. ˚sno, qto izomorfnost~ polugrafov est~ otnoxenie ffkvivalentnosti.

Dalee budem rassmatrivat~ tol~ko polugrafy, kaßdaØ verxina kotoryh incidentna ne bolee qem odnoæ petle. Troæka D, Γ, p) nazyvaetsØ ostovom, esli D – polugraf, kaßdaØ verxina kotorogo qetyrehvalentna, Γ – polugraf, kaßdaØ verxina kotorogo xestivalentna, p : D → Γ – otobraßenie, kotoroe sopostavlØet trem verxinam polugrafa D verxinu polugrafa Γ, pare

302 M. A. STEPANOVA reber polugrafa D – rebro polugrafa Γ, pare svobodnyh petel~ polugrafa D – svobodnu¸ petl¸ polugrafa Γ. (˚sno, qto ne l¸bu¸ paru polugrafov D i Γ moßno dopolnit~ otobraßeniem p : D → Γ; naprimer, qislo verxin v D dolßno byt~ v 3 raza bol~xe qisla verxin v Γ.)

Otobraßeniem ostova (D_1, Γ_1, p_1) v ostov (D_2, Γ_2, p_2) budem nazyvat~ paru otobraßeniæ ξ_1 : D_1 → D_2, ξ_2 : Γ_1 → Γ_2, takih, qto diagramma D_1^{ξ1}−−−−→ D_2 p1 p2 Γ0_{1 −−−−→ξ2 Γ}0_2

kommutativna. Esli ξ_1, ξ_2 – izomorfizmy, to otobraßenie ostova v ostov budem nazyvat~ izomorfizmom.

Podpolugrafom polugrafa (V, R0, R00, ∂) nazyvaetsØ polugraf (V_1, R0_1, R00_1, ∂_1) takoæ, qto: V_1 ⊂ V , R0_1 ⊂ R0, R00_1 ⊂ R00, ∂_1 – sokrawenie otobraßeniØ ∂ na V_1 i R0_1. Ciklom polugrafa (V, R0, R00, ∂) budem nazyvat~ libo podpolugraf vida (?, ?, R00_1, ∂_1), libo podpolugraf, rebra i verxiny kotorogo moßno uporØdoqit~ sledu- ¸wim obrazom:

ν_0, ∂�^1_1 ((ν_0, ν_1)), ν_1, ∂�^1_1 ((ν_1, ν_2)), ν_2, . . . , ν_k, ∂�^1_1 ((ν_k, ν_0))

(gde k – natural~noe qislo). Mnoßestvo ciklov polugrafa nazyvaetsØ fundamental~nym, esli:

1) qislo verxin v kaßdom cikle qetno;

2) dlØ l¸bogo cikla valentnost~ kaßdoæ verxiny v cikle ne prevoshodit 4;

3) nikakie dva cikla ne ime¸t obwih reber; 4) ob¨edinenie vseh ciklov est~ ves~ polugraf.

Polugraf s fiksirovannoæ fundamental~noæ sistemoæ ciklov budem nazyvat~ osnawennym. Pust~ G_1 i G_2 – osnawennye polugrafy, δ_1 i δ_2 – ih fundamental~nye mnoßestva ciklov. Izomorfizmom osnawennogo polugrafa (G_1, δ_1) v osnawennyæ polugraf (G_2, δ) nazyvaetsØ izomorfizm ψ : G_1 → G_2, kotoryæ induciruet biekci¸ mnoßestva δ_1 na δ_2.

Osnawennym ostovom budem nazyvat~ ostov ((D, δ_1), (Γ, δ_2), p), takoæ, qto (D, δ_1) i (Γ, δ_2) – osnawennye polugrafy, gde δ_1 – fun-

TIPIQNYE POGRUȷENI˚ 303 damental~naØ sistema ciklov polugrafa D, δ_2 – fundamental~- naØ sistema ciklov polugrafa Γ, otobraßenie p : D → Γ induciruet otobraßenie fflementov iz δ_1 v fflementy δ_2.

Izomorfizmom osnawennogo ostova ((D, δ_1), (Γ, δ_2), p) v osnawennyæ ostov (D0, δ0_1), (Γ, δ0_2) budem nazyvat~ paru izomorfizmov ξ_1 : (D, δ_1) → (D0, δ_1) i ξ_2 : (Γ, δ_2) → (Γ, δ_2), takih, qto diagramma

(D, δ_1)^{ξ1}−−−−→ (D0, δ0_1) p p^0 (Γ, δ_2) −−−−→_{ξ2} (Γ0, δ0_2)

kommutativna. Dva osnawennyh ostova izomorfny, esli suwestvuet izomorfizm pervogo ostova vo vtoroæ. ˚sno, qto izomorfizm osnawennyh ostovov est~ otnoxenie ffkvivalentnosti.

Qislo verxin polugrafa Γ budem nazyvat~ stepen~¸ ostova (D, Γ, p). Razob~em mnoßestvo osnawennyh ostovov stepeni n na klassy izomorfnyh osnawennyh ostovov. Poluqennoe mnoßestvo budem oboznaqat~ qerez F_n.

1.3.3. Otobraßenie φn. Naqnem s podgotovitel~nogo materia-

la. Opredelenie otobraßeniØ φ_n budet dano v poslednem abzace fftogo podpunkta.

Pust~ f : S^2 → R^3 – tipiqnoe gladkoe pogrußenie s n troænymi toqkami.

Oboznaqim qerez Γ_f polugraf (v R^3), verxiny kotorogo – troænye toqki pogrußeniØ f, rebra – gomeomorfnye intervalu (0; 1) komponenty lineænoæ svØznosti mnoßestva Dopp f dvoænyh toqek pogrußeniØ f, svobodnye petli – gomeomorfnye S^1 komponenty lineænoæ svØznosti mnoßestva Dopp f. (˚sno, qto qislo kak reber, tak i svobodnyh petel~ koneqno, i qto l¸baØ dvoænaØ toqka pogrußeniØ f prinadleßit libo rebru, libo svobodnoæ petle.) Oqevidno, qto valentnost~ kaßdoæ verxiny ravna 6.

Dalee, oboznaqim qerez D_f polugraf (v S^2), verxinami kotorogo ØvlØ¸tsØ proobrazy pri otobraßenii f verxin polugrafa Γ_f , rebrami – proobrazy reber polugrafa Γ_f , svobodnymi petlØmi – proobrazy svobodnyh petel~ polugrafa Γ_f . (˚sno, qto qislo verxin polugrafa D_f ravno 3n. ˚sno takße, qto proobrazom kaßdogo rebra polugrafa Γ_f ØvlØetsØ para reber polugra-

304 M. A. STEPANOVA fa D_f , i qto proobrazom kaßdoæ svobodnoæ petli polugrafa Γ_f ØvlØetsØ para svobodnyh petel~ polugrafa D_f .) Netrudno videt~, qto valentnost~ kaßdoæ verxiny polugrafa D_f ravna 4.

Nakonec, oboznaqim qerez p_f : D_f → Γ_f otobraßenie, ØvlØ¸- weesØ sokraweniem otobraßeniØ f.

˚sno, qto troæka (D_f , Γ_f , p_f ) – ostov. Budem nazyvat~ ego ostovom pogrußeniØ f.

Netrudno videt~, qto suwestvuet gladkoe zamknutoe odnomernoe mnogoobrazie K i gladkoe pogrußenie g : K → R^3, takie, qto g(K) – mnoßestvo kratnyh toqek pogrußeniØ f, i qto esli, sverh togo, K0 – zamknutoe odnomernoe mnogoobrazie i g0 : K0 → R^3 – gladkoe pogrußenie s g0(K0) = g(K), to suwestvuet diffeomorfizm h : K0 → K, takoæ, qto g0 = g ∘ h.

Pust~ K_1, . . . , K_s – vse komponenty lineænoæ svØznosti mnogoobraziØ K. ˚sno, qto kaßdoe iz mnoßestv g(K_1), . . . , g(K_s) obladaet strukturoæ cikla polugrafa Γ_f i sovokupnost~ fftih ciklov ØvlØetsØ fundamental~nym mnoßestvom ciklov polugrafa Γ_f . My opredelili osnawenie δ_f polugrafa Γ_f .

ProstaØ proverka pokazyvaet, qto dlØ l¸bogo natural~nogo i 6 s mnoßestvo f^1(g(K_i)) sostoit iz 2 komponent lineænoæ svØznosti; oboznaqim ih qerez L_i i L0_i. Netrudno proverit~, qto kaßdoe iz mnoßestv L_1, L0_1, . . . , L_s, L0_s obladaet strukturoæ cikla polugrafa D_f , i oqevidno, qto sovokupnost~ vseh takih ciklov ØvlØetsØ fundamental~nym mnoßestvom polugrafa D_f . Takim obrazom, my opredelili osnawenie polugrafa D_f ; oboznaqim ego qerez δ0_f .

Osnawennyæ ostov ((D_f , δ0_f ), (Γ_f , δ0_f )p_f ) budem nazyvat~ osnawennym ostovom pogrußeniØ f.

Opredelim otobraßenie φ_n : M_n → F_n sledu¸wim obrazom. Pust~ α ∈ M_n i pust~ f : S^2 → R^3 – tipiqnoe gladkoe pogrußenie klassa α. My polagaem φ_n(α) ravnym klassu osnawennyh ostovov, izomorfnyh osnawennomu ostovu pogrußeniØ f. PrØmaØ proverka pokazyvaet, qto ffto opredelenie korrektno.

1.3.4. OsnovnaØ teorema. DlØ n = 0, 2, 4 otobraßenie φn : Mn → Fn s¸r¨ektivno.

1.3.5. Zameqanie. Otobraßenie φn ne ØvlØetsØ in¨ektivnym ni

dlØ kakogo neotricatel~nogo celogo qetnogo qisla n (sm. §3).

TIPIQNYE POGRUȷENI˚ 305

§2. Dokazatel~stvo osnovnoæ teoremy

Polugraf stepeni n nazyvaetsØ lineæno svØznym, esli on est~ ili svobodnaØ petlØ pri n = 0 ili svØznyæ graf pri n > 1. Oboznaqim qerez F^0_n mnoßestvo klassov izomorfnyh osnawennyh ostovov ((D, δ0), (Γ, δ), p) stepeni n s lineæno svØznym polugrafom Γ. Dokazatel~stvo osnovnoæ teoremy zakl¸qaetsØ v postroenii pri n = 0, 2, 4 dlØ kaßdogo klassa α ∈ F^0_n gladkogo tipiqnogo pogrußeniØ S^2 → R^3, osnawennyæ ostov kotorogo prinadleßit klassu α. �tim teorema budet dokazana, poskol~ku imeetsØ prostaØ oqevidnaØ redukciØ, ispol~zu¸waØ svØznoe summirovanie pogrußeniæ S^2 → R^3, obwego sluqaØ k fftomu sluqa¸.

2.1. Tablicy ostovov. V fftom punkte dlØ n = 0, 2, 4 my pred¨-

Øvim po odnomu predstavitel¸ kaßdogo fflementa mnoßestva F^0_n. V tablicah privedeny shemy polugrafov D i Γ; rebra i svobodnye petli, vhodØwie v odin cikl polugrafa, izobraßeny lini- Ømi odnogo vida (sploxnye linii, punktirnye linii i t.p.), otobraßenie p – ffto kakoe-nibud~ otobraßenie, kotoroe sopostavlØet naboru reber i svobodnyh petel~ polugrafa D nabor reber i svobodnyh petel~ polugrafa Γ, izobraßennyh liniØmi togo ße vida, a verxinam polugrafa D, izobraßennym simvolami odnogo vida, – verxiny polugrafa Γ, izobraßennye temi ße simvolami.

Tablica 1. Sluqaæ n = 0.

306 M. A. STEPANOVA

Tablica 2. Sluqaæ n = 2.

Tablica 3. Sluqaæ n = 4.

TIPIQNYE POGRUȷENI˚ 307

2.2. Material dlØ p. 2.3. V fftom punkte pereqisleny sposoby

postroeniØ gladkogo tipiqnogo pogrußeniØ, kotorye ponadobØtsØ nam dlØ dokazatel~stva osnovnoæ teoremy.

2.2.1. Perestroæki E, T, H, Q. Oni izobraßeny na ris. 1. Za-

metim, qto, kak horoxo izvestno, l¸boe tipiqnoe gladkoe pogrußenie S^2 → R^3 moßno poluqit~ iz standartnogo vloßeniØ S2 → R3 posledovatel~nost~¸ perestroek E, T, H, Q.

Perestroæka E Perestroæka T .

Perestroæka H.

Perestroæka Q.

Ris. 1.

308 M. A. STEPANOVA

2.2.2. SvØznoe summirovanie pogrußeniæ. Po povodu primera

sm. ris. 2.

Ris. 2.

2.3. Tipiqnye gladkie pogrußeniØ S^2 → R^3, osnawennye ostovy kotoryh zadany tablicami 2.1.

2.3.1. Sluqaæ n = 0. Na ris. 3 izobraßen obraz nekotorogo

gladkogo pogrußeniØ, shema osnawennogo ostova kotorogo privedena v tabl. 1

Ris. 3.

2.3.2. Sluqaæ n = 2. Na ris. 4 i qasti ris. 5, raspoloßen-

noæ pravee strelki s simvolom T, izobraßeny obrazy nekotoryh gladkih pogrußeniæ, shemy osnawennyh ostovov kotoryh privedeny v tabl. 2 v pervoæ i vtoroæ strokah sootvetstvenno. Ris. 5 ill¸striruet tak ße shemu postroeniØ iskomogo pogrußeniØ.

2.3.3. Sluqaæ n = 4. Na qasti ris. 6, raspoloßennoæ pravee

strelki s simvolami T, T, izobraßen obraz nekotorogo gladkogo pogrußeniØ, shema osnawennogo ostova kotorogo privedena v 1-æ stroke tabl. 3. Na qasti ris. 7, raspoloßennoæ pravee strelki s simvolom T, izobraßen obraz nekotorogo gladkogo pogrußeniØ, shema osnawennogo ostova kotorogo privedena v tabl. 3

TIPIQNYE POGRUȷENI˚ 309

Ris. 4.

Ris. 5.

Ris. 6.

Ris. 7.

vo 2-æ stroke. Na ris. 8, 9, 10, 12 pravee strelok s simvolom

310 M. A. STEPANOVA

Ris. 8.

Ris. 9.

Ris. 10.

Ris. 11.

#S^2 izobraßeny obrazy nekotoryh gladkih pogrußeniæ, shemy osnawennyh ostovov kotoryh privedeny v tabl. 2 v 3-æ, 4-æ, 5-æ i 7-æ strokah, sootvetstvenno. Na ris. 11, 13 pravee strelki s simvolami E, T, T izobraßeny obrazy nekotoryh gladkih pogru-

TIPIQNYE POGRUȷENI˚ 311

Ris. 12.

Ris. 13.

Ris. 14.

ßeniæ, shemy osnawennyh ostovov kotoryh privedeny v tabl. 2 v 6-æ i 8-æ strokah sootvetstvenno. Ris. 6–12 ill¸striru¸t tak ße shemu postroeniØ iskomyh pogrußeniæ.

§3. Nein¨ektivnost~ otobraßeniØ φn 3.1. Pust~ f : S^2 → R^3 – tipiqnoe gladkoe pogrußenie, i pust~

h : S^2 → S^2 – obrawa¸wiæ orientaci¸ diffeomorfizm. Togda f ∘ h – tipiqnoe gladkoe pogrußenie, osnawennyæ ostov kotorogo izomorfen ostovu pogrußeniØ f, no pogrußeniØ f i h ne diffeotopny. (Pervoe i vtoroe oqevidno, a tret~e sleduet iz togo, qto l¸baØ tipiqnaØ regulØrnaØ gomotopiØ S^2 v R^3, vyvoraqiva¸waØ sferu naiznanku, imeet neqetnoe qislo qetvernyh toqek [3]).

312 M. A. STEPANOVA

Ris. 15.

3.2. Gladkie tipiqnye pogrußeniØ S^2 → R^3, obrazy kotoryh

izobraßeny na ris. 14, ime¸t izomorfnye ostovy, no ne diffeotopny drug drugu.

3.3. ImeetsØ razvitie ponØtiæ perestroek tipa E, T, H i Q do

perestroek E_1�_3, T_1�_3, H_{1,2} i Q_1�_3, sootvetstvenno (sm. ris. 15). (Uqityva¸tsØ orientacii i pogrußennyh sfer, i prostranstva R3.)

Pust~ f, g, h : S^2 # R^3

tipiqnye gladkie pogrußeniØ. Esli g i h poluqeny iz f libo perestroækami E_i i E_j , libo perestroækami T_i i T_j, libo perestroækami H_i i H_j s i ≠ j, to ostovy pogrußeniæ g i h izomorfny meßdu soboæ, no sami g i h ne diffeotopny. (Pervoe oqevidno, dlØ dokazatel~stva vtorogo dostatoqno zametit~,

TIPIQNYE POGRUȷENI˚ 313 qto I(f) ≠ I(g), gde I – invariant diffeotopnyh pogrußeniæ, opredelennyæ Gor¸novym [2]).

Literatura

1. V. I. Arnol~d, A. I. Varqenko, S. M. Guseæn-Zade, Osobennosti differenciruemyh otobraßeniæ. Nauka, Moskva, 1979.

2. V. V. Goryunov, Local invariants of mappings of surfaces into three-space. —

Preprint, 1994.

3. N. Max, T. Banchoff, Every sphere eversion has a quadruple point. — Contribu-

tions to Analysis and Geometry, John Hopkins University Press (1997), 191–209.

4. T. Nowik, Quadruple points of regular homotopies of surfaces in 3-manifolds. —

Topology 39 (2000), 1069–1088.

Stepanova M. A. Generic immersions of the two-sphere to R^3 and their skeleta.

Let f : S^2 → R^3 be a generic smooth immersion. The skeleton of f is the following triple (Γ, D, p). Γ is the 1-polyhedron of singular points of f, D = f�^1(Γ) is also a 1-polyhedron, and p : D → Γ, x → f(x), is the projection. For triples of the form (D, Γ, p), where Γ has at most 4 vertices, we give an iff-condition under which the triple is the skeleton of a smooth immersion f : S^2 → R^3.

Postupilo 31 ØnvarØ 2003 g. Rossiæskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet im. A. I. Gercena