Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 299, 2003 g.

V. V. Makeev

O DELENII NEPRERYVNO RASPREDELENNO` MASSY

Celyæ klass zadaq kombinatornoæ geometrii o delenii nepreryvno raspredelennoæ massy v evklidovom prostranstve moßet byt~ sformulirovan sledu¸wim obrazom [1, 2]. Pust~ R^n razbito na k izmerimyh mnoßestv E_1, . . ., E_k i zadany k neotricatel~-

nyh qisel x_i,^kP_{i=1} x_i = 1, a B — podmnoßestvo gruppy A_n nevy-

roßdennyh affinnyh preobrazovaniæ R^n. SpraxivaetsØ: verno li, qto dlØ vsØkoæ nepreryvno raspredelennoæ v R^n koneqnoæ massy m naædetsØ takoæ fflement b ∈ B, qto m(b(E_i)) = x_im dlØ

1 6 i 6 k, gde m(b(Ei)) oznaqaet massu, zakl¸qennu¸ vo mnoße-

stve b(E_i) ⊂ R^n?

V izvestnyh primerah rexeniæ podobnyh zadaq obyqno E_i – qasti ot deleniØ R^n giperploskostØmi; x_1 = · · · = x_k = 1/k; B – zamknutaØ podgruppa affinnoæ gruppy A_n, naprimer gruppa translØciæ dvißeniæ ili sama gruppa A_n.

§1. O delenii nepreryvno raspredelennoæ massy na ploskosti

Niße my dokaßem neskol~ko teorem o delenii nepreryvno raspredelennoæ na ploskosti koneqnoæ massy pravil~noæ sistemoæ podoblasteæ ploskosti.

Pust~ l_1, . . . , l_n – n ishodØwih iz odnoæ toqki 0 ∈ R^2 luqeæ, priqem sosednie sostavlØ¸t ugly v 2π/n. Pust~ K_1 ⊂ R^2 – krug s centrom v toqke 0. Pust~ A_1, . . . , A_n – toqki pereseqeniØ luqeæ l_1, . . . l_n s diska ∂ K_1. Takim obrazom, ploskost~ razbita na

n + 1 oblasteæ K_1, . . . , Kn_{+1}, iz kotoryh poslednie n ograniqe-

ny kuskami granicy ∂ K_1 i podluqami l_1, . . . , l_n, ograniqennymi toqkami A_1, . . . , A_n (ris. 1).

V dal~neæxem pod pravil~noæ konfiguracieæ n + 1 oblasteæ

K_1, . . . , Kn_{+1} my vsegda ponimaem vyxeopisannu¸ konfiguraci¸. Affinno pravil~noæ konfiguracieæ oblasteæ nazyvaem affin- 228

O DELENII NEPRERYVNO RASPREDELENNO` MASSY 229

Ris. 1.

nyæ obraz pravil~noæ konfiguracii.

Podvergnem pravil~nu¸ konfiguraci¸ oblasteæ gladkoæ izotopii, sohranØØ ee svoæstvo perehodit~ v sebØ pri povorote na ugol 2π/n vokrug toqki 0. Poluqennu¸ konfiguraci¸ n+1 oblasteæ K_1, . . . , K_{n+1} (ris. 2) my v dal~neæxem nazyvaem topologiqeski pravil~noæ, esli minimal~nyæ radius kruga, pereseka¸wego vse oblasti K_i pri i > 2 stremitsØ k ∞ pri udalenii centra kruga na beskoneqnost~ ravnomerno dlØ vseæ izotopii sistemy oblasteæ K_i.

Ris. 2.

Horoxo izvestno, qto vsØku¸ nepreryvno raspredelennu¸ koneqnu¸ massu na ploskosti moßno razbit~ na qetyre ravnye qasti paroæ perpendikulØrnyh prØmyh.

Teorema 1. DlØ l¸boæ topologiqeski pravil~noæ konfiguracii 5

oblasteæ (sm. ris. 3) vsØkoæ koneqnoæ nepreryvno raspredelennoæ na ploskosti massy m i l¸bogo x > 0 naædetsØ takoe podobnoe

230 V. V. MAKEEV

preobrazovanie a ploskosti, qto

m(a(K_2)) = · · · = m(a(K_5)) = xm(a(K_1).

Ris. 3.

Dokazatel~stvo. Dokaßem teoremu 1 dlØ raspredeleniæ massy s gladkoæ plotnost~¸ i kompaktnym vypuklym nositelem s gladkoæ graniceæ. V ostal~nyh sluqaØh teorema dokazyvaetsØ standartnym predel~nym perehodom.

Pokaßem, qto v tipiqnoæ situacii dlØ vyxeopisannyh raspredeleniæ massy imeetsØ neqetnoe qislo trebuemyh podobnyh obrazov konfiguracii oblasteæ K_1, . . . , K_5, rassmatrivaemyh s toqnost~¸ do samosovmeweniæ konfiguracii.

Gruppa sohranØ¸wih orientaci¸ podobnyh preobrazovaniæ ploskosti ØvlØetsØ svØznym nekompaktnym qetyrehmernym mnogoobraziem. Qetyre usloviØ, nalagaemye na obraz topologiqeski pravil~noæ sistemy oblasteæ K_1, . . . , K_5 v uslovii teoremy vydelØ¸t dlØ tipiqnogo raspredeleniØ massy koneqnoe qislo trebuemyh konfiguraciæ. Pokaßem, qto v tipiqnoæ situacii qislo iskomyh konfiguraciæ topologiqeski pravil~nyh konfiguraciæ oblasteæ, rassmatrivaemyh s toqnost~¸ do samosovmeweniæ, neqetno.

Po standartnym topologiqeskim soobraßeniØm qetnost~ qisla iskomyh konfiguraciæ oblasteæ K_1, . . ., K_5 ne zavisit ot vybora konfiguracii, tipiqnogo raspredeleniØ massy i qisla

x > 0, tak kak vse oni gladko deformiruemy drug v druga. Po-

fftomu dostatoqno sdelat~ proverku dlØ kakogo-nibud~ x > 0, pravil~noæ konfiguracii K_1, . . . , K_5 i tipiqnogo raspredeleniØ massy.

O DELENII NEPRERYVNO RASPREDELENNO` MASSY 231

Budem sqitat~, qto raspredelenie massy blizko k oblada¸- wemu krugovoæ simmetrieæ.

Horoxo izvestno [3], qto dlØ tipiqnogo raspredeleniØ massy imeetsØ neqetnoe qislo par perpendikulØrnyh prØmyh, delØwih fftu massu na 4 ravnye qasti.

Deæstvitel~no, dlØ vsØkoæ ploskoæ vypukloæ figury suwestvuet edinstvennaØ para prØmyh l_1 i l_2, parallel~nyh zadannym perpendikulØrnym prØmym, kaßdaØ iz kotoryh razdelØet plowad~ figury popolam. Sledovatel~no plowadi qasteæ figury, raspoloßennyh v simmetriqnyh otnositel~no toqki pereseqeniØ prØmyh l_1 i l_2 kvadratov, ravny. Oboznaqim α i β plowadi figury, raspoloßennye v I i II kvadrantah. Pri povorote konfiguracii prØmyh l_1 i l_2 na 90^ffi veliqina α − β menØet znak, pofftomu v tipiqnoæ situacii α − β = 0 dlØ neqetnogo qisla promeßutoqnyh poloßeniæ prØmyh l_1 i l_2, qto i dokazyvaet skazannoe vyxe.

Rassmotrim vypuklu¸ figuru K s gladkoæ graniceæ, blizku¸ k krugu, i dostatoqno bol~xoe qislo x > 0. Togda oqevidno, qto vse iskomye podobnye obrazy sistemy oblasteæ K_1, . . . , K_5 takovy, qto razdelØ¸wie ih luqi l_1, . . ., l_4 pereseka¸tsØ vblizi “centra” K – takoæ toqki O, qto vse prohodØwie qerez nee prØmye delØt plowad~ figury K v blizkom k edinice otnoxenii. Sledovatel~no pri dostatoqno bol~xih x > 0 central~naØ oblast~ K_1 celikom soderßitsØ v K i luqi l_1, l_2, l_3 i l_4 razdelØ¸t plowad~ figury K na qetyre ravnye qasti, no poslednih konfiguraciæ, kak my videli vyxe, v tipiqnoæ situacii imeetsØ neqetnoe qislo.

Proverim, qto rassmatrivaemaØ figura K ØvlØetsØ tipiqnoæ, esli ona tipiqna dlØ zadaqi deleniØ ee plowadi na qetyre ravnye qasti paroæ perpendikulØrnyh prØmyh. Iz poslednego usloviØ sleduet, qto dlØ K moßno nezavisimo naruxat~ odno iz treh usloviæ

m(a(K_2)) = m(a(K_3)) = m(a(K_4)) = m(a(K_5)).

MenØØ razmer oblasti a(K_1), podvergaØ vs¸ konfiguraci¸ oblasteæ a(K_1), . . . , a(K_5) gomotetii s blizkim k 1 kofffficientom i centrom v centre oblasti a(K_1)) my moßem naruxat~ uslovie

m(a(K_5)) = xm(A(A_1)). Teorema 1 dokazana. �

Zameqanie. Uslovie “razbeganiØ” oblasteæ Ki pri i > 2 na bes-

232 V. V. MAKEEV

koneqnosti trebuetsØ dlØ obespeqeniØ kompaktnosti mnoßestva iskomyh v teoreme 1 konfiguraciæ oblasteæ K_1, . . . , K_5, qto neobhodimo dlØ korrektnoæ opredelennosti vyxerassmatrivaemogo vyqeta po modul¸ 2.

Pust~ K_1, . . ., K_7 – topologiqeski pravil~naØ sistema oblasteæ na ploskosti. My sqitaem, qto oblasti K_2 i K_5, K_3 i K_6,

K_4 i K_7 poparno simmetriqny otnositel~no toqki 0 (ris. 2).

Teorema 2. DlØ vsØkoæ koneqnoæ nepreryvno raspredelennoæ mas-

sy m i poloßitel~nyh qisel x_1, x_2, x_3 naædetsØ takoe sohranØ¸- wee orientaci¸ affinnoe preobrazovanie a ploskosti, qto

x_1m(a(K_2)) = x_1m(a(K_5)) = x_2m(a(K_3)) = x_2m(a(K_6))

= x_3m(a(K_4)) = x_3m(a(K_7)) = m(a(K_1)).

Dokazatel~stvo. Ono shodno s dokazatel~stvom teoremy 1. My proverØem, qto v tipiqnoæ situacii trebuemyh sistem oblasteæ

K_1, . . . , K_7, v rassmatrivaemyh s toqnost~¸ do affinnyh samo-

sovmeweniæ imeetsØ neqetnoe qislo.

Rassmotrim sluqaæ pravil~noæ konfiguracii oblasteæ K_1,

. . . , K_7 dostatoqno malye qisla x_1 = x_2 = x_3 i budem delit~ v

trebuemom otnoxenii plowad~ vypukloæ figury K ⊂ R^2 s gladkoæ graniceæ i dostatoqno blizkoæ k krugu. V fftom sluqae neqetnost~ qisla iskomyh konfiguraciæ oblasteæ svoditsØ k horoxo izvestnoæ neqetnosti qisla xestidol~nyh toqek dlØ tipiqnoæ figury K ⊂ R^2 [3, 4]. � Teorema 3. Pust~ K1, . . ., K9 – topologiqeski pravil~naØ konfi-

guraciØ oblasteæ na ploskosti s centrom v toqke 0 ∈ R^2. DlØ vsØkoæ koneqnoæ nepreryvno i simmetriqno otnositel~no toqki 0 raspredelennoæ na ploskosti massy m i qisla x > 0 naædetsØ takoe sohranØ¸wee toqku 0 affinnoe preobrazovanie a ploskosti, qto m(a(K_2)) = · · · = m(a(K_9)) = xm(a(K_1)).

Dokazatel~stvo. Kak i pri dokazatel~stve predxestvu¸wih teorem, nußno pokazat~, qto v tipiqnoæ situacii trebuemyh affinnyh obrazov konfiguracii oblasteæ, rassmatrivaemyh s toqnost~¸ do samosovmeweniØ, imeetsØ neqetnoe qislo.

V fftom dostatoqno ubedit~sØ dlØ pravil~noæ konfiguracii

K_1, . . . , K_9 i dostatoqno bol~xogo x > 0.

O DELENII NEPRERYVNO RASPREDELENNO` MASSY 233

OstaetsØ zametit~, qto suwestvuet edinstvennaØ affinno pravil~naØ konfiguraciØ oblasteæ K_1, . . . , K_9, razdelØ¸waØ v trebuemom otnoxenii plowad~ kvadrata K ⊂ R^2. Luqi l_1, . . . , l_8 fftoæ konfiguracii ime¸t napravleniØ diagonaleæ i storon kvadrata, a ih prodolßeniØ pereseka¸tsØ v centre kvadrata. Teorema 4. Pust~ l – orientirovannaØ prØmaØ na ploskosti.

Togda dlØ vsØkoæ topologiqeski pravil~noæ konfiguracii xesti oblasteæ K_1, . . . , K_6, qisla x > 0 i nepreryvno raspredelennoæ na ploskosti koneqnoæ massy m naædetsØ takoe affinnoe preobrazovanie ploskosti a, qto

m(a(K_1)) = xm(a(K_2)) = · · · = xm(a(K_6))

i prØmaØ a(l) imeet zaranee zadannoe napravlenie.

Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu p. 2 teoremy 2.2 [6].

§2. O delenii nepreryvno raspredelennoæ

massy v trehmernom prostranstve

Tri poparno perpendikulØrnye ploskosti razbiva¸t trehmernoe prostranstvo na vosem~ ravnyh oktantov, kotorye my v dal~neæxem nazyvaem pravil~noæ sistemoæ oktantov. Povernem odnovremenno qetyre iz fftih oktantov, ime¸wie obwiæ luq, na nekotoryæ ugol vokrug fftogo luqa. Poluqennu¸ konfiguraci¸ oktantov budem nazyvat~ skruqennoæ.

Teorema 5. DlØ vsØkoæ nepreryvno raspredelennoæ v R^3 koneqnoæ

massy m i poloßitel~nogo qisla x naædetsØ takaØ skruqennaØ sistema oktantov (K_1, . . . , K_8) i xar K_9 s centrom v obweæ verxine O fftih oktantov, qto

m(K_1 ∇ K_9) = · · · = m(K_8 ∇ K_9) = xm(K_9).

Dokazatel~stvo. Ono analogiqno provedennomu v teoreme 1.

Pokaßem, qto dlØ tipiqnogo raspredeleniØ massy s gladkoæ plotnost~¸ s kompaktnym nositelem takih konfiguraciæ

(K_1, . . . , K_9) oktantov i xara imeetsØ neqetnoe qislo.

Rassmotrim raspredeleniØ massy, blizkie k sferiqeski simmetriqnym s postoØnnoæ vblizi centra plotnost~¸. Togda kak i pri dokazatel~stve teoremy 1 pri dostatoqno bol~xih x > 0

234 V. V. MAKEEV

iskomyh konfiguraciæ (K_1, . . ., K_9) oktantov i xara budet rovno stol~ko, skol~ko est~ skruqennyh sistem oktantov, razdelØ¸wih dannu¸ massu na 8 ravnyh qasteæ, a, kak izvestno [3, teorema 6], takih sistem oktantov v tipiqnoæ situacii imeetsØ neqetnoe qislo. �

Osobo otmetim sluqaæ central~no simmetriqnogo raspredeleniØ massy.

Sledstvie. DlØ vsØkoæ nepreryvno i central~no simmetriqno

otnositel~no toqki 0 ∈ R^3 raspredelennoæ v R^3 koneqnoæ massy m i poloßitel~nogo x > 0 naædetsØ takaØ pravil~naØ sistema oktantov (K_1, . . ., K_8) s obweæ verxinoæ v toqke 0, qto

m(K_1 ∇ K_9) = · · · = m(K_8 ∇ K_9) = xm(K_9).

Zametim, qto xar K_9 moßno deformirovat~ v sohranØ¸wu- ¸sØ pri vseh samosovmeweniØh pravil~noæ sistemy oktantov oblast~.

Polnym orientirovannym flagom v R^n nazyvaem posledovatel~nost~ orientirovannyh podprostranstv vozrasta¸weæ razmernosti: 0 ⊂ L_1 ⊂ L_2 ⊂ · · · ⊂ Ln = Rn, gde orientaciØ vnexnego prostranstva fiksirovana. Teorema 6. Pust~ L – polnyæ orientirovannyæ flag v R^3, a

K_1, . . . , K_{12} konusy nad granØmi pravil~nogo dodekaffdra ili rombododekaffdra s obweæ verxinoæ v centre 0, a K_{13} – vypuklyæ mnogogrannik, perehodØwiæ v sebØ pri vseh samosovmeweniØh sistemy konusov K_1, . . . , K_{12}. Togda dlØ l¸boæ koneqnoæ massy m nepreryvno i simmetriqno otnositel~no toqki 0 raspredelennoæ v R^3 i qisla x > 0 naædetsØ takoe sohranØ¸wee orientaci¸ nevyroßdennoe lineænoe preobrazovanie a, qto

m(K_1 ∇ K_{13}) = · · · = m(K_{12} ∇ K_{13}) = xm(K_{13})

i flag a(L) l¸boæ napered zadannyæ.

Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu teoremy [4]. ZameqaniØ. 1). Mnogogrannik K13 moßno deformirovat~ s sohraneniem invariantnosti otnositel~no vseh samosovremeweniæ sistemy konusov K_1, . . . , K_{12}.

O DELENII NEPRERYVNO RASPREDELENNO` MASSY 235

2) V [4] vyskazano predpoloßenie, qto dlØ sistemy konusov

K_1, . . . , K_{12} nad granØmi rombododekaffdra s obweæ verxinoæ 0 v

ego centre i koneqnoæ nepreryvno raspredelennoæ v R^3 massy m naædetsØ takoe affinnoe preobrazovanie a, qto m(a(K_1)) = · · · =

m(a(K_{12})).

KaßetsØ pravdopodobnym, qto dlØ tipiqnogo raspredeleniØ koneqnoæ massy v R^3 qislo trebuemyh afinnyh obrazov rassmatrivaemoæ sistemy iz 12 konusov neqetno.

Podtverßdaet ffto i tot fakt, qto imeetsØ neqetnoe qislo afinnyh obrazov sistemy konusov K_1, . . ., K_{12}, delØwih na ravnye qasti ob¨em zadannogo tetraffdra K. Odnoæ takoæ konfiguracieæ konusov ØvlØetsØ konfiguraciØ s obweæ verxinoæ v centre tØßesti tetraffdra K, priqem kaßdyæ iz konusov peresekaet granicu ∂K tetraffdra po qetyrehugol~niku, odna iz verxin kotorogo sovpadaet s verxinoæ tetraffdra, dve drugie ØvlØ¸tsØ seredinami ishodØwih iz fftoæ verxiny reber tetraffdra, a qetvertaØ ØvlØetsØ centrom tØßesti grani tetraffdra, soderßaweæ rassmatrivaemye rebra.

OpisannaØ konfiguraciØ konusov perehodit v sebØ pri vseh affinnyh avtomorfizmah tetraffdra K. Drugih delØwih na ravnye qasti ob¨em K konfiguraciæ konusov veroØtno imeetsØ qetnoe qislo blagodarØ affinnym simmetriØm tetraffdra K. Proverka fftogo usloviØ i togo, qto tetraffdr K (ili blizkoe telo s temi ße simmetriØmi) tipiqen, zaverxilo by dokazatel~stvo.

§3. O delenii central~no-simmetriqno raspredelennoæ massy v prostranstve ili massy, raspredelennoæ na proektivnoæ ploskosti

Pust~ K_1, . . . , K_{18} – konusy nad granØmi pravil~noæ simmetriqno biuseqenoæ vos~miugol~noæ biperamidy s obweæ verxinoæ 0 v centre bipiramidy. Pust~ konusy K_i i K_{i+9} dlØ 1 6 i 6 9 simmetriqny otnositel~no toqki 0, priqem konusy K_9 i K_{18} – vos~migrannye.

Teorema 7. DlØ vsØkoæ nepreryvno i simmetriqno-otnositel~no

toqki 0 raspredelennoæ v R^3 massy m i qisla x > 0 naædetsØ takoe sohranØ¸wee toqku 0 affinnoe preobrazovanie a, qto

m(a(K_1)) = · · · = m(a(K_8)) = xm(a(K_9)).

236 V. V. MAKEEV

Dokazatel~stvo. KonfiguraciØ konusov K1, . . . , K18 obladaet odnoparametriqeskoæ gruppoæ affinnyh avtomorfizmov – gomotetiØmi otnositel~no toqki 0. Pofftomu 8 nezavisimyh usloviæ

m(a(K_1)) = · · · = xm(a(K_9)) v uslovii teoremy 7 vydelØ¸t dlØ

tipiqnogo raspredeleniØ massy s gladkoæ simmetriqnoæ otnositel~no toqki 0 plotnost~¸ s kompaktnym nositelem koneqnoe qislo iskomyh konfiguraciæ konusov a(K_1), . . . , a(K_{18}). Pri fftom qetnost~ qisla trebuemyh konfiguraciæ konusov rassmatrivaemyh s toqnost~¸ do samosovmeweniØ, ne zavisit ot vybora tipiqnogo raspredeleniØ massy. Pokaßem, qto v situacii obwego poloßeniØ ffto qislo neqetno.

DlØ fftogo rassmotrim raspredelenie massy, oblada¸wee tremØ vzaimno perpendikulØrnymi ploskostØmi simmetrii, pereseka¸wimisØ po prØmym l_1, l_2, l_3. V fftom sluqae, kak my videli vyxe v teoreme 3 (§1), imeetsØ neqetnoe qislo iskomyh konfiguraciæ konusov s osØmi l_1, l_2 ili l_3 v kaqestve osi a(l), gde l – os~ bipiramidy. Ostal~nyh iskomyh konfiguraciæ konusov imeetsØ qetnoe qislo blagodarØ simmetriØm rassmatrivaemogo raspredeleniØ massy. �

VsØkoe simmetriqnoe otnositel~no toqki 0 raspredelenie massy v R^3 induciruet raspredelenie massy na proektivnoæ ploskosti, a razbienie prostranstva na poparno simmetriqnye otnositel~no toqki 0 konusy s obweæ verxinoæ 0 induciruet razbienie proektivnoæ ploskosti (toqki proektivnoæ ploskosti my otoßdestvlØem s ishodØwimi iz toqki 0 prØmymi). Pofftomu teoremy o delenii v R^3 central~no-simmetriqno raspredelennoæ massy affinnymi obrazami sistemy konusov s tem ße centrom simmetrii moßno pereformulirovat~, kak teoremy o delenii raspredelennoæ na proektivnoæ ploskosti massy proektivnym obrazom nekotorogo razbieniØ proektivnoæ ploskosti na qasti.

Pust~ K_1, . . . , K_9 – razbienie proektivnoæ ploskosti na vos~- miugol~nik K_9 i 8 qetyrehugol~nyh graneæ K_1, . . . K_8 (ris. 4), inducirovannoe sistemoæ konusov K_1, . . . , K_{18} iz teoremy 7. Togda teoremu 7 moßno pereformulirovat~ sledu¸wim obrazom.

Pust~ K_1, . . . , K_9 – vyxeopisannoe razbienie proektivnoæ ploskosti na mnogougol~niki, m – nepreryvno raspredelennaØ na fftoæ ploskosti massa i qislo x > 0. NaædetsØ takoe proek-

O DELENII NEPRERYVNO RASPREDELENNO` MASSY 237

Ris. 4.

tivnoe preobrazovanie a, qto

m(a(K_1)) = · · · = m(a(K_8)) = xm(a(K_9)).

Nißesledu¸wie teoremy moßno interpretirovat~, kak teoremy o delenii dvuh (ili treh) nepreryvno raspredelennyh na proektivnoæ ploskosti mass proektivnym obrazom razbieniØ proektivnoæ ploskosti na 6 ravnyh pravil~nyh pØtiugol~nikov ili rombov, inducirovannyh sootvetstvenno granØmi pravil~- nogo dodekaffdra i rombododekaffdra.

Pust~ K_1, . . . , K_{12} – konusy nad granØmi pravil~nogo dodekaffdra s obweæ verxinoæ v ego centre 0, priqem konusy K_{11} i

K_{12} simmetriqny otnositel~no 0, konusy K_1, . . . , K_5 ime¸t ob-

wie grani s K_{11}, a K_6, . . . , K_{10} – s K_{12}.

Teorema 8. DlØ vsØkih koneqnyh i nepreryvno i simmetriqno

otnositel~no toqki 0 raspredelennyh v R^3 mass m_1 i m_2 naædetsØ takoe sohranØ¸wee toqku 0 affinnoe preobrazovanie a, qto

m_1(a(K_1)) = · · · = m_1(a(K_{12})) i m_2(a(K_1)) = · · · = m_2(a(K_4)) > m_2(a(K_5))

(sootvetstvenno, 6 m_2(a(K_5))).

Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu teoremy 4.1 [5], kak i dokazatel~stva treh nißesledu¸wih teorem.

Pust~ K_1, . . ., K_{12} po-preßnemu konusy nad granØmi pravil~- nogo dodekaffdra s obweæ verxinoæ v ego centre 0, priqem konusy

K_1, K_2, K_3 ime¸t obwu¸ prØmu¸.

238 V. V. MAKEEV

Teorema 9. DlØ vsØkih koneqnyh i nepreryvno i simmetriqno

otnositel~no toqki 0 raspredelennyh v R^3 mass m_1, m_2, m_3 naædetsØ takoe sohranØ¸wee toqku 0 affinnoe preobrazovanie a, qto

m_1(a(K_1)) = · · · = m_1(a(K_{12})), m_2(a(K_1)) = m_2(a(K_2)) = m_3(a(K_3)) i m_3(a(K_1)) = m_3(a(K_2)) > m_3(a(K_3)) (sootvetstvenno 6 m_3(a(K_3))).

Teorema 10. Pust~ K1, . . . , K12 – konusy nad granØmi rombodode-

kaffdra s obweæ verxinoæ v ego centre 0 i pust~ konusy K_1, K_2, K_3, K_4 ime¸t obwu¸ prØmu¸, a massy m_1 i m_2 nepreryvno i simmetriqno otnositel~no toqki 0 raspredeleny v R^n. Togda naædetsØ takoe sohranØ¸wee toqku 0 affinnoe preobrazovanie a, qto m_1(a(K_1)) = · · · = m_1(a(K_{12})) i m_2(a(K_1)) = · · · = m_2(a(K_4)).

Pust~ K_1, . . ., K_{12}, kak i vyxe, konusy nad granØmi rombododekaffdra, priqem konusy K_1, K_2 i K_3 nad granØmi, shodØwimisØ v trehvalentnoæ verxine.

Teorema 11. DlØ treh mass m1, m2, m3 nepreryvno i simmetriq-

no otnositel~no toqki 0 raspredelennyh v R^3 naædetsØ takoe sohranØ¸wee toqku 0 affinnoe preobrazovanie a, qto

m_1(a(K_1)) = · · · = m_1(a(K_{12})), m_2(a(K_1)) = m_2(a(K_2)) = m_3(a(K_3)) i m_3(a(K_1)) = m_3(a(K_2)) > m_3(a(K_3)) (sootvetstvenno 6 m_3(a(K_3))).

§4. O razbienii massy, raspredelennoæ na poverhnosti mnogogrannika V [7] dokazano, qto dlØ konusov K_1, . . . , K_{n+1} nad granØmi nmernogo simpleksa v R^n s obweæ verxinoæ v ego vnutrenneæ toqke, vypuklogo tela K ⊂ R^n i nabora poloßitel~nyh qisel

x_1, . . . , xn_{+1} naædetsØ edinstvennyæ vektor ā takoæ, qto Vol(Ki ∩ (K + ā)) = xi Vol(K) dlØ 1 6 i 6 n + 1.

O DELENII NEPRERYVNO RASPREDELENNO` MASSY 239

Nervom pokrytiØ topologiqeskogo prostranstva X = S_i F_i na-

zyvaetsØ simplicial~nyæ kompleks, verxiny kotorogo A_i sootvetstvu¸t fflementam pokrytiØ F_i, a simpleks A_{i1} . . . A_{ik} prinadleßit kompleksu N (F ) togda i tol~ko togda, kogda F_{i1} ∩· · ·∩F_{ik} ≠ ⊥. Pust~ X – kompaktnoe metriqeskoe prostranstvo s takoæ sqetno-additivnoæ borelevskoæ meroæ μ, qto mera xara μ(B_r(x)) est~ nepreryvnaØ funkciØ ego radiusa r i centra x.

DlØ pokrytiØ X = S_{i=1} F_i prostranstva X ego n zamknutymi

podmnoßestvami opredelim nepreryvnoe otobraßenie fr : X → Rn, x → (μ(Br(x) ∩ F_1), . . . , μ(Br(x) ∩ Fn)) nP_{i=1 μ(Br(x) ∩ Fi)}^. DlØ dostatoqno malyh r xar B_r(x) moßet peresekat~ lix~ takie podmnoßestva F_i, kotorye sami ime¸t nepustoe pereseqenie i v fftom sluqae obraz f_r(X) soderßitsØ v nerve pokrytiØ N (F ), verxiny A_i kotorogo raspoloßeny v toqkah (0, . . ., 1, . . ., 0), gde edinica stoit na i-m meste dlØ 1 6 i 6 n. V nekotoryh vaßnyh sluqaØh otobraßenie f_r – gomotopiqeskaØ ffkvivalentnost~.

Mnogogrannik M ⊂ R^k nazyvaetsØ prostym, esli v kaßdoæ ego verxine shoditsØ k ego (k − 1)-mernyh graneæ.

Teorema 12. DlØ pokrytiØ granicy ∂M prostogo mnogogrannika

M ⊂ Rk ego zamknutymi (k − 1)-mernymi granØmi vyxeopisannoe otobraßenie f_r ØvlØetsØ gomotopiqeskoæ ffkvivalentnost~¸ na nerv pokrytiØ, kotoryæ izomorfen granice dvoæstvennogo M mnogogrannika.

Dokazatel~stvo. Tak kak i prostranstvo ∂M i nerv ego pokrytiØ gomeomorfny sfere, to dostatoqno dokazat~, qto deg(f_r) = 1.

Nepreryvnoæ deformacieæ moßno nekotoru¸ malu¸ okrestnost~ verxiny A mnogogrannika M sgladit~ i prevratit~ v vyxeopisannu¸ konfiguraci¸ (k − 1)-mernyh konusov nad granØmi

(k−1)-mernogo simpleksa s obweæ verxinoæ A. Togda po sformu-

lirovannoæ vyxe teoreme vsØkaØ vnutrennØØ toqka dvoæstvennoæ verxine A grani nerva pokrytiØ ØvlØetsØ regulØrnym znaqeniem i imeet pri otobraßenii f_r edinstvennyæ proobraz dlØ vseh dostatoqno malyh r > 0. �

240 V. V. MAKEEV

ZameqaniØ. 1. Esli mnogogrannik M ⊂ R^k ØvlØetsØ kubom s rebrom a, to otobraßenie f_{a/2} ØvlØetsØ gomeomorfizmom na dvoæstvennyæ M k-mernyæ “oktaffdr”.

2. Teorema obobwaetsØ na razbieniØ na oblasti Voronogo kompaktnogo rimanova mnogoobraziØ M dlØ dostatoqno plotnyh sistem ego toqek obwego poloßeniØ, t.e. kogda ne bolee qem

dim M + 1 oblasteæ Voronogo mogut imet~ obwu¸ toqku.

Literatura

1. B. Gr¸nbaum, �t¸dy po kombinatornoæ geometrii i teorii vypuklyh tel. Nauka, M., 1971.

2. V. Makeev, Xestidol~nye razbieniØ trehmernogo prostranstva. — Vestnik LGU ser. 1, vyp. 2 (1988), 31–34.

3. V. V. Makeev, Nekotorye special~nye konfiguracii oblasteæ, svØzannye s vypuklymi kompaktami. — Zapiski nauqn. seminarov POMI 252 (1998), 165–174.

4. V. V. Makeev, Delenie na ravnye qasti nepreryvno raspredelennoæ massy na sfere i v prostranstve. — Zap. nauqn. semin. POMI 279 (2001), 187–196.

5. V. V. Makeev, Trehmernye mnogogranniki, vpisannye i opisannye vokrug vypuklyh kompaktov. II. — Algebra i analiz (2001), No. 5.

6. V. V. Makeev, O dvuh nerexennyh geometriqeskih zadaqah. — Zap. nauqn.

semin. POMI 280 (2001), 211–218.

7. V. V. Makeev, Teorema o delenii ob¨ema vypuklogo tela ploskostØmi. — V kn.: Meßvuz. sb. nauqn. tr. po geometrii, L. (1984), 130–133.

Makeev V. V. On subdivision of a continuously distributed mass. Several theorems on subdivision of a mass continuously distributed on the plane, projective plane, or in space is proved by topological means.

Postupilo 1 i¸nØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet