Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 299, 2003 g.

M. D. Kovalev

O XARNIRNIKAH, VOSSTANOVIMYH PO EDINSTVENNOMU NAPR˚ȷENIı Vvedenie

Povtorim, sleduØ [1, 2], opredeleniØ, neobhodimye dlØ ponimaniØ dal~neæxego.

Xarnirnoæ strukturnoæ shemoæ my nazyvaem svØznyæ neorientirovannyæ graf G(V, E) bez petel~ i kratnyh reber, mnoßestvo V verxin kotorogo sostoit iz dvuh nepustyh podmnoßestv V_1 = {v_1, . . . , v_m} i V_2 = {v_{m+1} , . . . , v_{m+n}}, udovletvorØ¸wiæ tem usloviØm, qto ego podgraf G_1(V_1, E_1), poroßdennyæ mnoßestvom V_1, svØzen, a verxiny mnoßestva V_2 nesmeßny meßdu soboæ. Takim obrazom, mnoßestvo E reber grafa G(V, E) raspadaetsØ na dva podmnoßestva: E_1 – sostoØwee iz reber (v_i,v_j ), dlØ kotoryh i, j 6 m, i E_2 – iz (v_i, v_j), s i 6 m, j > m. Dalee verxiny iz mnoßestva V_1 budem nazyvat~ svobodnymi xarnirami, iz mnoßestva V_2 – zakreplennymi xarnirami, a rebra grafa G – ryqagami, qto opredelØetsØ mehaniqeskim smyslom naxeæ modeli.

Zakreplennoæ xarnirnoæ shemoæ v evklidovom prostranstve R^d (ZXS v R^d) nazovem strukturnu¸ shemu, kaßdomu zakreplennomu xarniru v_i ∈ V_2 kotoroæ postavlena v sootvetstvie nekotoraØ toqka p_i ∈ R^d. (Primery xarnirnyh shem privedeny na ris. 1 a), b).) Esli teper~ postavit~ v sootvetstvie i kaßdomu svobodnomu xarniru svo¸ toqku evklidova prostranstva R^d, to my poluqim konkretnyæ xarnirnik p = (p_1, p_2, . . . , p_m), otveqa¸wiæ zadannoæ ZXS. Pri fftom ne iskl¸qaetsØ sovpadenie l¸byh dvuh xarnirov kak toqek prostranstva.

Uslovie ravnovesiØ sil, priloßennyh k i-mu svobodnomu xarniru xarnirnika so storony ostal~nyh ego xarnirov, imeet vid ∑ j ω_{ij}(p_j − p_i) = 0, (1)

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (granty 9700100266 i 00-01-00619). 169

170 M. D. KOVALEV

a)

b) Ris. 1

gde summirovanie provoditsØ po vsem xarniram p_j , smeßnym s p_i, t. e. soedinennym s nim ryqagom, a skalØr ω_{ij} = ω_{ji} nazyva¸t vnutrennim naprØßeniem ryqaga p_ip_j . Esli v R^d zadan xarnirnik p, to ego vnutrennie naprØßeniØ ω = {ω_{ij}} opredelØ¸tsØ kak netrivial~nye rexeniØ odnorodnoæ sistemy lineænyh uravneniæ vida (1): ∑ j ω_{ij}(p_j − p_i) = 0, 1 6 i 6 m. (2)

Takim obrazom, mnoßestvo vnutrennih naprØßeniæ ω zadannogo xarnirnika p vmeste s nulevym naprØßeniem predstavlØet soboæ lineænoe podprostranstvo W(p) prostranstva W^r, r = |E|. Kogda ffto podprostranstvo nul~merno, mnoßestvo vnutrennih naprØßeniæ – pusto, i my govorim, qto p ne dopuskaet vnutrennih naprØßeniæ. Zametim, qto xarnirniki, ne dopuska¸wie vnu-

O XARNIRNIKAH 171

trennih naprØßeniæ, vozmoßny lix~ v sluqae r 6 dm. Zakreplennu¸ xarnirnu¸ shemu, kotoroæ otveqaet hotØ by odin xarnirnik, ne dopuska¸wiæ vnutrennih naprØßeniæ, my nazyvaem pravil~noæ, a v sluqae r = dm – izostatiqeskoæ. DlØ pravil~- noæ ZXS razmernost~ mnoßestva xarnirnikov, dopuska¸wih vnutrennie naprØßeniØ, strogo men~xe dm. SvedeniØ ob fftih mnoßestvah dlØ sluqaØ izostatiqeskih ZXS moßno naæti v [3].

Postanovka zadaqi. Zafiksiruem ZXS v R^d, a znaqit, i po-

loßeniØ p^0_{m+1} , . . . , p^0_{m+n} zakreplennyh xarnirov. Pust~ W(p^0) – prostranstvo vnutrennih naprØßeniæ xarnirnika p^0 = (p^0_1, p^0_2, . . . , p^0_m) s fftoæ ZXS, t.e. W(p^0) est~ mnoßestvo rexeniæ ω = {ω_{ij}} sistemy uravneniæ (2) pri zadannyh p_1 = p^0_1, . . . , p_m = p^0_m.

Sistemu uravneniæ (2), zafiksirovav ω i sqitaØ neizvestnymi radius-vektory p_1, p_2, . . . , p_m svobodnyh xarnirov, moßno perepisat~ tak: ( ∑ j,(vi,vj )∈E ω_{ij} ) p_i − ∑ j,(vi,vj )∈E1 ω_{ij}p_j = ∑ j,(vi,vj )∈E2 ω_{ij}p^0_j , 1 6 i 6 m. (3)

Matrica Ω = Ω(ω) fftoæ sistemy ØvlØetsØ simmetriqeskoæ. Ee fflementy, stoØwie na glavnoæ diagonali, ravny ∑ j,(vi,vj )∈E ωij, proqie ße ee fflementy ravny −ω_{ij} , esli xarniry v_i i v_j smeßny v ZXS, i nul¸ – v protivnom sluqae. Pust~

p(ω) = (p_1(ω), . . . , p_m(ω))

– mnoßestvo vseh rexeniæ sistemy (3) dlØ dannoæ ZXS pri fiksirovannom {ω_{ij}} = ω ∈ W(p^0). I pust~ W^r – prostranstvo vseh myslimyh naprØßeniæ ryqagov xarnirnika s naxeæ ZXS. My govorim, qto xarnirnik p^0 vosstanov&im po svoemu prostranstvu vnutrennih naprØßeniæ W(p^0)⊂ W^r, esli ⋂ ω∈W(p0) p(ω) = p^0. (4)

Uslovie det Ω(ω) ≠ 0, (5)

gde ω – kakoæ-libo nenulevoæ vektor iz W(p^0), ØvlØetsØ dostatoqnym dlØ vosstanovimosti xarnirnika p^0 po prostranstvu ego naprØßeniæ. Esli imeet mesto neravenstvo (5), to govorim,

172 M. D. KOVALEV

qto p^0 vosstanov&im po naprØßeni¸ ω, a naprØßenie ω nazyvaem vosstanavliva¸wim. V sluqae odnomernogo prostranstva W(p^0) ffto uslovie ØvlØetsØ i neobhodimym dlØ vosstanovimosti xarnirnika p^0 po ego prostranstvu vnutrennih naprØßeniæ.

V rabote [2] byl postavlen vopros: ØvlØetsØ li uslovie (5) neobhodimym dlØ vosstanovimosti xarnirnika p^0 i v sluqae mnogomernogo prostranstva W(p^0)?

Rezul~taty. V §1 dannoæ stat~i fftot vopros rexen poloßi-

tel~no dlØ xarnirnikov na prØmoæ. V §2 rassmatrivaetsØ svØz~ lokal~nyh svoæstv obraza ryqaßnogo otobraßeniØ s naliqiem vosstanavliva¸wego xarnirnik naprØßeniØ. Poluqeno dostatoqnoe uslovie suwestvovaniØ vosstanavliva¸wego naprØßeniØ dlØ xarnirnikov v prostranstvah proizvol~noæ razmernosti. V §3 ustanovleny nekotorye svoæstva mnoßestva xarnirnikov, vosstanovimyh po vnutrennim naprØßeniØm.

Odin primer. V svØzi s postavlennym voprosom umestno pri-

vesti primer dvuh sistem lineænyh uravneniæ s neizvestnymi x, y, z, matricami A = (_{1 0 0}

0 1 0

0 0 0 ) , B = (_{0 1 1}

1 0 1

−1 1 0 ) i pravymi qastØmi a = (_1 0 0 ) , b = (_0 1 −1 ) . Matricy fftih sistem vyroßdenny, mnoßestva rexeniæ obeih sistem sut~ prØmye. Rassmotrim dvuparametriqeskoe semeæstvo S sistem lineænyh uravneniæ s matriceæ uA + vB, u^2 + v^2 ≠ 0, i pravoæ qast~¸ ua + vb. Legko proverit~, qto kaßdaØ iz sistem semeæstva S imeet v kaqestve rexeniØ prØmu¸: x = 1+t, y = t, z = −^{t(u+v)}_v pri v ≠ 0 i x = 1, y = 0, z = t pri v = 0, u ≠ 0. Odnako pereseqenie vseh takih prØmyh sostoit iz edinstvennoæ toqki (1, 0, 0).

§1. Suwestvovanie vosstanavliva¸wego naprØßeniØ dlØ xarnirnika na prØmoæ

Xarnirnik nazyvaetsØ nesokratimym, esli dliny vseh ego ryqagov otliqny ot nulØ. Imeet smysl ograniqit~sØ rassmotreniem imenno takih xarnirnikov [2]. Zdes~ budet dokazana

O XARNIRNIKAH 173

Teorema 1. DlØ l¸bogo vosstanovimogo nesokratimogo xarnir-

nika p^0 na prØmoæ naædetsØ vosstanavliva¸wee ego naprØßenie ω ∈ W(p^0).

Dokazatel~stvo. Provedem ego po indukcii, osnovyvaØs~ na

sledu¸wih utverßdeniØh, spravedlivost~ pervogo iz kotoryh srazu vytekaet iz lemmy 5, a vtorogo – iz lemmy 10 raboty [2]. Polnost~¸ naprØgaemym nazyvaem xarnirnik, dopuska¸wiæ vnutrennee naprØßenie ω s nenulevymi sostavlØ¸wimi ω_{ij} na kaßdom ryqage p_ip_j.

Utverßdenie 1. Nesokratimyæ xarnirnik p^0 na prØmoæ s ZXS

Z_0, predstavlØ¸weæ soboæ prostu¸ cep~ v_a,v_1, . . . , v_p,v_b s dvumØ zakreplennymi v razliqnyh toqkah kraænimi xarnirami p_a i p_b, polnost~¸ naprØgaem i vosstanov&im po l¸bomu svoemu vnutrennemu naprØßeni¸.

Ob¨ekt, otliqa¸wiæsØ ot xarnirnika tol~ko tem, qto kaßdye dva ego xarnira mogut byt~ soedineny drug s drugom bolee qem odnim ryqagom, my nazyvaem psevdoxarnirnikom. XarnirnaØ strukturnaØ shema psevdoxarnirnika ØvlØetsØ mul~tigrafom, a ponØtiØ nesokratimosti i vnutrennego naprØßeniØ sohranØ¸t svoæ smysl.

Utverßdenie 2. DlØ l¸bogo nesokratimogo vosstanovimogo xar-

nirnika p na prØmoæ suwestvuet posledovatel~nost~ p^0 = p^0, p^1, . . . , p^s = p nesokratimyh psevdoxarnirnikov takaØ, qto mnoßestvo xarnirov kaßdogo iz nih ØvlØetsØ podmnoßestvom mnoßestva xarnirov xarnirnika p, psevdoxarnirnik p^0 predstavlØet soboæ prostu¸ cep~, a kaßdyæ sledu¸wiæ psevdoxarnirnik posledovatel~nosti poluqaetsØ iz predyduwego odnim iz dvuh preobrazovaniæ:

1. dobavleniem ryqaga, soedinØ¸wego dva nesmeßnyh i nesovpada¸wih kak toqki prØmoæ xarnira, po kraæneæ mere odin iz kotoryh – svobodnyæ;

2. podrazbieniem kakogo-libo ryqaga p_lp_k, t. e. zamenoæ ego na paru kollinearnyh ryqagov p_lp_p i p_pp_k nenulevoæ dliny, s dobavleniem svobodnogo xarnira p_p.

Sledu¸waØ lemma ØvlØetsØ osnovnoæ v dokazatel~stve teoremy 1.

174 M. D. KOVALEV

Lemma 1. Pust~ nesokratimyæ psevdoxarnirnik p, ne obØzatel~-

no leßawiæ na prØmoæ, vosstanov&im po naprØßeni¸ ω ∈ W(p), nenulevomu na kaßdom iz ego ryqagov. Togda nesokratimyæ psevdoxarnirnik p^′, poluqennyæ iz p preobrazovaniem vida 1 ili 2, takße vosstanov&im po nekotoromu naprØßeni¸ ω^′ ∈ W(p^′).

Dokazatel~stvo. Esli p^′ poluqaetsØ iz p preobrazovaniem 1,

to moßno vzØt~ naprØßenie ω^′ ime¸wim po vsem ryqagam, obwim dlØ p i p^′, te ße sostavlØ¸wie, qto i ω, a po dobavlennomu ryqagu – nulevu¸ sostavlØ¸wu¸. Oqevidno, v fftom sluqae Ω^′(ω^′) = Ω(ω).

V sluqae preobrazovaniØ 2 takße poloßim sostavlØ¸wie naprØßeniØ ω^′ na vseh ryqagah, obwih psevdoxarnirnikam p i p^′, sovpada¸wimi s sootvetstvu¸wimi sostavlØ¸wimi naprØßeniØ ω. Dopustim dlØ udobstva zapisi, qto ryqag p_1p_2 psevdoxarnirnika p podrazbivaetsØ na dva ryqaga p_1p_0 i p_0p_2, i pust~ x_0, x_1, x_2 – koordinaty ih koncevyh xarnirov. Togda poloßim

ω^′_{10} = ω_{12} x_1 − x_2 x_1 − x_0 i ω^′_{20} = ω_{12} x_2 − x_1 x_2 − x_0 . Budem dalee sqitat~ oba xarnira p_1 i p_2 svobodnymi. Matrica Ω^′(ω^′) imeet na 1 bol~xiæ porØdok, qem Ω(ω). Vypixem ee opredelitel~, oboznaqaØ: −ω_{12} + ∑ ω_{1j} = S_1 i −ω_{12} + ∑ ω_{2j} = S_2, gde summirovanie vedetsØ po vsem ryqagam, ishodØwim v psevdoxarnirnike p iz xarnirov p_1 i p_2 sootvetstvenno:

det Ω^′(ω^′) = | | | | | ω^′_{01} + ω^′_{02} −ω^′_{01} −ω^′_{02} 0 . . .

−ω^′_{10} S_1 + ω^′_{10} 0 . . . −ω^′_{20} 0 S_2 + ω^′_{20} . . . 0 . . . . . .

| | | | | .

PribavlØØ ko vtoroæ i tret~eæ strokam pervu¸ stroku, umnoßennu¸ sootvetstvenno na^{ω010}_ω0_{1+ω}0_2 i na^{ω020}_ω0_{1 +ω}0_2 , i uqityvaØ ravenstvo^{ω020ω010}_ω0_{1+ω}0_2 = ω_{12}, poluqim

det Ω^′(ω^′) = | | | | | ω^′_{01} + ω^′_{02} −ω^′_{01} −ω^′_{02} 0 . . .

0 S_1 + ω_{12} −ω_{12} . . . 0 −ω_{12} S_2 + ω_{12} . . . 0 . . . . . .

| | | | | ,

O XARNIRNIKAH 175

gde algebraiqeskoe dopolnenie pervogo fflementa pervoæ stroki sovpadaet s det Ω(ω). Razloßenie po pervomu stolbcu daet

det Ω^′(ω^′) = (ω_{01} + ω_{02}) det Ω(ω) =

(x_1 − x_2)^2 (x_1 − x_0)(x_0 − x_2) ω_{12} det Ω(ω).

Vsledstvie usloviæ lemmy ni odin iz somnoßiteleæ poslednego proizvedeniØ ne raven nul¸, a znaqit, det Ω^′(ω^′) ≠ 0.

V sluqae ße kogda odin iz xarnirov p_1, p_2 ØvlØetsØ zakreplennym, privedennye rassußdeniØ prohodØt s nekotorymi uproweniØmi. Lemma dokazana.

Poskol~ku pri preobrazovanii vida 2 iz nesokratimogo psevdoxarnirnika, vosstanovimogo po nenulevomu na kaßdom ryqage naprØßeni¸ oqevidno poluqaetsØ snova takovoæ ße, to indukcionnyæ perehod dlØ preobrazovaniØ vida 2 obosnovan. DlØ preobrazovaniØ vida 1 ostaetsØ ustanovit~ naliqie vnutrennego naprØßeniØ ω^′ ∈ W(p^′) so vsemi nenulevymi sostavlØ¸wimi, po kotoromu p^′ vosstanov&im. Spravedlivost~ fftogo vytekaet iz sledu¸wih utverßdeniæ 3–5.

Utverßdenie 3. Esli psevdoxarnirnik p vosstanov&im po vnu-

trennemu naprØßeni¸ ω ∈ W(p), a N (p) – mnoßestvo vnutrennih naprØßeniæ psevdoxarnirnika p, po kotorym on ne vosstanov&im, to spravedlivo neravenstvo dim N (p) < dim W(p).

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, pust~ dim W(p) = t > 0.

Vnutrenie naprØßeniØ ω psevdoxarnirnika p udobno rassmatrivat~ kak toqki vewestvennogo proektivnogo prostranstva P W^{t−1}: pust~ mnoßestvu N (p)⊂ W(p) otveqaet mnoßestvo P N (p) ⊂ P W^{t−1}. Poskol~ku odnorodnoe polinomial~noe uravnenie det Ω(ω) = 0 ne vypolnØetsØ toßdestvenno na P W^{t−1}, to mnoßestvo ego rexeniæ, sovpada¸wee s P N (p), imeet razmernost~ < t − 1.

Utverßdenie 3 imeet tot smysl, qto psevdoxarnirnik, vosstanovimyæ po edinstvennomu naprØßeni¸, vosstanov&im poqti po kaßdomu svoemu vnutrennemu naprØßeni¸.

Utverßdenie 4. Pust~ psevdoxarnirnik p^′, vhodØwiæ v posle-

dovatel~nost~ psevdoxarnirnikov utverßdeniØ 2, poluqaetsØ iz vosstanovimogo polnost~¸ naprØgaemogo psevdoxarnirnika p preobrazovaniem vida 1. Togda u p^′ suwestvuet vnutrennee naprØßenie ω^′, nenulevoe na dobavlennom ryqage.

176 M. D. KOVALEV

Dokazatel~stvo. Rassmotrim sluqaæ svobodnyh xarnirov pα i

p_β. Po postroeni¸ mul~tigraf, poroßdennyæ svobodnymi verxinami psevdoxarnirnika p na prØmoæ, svØzen. Sledovatel~no, v p^′ naædetsØ prostoæ cikl, sostavlennyæ iz ryqagov psevdoxarnirnika, leßawih na odnoæ prØmoæ, i soderßawiæ dobavlennyæ ryqag p_αp_β. Oqevidno, u p^′ imeetsØ naprØßenie nenulevoe na kaßdom ryqage fftogo cikla, a znaqit i na p_αp_β, i nulevoe na vseh ostal~nyh ryqagah psevdoxarnirnika p^′.

Esli odin iz xarnirov p_α, p_β, pust~, naprimer p_α zakreplen, to v p^′ moßno vydelit~ prostu¸ cep~, soderßawu¸ ryqag p_αp_β , i okanqiva¸wu¸sØ v xarnire p_α i ewe v odnom zakreplennom xarnire. Psevdoxarnirnik p^′ dopuskaet vnutrennee naprØßenie nenulevoe na kaßdom ryqage fftoæ cepi i nulevoe na vseh ostal~- nyh ryqagah.

Utverßdenie 5. Pust~ dlØ kaßdogo ryqaga proizvol~nogo psev-

doxarnirnika p imeetsØ vnutrennee naprØßenie psevdoxarnirnika nenulevoe na fftom ryqage. Togda razmernost~ mnoßestva naprØßeniæ psevdoxarnirnika p, nulevyh hotØ by na odnom ryqage, men~xe dim W(p), i, sledovatel~no, p ØvlØetsØ polnost~¸ naprØgaemym.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, mnoßestvo naprØßeniæ iz

W(p), nulevyh na vydelennom ryqage, v usloviØh utverßdeniØ zadaetsØ lineænym odnorodnym netoßdestvenno vypolnimym uravneniem, a znaqit, predstavlØet soboæ podprostranstvo v W(p) korazmernosti 1.

Iz dvuh poslednih utverßdeniæ moßno zakl¸qit~, qto v sluqae, kogda psevdoxarnirnik p^′ poluqen iz p preobrazovaniem vida 1, mnoßestvo ego vnutrennih naprØßeniæ nulevyh hotØ by na odnom ryqage, imeet nepolnu¸ razmernost~ v W(p^′). Teper~ iz utverßdeniØ 3 sleduet, qto dlØ p^′ naædetsØ vosstanavliva¸wee naprØßenie, nenulevoe na kaßdom ego ryqage. Takim obrazom, indukcionnyæ perehod obosnovan, i teorema 1 dokazana.

Zametim ewe, qto iz naxih rassußdeniæ sleduet

Utverßdenie 6. Esli xarnirnik vosstanov&im po edinstvenno-

mu naprØßeni¸ i polnost~¸ naprØgaem, to suwestvuet vosstanavliva¸wee ego naprØßenie, nenulevoe na kaßdom ego ryqage.

O XARNIRNIKAH 177

§2. Uglovye toqki obraza ryqaßnogo otobraßeniØ i vosstanavliva¸wie naprØßeniØ

Izvestno odno prostoe uslovie suwestvovaniØ vosstanavliva- ¸wego naprØßeniØ (sm. [4, 2]): esli xarnirnik p v R^d dopuskaet vnutrennee naprØßenie ω, sostavlØ¸wie kotorogo ω_{ij} nenulevye i ime¸t odin i tot ße znak na vseh ryqagah xarnirnika, to p vosstanovim po naprØßeni¸ ω. SleduØ R. Konnelli, my nazyvaem takie xarnirniki pautinnymi (spider webs),

Suwestvovanie vosstanavliva¸wego naprØßeniØ u xarnirnika p svØzano kak s lokal~nymi, tak i s global~nymi svoæstvami ryqaßnogo otobraßeniØ. Napomnim, qto ryqaßnoe otobraßenie

F : R^{dm} → R^r

sopostavlØet s p = (p_1, . . . , p_m) kvadraty dlin ego ryqagov [2]. Pokoordinatno ryqaßnoe otobraßenie zadaetsØ formulami d_{ij} = (p_i −p_j )^2, (v_i, v_j) ∈ E. ImeØ ih v vidu, my sqitaem standartnymi evklidovymi koordinatami v prostranstve R^r kvadraty d_{ij} dlin ryqagov xarnirnika.

Kasatel~nyæ konus K(x) ⊂ R^l otobraßeniØ f : R^k → R^l v toqke x ∈ R^k opredelØetsØ kak mnoßestvo predel~nyh luqeæ posledovatel~nosteæ luqeæ f(x)f(x_i), gde {x_i}, x_i ≠ x, – vsevozmoßnye shodØwiesØ k x posledovatel~nosti toqek. Rassmotrim kasatel~nyæ konus K(p) ryqaßnogo otobraßeniØ F v toqke p i normali N k kasa¸wimsØ ego ploskostØm. Pust~ W_p – lineænaØ oboloqka mnoßestva vseh normaleæ N . Meßdu prostranstvom W^r i prostranstvom R^r suwestvuet izomorfizm, otoßdestvlØ- ¸wiæ vektory fftih prostranstv s odinakovymi koordinatami v standartnyh bazisah. Odnoimœnnye koordinaty v fftih standartnyh bazisah sut~ naprØßenie i kvadrat dliny odnogo i togo ße ryqaga. Budem nazyvat~ fftot izomorfizm koordinatnym. Esli W (p) – obraz podprostranstva W(p) ⊂ W^r vnutrennih naprØßeniæ xarnirnika p v R^r pri koordinatnom izomorfizme, to oqevidno vkl¸qenie W_p ⊂ W (p).

Pust~ konus K(p) obladaet opornoæ ploskost~¸ P, t. e., ploskost~ P prohodit qerez verxinu konusa, i konus leßit v odnom iz zamknutyh poluprostranstv, ograniqivaemyh fftoæ ploskost~¸. Pust~ w(p) – lineænaØ oboloqka normaleæ ko vsem takim opornym ploskostØm P, a S(p) – mnoßestvo vnexnih otnositel~- no konusa normaleæ k ploskostØm P, otloßennyh kak toqki na

178 M. D. KOVALEV

sfere napravleniæ S^{r−1} . Podprostranstvo w(p) my budem nazyvat~ podprostranstvom izloma ryqaßnogo otobraßeniØ v toqke p.

Dopustim dlØ opornoæ k konusu K(p^0) ploskosti P(N ) s vnexneæ normal~¸ N suwestvovanie takoæ xarovoæ okrestnosti U_ρ radiusa ρ toqki p^0 ∈ R^{dm}, qto ffta ploskost~ ØvlØetsØ opornoæ i k obrazu F (U_ρ) okrestnosti U_ρ. Taku¸ ploskost~ P(N ) budem nazyvat~ opornoæ k F v toqke p^0. Nesuwestvenno vidoizmenØØ rassußdeniØ lemmy 7 raboty [2], poluqim

Utverßdenie 7. Esli v toqke p^0 imeetsØ ploskost~ P(N ) s nor-

mal~nym vektorom N = {ω_{ij}} ∈ R^r , opornaØ k F , to xarnirnik p^0 dopuskaet vnutrennee naprØßenie {ω_{ij}} = ω ∈ W^r .

ObobwaØ utverßdenie 4 raboty [2], moßno skazat~, qto imeetsØ ne bolee odnoæ opornoæ k ryqaßnomu otobraßeni¸ F ploskosti P(N ) kaßdogo dannogo napravleniØ N . Spravedliva takße sledu¸waØ

Teorema 2. Pust~ kaßdaØ opornaØ k konusu K(p^0) ploskost~

P(N ) oporna i k otobraßeni¸ F . Togda libo xarnirnik p^0 ne vosstanov&im po naprØßeniØm iz podrostranstva izloma w(p^0), libo p^0 vosstanov&im po l¸bomu naprØßeni¸ ω ∈ Int S(p^0), gde vnutrennØØ qast~ mnoßestva beretsØ otnositel~no sfery w(p^0) ∩ S^{r−1}.

Dokazatel~stvo. Pust~ naprØßenie ω0 ∈ Int S(p^0) ne ØvlØetsØ

vosstanavliva¸wim dlØ p^0. Togda imeetsØ lineænoe mnogoobrazie L ⊂ R^{dm}, dim L ≥ 1, xarnirnikov, dopuska¸wih naprØßenie ω_0. OpornaØ k otobraßeni¸ ploskost~ P(ω_0) ØvlØetsØ opornoæ v toqke d_0 s vnexneæ normal~¸ ω_0 k mnoßestvu F (U_ρ) pri dostatoqno malom ρ > 0. Po teoreme 3 raboty [2] F (L) ⊂ P(ω_0). Pust~ lineænoe mnogoobrazie M ⊂ R^r est~ pereseqenie vseh ploskosteæ P(ω) s ω ∈ w(p^0), prohodØwih qerez toqku d_0. Togda F (L ∩ U_ρ) ⊂ M . Deæstvitel~no, esli dopustit~ suwestvovanie toqki d ∈F (L) ⊂ P(ω_0) i d ∉ M , to togda toqka s takim svoæstvom naxlas~ by i v proizvol~no maloæ okrestnosti toqki d_0 = F (p^0). Priqem u neœ suwestvoval by proobraz, skol~ ugodno blizkiæ k p^0. (Zdes~ my pol~zuemsØ sledu¸wim prostym svoæstvom polinomial~nogo otobraßeniØ f : R^k → R^l: esli obraz kakoæ-libo okrestnosti U ⊂ R^k leßit v ploskosti P ⊂ R^l, to i ves~ obraz f(R^k) leßit v P .) No togda oqevidnym obrazom imeetsØ ploskost~ P(ω), prohodØwaØ qerez d_0 i razdelØ¸waØ d

O XARNIRNIKAH 179

s konusom K(p^0) (konus i toqka nahodØtsØ po raznye storony ot ploskosti P(ω), i d /∈ P(ω)). A ffto protivoreqit opornosti ploskosti P(ω) k otobraßeni¸ F .

Takim obrazom, dlØ proizvol~noæ ploskosti P(ω) s ω ∈ Int S(p^0) imeem F (L ∩ U_ρ) ⊂ P(ω) ∩ K(p^0). Voz~mem toqku d^′ ∈ F (L ∩ U_ρ){d_0}. Pust~ p^′ ∈ U_ρ – kakoæ-libo ee proobraz pri ryqaßnom otobraßenii. Vsledstvie utverßdeniØ 7 xarnirnik p^′ dopuskaet l¸boe vnutrennee naprØßenie ω ∈ w(p^0). Poskol~ku p^′ ≠ p^0, to p^0 nevosstanov&im po podprostranstvu izloma w(p^0). Teorema dokazana.

Esli podprostranstvo izloma w(p^0) sovpadaet po koordinatnomu izomorfizmu s prostranstvom vnutrennih naprØßeniæ xarnirnika p^0, to dokazannaØ teorema ukazyvaet na naliqie v dannom sluqae vosstanavliva¸wego naprØßeniØ dlØ xarnirnika vosstanovimogo po prostranstvu vnutrennih naprØßeniæ. Sledu¸waØ teorema dostavlØet dopolnitel~nye svedeniØ ob uglovyh toqkah vypukloæ oboloqki obraza ryqaßnogo otobraßeniØ. Toqku d ∈ ∂C my nazyvaem uglovoæ toqkoæ mnoßestva C, esli konus K(d) mnoßestva S v toqke d (nazyvaemyæ takße kontingencieæ) imeet bolee odnoæ opornoæ ploskosti. Dopustim krome togo, qto qerez uglovu¸ toqku d_0 = F (p^0) mnoßestva C prohodØt ploskosti, opornye ko vsemu C. I pust~ s(p^0) – mnoßestvo na sfere napravleniæ S^{r−1} ⊂ R^r, sostoØwee iz koncov ediniqnyh vnexnih po otnoxeni¸ k C normaleæ k fftim ploskostØm, a w_c(p^0) – ego nesuwee podprostranstvo, t.e. podprostranstvo izloma vypukloæ oboloqki mnoßestva C.

Teorema 3. NaprØßenie ω0 ∈ ∂s(p^0), gde ∂s(p^0 ) – granica mnoße-

stva s(p^0) na sfere w_c(p^0)∩S^{r−1} , ne ØvlØetsØ vosstanavliva¸wim dlØ xarnirnika p^0. (NaprØßeniØ perenosØtsØ iz prostranstva R^r v W^r po koordinatnomu izomorfizmu.)

Dokazatel~stvo. Rassmotrim prohodØwu¸ qerez d0 opornu¸ k

S ploskost~ P_0 napravleniØ ω_0 ∈ ∂s(p^0). Dopustim, naprØßenie ω_0 ØvlØetsØ vosstanavliva¸wim dlØ p_0. Togda s neobhodimost~¸ P_0 ∩ C = {d_0}. Rassmotrim posledovatel~nost~ {P_i} ploskosteæ, ne ØvlØ¸wihsØ opornymi k C i prohodØwih qerez d_0, napravleniØ kotoryh υ_i ∈ w_c(p^0) ∩ S^{r−1}, υ_i ∉ s(p^0), shodØtsØ k ω_0. Vozmoßny dva sluqaØ: libo sredi nih est~ hotØ by odna ploskost~ P_i, otseka¸waØ ot C ograniqennoe podmnoßestvo S_0, libo vse

180 M. D. KOVALEV

oni otseka¸t ot C neograniqennye podmnoßestva. Esli by imel mesto pervyæ sluqaæ, to u mnoßestva S_0 naxlas~ by opornaØ ploskost~, parallel~naØ P_i i ne sovpada¸waØ s P_i. �ta ploskost~ imela by v silu zamknutosti S obwu¸ toqku d^′ s mnoßestvom C, i xarnirnik p^′ = F^{−1}(d^′) dopuskal by vnutrennee naprØßenie υ_i. Poslednee protivoreqit tomu, qto obrazy vseh takih xarnirnikov leßat v P_i.

Qtoby otvergnut~ vtoru¸ vozmoßnost~m nam ponadobØtsØ dve lemmy.

Lemma 2. Pust~ P0 ∩ C = d0 v usloviØh teoremy 3, i v kaßdom

iz malyh dvugrannyh uglov meßdu ploskostØmi P_i i P_0 leßit neograniqennaØ qast~ mnoßestva C. Togda naædetsØ posledovatel~nost~ xarnirnikov p^i → ∞, oblada¸wih vnutrennimi naprØßeniØmi ω_i → ω_0 pri i → ∞.

Dokazatel~stvo. Dopustim protivnoe: pust~ suwestvovu¸t

ugol φ > 0 i rasstoØnie ρ > 0 takie, qto dlØ l¸bogo dopuska- ¸wego vnutrennee naprØßenie ω xarnirnika p s |F (p) − d_0| > ρ ugol meßdu ω i ω_0 bol~xe φ. Rassmotrim kasatel~nyæ konus K(x) mnoßestva C v toqke x ∈ C. Pokaßem, qto, kakova by ni byla toqka x ∈ ∂C, |x − d_0| > ρ, naædetsØ luq xy konusa K(x), obrazu¸wiæ s P_0 ugol > φ. V samom dele, pust~ p ∈ F^{−1}(x). Togda ugol meßdu podprostranstvom W (p), vloßennym po koordinatnomu izomorfizmu v R^r , i ω_0 bol~xe φ. A sledovatel~no, kasatel~noe mnogoobrazie L(p) ⊂ R^r k otobraßeni¸ F v toqke p, t. e. lineænoe mnogoobrazie, ortogonal~no dopolnitel~noe k W (p) i prohodØwee qerez x, soderßit prØmu¸, obrazu¸wu¸ s P_0 ugol > φ. No, oqevidnym obrazom, L(p)⊂ K(x), a znaqit, K(x) soderßit luq, obrazu¸wiæ s P_0 ugol > φ.

Bolee togo, vsledstvie kusoqnoæ algebraiqnosti poverhnosti ∂C, dlØ l¸boæ toqki x ∈ C, |x − d_0| > ρ, moßno utverßdat~ suwestvovanie takoæ eœ okrestnosti U_x ⊂ R^r, v kotoroæ imeetsØ kusoqek l_x gladkoæ krivoæ, ishodØwiæ iz x i okanqiva¸wiæsØ na granice okrestnosti, kasatel~nyæ vektor kotorogo naklonen k P_0 na ugol > φ v kaßdoæ ego toqke.

Vyberem iz posledovatel~nosti {P_i} ploskost~ P_{i0} , obrazu¸- wu¸ s P_0 ugol θ ∈ (0, φ/4). Voz~mem toqku x_0 ∈ P_{i0} ∩ C, udovle-

O XARNIRNIKAH 181

tvorØ¸wu¸ uslovi¸

|x_0 − d_0| ( cos θ − sin θ ctg φ 2 ) > ρ. Poslednee uslovie oznaqaet, qto otrezok d_0A na ris. 2 imeet

Ris. 2.

dlinu > ρ. Moßno utverßdat~ suwestvovanie kusoqno-gladkoæ krivoæ, naqina¸weæsØ v x_0, celikom soderßaweæsØ v C i pereseka¸weæ P_0 v toqke ≠ d_0. �to protivoreqit uslovi¸ P_0∩C = {d_0}. Deæstvitel~no, iz l¸boæ toqki x ∈ C s |x − d_0| > ρ ishodit kusoqek gladkoæ krivoæ l_x ⊂ C, kasatel~nyæ vektor kotorogo v kaßdoæ ego toqke sostavlØet s vnexneæ k C normal~¸ ω_0 ploskosti P_0 ugol < π/2 − φ/2. Esli sostavit~ iz takih kusoqkov, naqinaØ ot x_0, nepreryvnu¸ kusoqno-gladku¸ krivu¸ L, to ee moßno prodolßat~ do teh por, poka ee dlina ne prevzoædet |x_0 − d_0| sin θ/ sin^φ_2 . Pri fftom ona pereseqet ploskost~ P_0, a vse ee toqki otstoØt ot d_0 dalee qem na ρ. �to protivoreqit tomu, qto P_0 ∩ C = {d_0}.

Lemma 3. Pust~ xarnirnik p^0 dopuskaet vnutrennee naprØße-

nie ω_0 i imeetsØ posledovatel~nost~ xarnirnikov p^i → ∞ s toæ ße ZXS, dopuska¸wih vnutrennie naprØßeniØ ω_i → ω_0 pri i → ∞. Togda naprØßenie ω_0 ne ØvlØetsØ vosstanavliva¸wim.

Dokazatel~stvo. Dopustim protivnoe: pust~ ω0 ØvlØetsØ vos-

stanavliva¸wim. Togda sistema lineænyh uravneniæ Ω(ω_0)p = b(ω_0) vida (3) imeet edinstvennoe rexenie p = p^0, a znaqit,

182 M. D. KOVALEV

ee opredelitel~ ne raven nul¸. Bolee togo, suwestvuet okrestnost~ O toqki ω_0 v proektivnom prostranstve P R^{r−1}, v kotoroæ det Ω(ω) > ε > 0. Pofftomu xarnirniki, dopuska¸wie vnutrennee naprØßenie iz okrestnosti O, vosstanovimy po fftomu naprØßeni¸. Vsledstvie usloviØ det Ω(ω) > ε > 0 ih koordinaty ograniqeny, a znaqit ffti xarnirniki obrazu¸t ograniqennoe mnoßestvo v prostranstve parametrov. Poslednee protivoreqit uslovi¸ lemmy.

Zaverxim dokazatel~stvo teoremy 3. Vo vtorom sluqae, vsledstvie lemmy 2, naædetsØ posledovatel~nost~ xarnirnikov p^i → ∞, oblada¸wih vnutrennimi naprØßeniØmi ω_i → ω_0 pri i → ∞. Iz lemmy 3 teper~ sleduet, qto ω_0 ne ØvlØetsØ vosstanavliva¸wim. Protivoreqie.

Zametim, qto opornaØ k C v toqke d_0 ploskost~ napravleniØ ω_0 ∈ ∂s(p^0) peresekaet C po neograniqennomu svØznomu mnoßestvu.

§3. Nekotorye svoæstva mnoßestva vosstanovimyh xarnirnikov i ryqaßnogo otobraßeniØ

Zdes~ my ustanovim ograniqennost~ mnoßestva pautinnyh xarnirnikov dlØ proizvol~noæ ZXS i neograniqennost~ mnoßestva vosstanovimyh xarnirnikov dlØ ZXS, ime¸wih po kraæneæ mere 2 zakreplennyh v razliqnyh toqkah xarnira. Krome togo, budut proanalizirovany nekotorye svoæstva ryqaßnogo otobraßeniØ i ego obraza, svØzannye s pautinnymi xarnirnikami.

Teorema 4. ZXS Z v R^d togda i tol~ko togda otveqaet neogra-

niqennoe mnoßestvo B ⊂ R^{dm} xarnirnikov, dopuska¸wih vosstanavliva¸wee naprØßenie, kogda Z imeet po kraæneæ mere 2 zakreplennyh v razliqnyh toqkah xarnira.

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~ ukazannogo usloviØ sleduet iz

togo, qto esli vse zakreplennye xarniry xarnirnika p zakrepleny v odnoæ toqke a ∈ R^d, to vse xarnirniki, gomotetiqnye p otnositel~no a, oblada¸t tem ße prostranstvom vnutrennih naprØßeniæ, qto i p.

Pereædem k dokazatel~stvu dostatoqnosti. Zametim, vo-per-vyh, qto esli imeetsØ posledovatel~nost~ xarnirnikov p^k → p,

O XARNIRNIKAH 183

oblada¸wih naprØßeniØmi ω_k, toße ime¸wimi predel: ω_k → ω, to predel~nyæ xarnirnik p dopuskaet vnutrennee naprØßenie ω. Deæstvitel~no, spravedlivost~ fftogo vytekaet iz vozmoßnosti predel~nogo perehoda pri k → ∞ v sisteme uravneniæ (2) ravnovesiØ sil v svobodnyh xarnirah.

Zametim teper~, qto funkciØ det Ω(ω) ØvlØetsØ odnorodnym po ω_{ij} mnogoqlenom, ne ravnym toßdestvenno nul¸ v silu teoremy 4 raboty [2]. Budem rassmatrivat~ naprØßeniØ ω xarnirnika kak toqki proektivnogo prostranstva RP^{r−1}. Togda mnoßestvo D ⊂ RP^{r−1} nuleæ mnogoqlena det Ω(ω) imeet razmernost~ 6 r − 2. Vsledstvie utverßdeniØ 1 raboty [2], imeetsØ vnutrennee naprØßenie ω_0 ∈ D, ne dopustimoe ni dlØ odnogo xarnirnika s ZXS Z. Poskol~ku dim D 6 r − 2, to moßno vybrat~ posledovatel~nost~ naprØßeniæ ω_k ∈ RP^{r−1} \ D, shodØwu¸sØ k toqke ω_0. Tak kak det Ω(ω_k)≠0, kaßdomu iz naprØßeniæ ω_k fftoæ posledovatel~nosti otveqaet xarnirnik p^k s ZXS Z, vosstanovimyæ po fftomu naprØßeni¸. Dopustim, qto mnoßestvo vosstanovimyh po edinstvennomu naprØßeni¸ xarnirnikov s ZXS Z ograniqenno. Togda iz posledovatel~nosti p^k moßno vydelit~ podposledovatel~nost~, shodØwu¸sØ k nekotoromu xarnirniku p^0. Xarnirnik p^0, kak my zametili vnaqale, dopuskaet naprØßenie ω_0. �to protivoreqit vyboru naprØßeniØ ω_0.

Ispol~zuØ utverßdenie 1 raboty [2], teoremu 4 moßno sformulirovat~ sledu¸wim obrazom.

Teorema 4^′. ZXS v R^d togda i tol~ko togda otveqaet neograni-

qennoe mnoßestvo B ⊂ R^{dm} xarnirnikov, dopuska¸wih vosstanavliva¸wee naprØßenie, kogda ffta ZXS dopuskaet ne vse vnutrennie naprØßeniØ iz W^r .

Pereædem k mnoßestvu pautinnyh xarnirnikov.

Lemma 4. Pust~ X – proizvol~noe podmnoßestvo mnoßestva

svobodnyh xarnirov pautinnogo xarnirnika p ∈P , a X^′ – mnoßestvo ne obØzatel~no svobodnyh xarnirov xarnirnika p, ne vhodØwih v X i smeßnyh hotØ by odnomu xarniru iz X. Togda vypuklaØ oboloqka conv X^′ ⊃ X.

Dokazatel~stvo. V samom dele, esli ffto ne tak, to hotØ by odna

iz verxin vypuklogo mnogogrannika conv (X^′ ∪ X), pust~ p_i, prinadleßit X. Poskol~ku u pautinnogo xarnirnika vse ryqagi

184 M. D. KOVALEV

odnovremenno libo rastØnuty libo sßaty, ravnodeæstvu¸waØ sil, priloßennyh k svobodnomu xarniru p_i so storony smeßnyh s nim xarnirov, ne ravna nul¸. Takim obrazom, p_i ne moßet nahodit~sØ v ravnovesii, qto protivoreqit uslovi¸.

Teorema 5. Kakova by ni byla ZXS v R^d, mnoßestvo P ⊂ R^{dm}

otveqa¸wih eæ pautinnyh xarnirnikov ograniqenno.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, dostatoqno vzØt~ v kaqestve X

mnoßestvo vseh svobodnyh xarnirov xarnirnika p. Togda X^′ budet mnoßestvom ego zakreplennyh xarnirov, i utverßdenie teoremy vytekaet iz vkl¸qeniØ X ⊂ conv X^′.

Pristal~nogo vnimaniØ zaslußivaet izuqenie obraza C = F (R^{dm}) ryqaßnogo otobraßeniØ. On opredelØet global~nye svoæstva sovokupnosti xarnirnikov s dannoæ ZXS. Odnako zdes~ malo qto izvestno. Daße v samom interesnom dlØ praktiki sluqae pravil~noæ ZXS v R^d, t.e. takoæ, qto dim C = r, pri d > 1, po-suwestvu, izvestno lix~, qto C zamknuto, svØzno, neograniqenno, razmerno-odnorodno i imeet kusoqno-gladku¸ granicu ∂C [1]. DlØ pravil~noæ ZXS na prØmoæ C sovpadaet s neotricatel~nym ortantom standartnoæ koordinatnoæ sistemy v R^r. V sluqae ße d > 1 mnoßestvo C, kak pravilo, nevypuklo. Teoremoæ 4 raboty [2] ustanovleno, qto kakov by ni byl vektor ω ∈ R^r s ω_{ij} >0, u C imeetsØ opornaØ ploskost~ P_ω s normal~nym vektorom ω, pereseka¸waØ C vsego lix~ v odnoæ toqke, prinadleßaweæ F (P ). Bolee togo, v kaßdoæ toqke d_0 ∈ F (P ) imeetsØ takaØ opornaØ ploskost~ P_ω. Itak, l¸baØ toqka d_0 ∈ F (P ) obladaet tem svoæstvom, qto, kakova by ni byla toqka d ∈C, d ≠ d_0, v standartnoæ sisteme koordinat u nee imeetsØ koordinata, bol~- xaØ soootvetstvu¸weæ koordinaty toqki d_0. �to oznaqaet, qto mnoßestvo F (P ) predstavlØet soboæ tak nazyvaemyæ minimum Pareto [5] otobraßeniØ F .

Teorema 6. Obraz F (P ) mnoßestva P pautinnyh xarnirnikov

pri ryqaßnom otobraßenii ograniqen i gomeomorfen P .

Dokazatel~stvo. Lemma 1 raboty [1] utverßdaet, qto pri ry-

qaßnom otobraßenii obraz l¸bogo ograniqennogo mnoßestva ograniqen, a neograniqennogo – neograniqen. Pofftomu ograniqennost~ F (P ) srazu vytekaet iz predyduweæ teoremy. VzaimnaØ odnoznaqnost~ ograniqeniØ F = F |_P ustanovlena teoremoæ

O XARNIRNIKAH 185

4 raboty [2]. Nepreryvnost~ otobraßeniØ F oqevidna. OstaetsØ udostoverit~sØ v nepreryvnosti obratnogo otobraßeniØ. Dopustim protivnoe. Togda naædetsØ posledovatel~nost~ toqek d_i ∈ F (P ), shodØwaØsØ k toqke d ∈ F (P ) i takaØ, qto posledovatel~nost~ ih proobrazov p^i ne shoditsØ k p = F^{−1}(d) ∈ R^{dm}. V silu kompaktnosti zamykaniØ P mnoßestva P posledovatel~- nost~ {p^i} soderßit podposledovatel~nost~, shodØwu¸sØ k nekotoroæ toqke p^′ ∈ P , p^′ ≠ p. No togda po nepreryvnosti F (p^′) = d, qto protivoreqit odnokratnosti otobraßeniØ F na F (P ) (teorema 4 raboty [2]).

Pust~ S^{r−1}_− – qast~ sfery S^{r−1}, vyrezaemaØ otricatel~nym ortantom (d_{ij} < 0, v_iv_j ∈ E) standartnoæ koordinatnoæ sistemy v R^r. Oqevidno, S^{r−1}_− predstavlØet soboæ vypukloe mnoßestvo, gomeomorfnoe otkrytomu (r − 1)-mernomu xaru.

Teorema 7. Esli Rg dF (p) = r−1 na P , to F (P ) predstavlØet so-

boæ gladku¸ strogo vypuklu¸ xapoqku, gomeomorfnu¸ otkrytomu (r − 1)-mernomu xaru. Ona obrawena vypuklost~¸ k naqalu standartnoæ sistemy koordinat v R^r i vzaimno-odnoznaqno proektiruetsØ na koordinatnye ploskosti vdol~ oseæ.

Dokazatel~stvo. Kak sleduet iz rezul~tatov raboty [2], v ka-

ßdoæ toqke d ∈ F (P ) imeetsØ opornaØ k F (P ) ploskost~ P_ω, otdelØ¸waØ naqalo koordinat v R^r ot mnoßestva C i takaØ, qto P_ω ∩ C = {d}. (Koordinaty ee normal~nogo vektora ω ∈ S^{r−1} ime¸t smysl sostavlØ¸wih dopustimogo vnutrennego naprØßeniØ xarnirnika p = F^{−1}(d).) Takim obrazom, F (P ) est~ strogo vypuklaØ poverhnost~, obrawennaØ vypuklost~¸ k naqalu koordinat. Esli Rg dF (p) = r − 1, to v toqke d = F (p) net drugih, krome P_ω, opornyh k F (P ) ploskosteæ, i, sledovatel~no, poverhnost~ F (P ) ØvlØetsØ gladkoæ. Ots¸da sleduet, qto sferiqeskoe izobraßenie toqki d ∈ F (P ) ØvlØetsØ toqkoæ sfery S^{r−1} , nepreryvno zavisØweæ ot p. Bolee togo, vsledstvie teoremy 5 i utverßdeniØ 4 [2], ograniqenie S sferiqeskogo otobraßeniØ na mnoßestvo F (P ) vzaimno-odnoznaqno otobraßaet F (P ) na S^{r−1}_− . Esli my ustanovim gomeomorfnost~ mnoßestv F (P ) i S^{r−1}_− , to tem samym budet dokazana gomeomorfnost~ F (P ) otkrytomu xaru. A dlØ fftogo dostatoqno ustanovit~ nepreryvnost~ otobraßeniØ, obratnogo k S.

186 M. D. KOVALEV

Dopustim protivnoe. Togda naædetsØ takaØ posledovatel~- nost~ {ω_i} ⊂ S^{r−1}_− , shodØwaØsØ k nekotoroæ toqke ω ∈ S^{r−1}_− , qto posledovatel~nost~ ih proobrazov d_i ∈ F (P) ne shoditsØ k d = S^{r−1}(ω) ∈ F (P ). Eæ otveqaet posledovatel~nost~ p^i = F^{−1}(d_i), kotoraØ, oqevidno, ne shoditsØ k p = F^{−1}(d). V silu ograniqennosti mnoßestva P iz posledneæ posledovatel~nosti moßno vydelit~ podposledovatel~nost~, shodØwu¸sØ k nekotoroæ toqke p^′ ≠ p. No togda, kak zameqeno pri dokazatel~stve teoremy 4, xarnirnik p^′ dopuskaet vnutrennee naprØßenie ω. �to protivoreqit vosstanovimosti pautinnogo xarnirnika p po vnutrennemu naprØßeni¸ ω ∈ S^{r−1}_− .

Nakonec, dopustim, qto toqki d_1, d_2 ∈ F (P ) proektiru¸tsØ vdol~ koordinatnoæ osi v odnu i tu ße toqku koordinatnoæ ploskosti P standartnoæ sistemy v R^r. Pust~ dlØ opredelennosti d_1 leßit ot P dal~xe, qem d_2. Togda, poskol~ku opornaØ k mnoßestvu C v toqke d_1 ploskost~ otrezaet ot poloßitel~nogo ortanta koordinatnoæ sistemy ograniqennoe mnoßestvo, to d_2 budet leßat~ po tu ße storonu ot fftoæ ploskosti, qto i naqalo koordinat. �to protivoreqit vypuklosti xapoqki F (P ) k naqalu koordinat. Teorema dokazana.

Primery. Primer ZXS na ploskosti, udovletvorØ¸wih uslo-

viØm posledneæ teoremy, da¸t shemy, izobraßennye na ris. 1a), b). Pokaßem, naprimer, qto kaßdyæ nesokratimyæ pautinnyæ xarnirnik so shemoæ 1a), gde xarniry p_4, p_5, p_6 zakrepleny v verxinah nevyroßdennogo treugol~nika, imeet odnomernoe prostranstvo vnutrennih naprØßeniæ. Dopustim protivnoe: pautinnyæ xarnirnik p = (p_1, p_2, p_3) imeet ne menee qem dvumernoe prostranstvo vnutrennih naprØßeniæ. Togda p dopuskaet naprØßenie ω, nulevoe na nepustom sobstvennom podmnoßestve E^′ svoih ryqagov i poloßitel~noe na ostal~nyh ryqagah. Kaßdomu iz svobodnyh xarnirov incidentno 3, 1 ili 0 ryqagov iz E^′. Nazovem xarnir nenaprØßennym, esli emu incidentny lix~ ryqagi iz E^′, i naprØßennym – v protivnom sluqae. Nazovem ryqag nenaprØgaemym, esli l¸boe dopustimoe dlØ fftogo xarnirnika vnutrennee naprØßenie imeet na fftom ryqage nulevu¸ sostavlØ- ¸wu¸. U pautinnogo xarnirnika vse ryqagi naprØgaemy. Poskol~ku sily, priloßennye so storony svobodnyh xarnirov k zakreplennym, dolßny uravnovexivat~sØ, to u p ne moßet byt~ 2 nenaprØßennyh zakreplennyh xarnirov. Dopuwenie o nenaprØ-

O XARNIRNIKAH 187

ßennosti vseh treh ego zakreplennyh xarnirov privodit k kollinearnosti trœh ego svobodnyh xarnirov. No togda imeetsØ nenaprØgaemyæ ryqag meßdu zakreplœnnym i svobodnym xarnirami, qto nevozmoßno dlØ pautinnogo xarnirnika.

Rassmotrim sluqaæ naliqiØ 1 nenaprØßennogo zakreplennogo xarnira, pust~, dlØ opredelennosti, p_4. Togda usilie ot nego ne moßet peredavat~sØ na xarniry p_2 i p_3, i znaqit, oba oni dolßny leßat~ na prØmoæ p_5p_6, inaqe p byl by nenaprØgaem. Vozmoßny dva sluqaØ: libo p_1 leßit na prØmoæ p_5p_6, libo net. V pervom sluqae ryqag p_4p_1 v p nenaprØgaem, ibo l¸boe nenulevoe ego naprØßenie ne moßet byt~ uravnovexeno naprØßeniØmi ostal~nyh ryqagov, leßawih na nekollinearnoæ emu prØmoæ. Vo vtorom sluqae po toæ ße priqine nenaprØgaemy ryqagi p_1p_2 i p_1p_3. Itak, naxi predpoloßeniØ protivoreqat tomu, qto p – pautinnyæ xarnirnik.

Esli dopustit~, qto vse zakreplennye xarniry xarnirnika p naprØßeny, to E^′ sostoit iz odnogo lix~ ryqaga, soedinØ- ¸wego dva svobodnyh xarnira. Pust~, dlØ opredelennosti, – iz ryqaga p_1p_2. V fftom sluqae p_4,p_1,p_3 leßat na odnoæ prØmoæ, p_5,p_2,p_3 – takße. I tak kak ryqag p_1p_2 naprØgaem, to vse tri svobodnyh xarnira leßat na prØmoæ p_4p_5. No togda nenaprØgaem ryqag p_6p_3. DlØ pautinnogo xarnirnika ffto nevozmoßno. Nesloßno ustanovit~ otsutstvie v fftom sluqae sokratimyh pautinnyh xarnirnikov. Podobnymi ße, no bolee dlinnymi rassußdeniØmi moßno pokazat~, qto i dlØ shemy ris. 1b), u kotoroæ zakreplennye xarniry leßat v verxinah vypuklogo qetyrehugol~nika, kaßdyæ nesokratimyæ pautinnyæ xarnirnik imeet odnomernoe prostranstvo vnutrennih naprØßeniæ.

Rassmotrim svoæstva obraza ryqaßnogo otobraßeniØ (ne obØzatel~no s izostatiqeskoæ ZXS), svØzannye s pautinnymi xarnirnikami, oblada¸wimi bolee qem odnomernym prostranstvom vnutrennih naprØßeniæ.

Lemma 5. Pust~ xarnirnik p – pautinnyæ i dim W(p) = s > 1.

Togda d = F (p) ∈ ∂C ØvlØetsØ uglovoæ toqkoæ vypukloæ oboloqki mnoßestva C. Pust~ W (p) – vloßenie prostranstva W(p) v R^r po estestvennomu koordinatnomu izomorfizmu. Togda W (p) est~ podprostranstvo izloma mnoßestva conv C v toqke d. Krome togo, sferiqeskoe izobraßenie toqki d kak toqki conv C soderßit mnoßestvo V(d) = W (p) ∩ S^{r−1}_− .

188 M. D. KOVALEV

Dokazatel~stvo. Pust~ ploskost~ Pω napravleniØ ω ∈ V(d),

prohodØwaØ qerez d, ne ØvlØetsØ opornoæ k C. Poskol~ku C leßit v neotricatel~nom ortante koordinatnoæ sistemy v R^r, to imeetsØ parallel~naØ eæ opornaØ k C ploskost~ P^′_ω. �ta ploskost~ prilegaet k C v nekotoroæ toqke d^′ ≠ d. Toqka d^′ imeet edinstvennyæ proobraz pri ryqaßnom otobraßenii – pautinnyæ xarnirnik p^′ ≠ p, dopuska¸wiæ v silu utverßdeniØ 7 vnutrennee naprØßenie ω. No ffto naprØßenie dopuskaet i p. Poslednee protivoreqit tomu, qto naprØßenie ω ØvlØetsØ vosstanavliva- ¸wim.

Ris. 3.

Na ris. 3 izobraßena ZXS na ploskosti, poluqennaØ dobavleniem odnogo ryqaga k ZXS ris. 1b). Pust~ zakreplennye xarniry izobraßennoæ ZXS leßat v toqkah

p_5 = (0, 0), p_6 = (1, 0), p_7 = (1, 1), p_8 = (0, 1).

Zadadim vnutrennee naprØßenie

ω = (ω_5; ω_6; ω_7; ω_8; ω_{12}; ω_{14}; ω_{23}; ω_{24}; ω_{34}) = (1; 1; 3; 1; 2; 1; 1; 4; 3),

gde dlØ naprØßeniæ ryqagov, ishodØwih iz zakreplennyh xarnirov, my ispol~zovali oboznaqenie s odnim indeksom. Rasqœt na komp~¸tere koordinat svobodnyh xarnirov pautinnogo xarnirnika, dopuska¸wego ffto vnutrennee naprØßenie, daet:

p_1 ≈ (0, 4635; 0, 4342), p_2 ≈ (0, 6321; 0, 5378),

p_3 ≈ (0, 7716; 0, 7888), p_4 ≈ (0, 5896; 0, 6614).

Veliqina opredelitelØ, poluqennogo otbrasyvaniem posledneæ stroki matricy dF (p), v toqke p = (p_1, p_2, p_3, p_4) ravna^{−490155008}_{107166402027}.

O XARNIRNIKAH 189

Takim obrazom, Rg dF (p) = 8. S drugoæ storony, xarnirnik p^′ s p^′_1 = ( 1 3 ; 1 3 ) , p^′_2 = ( 2 3 ; 1 3 ) , p^′_3 = ( 2 3 ; 2 3 ) , p^′_4 = ( 1 3 ; 2 3 ) takße ØvlØetsØ pautinnym, no dlØ nego Rg dF (p^′) = 7. DlØ fftogo xarnirnika prostranstvo W(p^′) dvumerno i sostoit iz vektorov ω^′ = xω^1 + yω^2 , gde

ω^1 = (0; 1; 0; 1; 0; 0; 0; 1; 0), a ω^2 = (1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 0; 1).

Podsqet opredelitelØ matricy Ω(ω^′) daet

det Ω(xω^1 + yω^2) = 9y^2(y + x)(5y + 3x).

NaprØßeniØ ω^′_1 = ω^1, ω^′_2 = ω^1 − ω^2 i ω^′_3 = −5ω^1 + 3ω^2 ne ØvlØ- ¸tsØ vosstanavliva¸wimi dlØ p^′. KaßdaØ iz ploskosteæ P_i s normal~nym vektorom ω^′_i, provedennyh qerez d^′ = F (p^′), imeet s C pereseqenie, soderßawee neograniqennu¸ svØznu¸ komponentu, prohodØwu¸ qerez d^′. Iz fftih treh ploskosteæ ploskosti P_1 i P_2 oporny k C. �to ustanavlivaetsØ na osnove analiza kvadratiqnyh form, predstavlØ¸wih soboæ vtorye differencialy funkciæ ∑ (i,j)∈E ωijdij, gde ωij – koordinaty normal~nogo

vektora ploskosti. Naprimer, dlØ ploskosti P_2 s normal~nym vektorom ω^′_2 imeem neotricatel~nu¸ formu

−2y_1y_4 − 2y_2y_3 − 2x_1x_2 + x^2 − 2y_1y_2 − 2x_1x_4 + x^2_4 + y_2^2 + 3x^2_1 + 3y^2_1 −

−2x_2x_3 + 2x_2x_4 + 2y_2y_4 + 3x^2_3 + 3y^2_3 − 2y_3y_4 − 2x_3x_4 + y^2_4 ,

a dlØ ploskosti P_3 poluqaem neopredelœnnu¸ formu

−6y_1y_4 − 6y_2y_3 − 6x_1x_2 − x^2 − 6y_1y_2 − 6x_1x_4 − x^2_4 + 9y^2 + 9x^2_1+

+9y^2_1 − 6x_2x_3 + 10x_2x_4 − 10y_2y_4 + 9x^2_3 + 9y^2_3 − 6y_3y_4 − 6x_3x_4 + 9y^2_4 .

Takim obrazom, d^′ = F (p^′) ØvlØetsØ uglovoæ toqkoæ mnoßestva conv C. V dannom sluqae dim F (P ) = 8 = r − 1, odnako minimum Pareto ne gomeomorfen otkrytomu (r − 1)-mernomu xaru. Deæstvitel~no, toqka d^′ ∈ F (P ) i d^′ ∈ ∂F (P ), i, kak legko videt~, ne obladaet v F (P ) okrestnost~¸, gomeomorfnoæ (r − 1)-mernomu xaru.

DlØ proizvol~no vybrannoæ ZXS rassmotrim mnoßestvo P pautinnyh xarnirnikov. Pust~ U = U ∩ P , gde U ⊂ R^{dm}, est~ nekotoraØ okrestnost~ toqki p^0 ∈ P .

190 M. D. KOVALEV

Lemma 6. Esli Rg dF (p) = k na U, to u p^0 naædetsØ okrestnost~

v P , gomeomorfnaØ otkrytomu k-mernomu xaru.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim lineænoe otobraßenie A : R^r →

R^{dm} s matriceæ, transponirovannoæ k dF (p). Razmernost~ ego obraza ravna Rg dF (p), a meßdu ego Ødrom W (p) ⊂ R^r i podprostranstvom vnutrennih naprØßeniæ W(p)⊂ W^r imeetsØ estestvennyæ koordinatnyæ izomorfizm. Po izvestnoæ teoreme lineænoæ algebry dim W (p) + Rg dF (p) = r, i, znaqit, dim W(p) = dim W (p) = r − k dlØ p ∈ U. Vsledstvie lemmy 5, F (U) sostoit iz uglovyh toqek d mnoßestva conv C, sferiqeskie izobraßeniØ kotoryh pereseka¸tsØ s S^{r−1}_− ⊂ S^{r−1} po (r − k − 1)-mernym “dugam” V(d). Poskol~ku vnutrennee naprØßenie ω ∈ S^{r−1}_− ØvlØetsØ vosstanavliva¸wim, to dlØ razliqnyh toqek d_1, d_2 ∈ F (P ) imeem V (d_1) ∩ V (d_2) = ?. Krome togo, tak kak Rg dF (p) = const na U, to podprostranstvo W(p) nepreryvno zavisit ot toqki p ∈ U, a sledovatel~no, i mnoßestvo V(d) nepreryvno zavisit ot toqki d ∈ F (U).

Pust~ d_0 = F (p^0), vyberem toqku ω_0 ∈V (d_0) i provedem qerez nee na sfere S^{r−1} otkrytyæ k-mernyæ xar D, soderßawiæsØ v podprostranstve, ortogonal~nom prostranstvu W (p^0). Radius xara D vyberem nastol~ko malym, qtoby opornaØ k C ploskost~ napravleniØ ω ∈ D prilegala k C v toqke d ∈ F (U). �to moßno sdelat~ potomu, qto l¸baØ opornaØ k C ploskost~ blizkogo k ω napravleniØ prilegaet k C lix~ v odnoæ toqke, i ffta toqka prileganiØ nepreryvno zavisit ot napravleniØ ploskosti. Takim obrazom, kaßdomu ω ∈ D sopostavlena edinstvennaØ toqka d = f(ω)∈ F (U ). Esli nußno, umen~xim D nastol~ko, qtoby dlØ vseh toqek d ∈f(D) “dugi” V(d) byli transversal~- ny podprostranstvu, v kotorom leßit D. Na takom umen~xennom xare D otobraßenie f ØvlØetsØ, kak legko videt~, vzaimnoodnoznaqnym. Netrudno udostoverit~sØ i v tom, qto kak otobraßenie f, tak i obratnoe k nemu nepreryvny na D i f(D) sootvetstvenno. Ots¸da sleduet, qto f(D) gomeomorfno otkrytomu k-mernomu xaru. Gomeomorfizm F^{−1}(f(D)) ≈ f(D) dokazyvaetsØ podobno tomu, kak ffto delalos~ v teoreme 6.

Teorema 8. DlØ proizvol~noæ ZXS imeet mesto ravenstvo

dim P = max_{p∈P} Rg dF (p).

Dokazatel~stvo. Neravenstvo dim F (P ) 6 maxp∈P Rg dF (p) oqe-

O XARNIRNIKAH 191

vidno. V silu gomeomorfnosti P i F (P ) imeem dim P 6 max_{p∈P} Rg dF (p). S drugoæ storony, esli

Rg dF (p^0) = max_{p∈P} Rg dF (p) = k

v toqke p^0 ∈ P , to imeetsØ takaØ okrestnost~ U ⊂ R^{dm} toqki p^0, qto ffto ravenstvo spravedlivo dlØ vseh toqek p ∈ U ∩ P . I, vsledstvie lemmy 6, dim P ¿ max_{p∈P} Rg dF (p). Teorema dokaza- na. Sledstvie. DlØ proizvol~noæ ZXS s r ryqagami spravedlivo ra-

venstvo dim P + min_{p∈P} dim W(p) = r.

�tot fakt vytekaet iz ravenstva

min_{p∈P} dim W(p) = r − max_{p∈P} Rg dF (p).

Oboznaqim μ_s mnoßestvo v R^{dm}, na kotorom Rg dF = s. Otn¸d~ ne vsegda spravedlivo ravenstvo dim μ_s = s. DlØ ZXS ris. 1a) mnoßestvo μ_4 imeet razmernost~ 3. Ono soderßit nesokratimye xarnirniki so svobodnymi xarnirami p_1,p_2,p_3, leßawimi na prØmoæ, soedinØ¸weæ paru zakreplennyh xarnirov, a takße sokratimye xarnirniki. V fftom primere xarnirniki iz μ_4 ne ØvlØ¸tsØ pautinnymi. ZXS ris. 3, v otliqie ot predyduwego primera, pokazyvaet vozmoßnost~ neravenstva dim μ_s < s i v sluqae, kogda μ_s ∩P ≠ ∅. Mnoßestvo μ_6 v fftom sluqae soderßit nesokratimye xarnirniki, u kotoryh xarniry p_2, p_4 leßat na prØmoæ p_6p_8, i krome togo, esli udalit~ ryqag p_2p_4, to poluqivxiæsØ xarnirnik dopuskaet vnutrennee naprØßenie. Pervoe iz fftih usloviæ nakladyvaet 2, a vtoroe – ewe 1 svØz~ na koordinaty svobodnyh xarnirov. Poskol~ku qislo poslednih – 8, to dim μ_6 = 5.

V zakl¸qenie privedu neskol~ko otkrytyh voprosov.

Vopros 1. Esli mnoßestvo μk ⊂ R^{dm}, na kotorom Rg dF (p) = k,

imeet poloßitel~nu¸ razmernost~, to nepremenno li ono neograniqenno?

Vopros 2. Pust~ B ⊂ R^{dm} – mnoßestvo xarnirnikov, vosstano-

vimyh po svoemu podprostranstvu vnutrennih naprØßeniæ, a P

192 M. D. KOVALEV

– mnoßestvo pautinnyh xarnirnikov s dannoæ ZXS. Oqevidno, dim P 6 dim B. Vsegda li imeet mesto ravenstvo dim P = dim B?

Vopros 3. Pust~ ZXS – pravil~naØ (t.e. max Rg dF (p) = r), i

mnoßestvo B sostoit bolee qem iz odnoæ toqki, a znaqit, neograniqenno. Verno li, qto v fftom sluqae i F (B) ∩ ∂C takße neograniqenno?

Vopros 4. Rassmotrim ZXS na ploskosti s n > 2 zakreplennymi

xarnirami p_{n+1}, . . . , p_{2n} i n svobodnymi xarnirami v_1, . . . , v_n, soedinennymi meßdu soboæ ryqagami v_1v_2, ,v_2v_3, . . . , v_nv_1 i s zakreplennymi xarnirami – ryqagami v_1p_{n+1}, . . . , v_np_{2n}, obobwa- ¸wie ZXS ris. 1. UsloviØ suwestvovaniØ vnutrennih naprØßeniæ v xarnirnikah s takimi ZXS rassmatrivalis~ Krapo [7]. Pust~ zakreplennye xarniry leßat v verxinah vypuklogo mnogougol~nika. L¸boæ li pautinnyæ xarnirnik s takoæ ZXS imeet odnomernoe prostranstvo vnutrennih naprØßeniæ?

Literatura

1. M. D. Kovalev, GeometriqeskaØ teoriØ xarnirnyh ustroæstv. — Izv.

RAN, Ser. mat. 58, No. 1 (1994), 45–70.

2. M. D. Kovalev, O vosstanovimosti xarnirnikov po vnutrennim naprØßeniØm. — Izv. RAN, Ser. mat. 61, No. 4 (1994), 337–377.

3. N. White, W. Whiteley, The algebraic geometry of stresses in frameworks. —

SIAM J. Alg. Discrete Math. 4 (1983), 481–511.

4. R. Connelly, Rigidity and energy. — Invent. Math. 66 (1982), 11–33. 5. S. Smeæl, Global~nyæ analiz i ffkonomika 1, optimum Pareto i obobwenie teoremy Morsa. — UMN 27, vyp. 3 (1972), 177–187.

6. A. I. Kostrikin, Vvedenie v algebru. Nauka, M. (1977). 7. H. Crapo, Invariant-theoretic methods in scene analysis and structural mechanics.

— J. Symbolic Computation 11 (1991), 523–548.

Kovalev M. D. About frameworks restorable by one stress. Hinged constructions with pinned joints admitting integral stresses in R^d are studied. A conjecture about the existence of restoring stress for a framework in R^1 restorable by its internal stress space is proved. A sufficient condition for the existence of a restoring stress in the case of arbitrary dimension is given. Properties of the set of frameworks restorable by an internal stress are established. New problems are formulated.

Postupilo 31 dekabrØ 2001 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet im. M. V. Lomonosova E-mail: kovalev.math@mtu-net.ru