Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 299, 2003 g.

V. A. Zalgaller

KRATQA`XIE LINII OSMOTRA SFERY

§1. Postanovki zadaq

1.1. Naqnem s planimetriqeskih voprosov:

1) Kakova na ploskosti iduwaØ vne otkrytogo ediniqnogo kruga kratqaæxaØ liniØ, dvigaØs~ po kotoroæ, moßno osmotret~ izvne vse toqki graniqnoæ okrußnosti S fftogo kruga? (Esli luq zreniØ kasaetsØ okrußnosti S, to toqka kasaniØ toße sqitaetsØ uvidennoæ.)

2) Kakoæ budet kratqaæxaØ liniØ osmotra, esli dopolnitel~- no potrebovat~, qtoby i ee naqalo i ee konec leßali na S?

3) Kakova kratqaæxaØ liniØ osmotra, esli na S obØzano leßat~ tol~ko ee naqalo?

Otvetami na ffti prostye voprosy slußat linii AF , izobraßennye sootvetstvenno na ris. 1,a,b,v.

Ris. 1.

1.2. Esli k iskomoæ krivoæ AF dobavit~ naqal~nyæ radius OA,

to liniØ ris. 1,v poslußit takße otvetom na sledu¸wiæ vopros Bellmana [1].

3a) Vy nahodites~ v toqke 0 vnutri poluploskosti, ograniqennoæ prØmoæ p, na rasstoØnii 1 ot granicy, no ne znaete, kak po otnoxeni¸ k Vam raspoloßena granica p. DvigaØs~ po kakoæ 87

88 V. A. ZALGALLER naibolee korotkoæ traektorii, Vy zavedomo vyædete na granicu p? Rexenie (ris. 1,v) ukazano Isbellom [2], dokazatel~stvo poqti oqevidno, ego moßno naæti v rabote [3], posvØwennoæ drugomu voprosu Bellmana.

1.3. Ewe prowe sledu¸wie voprosy.

4) Kakova kratqaæxaØ liniØ osmotra, iduwaØ “na postoØnnoæ vysote” nad okrußnost~¸ S?

5) Kak izmenitsØ ffta liniØ, esli k ee dline v naqale dobavlØt~ “vertikal~nyæ” spusk na S?

6) Kak izmenitsØ ffta liniØ, esli ”pod¨em” uqityvat~, a spusk ne uqityvat~?

Otvetami na voprosy 4)–5) slußat linii AF , izobraßennye sootvetstvenno na ris. 2,a,b,v.

Ris. 2a. Ris. 2b. Ris. 2v. α≈0.3432 (α=π−ctgα) α≈0.25163 (α=π+1−ctgα) α≈0.2900 (α=π+ 12 −ctgα)

1.4. Cel~ nastoØweæ raboty – rexit~ zadaqi, ØvlØ¸wiesØ pro-

stranstvennymi analogami voprosov 1)–6).^1

Zadaqa 1. Kakova v R^3 naibolee korotkaØ liniØ, iduwaØ vne ot-

krytogo ediniqnogo xara, ograniqennogo sferoæ S, esli dvigaØs~ po fftoæ linii moßno uvidet~ vse toqki sfery S?

1Ne sleduet dumat~, qto zadaqi 1–6 svØzany s osmotrom Zemli so sputnika. Tam igra¸t rol~ inercionnoe dvißenie sputnika, vrawenie Zemli, trebuemyæ ugol obzora.

KRATQA`XIE LINII OSMOTRA SFERY 89

Zadaqa 2. Kakoæ budet kratqaæxaØ liniØ osmotra, esli dopolni-

tel~no trebovat~, qtoby i ee naqalo i ee konec leßali na sfere S? Zadaqa 3. Kakova kratqaæxaØ liniØ osmotra, esli na S obØzano

leßat~ tol~ko ee naqalo?

Zadaqa 4. Kakova kratqaæxaØ iz liniæ osmotra, iduwih na po-

stoØnnoæ vysote nad S?

Zadaqa 5. Kak izmenitsØ iduwaØ na postoØnnoæ vysote naibolee

korotkaØ liniØ osmotra, esli v ee dlinu vkl¸qat~ vertikal~nyæ pod¨em ot S v naqale i vertikal~nyæ spusk na S v konce?

Zadaqa 6. Kak izmenitsØ ffta liniØ, esli naqal~nyæ pod¨em uqi-

tyvat~, a spusk – ne uqityvat~?

1.5. Esli v zadaqe 3 k iskomoæ linii AF dobavit~ naqal~nyæ

radius OA sfery S, to rexenie zadaqi 3 dast otvet na sledu¸- wee obobwenie voprosa Bellmana.

Zadaqa 3a. Vy nahodites~ v toqke O vnutri poluprostranstva,

ograniqennogo ploskost~¸ P , Na rasstoØnii 1 ot granicy, no ne znaete, kak po otnoxeni¸ k Vam raspoloßena granica P . DvigaØs~ po kakoæ naibolee korotkoæ traektorii, Vy zavedomo vyædete na granicu P ?

Povodom k napisani¸ nastoØweæ stat~i poslußilo ßelanie otvetit~ na vopros zadaqi 3a, zadannyæ V. V. Makeevym pri obsußdenii raboty [3].

§2. Zadaqi 1 i 2

2.1. Qtoby predstavit~ sebe, v kakom bolee uzkom klasse kri-

vyh, zavisØwem ot nebol~xogo qisla parametrov, celesoobrazno iskat~ rexenie zadaqi 1, my vospol~zuemsØ ne vpolne strogimi “pravdopodobnymi” soobraßeniØmi.

2.2. Naqnem so vspomogatel~nogo zameqaniØ.

Pust~ toqka P nahoditsØ vne xara, i pust~ iz P na sfere S viden geodeziqeskiæ krug, geodeziqeskogo radiusa r. Pri fftom toqka P nahoditsØ ot centra O sfery na rasstoØnii 1/ cos r. Esli, ostavaØs~ na toæ ße vysote 1/ cos r−1 nad S toqka P sdvinetsØ na maloe rasstoØnie ds, to krug vidimosti na S soverxit povorot

90 V. A. ZALGALLER na ugol dφ = cos r ds vokrug nekotoroæ osi, prohodØweæ qerez centr sfery. Oboznaqim h = 2 sin r prostranstvennyæ diametr sferiqeskoæ xapoqki, kotoroæ ØvlØetsØ krug vidimosti radiusa r. Pri povorote na dφ dopolnitel~naØ plowad~ dσ, pokryvaemaØ na S krugami vidimosti, budet ravna dσ = hdφ = sin 2r ds. Pofftomu otnoxenie dσ/ds budet naibol~xim pri r = π/4.

Ots¸da my delaem vyvod, qto iskomye linii osmotra prohodØt na ne oqen~ bol~xih i ne oqen~ malyh vysotah nad sferoæ S. Preimuwestvenno – na vysotah, po porØdku sravnimyh s √ 2 − 1.

2.3. V kaqestve sledu¸wego xaga ukaßem dovol~no korotku¸ li-

ni¸ osmotra, prohodØwu¸ imenno na postoØnnoæ vysote √ 2 − 1.

Rassmotrim kub s centrom O takogo razmera, qto ego rebra kasa¸tsØ sfery S. Otsekaemye granØmi fftogo kuba xapoqki – geodeziqeskie krugi sfery budut imet~ radiusy π/4. Zanumeruem ih centry A_1, A_2, A_3, A_4, A_5, A_6 kak ukazano na ris. 3.

Ris. 3.

Opixem vybiraemoe dvißenie kruga vidimosti K. Pervonaqal~no ego centr A razmestim v toqke A_1. Zatem krug povoraqivaetsØ na sfere vdol~ poluokrußnosti^⌢A_1A_2. Zatem centr A kruga K peremewaem po S “prØmo”: vdol~ bol~xoæ poluokrußnosti A_2A_3A_4. Posle qego krug K povoraqivaetsØ vokrug toqki B_{45}; pri fftom ego centr A opisyvaet poluokrußnost~^⌢A_4A_5. Ves~ put~ centra A izobraßen ßirnoæ linieæ na ris. 3.

Netrudno prosledit~, qto pri takom dvißenii krug K zaqerqivaet vs¸ sferu.

KRATQA`XIE LINII OSMOTRA SFERY 91 ObratimsØ k stroeni¸ sootvetstvu¸weæ linii osmotra. Ona sostoit iz dvuh ravnyh qasteæ, iduwih nad^⌢A_1A_2A_3 i nad A_3^⌢A_4A_5. Rassmotrim tol~ko pervu¸ iz fftih qasteæ. Toqki linii osmotra, leßawie nad A, budem oboznaqat~ P .

Kogda krug K povoraqivalsØ vokrug B_{12}, ogiba¸weæ prohodimyh poloßeniæ kruga K slußit geodeziqeskaØ duga C = B_{14}B_{25}. Ona izobraßena punktirom na ris. 3. Rassmotrim cilindr, kasa¸wiæsØ sfery S vdol~ C. Pri dvißenii A iz A_1 v A_2 sootvetstvu¸wiæ uqastok P_1P_2 linii osmotra raspoloßen na fftom cilindre.

Rassmotrim ewe konus, kasa¸wiæsØ S po granice kruga K s centrom A_5. Pri dvißenii centra A na uqastke A_2A_3 sootvetstvu¸wiæ uqastok P_2P_3 linii osmotra leßit na fftom konuse.

Na ris. 4 izobraßeny razvertka upomØnutyh cilindra i konusa. Na razvertke ukazana liniØ osmotra P_1P_2P_3. Ee dlina^1_2 L = π + π/ √ 2. ObwaØ dlina linii osmotra L = π(2 + √ 2) ≈ 10.726.

2.4. DlØ vybrannoæ linii osmotra oblasti, zaqerqivaemye

dvißeniem K, udobno razdelit~ na sledu¸wie qetyre qasti. “VerhnØØ xapka” – tak my nazyvaem naqal~nyæ krug vidimosti. “PoØs” – oblast~, zaqerqivaemaØ krugom (vidimosti pri dvißenii A vdol~ A_2A_3A_4), kogda on kasaetsØ i verhneæ i nißneæ xapok. “PrØßka” – ne pokrytaØ predyduwimi qastØmi oblast~ na S, zakl¸qennaØ meßdu krugami s centrami A_1, A_2, A_5, A_4.

Ris. 4.

2.5. VybrannaØ v p. 2.3 liniØ osmotra koneqno ne ØvlØetsØ opti-

mal~noæ dlØ zadaqi 1. Otkazavxis~ ot dvißeniØ na postoØnnoæ

92 V. A. ZALGALLER vysote nad S, dlinu linii osmotra moßno uluqxit~ na sledu- ¸wem puti.

Vo-pervyh, koncy linii osmotra celesoobrazno pripodnØt~ nad S. Pri fftom radiusy verhneæ i nißneæ xapok uveliqatsØ. �to pozvolit prohodit~ poØs na men~xih vysotah.

Vo-vtoryh, hotØ po simmetrii zadaqi estestvenno vybirat~ radiusy verhneæ i nißneæ xapok odinakovymi, net neobhodimosti raspolagat~ ih centry A_1 i A_5 v diametral~no protivopoloßnyh toqkah. (Bolee togo, poskol~ku poØs stal &uße π/2 v svØzi s uveliqeniem xapok, estestvenno A_1 i A_5 neskol~ko sblizit~, qto sdelaet poØs snova xire, hotØ i ne postoØnnym po xirine.)

V-tret~ih, hotØ po simmetrii zadaqi estestvenno vybirat~ poØs simmetriqnym otnositel~no ploskosti OA_1A_5, net priqin, qtoby geodeziqeskaØ duga A_2A_3A_4, slußawaØ “dlinoæ” poØsa, byla celoæ poluokrußnost~¸. (Skoree v optimal~nom sluqae ona budet znaqitel~no koroqe.)

2.6. PervaØ, dostatoqno estestvennaØ gipoteza, prinimaemaØ v

naxeæ rabote, sostoit v tom, qto dlØ kratqaæxeæ linii osmotra sohranitsØ razbienie pokrytiØ S krugami vidimosti na verhn¸¸ xapku, nißn¸¸ xapku, poØs i prØßku.

Stroenie poslednih moßno zadavat~ tremØ parametrami r, u, v, ukazannymi na ris. 5.

Ris. 5.

2.7. PrØßka, kak pravilo, budet ograniqena dvumØ bol~ximi,

sravnitel~no blizkimi krugami vidimosti s centrami A_1, A_5 i men~ximi krugami s centrami A_2, A_4 (ris. 6). Pust~ C_{14}C_{25} – obwaØ kasatel~naØ geodeziqeskaØ k krugam s centrami A_1 i A_5.

KRATQA`XIE LINII OSMOTRA SFERY 93

Ris. 6.

VtoraØ, takße dovol~no estestvennaØ gipoteza, prinimaØ v naxeæ rabote, sostoit v tom, qto dlØ uqastka P_1P_2 linii osmotra krug vidimosti (centr kotorogo peremewaetsØ iz A_1 v A_2) izmenØetsØ tak, qto on vse vremØ kasaetsØ snaqala geodeziqeskoæ C = C_{14}C_{25}, a zatem – nißneæ xapki na uqastke^⌢C_{25}B_{35}.

2.8. Pust~ r, u fiksirovany. Pri fftom fiksirovano i T =

|C_{14}C_{25}|. Obsudim, gde pri fftom celesoobrazno razmewat~ toqku A_2. Otmetim vspomogatel~nu¸ toqku D – centr kruga na S, kasa¸wegosØ verhneæ i nißneæ xapok, priqem nißneæ – imenno v toqke C_{25} (ris. 6). Oboznaqim δ geodeziqeskiæ radius fftogo kruga.

Rassmotrim cilindr, kasa¸wiæsØ sfery S po linii C_{14}C_{25}, i konus s verxinoæ P_5, kasa¸wiæsØ S po uqastku^⌢C_{25}B_{35} granicy nißneæ xapki. Ves~ uqastok P_1P_3 linii osmotra obØzan leßat~ na fftom cilindre i fftom konuse. Ih sovmestnaØ razvertka izobraßena na ris. 7. Pri fftom iz sferiqeskogo treugol~nika QA_5C_{25} imeem

T = |C_{14}C_{25}| = 2arc cos cos u cos r , α = “QA5C25 = arc tg^{tg r}_{tg u} , |^⌢ C_{25}B_{35}| = (π − α) sin r.

94 V. A. ZALGALLER

Ris. 7.

Poloßenie toqek P_1, P_5, P_3 na razvertke fiksirovano. Na ris. 7 qerez ρ oboznaqen radius kruga vidimosti s centrom A_3: ρ = π − (u + r). Na ris. 7 otmeqena takße toqka H_Q, leßawaØ nad Q, i toqka H_D, leßawaØ nad D. PunktirnaØ liniØ na uqastke H_QH_D idet nad centrami krugov, kasa¸wihsØ verhneæ xapki i kratqaæxeæ QC_{25}, a na uqastke H_DP_3 – nad centrami krugov, kasa¸wihsØ verhneæ i nißneæ xapok.

LiniØ osmotra na uqastke P_1P_3 na razvertke dolßna byt~ vozmoßno koroqe. Ee krugi vidimosti zavedomo budut pokryvat~ nußnu¸ qast~ prØßki i poØsa, esli na razvertke ffta liniØ ne opustitsØ niße punktirnoæ linii H_QH_DP_3.^2 Pofftomu lini¸ osmotra celesoobrazno sostavit~ iz kasatel~noæ P_1P_2, provedennoæ iz P_1 k punktirnoæ linii H_DP_3, i iz uqastka P_2P_3 fftoæ punktirnoæ linii.

2.9. Vyvedem uravnenie linii HDP3 v polØrnyh koordinatah

2V p. 2.14 my ubedimsØ, qto trebovanie prohoßdeniØ linii osmotra na razvertke ne niße prilega¸wego k P3 uqastka linii HDP3 ne bylo naprasnym, qtoby krugi vidimosti pokryvali sferu S bez prosvetov.

KRATQA`XIE LINII OSMOTRA SFERY 95 (l, φ), otsqityvaØ polØrnyæ ugol φ po qasovoæ strelke ot osi P_5H_D (ris. 8).

Iz treugol~nika QAA_5 (ris. 9) imeem

γ(φ) = α + φ tg r sin r

= α + φ cos r , tg u = tg(r + z(φ)) cos γ(φ),

l(φ) = tg r + tg z(φ), dl dz = 1 cos^2 z(φ) . DlØ udobstva vyqisleniæ vvedem θ(φ) = γ(φ) −^π_2 . Togda θ(φ) = α − π 2 + φ cos r , dθ dφ = 1 cos r , tg(r + z(φ) − π 2 ) = −ctg(r + z(φ)) = − cos γ(φ) tg u = sin θ(φ) tg u , dz dθ = sin^2(r + z(φ)) cos θ(φ) tg u , z(φ) = π 2 − r + arc tg sin θ(φ) tg u , k(φ) = 1 l dl dφ = 1 l dl dz dz dθ dθ dφ = sin^2(r + z(φ)) cos θ(φ) l(φ) cos^2 z(φ) tg u cos r , l(φ) = tg r + tg z(φ).

96 V. A. ZALGALLER

Ris. 9.

2.10. Pust~ P – toqka na linii HDP3 i prØmaØ M1P M2 perpen-

dikulØrna osi P_5O, a P N – kasatel~naØ k H_DP_3 (sm. ris. 8). Togda

β_1 (φ) = “P_1P M_1 = arc tg ( 2 tg r − l(φ) cos φ T + l(φ) sin φ ) , β_2(φ) = “N P M_2 = φ − arc tg k(φ).

V toqke P_2 dolßno vypolnØt~sØ ravenstvo β_1(φ) = β_2 (φ).

Pri fiksirovannyh r, u koren~ φ_2 fftogo uravneniØ edinstvenen, leßit v intervale 0 < φ_2 < q = (π − α) cos r. Ego qislennyæ poisk legko osuwestvlØetsØ metodom dihotomii: pust~ φ < φ < φ. Nahodim β_1(^1_2 (φ + φ)) i β_2(^1_2 (φ + φ)). Esli β_1 > β_2, zamenØem φ na^1_2 (φ + φ), a esli β_1 < β_2, zamenØem φ na^1_2 (φ + φ) i povtorØem process.

2.11. Pust~ koren~ φ2 naæden. Togda dlØ obweæ dliny L linii

osmotra imeem L = 2(L_1 + L_2), gde

L_1 = |P_1P_2| = √ (2 tg r − l(φ_2) cos φ_2)^2 + (T + l(φ_2) sin φ_2)^2,

L = |^⌢P_2P_3| = (π−α) cos r ∫ φ2

√( dx dφ )_2 + ( dy dφ )_2 dφ = q∫ φ2 l(φ) √ 1 + (k(φ_2))^2dφ.

KRATQA`XIE LINII OSMOTRA SFERY 97

2.12. Komp~¸ternyæ analiz funkcii L(r, u) byl proveden vo

vseæ oblasti^π_4 < r 6 u <^π_2 . ZnaqeniØ integrala L_2 opredelØlis~ po formule Gaussa s 6 uzlami. Analiz pokazal, qto funkciØ L(r, u) imeet edinstvennu¸ toqku minimuma: r = u ≈ 1.1421. Pri fftom φ_2 ≈ 1.0871768, qemu sootvetstvuet v ≈ 2.65558. Minimal~- noe znaqenie L ≈ 9.576778.

2.13. Takim obrazom, rexeniem zadaqi 1 my sqitaem lini¸

osmotra, polovina P_1P_2P_3 kotoroæ izobraßena na ris. 10. VtoraØ ee qast~ P_3P_4P_5 simmetriqna izobraßennoæ otnositel~no prØmoæ QOP_3.

2.14. Zameqanie. Byla li neobhodimost~ v tom, qtoby liniØ

vidimosti na razvertke ris. 7 xla ne niße punktirnoæ linii H_QH_DP_3? Rassmotrim fftot vopros dlØ konkretnogo sluqaØ vybrannyh znaqeniæ r = u ≃ 1.1421, φ_2 = 1.0871768. V fftom sluqae razvertka imeet vid ris. 11. Ugol

λ = “P5P1P2 = arc tg^{l(φ2) sin φ2}

2 tg r − l(φ_2) cos φ_2

≈ 0.78243.

Pust~ Π – ploskost~, kasatel~naØ k S v toqke Q (ris. 12). Pri dvißenii toqki P po vybrannoæ linii osmotra skorost~ V v naqal~noæ toqke P_1 leßit v ploskosti Π i napravlena pod uglom λ k luqu P_1Q. Pri fftom skorost~ W dvißeniØ toqki A po sfere S v naqal~noæ toqke A_1

98 V. A. ZALGALLER

Ris. 11.

Ris. 12.

obrazuet s geodeziqeskim radiusom A_1Q nekotoryæ ugol μ. Naædem μ. V trehgrannom ugle, obrazovannom luqami P_1Q, P_1V , P_1A_1 dvugrannyæ ugol pri rebre P_1Q raven π/2, pri rebre P_1A_1 raven μ, a ploskie ugly: “QP_1V = λ, “QP_1A_1 =^π_2 − r. Ots¸da

tg λ = sin( π 2 − r) tg μ;

qto daet μ = arc tg tg λ cos r

≈ 1.17473.

KRATQA`XIE LINII OSMOTRA SFERY 99 Pri naqal~nom dvißenii kruga vidimosti ego centr sdvigaetsØ iz A_1 v napravlenii W , a ego radius izmenØetsØ tak, qto odnim kraem krug vidimosti “vylezaet” iz verhneæ xapki v toqke Q. Togda drugoæ kraæ kruga vidimosti “vylezaet” iz verhneæ xapki v toqke Q^′ takoæ, qto radius A_1Q^′ simmetriqen radiusu A_1Q otnositel~no napravleniØ W^1. Pri fftom toqka Q^′ otstoit ot Q vdol~ granicy verhneæ xapki na dlinu 2μ sin r. Vse “vnexnie” toqki kraØ verhneæ xapki na ego uqastke Q^′B_{13} osta¸tsØ nepokrytymi. Pofftomu pri vseh

φ > φ_Q0 =

2μ sin r tg r

≈ 0.9766

liniØ osmotra P_1P a_2 P_3 na razvertke ris. 11 deæstvitel~no obØzana idti ne niße uqastka H_Q0 P_3 punktirnoæ linii H_DP_3.

2.15. ObratimsØ teper~ k zadaqe 2.

Pust~ liniØ osmotra naqinaetsØ v toqke A_1 na S. Oqevidno fftoæ linii celesoobrazno srazu transversal~no podnimat~sØ nad S. Pri fftom malyæ naqal~nyæ uqastok A_1P linii budet leßat~ vnutri kasatel~nogo k S konusa s verxinoæ P (ris. 13). Do teh por, poka ffto budet tak, krug vidimosti iz posledneæ toqki pokryvaet sobo¸ vse krugi vidimosti iz predxestvu¸wih P toqek linii osmotra. Radius ße kruga vidimosti iz samoæ toqki P zavisit tol~ko ot ee vysoty nad S. Pofftomu na nekotorom pervonaqal~nom uqastke A_1P_1 kratqaæxaØ liniØ osmotra obØzana predstavlØt~ soboæ prØmoæ vertikal~nyæ pod¨em iz toqki A_1.

No v nekotoroæ toqke P_1 pridetsØ sdelat~ povorot. Pri fftom dostatoqno krutoæ: skorost~ V_1 dal~neæxego dvißeniØ iz P_1 (ris. 13) budet napravlena vne izobraßennogo punktirom na ris. 13 prodolßeniØ kasatel~nogo konusa.

Po analogiqnym soobraßeniØm zakanqivat~sØ kratqaæxaØ liniØ osmotra v usloviØh zadaqi 2 dolßna takße vertikal~nym spuskom na S.

Pofftomu dlØ rexeniØ zadaqi 2 moßno pol~zovat~sØ vsemi formulami p. 11–16. Tol~ko na fftot raz predstoit minimizirovat~ funkci¸

L(r, u) = 2(L_1(r, y) + L_2(r, u) + 1 cos r − 1).

100 V. A. ZALGALLER

Ris. 13.

Zdes~ 2

(_1

cos r −1 ) – dlina uqastkov vertikal~nogo pod¨ema i spus- ka. 2.16. Komp~¸ternyæ analiz pokazal, qto novaØ funkciØ L(r, u)

takße imeet edinstvennu¸ toqku minimuma: r ≈ 0.8804, u ≈ 1.4459. Pri fftom φ_2 ≈ 0.280546. Poslednemu sootvetstvuet^3 v ≈ 1.86083. Minimal~noe znaqenie L ≈ 11.477734.

Primernyæ vid ne sam&oæ kratqaæxeæ linii osmotra, a proekcii A_1A_2A_3 ee uqastka P_1P_2P_3 na sferu S izobraßen na ris. 14 ßirnoæ linieæ. Zdes~ r = A_1B_1 = A_5B_5, u = QA_1 = QA_5, toqka M = C_{14}.

Ris. 8 pri naædennyh r, u prinimaet vid ris. 15. Na fftoæ razvertke cilindra i konusa horoxo viden harakter uqastka P_1P_2P_3 naædennoæ kratqaæxeæ linii osmotra A_1P_1P_2P_3P_4P_5A_5 dlØ zadaqi 2.

2.17. Zameqanie. Proverim, analogiqno p. 2.14, neobhodimost~

dlØ linii P_1P_3 na razvertke ris. 15 ogibat~ sverhu punktirnu¸ lini¸ H_DP_3. Na fftot raz rol~ toqki Q (ris. 12) budet igrat~

3Znaqenie v nahoditsØ iz prØmougol~nogo sferiqeskogo treugol~nika

A5QA2 so storonami u, r + z(φ2) ß 1.60643.

KRATQA`XIE LINII OSMOTRA SFERY 101

Ris. 14.

Ris. 15.

toqka M = C_{14},

tg λ =

T + l(φ_2 ) sin φ_2 2 tg r − l(φ_2) cos φ_2

≈ 8.22165,

μ = arg tg tg λ cos r

≈ 1.49349,

α = arc cos tg r tg u ≈ 1.4182. Analogom toqki Q^′ slußit toqka M^′ (sm. ris. 14). Na ris. 15 qerez H_M 0 oboznaqena toqka, leßawaØ nad centrom kruga, kasa- ¸wegosØ verhneæ i nißneæ xapok, priqem verhneæ v toqke M^′. Pri vseh φ > φ^′ = φ_M 0 =

(2μ − 2α) sin r tg r

≈ 0.096

102 V. A. ZALGALLER liniØ osmotra P_1P_2P_3 na razvertke ris. 15 deæstvitel~no obØzana idti ne niße uqastka H_M 0 P_3 punktirnoæ linii H_DP_3.

§3. Zadaqi 3 i 3a

3.1. Lini¸ osmotra harakterizuem tremØ parametrami: radi-

usom r_1 verhneæ xapki, radiusom r_2 nißneæ xapki i uglom w, kotoryæ na sfere S obwaØ (vnutrennØØ) kasatel~naØ fftih xapok obrazuet s kratqaæxeæ A_1A_5, soedinØ¸weæ centry fftih xapok (ris. 16). ZnaqeniØ r_1, r_2, w dolßny leßat~ v predelah π 4 6 r1 6 r2 < w 6^π_2 .

Pri oboznaqeniØh, Øsnyh iz ris. 16, imeem

T_1 = arc sin tg r_1 tg w

, T_2 = arc sin tg r_2 tg w , u_1 = arc sin sin r_1 sin w

, u_2 = arc sin sin r_2 sin w , α_1 = arc sin cos w cos r_1

, α_2 = arc sin cos w cos r_2 . Oboznaqim T = T_1 + T_2, u = u_1 + u_2, q_1 = (π − α_1) cos r_1,

q_2 = (π − α_2) cos r_2, ρ = π − r_1 + r_2 + u 2 . Znaqenie ρ – radius kruga, kasa¸wegosØ verhneæ i nißneæ xapok i ime¸wego centr A_3 na zamknutoæ geodeziqeskoæ A_1A_5, na toæ ee qasti, kotoraØ dopolnØet dugu A_1QA_5 (ris. 16).

Ris. 16.

KRATQA`XIE LINII OSMOTRA SFERY 103

3.2. LiniØ osmotra na uqastke P1P3 dolßna idti snaqala na ci-

lindre, kasa¸wemsØ sfery S po linii C_{14}C_{25}, a zatem – na konuse s verxinoæ P_5, kasa¸wemsØ sfery po duge C_{23}B_{35} (ris. 16) kraØ nißneæ xapki.

Rassmotrim na tom ße konuse (sm. niße na ris. 18 ego razvertku) lini¸, iduwu¸ nad centrami Z teh krugov, kotorye kasa¸tsØ verhneæ i nißneæ xapok. Geodeziqeskie radiusy fftih krugov oboznaqeny z (ris. 17).

Ris. 17.

Iz treugol~nika A_1ZA_5 legko vyrazit~ tg z kak funkci¸ ugla γ_1. Imeem

cos(r_1 + z) = cos(r_2 + z) cos u + sin(r_2 + z) sin u cos γ_1,

otkuda tg z =

A_1 B_1 , gde A_1 = cos r_1 − cos r_2 cos u − sin r_2 sin u cos γ_1, B_1 = sin r_1 − sin r_2 cos u + cos r_2 sin u cos γ_1.

Na sovmestnoæ razvertke cilindra i konusa (ris. 18) iduwaØ nad toqkami Z liniØ (ona izobraßena na ris. 18 punktirom) v polØrnyh koordinatah (l, φ) budet imet~ uravnenie

l_1(φ) = tg r_2 + tg z(γ_1), γ_1 = α_2 + φ cos r_2 .

104 V. A. ZALGALLER

Ris. 18.

Pri fftom dA_1 dφ = tg r_2 sin u sin γ_1, dB dφ = − sin u sin γ_1.

Vvedem funkci¸

k_1(φ) = 1 l_1 dl_1 dφ = sin u sin γ_1 B_1 . Na ris. 18, analogiqnom ris. 8, oboznaqeno δ = tg^1_2 (u−r_1 −r_2).

Uqastok P_1P_3 linii osmotra dolßen na razvertke idti ne niße punktirnoæ linii HP_3. Uqastok P_1P_3 budet naibolee korotkim, esli sostoit iz prØmolineænogo uqastka P_1P_2, kasa¸wegosØ v toqke P_2 linii HP_3, i uqastka P_2P_3 samoæ linii HP_3. Pri fftom toqka P_2 sootvetstvuet takomu znaqeni¸ φ_2 ugla φ, pri fftom (sm. ris. 18) β_1(φ) = β_2 (φ), gde β_1(φ) = arc tg tg r_1 + tg r_2 − l_1(φ) cos φ T + l_1(φ) sin φ , β_2(φ) = φ − arc tg k_1(φ).

Pust~ znaqenie φ_2 kornØ uravneniØ β_1(φ) = β_2(φ), 0 < φ < q_2

KRATQA`XIE LINII OSMOTRA SFERY 105 naædeno. Togda dliny uqastkov

|P_1P_2| = √ (tg r_1 + tg r_2 − l_1(φ_2) cos φ_2)^2 + (T + l_1(φ_2) sin φ_2)^2,

|^⌢P_2P_3| = q2∫ φ2 l(φ) √ 1 + (k_1(φ))^2dφ.

3.3. Soverxenno analogiqno dlØ vyqisleniØ dliny uqastka li-

nii osmotra P_5P_3 budem imet~ formuly

l_2(φ) = tg r_1 +

A_2 B_2

, γ_2 = α_1 + φ cos r_1 , A_2 = cos r_2 − cos r_1 cos u − sin r_1 sin u cos γ_2, B_2 = sin r_2 − sin r_1 cos u + cos r_1 sin u cos γ_2,

k_2(φ) = sin u sin γ_2

B_2 , β_3(φ) = arc tg tg r_1 + tg r_2 − l_2(φ) cos φ

T + l_2(φ) sin φ , β_4(φ) = φ − arc tg k_2(φ).

Posle nahoßdeniØ kornØ φ_4 uravneniØ β_3(φ) = β_4(φ), 0 < φ < q_1 poluqaem poloßenie toqki P_4 i dliny

|P_5P_4| = √ (tg r_1 + tg r_2 − l_2(φ_4) cos φ_4)^2 + (T + l_2(φ_4) sin φ_4)^2,

|P a_{4 P3| =}^{q1∫} φ4 l_2(φ) √ 1 + (k_2(φ))^2 dφ.

3.4. Programma vyqisleniØ na komp~¸tere znaqeniæ funkcii

L(r_1, r_2, w) = ( 1 cos r_1 − 1 ) + |P_1P_2| + |^⌢P_2P_3| + |^⌢P_3P_4| + |P_4P_5|,

minimizacii kotoroæ trebuet zadaqa 3, byla sostavlena T. V. Haqaturovoæ. Korni φ_2, φ_4, kak i v p. 2.10, nahodilis~ dihotomieæ. Integraly vyqislØlis~ po formule Gaussa s xest~¸ uzlami [4]. Komp~¸ternyæ analiz pokazal, qto ffta funkciØ vo vseæ oblasti π

4 6 r1 6 r2 < w 6^π_2

106 V. A. ZALGALLER dostigaet minimuma v edinstvennoæ toqke

r_1 ≈ 0.9376, r_2 ≈ 1.360, w = 1.740

(vernost~ poslednego znaka ±1). Pri fftom

φ_2 ≈ 0.533935, φ_4 ≈ 0.905008.

Nakonec, minimal~noe znaqenie L ≈ 10.605428.

3.5. Na ris. 19 sdelana popytka izobrazit~ primernyæ vid (na

1 bolee dlinnoæ vvidu prisoedineniØ naqal~nogo radiusa OA_1) prostranstvennoæ krivoæ, slußaweæ rexeniem zadaqi 3a. Qerez P_{3/2} i P_{9/2} oboznaqeny mesta perehoda linii s cilindra na konusy.

Ris. 19.

§4. Zadaqi 4, 5, 6

4.1. DlØ zadaqi 4 postoØnnoe znaqenie r geodeziqeskogo radi-

usa kruga vidimosti dolßno leßat~ v predelah π/4 6 r 6 π/3. Tol~ko togda liniØ osmotra budet imet~ stroenie, otveqa¸wee

KRATQA`XIE LINII OSMOTRA SFERY 107

Ris. 20.

prinØtoæ v punkte 2.6 gipoteze. DlØ kaßdogo iz takih r budem imet~ (ris. 20)

u = |QA_1| = |QA_5| = π − 2r, T = |C_{14}C_{25}| = 2arc cos cos u cos r , α = arc tg tg r tg u . Pri fftom dlina iduweæ na postoØnnoæ vysote sec r − 1 nad S linii osmotra budet L_4(r) = 2T + 4(π − α) sin r.

4.2. Komp~¸ternyæ analiz pokazyvaet, qto na uqastke π/4 6 r 6

π/3 funkciØ L_4(r) dostigaet minimuma v edinstvennoæ toqke r ≈ 0.9076. Pri fftom minimal~noe znaqenie L_4 ≈ 10.642872.

4.3. DlØ zadaq 5 i 6 sootvetstvenno

L_5(r) = 2T + 4(π − α) sin r + 4( 1 cos r − 1), L_6(r) = 2T + 4(π − α) sin r + ( 1 cos r − 1). Obe ffti funkcii vozrasta¸t na uqastke π/4 6 r 6 π/3. Pofftomu rexeniem zadaq 5 i 6 okazyvaetsØ otveqa¸waØ r = π/4 uße rassmatrivavxaØsØ v punkte 2.3 liniØ osmotra s prisoedineniem k neæ naqal~nogo pod¨ema i koneqnogo spuska (zadaqa 5) ili tol~ko naqal~nogo pod¨ema (zadaqa 6). Pri fftom minimal~nye dliny L_5 ≈ 11.5545, L_2 ≈ 11.1403.

108 V. A. ZALGALLER

4.4. Zameqanie. Moßno podumat~, qto v zadaqah 5 i 6 celeso-

obrazno otkazat~sØ ot gipotez p. 2.6 i dopustit~ men~xie znaqeniØ π/5 6 r < π/4. No liniØ dvißeniØ po sfere S centra A kruga vidimosti takogo radiusa r budet vynußdena delat~ na sfere lixniæ “poluvitok”. Deæstvitel~no, pri takom r liniØ dvißeniØ centra A budet imet~ na sfere S sledu¸wee stroenie. Snaqala – poluokrußnost~^⌢A_1A_2 (geodeziqeskogo) radiusa r s centrom v nekotoroæ toqke B_{12} na granice naqal~nogo poloßeniØ kruga. Zatem – poluokrußnost~^⌢A_2A_3 radiusa 2r s centrom A_1. Zatem – poluokrußnost~^⌢A_3A_4 radiusa 3r snova s centrom B_{12}. I nakonec – poluokrußnost~^⌢A_4A_5 radiusa 4r vnov~ s centrom A_1. Pri fftom, naprimer, dlØ zadaqi 5, budet

L_5(r) = π cos r

(sin r + sin 2r + sin 3r + sin 4r) + 2( 1 cos r − 1). No ffta funkciØ ubyvaet na π/5 6 r 6 π/4, i my vnov~ prihodim k znaqeni¸ r = π/4. (Tem bolee ffto verno dlØ zadaqi 6).

Literatura

1. R. Bellman, Minimisation problem. — Bull. Amer. Math. Soc. 62 (1956), 270. 2. J. R. Isbell, An optimal search pattern. — Naval Research Logistics Quarterly 4 (1957), p. 357–359.

3. V. A. Zalgaller, Obsußdenie odnogo voprosa Bellmana. — Dep. v VI- NITI. (1992), ˝849B, 39 s.

4. A. S. Kronrod, Uzly i vesa kvadraturnyh formul. Nauka, M. (1964).

Zalgaller V. A. Shortest inspection curves for a sphere. What is the form of the shortest curve C going outside the unit sphere S in R^3 such that passing along C we can see all points of S from outside? How will the form of C change if we require that C have one of its (or both) endpoints on S? A solution to the latter problem also answers the following question. You are in a half-space at a unit distance from the boundary plane P , but do not know where P is. What is the shortest space curve C such that going along C you certainly will come to P ? Geometric arguments are given suggesting that the required curves should be looked for in certain classes depending on several parameters. A computer analysis yields the best curves in the classes. Some other questions are solved in a similar way.

Postupilo 25 dekabrØ 2001 g.

E-mail: zalg@ wisdom.weizmann.ac.il