Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 299, 2003 g.

V. A. Zalgaller

OBSUȷDENIE ODNOGO VOPROSA BELLMANA

§1. Vvedenie

1.1. V knige “Dinamiqeskoe programmirovanie” v kaqestve problemy 7 k glave IV (sm. [1, s. 162]) R. Bellman, so ssylkoæ na O. Grossa, stavit vopros, kotoryæ on bolee polno sformuliroval v sovsem korotkoæ zametke [2]. Privedem ee perevod, qut~ izmeniv perevod v RȷMat. 1960, No. 2, 2023.

“Dany oblast~ ω i sluqaænaØ toqka O vnutri nee. Opredelit~ formu traektorii dvißeniØ iz O, kotoraØ: a) minimiziruet sredn¸¸ dlinu puti, prohodimogo do dostißeniØ granicy (pri raznyh poloßeniØh O i raznom vybore naqal~nogo napravleniØ dvißeniØ) ili b) minimiziruet maksimal~nu¸ dlinu puti do dostißeniØ granicy. Rassmotret~ qastnye sluqai: a) Ω – polosa meßdu dvumØ parallel~nymi prØmymi s izvestnym rasstoØniem 1 meßdu nimi, b) Ω – poluploskost~, i izvestno rasstoØnie 1 do toqki O do graniqnoæ prØmoæ.”

1.2. DlØ sluqaØ poluploskosti kratqaæxaØ traektoriØ, garantiru¸waØ vyhod na kraæ pri l¸bom naqal~nom napravlenii dvißeniØ, ukazana Isbellom [3]. Kak napisal Bellman v referate Math. Rev. 1958, 19-820, Isbell rexaet zadaqu na inßenernom urovne.

DlØ sluqaØ polosy kratqaæxaØ traektoriØ, garantiru¸waØ vyhod na kraæ pri l¸bom poloßenii toqki O v polose i l¸bom naqal~nom napravlenii, naædena V. A. Zalgallerom [4]. �to ße rexenie nezavisimo, qerez mnogo let poluqeno Adhikari i Pitmenom.

V [6, s. 24] upominaetsØ kak nerexennyæ vopros o kratqaæxeæ traektorii, garantiru¸weæ vyhod na granicu, kogda Ω – prØmougol~nik xiriny 1. Odnako, kak zametil V. V. Makeev, moßno dokazat~, qto takaØ krivaØ budet prØmolineænym otrezkom, ravnym po dline diagonali prØmougol~nika, poka dlina fftoæ diagonali men~xe, qem u naædennoæ v [4] luqxeæ traektorii dlØ 54

OBSUȷDENIE ODNOGO VOPROSA BELLMANA 55 polosy.

V. V. Makeev zadal avtoru bolee interesnyæ vopros: kakova kratqaæxaØ prostranstvennaØ traektoriØ, garantiru¸waØ vyhod na granicu, esli Ω – poluprostranstvo, a toqka O nahoditsØ na rasstoØnii 1 ot graniqnoæ ploskosti? Otvet na fftot vopros poluqen. On izloßen v rabote [9].

1.3. Cel~ nastoØweæ raboty: 1) Ukazat~ dlØ sluqaØ poluploskosti traektori¸, minimiziru¸wu¸ matematiqeskoe oßidanie dliny puti, proædennogo do vyhoda na kraæ. 2) HotØ by s ne vpolne strogoæ argumentacieæ ukazat~ traektori¸, kotoraØ v sluqae polosy minimiziruet matematiqeskoe oßidanie dliny puti do vyhoda na kraæ pri ravnomernom raspredelenii vozmoßnyh poloßeniæ toqki O na popereqnike polosy i ravnoveroØtnosti naqal~nyh napravleniæ dvißeniØ. V p. 2.4 i §10 obsußdena ewe odna taktika.

§2. Sluqaæ poluploskosti

2.1. Kogda my nahodimsØ v toqke O, to rol~ kraØ polosy mogut igrat~ vse kasatel~nye prØmye fftoæ okrußnosti (s ravnomernym raspredeleniem toqki kasaniØ po dline dugi ediniqnoæ okrußnosti S s centrom O). Budem iskat~ kratqaæxu¸ traektori¸, garantiru¸wu¸ vstrequ so vsemi fftimi kasatel~nymi. Estvestvenno naqat~ s dvißeniØ po nekotoromu radiusu OA. Sledovat~ zatem primitivnoæ taktike – obhodit~ vs¸ okrußnost~ S (ris. 1,a) oqevidno nevygodno. ˚vno luqxe traektoriØ (ris. 1,b), takße obespeqiva¸waØ vstrequ so vsemi kasatel~- nymi k S. No, kak legko zametit~, celesoobraznee, proædØ OA, prodolßit~ dvißenie i neskol~ko vyæti za predely okrußnosti. Esli my osuwestvim takoæ vyhod, prodolßiv radius OA do otrezka OB, to, kak legko proverit~, put~, izobraßennyæ na ris. 1,v, budet pri malyh α koroqe, qem put~ na ris. 1,b. Dlina L(α) pusti ris. 1,v: L(α) = 1 cos α

+ tg α + ( 3 2 π − 2α ) + 1.

Iz uravneniØ dL/dα = 0 nahodim, qto minimum L(α) dostigaetsØ pri α = π/6. �to i est~ rexenie Isbella. Pri fftom “prØmoæ hod” |OB| = 2/ √ 3 ≈ 1.1547; obwaØ dlina kratqaæxeæ traekto-

rii L ≈ 6.92.

56 V. A. ZALGALLER

Ris. 1.

2.2. Poqemu vne okrußnosti S celesoobrazno snaqala udalØt~- sØ, pritom imenno prØmo ot centra, a zatem, sdelav krugoæ perelom, vernut~sØ po kasatel~noæ k okrußnosti?

Esli pri dvißenii toqki X po vybrannomu puti ona posle toqki A otryvaetsØ ot S transversal~no, to pervonaqal~no put~ AX ne vyhodit za predely ugla P_X XQ_X meßdu dvumØ kasatel~- nymi k S, provedennymi iz toqki X^X (ris. 2.a)

Ris. 2.

No mera mnoßestva kasatel~nyh k S prØmyh, pereseqennyh putem AX, ravna duge P_X Q_X i zavisit tol~ko ot vysoty h = |OX|−|OA| “pod¨ema” toqki X nad okrußnost~¸ S. Pofftomu, vo-pervyh, put~ AX na fftom uqastke celesoobrazno vzØt~ prØmo prodolßa- ¸wim radius OA i, vo-vtoryh, esli v nekotoroæ toqke B delat~ povorot (a rano ili pozdno ffto neobhodimo), to ego nado delat~ stol~ kruto, qtoby posle toqki B okazat~sØ v ugle P_BBQ^′_B (ris. 2,b). (My dlØ opredelennosti sqitaem, qto povorot proizvoditsØ vlevo.)

Zatem (i ffto my strogo ne obosnovyvaem) estestvenno obhodit~ okrußnost~ S po puti, vdol~ kotorogo radius-vektor OX dvißuweæsØ toqki X povoraqivaetsØ monotonno, i zakonqit~

OBSUȷDENIE ODNOGO VOPROSA BELLMANA 57 put~, vyædØ na luq BQ_B .

Teper~ vstupa¸t v silu soobraßeniØ klassiqeskogo variacionnogo isqisleniØ. Iz nih sleduet: qto vne S uqastki dolßny byt~ prØmolineænymi otrezkami, qto povorot puti vozmoßen tol~ko na okrußnosti S, qto podhod k okrußnosti S i shod s nee dolßny byt~ po kasatel~nym, i qto podhod k luqu BQ_B dolßen byt~ ortogonal~nym k fftomu luqu. �to odnoznaqno vedet k puti ris. 1,v. OstaetsØ, kak ffto bylo sdelano v p. 2.1, vybrat~ parametr α.

2.3. Pri poiske traektorii, kotoraØ minimiziruet matematiqeskoe oßidanie dliny puti, prohodimogo do vyhoda na kraæ poluploskosti, osta¸tsØ v sile vse soobraßeniØ p. 2.2. OstaetsØ vybrat~ sootvetstvu¸wee znaqenie α dlØ traektoriæ ris. 1,v.

Na uqastke OA veroØtnost~ P (X) vyæti na kraæ na otrezke OX ravna nul¸.

Na uqastke AB primem za parametr ugol β (ris. 3.a); β izmenØetsØ ot 0 do α. Pri fftom P (β) = β/π, πdP = dβ; proædennyæ put~ l(β) = 1/ cos β. Pofftomu dlØ matematiqeskogo oßidaniØ

M (AB) imeem 2πM (AB) = α∫ 0 2dβ cos β

= 2 ln tg ( π 4 + α 2 ) . Na uqastke BP_B veroØtnost~ vyæti na kraæ ravna nul¸. Na uqastke P_BY^B , ris. 3,b, za parametr primem ugol γ; on izmenØetsØ ot 0 do 3/2π − 2α. Na fftot raz 2πdP = dγ; l(γ) = 1 cos α

+ tg α + γ;

2πM (P_BY ) = 3/2π−2α ∫ 0 ( 1 cos α

+ tg α + γ ) dγ =

= ( 3 2 π − 2α ) 1 + sin α cos α + 1 2 ( 3 2 π − 2α )_2 . Na uqastke Y Z (sm. ris. 3,b), za parametr primem ugol λ; on izmenØetsØ ot O do π/4. Na fftot raz πdP = dλ; l(γ) = 1 cos α

+ tg α + 3 2 π − α + tg λ;

58 V. A. ZALGALLER

Ris. 3. 2πM (Y Z) = π/4∫ 0 ( 1 cos α

+ tg α + 3 2 π − α + tg λ ) dλ =

= π 2 1 + sin α cos α + π 2 ( 3 2 π − 2α ) + ln 2.

Obwee znaqenie M (α) = M (AB) + M (P_BY ) + M (Y Z) dostigaet minimuma pri α, udovletvorØ¸wee uravneni¸ dM/dα = 0, kotoroe imeet vid

2α − tg α +

(π − α)(1 + sin α) cos^2 α − 5 2 π = 0. Otkuda α ≈ 0.7337. TraektoriØ (ris. 1,v) pri takom ugle α minimiziruet matematiqeskoe oßidanie dliny puti do vyhoda na kraæ poluploskosti. Pri fftom “prØmoæ hod” |OB|≈ 1.346, a M ≈

4.55.

2.4. Rassmotrim ewe “taktiku neterpeniØ”. Pod neæ my ponimaem vybor traektorii, pri kotoroæ v kaßdom uße dostignutom poloßenii napravlenie dal~neæxego dvißeniØ vybiraetsØ takim, qtoby maksimizirovat~ dP/dl, gde P (l) – veroØtnost~ vyhoda na kraæ, a l – dlina prohodimogo puti. Inymi slovami, napravlenie dl beretsØ takim, qtoby na blißaæxiæ fflement puti dl pereseq~ vozmoßno bol~xu¸ meru ranee ne pereseqennyh kasatel~nyh k S. Netrudno proverit~, qto pri takoæ taktike “prØmoæ hod” budet ewe uveliqen do |OB| = √ 2 ≈ 1.4142, a dal~neæ-

xee dvißenie budet vestis~ po ffvol~vente okrußnosti S, ris. 4. �ta taktika oqevidno ploha.

§3. Sluqaæ polosy

3.1. KratqaæxaØ traektoriØ, garantiru¸waØ vyhod na kraæ po-

OBSUȷDENIE ODNOGO VOPROSA BELLMANA 59

Ris. 4.

losy pri l¸bom naqale O vnutri polosy i l¸bom naqal~- nom napravlenii dvißeniØ imeet, soglasno [4] ili [5], vid

OABDE_1E_2F , izobraßennyæ na ris. 5. Zdes~ OA, BD, DE_1, E_2F

– otrezki;^⌢AB,^⌢E_1E_2 – dugi radiusa 1, sootvetstvenno s centrami F i O; perelom tol~ko v toqke D.

3.2. Forma traektoriæ takogo tipa vpolne opredelØetsØ znaqeniØmi dvuh parametrov a = |OA|, φ = ∠AF B i trebovaniem, qirby toqka F imela koordinaty (a, 1), a rasstoØnie ot toqki D do prØmoæ OF ravnØlos~ 1.

Ris. 5.

V sluqae kratqaæxeæ traektorii a ≈ 0.2985, φ ≈ 0.3188; pri fftih znaqeniØh traektoriØ simmetriqna: ne tol~ko OA = E_2F , no i ∠AF B = ∠E_1OB, BD = DE_1. Pri drugih a, φ takaØ simmetriØ moßet isqezat~.

3.3. Pereædem k voprosu o traektorii, minimiziru¸weæ matematiqeskoe oßidanie dliny puti do vyhoda na kraæ.

60 V. A. ZALGALLER

Dopustim, qto my uße soverxili “prØmoæ hod” OD = l ⩾ 2/ √ 3 i pust~ prØmaØ DH – kasatel~naØ k ediniqnoæ okrußnosti S s centrom O (ris. 6,a). Togda dal~neæxee dvißenie, minimiziru¸wee matematiqeskoe oßidanie, odnoznaqno opredelØetsØ iz soobraßeniæ variacionnogo isqisleniØ: nado iz D idti prØmo i finixirovat~ v toqke F , gde F – pereseqenie prØmoæ y = 1 s prØmoæ OF , parallel~noæ DH. Svoæstvo takih traektoriæ my nazovem klass 1. On zavisit ot odnogo parametra l ⩾ 2/ √ 3. Esli prØmoæ hod OD neskol~ko koroqe: |OD| = l ∈ [1, 2/ √ 3], to dal~neæxiæ pust~ iz D v F celesoobrazno “natØnut~” na okrußnost~ S, t.e. pridat~ emu vid DE_1E_2F (ris. 6,b). Semeæstvo takih traektoriæ my nazovem klass 2. On takße zavisit ot odnogo parametra l.

Ris. 6.

Esli my rexim sokratit~ prØmoæ hod do |OA| = a < 1 (ris. 6,v), to dal~neæxee dvißenie celesoobrazno, po naxemu mneni¸, vesti po duge okrußnosti radiusa 1 s centrom v toqke

F = (a, 1), prohodØ po duge^⌢AB^1 nekotoryæ ugol φ, a zatem – idti

po kasatel~noæ, prodolßa¸weæ fftu dugu, do toqki D, leßaweæ na kasatel~noæ (k okrußnosti S), parallel~noæ OF . Esli posle fftogo prØmoæ put~ DF ne zadevaet okrußnost~ (ris. 6,v), to my nazovem semeæstvo takih traektoriæ klass 3. On zavisit ot dvuh parametrov a, φ. Nakonec, esli put~^⌢DF = DE_1E_2F “natØgivaetsØ” na okrußnost~ S (sm. ris. 5), to my nazovem semeæstvo takih traektoriæ klass 4. On takße zavisit ot dvuh parametrov a, φ.

1Po naxemu mneni¸, duga ȦB dolßna byt~ nebol~xoæ: toqka B ne dolßna vyhodit~ za predely okrußnosti S.

OBSUȷDENIE ODNOGO VOPROSA BELLMANA 61 3.4. OsnovnaØ gipoteza nastoØweæ raboty sostoit v predpoloßenii, qto v sluqae polosy traektori¸, minimiziru¸wu¸ matematiqeskoe oßidanie dliny puti, prohodimogo do vyhoda na kraæ, dostatoqno iskat~ sredi traektoriæ klassov 1–4. Dal~- neæxee v osnovnom posvØweno poisku minimuma v fftih klassah.

§4. Klass 1

4.1. Na uqastke OC (ris. 6,a) primem za parametr rasstoØnie ρ ot 0; 0 ⩽ ρ ⩽ 1. VeroØtnost~ P (ρ) vyæti na kraæ na uqastke OX(ρ) legko nahoditsØ iz ris. 7, gde izobraßen popereqnik polosy.

P (ρ) = 1 π ρ∫ 0 arccos x ρ dx = 2 π ρ; πdP = 2dρ. Otkuda dlØ matematiqeskogo oßidaniØ na uqastke OX imeem πM (OX) = π ρ∫ 0 ρdP (ρ) = ρ^2, πM (OC) = 1.

Ris. 7 Ris. 8.

4.2. DlØ traektorii klassa 1 (ris. 8) v treugol~nike ODF vysoty iz verxin F i D ime¸t dlinu 1, pofftomu OF = OD. Nam udobno harakterizovat~ traektori¸ ne znaqeniem l = |OD| > 1, a uglom β, ris. 8. Pri fftom l = 1/ sin 2β, a dlina tret~eæ vysoty treugol~nika ODF ravna h = |OE| = 1/2 sin β.

62 V. A. ZALGALLER 4.3. Na uqastke CD imeem 1 ⩽ ρ ⩽ l,

P (ρ) = 1 π ρ∫ 0 arccos x ρ dx = 2 π ρ ( arccos 1 ρ + ρ − √ ρ^2 − 1 ) ,

πdP = 2 ( 1 − √ ρ^2 − 1 ρ ) dρ,

πM (CD) = π l∫ 1 ρdP (ρ) = l^2 − l √ l^2 − 1 + ln(l + √ l^2 − 1) − 1 =

= 1 2 cos^2 β

− ln tg β − 1.

4.4. Esli posle toqki D traektoriØ dvißeniØ toqki X takova, qto ee “polØrnyæ ugol” θ = ∠XOD monotonno vozrastaet, to na takom uqastke πdP (θ) = dθ. �to sleduet iz togo fakta, qto soglasno ris. 9 pri l ⩾ 1

P (θ) = 1 π 1∫ 0 ( 2 arccos x l + θ ) dx.

Ris. 9.

My neodnokratno budem pol~zovat~sØ tem, qto v takih situa- ciØh πdP = dθ.

OBSUȷDENIE ODNOGO VOPROSA BELLMANA 63 4.5. Na uqastke DE (sm. ris. 8) za parametr primem ugol γ =

∠EOX, ubyva¸wiæ ot β do 0. Pri fftom πdP = −dγ, a dlina

traektorii do X ravna

l(γ) = l + h tg β − h tg γ =

1 + sin β sin 2β − 1 2 sin β tg γ,

πM (DE) = π 0∫ β k(γ)dP (γ) = β 1 + sin β sin 2β − 1 2 sin β β∫ 0 tg γ dγ. 4.6. Na uqastke EF (sm. ris. 8) snova berem γ = ∠EOX. Na fftot raz γ rastet ot 0 do β, πdP = dγ, l(γ) = l + h tg β + h tg γ, πM (EF ) = β 1 + sin β sin 2β + 1 2 sin β tg γ dγ, tak qto πM (DF ) = 2β 1 + sin β sin 2β . 4.7. Obwee znaqenie πM (β) = π ( M (OC) + M (CD) + M (DF ) ) = = 1 2 cos^2 β

− ln tg β + 2β

1 + sin β sin 2β . 4.8. Sqet na komp~¸tere (tabulirovanie) pozvolØet naæti minimum M (β). On dostigaetsØ pri β ≈ 0, 4379. Pri fftom M ≈

0.95246. Pri takom β abscissa toqki F ravna a ≈ 0.8338.

4.9. Poputno otmetim, qto dlina L(l) = l + 2h tg β traektorii klassa 1 rastet s rostom l ⩾ 2/ √ 3. §5. Klass 2 5.1. Traektorii klassa 2 budem harakterizovat~ znaqeniem ugla α, ris. 10

Kak i v p. 4.1 znaqenie πM (OC) = 1. Na uqastke CD, analogiqno p. 4.3, πM (CD) = l^2 − l − √ l^2 − 1 + ln ( l + √ l^2 − 1 ) − 1 = = 1 − sin α cos^2 α

+ ln

1 + sin α cos α − 1.

64 V. A. ZALGALLER

Ris. 10.

5.2. Na uqastke DE za parametr prinimaem γ = ∠E_1OX, γ ubyvaet ot α do 0, l(γ) = l + tg α − tg γ, πdP = −dγ,

πM (DE_1) = α

1 + sin α cos α − α∫ 0 tg γdγ. Analogiqno na uqastke E_2F , gde l(γ) = l + tg α + π/2 − 3α + tg γ, πdP = dγ, πM (E_2F ) = α

1 + sin α cos α − α∫ 0 tg γdγ + α( ( π 2 − 3α ) . 5.3. Na uqastke E_1E_2 za parametr prinimaem polØrnyæ ugol θ, on rastet ot α do π/2 − 2α; l(θ) = l + tg α + θ − α, πdP = dθ,

πM (E_1E_2) = π/2−2α ∫ α ( 1 cos α

+ tg α + θ − α ) dθ = ( π 2 − 3α ) 1 + sin α cos α + 1 2 ( π 2 − 3α )_2 . 5.4. Obwee znaqenie πM (α) = π ( M (OC) + M (CD) + M (DE_1) + M (E_1E_2) + M (E_2F ) ) = = 1 + sin α cos^2 α

+ ln

1 + sin α cos α + ( π 2 − α ) 1 + sin α cos α + 1 2 ( π 2 − 3α )( π 2 − α ) . Sqet na komp~¸tere pokazyvaet, qto znaqenie M (α) ubyvaet s rostom α na vsem promeßutke o ⩽ α ⩽ π/6.

OBSUȷDENIE ODNOGO VOPROSA BELLMANA 65 5.5. Zametim, qto dlina L(α) = 1/ cos α + 2 tg α + π/2 − 3α imeet v promeßutke 0 ⩽ απ/6 lokal~nyæ minimum. On dostigaetsØ pri

α ≈ 0.4492. Pri fftom L = 2.297, a u toqki F abscissa α ≈ 0.4821.

§6. Granicy a, φ v klassah 3 i 4

6.1. V klassah 3 i 4 vsegda 0 < a < 1. Krome togo, my sqitali

|OB| ⩽ 1, pofftomu pri fiksirovannom a maksimum φ sootvetstvu-

et popadani¸ toqki B na okrußnost~ S (ris. 11,a). Pri fftom iz

△OBF so storonami √ 1 + a^2, 1, 1 nahodim

cos(α + φ) = √ 1 + a^2 2 ,

Ris. 11.

otkuda

φ_{max} = arccos √ 1 + a^2 2 − arccos 1 √ 1 + a^2

. (1)

6.2. Pri fiksirovannom a ⩽ 1/ √ 3 minimum φ v klasse 3 sootvetstvuet kasani¸ otrezka F D s okrußnost~¸ S, ris. 11,b. Pri fftom φ_{min} =^π_2 − 3α. A pri fiksirovannom a ⩾ 1/ √ 3 minimum φ raven nul¸. To est~:

φ_{min} = { π/2 − 3 arccos 1/ √ 1 + a^2 pri 0 ⩽ a ⩽ 1/ √ 3, 0 pri 1/ √ 3 ⩽ a ⩽ 1. (2)

66 V. A. ZALGALLER 6.3. Pri a ⩽ 1/ √ 3 trebovanie φ_{min} ⩽ φ_{max} nalagaet na a ograniqenie snizu. Deæstvitel~no, iz π 2 − 2 arccos 1 √ 1 + a^2

⩽ arccos √ 1 + a^2 2 imeem 2a 1 + a^2 ⩾ √ 1 + a^2 2 , otkuda v klasse 3 obØzatel~no a ⩾ a_0 ≈ 0.27996.

6.4. Oblast~¸ izmeneniØ parametrov a, φ dlØ klassa 3 slußit krivolineænyæ treugol~nik, zaxtrihovannyæ na grafike ris. 12. Levee leßit oblast~ parametrov klassa 4. Klassu 1 na ris. 12 sootvetstvuet luq φ = 0, a ⩾ 1/ √ 3, a klassu 2 – otrezok

φ = 0, 0 ⩽ a ⩽ 1/ √ 3.

Ris. 12.

§7. Ewe raz o kratqaæxeæ traektorii

7.1. DlØ trektorii klassa 4 s parametrami a, φ ris. 13, koordinaty toqki B(a + sin φ, 1 − cos φ). Iz uravneniØ prØmoæ BD :

OBSUȷDENIE ODNOGO VOPROSA BELLMANA 67 (x − a) sin φ − (y − 1) cos φ = 1 zakl¸qaem, qto rasstoØnie fftoæ

prØmoæ ot naqala

h = |OH_1| = a sin φ + 1 − cos φ, (1)

otkuda H_1 = (h sin φ, −h cos φ),

b = |H_1B| = a cos φ + sin φ. (2)

Uravnenie prØmoæ H_2D : x − ay = √ 1 + a^2. PeresekaØ ee s prØ-

moæ BD, nahodim koordinaty toqki D i dlinu |BD|: D = ( a + cos φ √ 1 + a^2 − a cos φ − a sin φ , 1 − 1 − sin φ √ 1 + a^2 cos φ − a sin φ ) ,

Ris. 13.

d = |BD| = √ 1 + a^2 − b cos φ − a sin φ

. (3)

Iz b + d = h tg (π/2 − φ + θ_D ) nahodim

θ_D − arctg b + d h + φ − π 2 . (4)

Nakonec, ∠DOE_1 = ∠DOH_2 = α + θ_D,

68 V. A. ZALGALLER

∠E_1OE_2 = π 2 − 2α − θ_D − ∠DOE_1 = π 2 − 3α − 2θ_D, gde α = arccos 1 √ 1 + a^2

. (5)

PolnaØ dlina traektorii

L(a, φ) = a + φ + d + tg (α + θ_D) + ( π 2 − 3α − 2θ_D) + a. (6)

7.2. ImeØ formulu (6), moßno, zafiksirovav a, naæti min_φ L(a, φ)

i znaqenie φ(a), pri kotorom fftot minimum dostigaetsØ. Suwestvenno, qto znaqenie φ(a) edinstvenno.

DlØ funkcii φ(a) moßno dat~ Øvnoe vyraßenie. Deæstvitel~- no, pri fiksirovannom a opredelena prØmaØ H_2D (ris. 13) i s izmeneniem φ toqka D lix~ skol~zit po fftoæ prØmoæ. Pri fftom

min_φ L(a, φ) dostigaetsØ v poloßenii, kogda OD = F D. V fftom po-

loßenii ordinata toqki D ravna 1/2 − a/ √ 1 + a^2. PriravnivaØ 1 2 − a √ 1 + a^2

= 1 −

1 − sin φ √ 1 + a^2 cos φ − a sin φ , nahodim, qto

φ(a) = arccos 2 √ 5 + a^2

− arcsin

1 +^{2a√}_{1+a2} √ 5 + a^2 . Posle qego, issleduØ na komp~¸tere funkci¸ odnoæ peremennoæ L(a, φ(a)), ubeßdaemsØ, qto ona na uqastke 0 ⩽ a ⩽ 1/ √ 3 snaqala ubyvaet, a zatem vozrastaet, dostigaØ minimuma v izvestnoæ (sm. [4, 5]) toqke a ≈ 0.29846. Pri fftom φ ≈ 0.31888.

7.3. Naxeæ cel~¸ ØvlØetsØ na shodnom puti naæti znaqeniØ a, φ traektorii klassa 3 ili 4, dlØ kotoroæ budet dostignut absol¸tnyæ minimum matematiqeskogo oßidaniØ M (a, φ) dliny puti do vyhoda na kraæ polosy. Qtoby osuwestvit~ takoæ plan, trebuetsØ snaqala vyvesti formuly dlØ M (a, φ), otdel~no dlØ klassov 3 i 4. K fftomu my i perehodim.

OBSUȷDENIE ODNOGO VOPROSA BELLMANA 69

Ris. 14.

§8. Klass 3

8.1. Pristupim k vyqisleni¸ matematiqeskogo oßidaniØ dliny puti dlØ traektorii klassa 3 (ris. 14).

Na uqastke OA, soglasno p. 4.1 imeem πM (OA) = a^2. 8.2. Na uqastke AB estestvennyæ parametr t = ∠AF X (ris. 16)

0 ⩽ t ⩽ φ, l = a + t. No qerez t sloßnee vyraßaetsØ dP . Po-

fftomu my v hode vyqisleniæ pereædem k parametru h = |OH|, geometriqeskiæ smysl kotorogo Øsen iz ris. 15.

Ris. 15.

Znaqenie P (veroØtnost~ vyæti na kraæ na uqastke traektorii OX) slagaetsØ iz dvuh qasteæ: P_1 vyzvano temi pereseqeniØ-

70 V. A. ZALGALLER mi, pri kotoryh imeet mesto takße pereseqenie s kraem otrezka OX dliny ρ < 1.

Ris. 16.

Kak Øsno iz ris. 16,a

P_1 = 1 π ρ∫ 0 2 arccos x ρ dx = 2 π ρ. VtoraØ qast~ P_2 vyzvana temi pereseqeniØmi, pri kotoryh otrezok OX ne peresekaet kraæ polosy. Takie pereseqeniØ suwestvu¸t pri x ∈ (O, h) (sm. ris. 16.b). DlØ nahoßdeniØ P_2 naædem znaqenie ugla Δ(x) (ris. 17,a), v predelah kotorogo pri dannom rasstoØnii x toqki O ot kraØ polosy ime¸t mesto takie pereseqeniØ. DlØ nahoßdeniØ Δ(x) vospol~zuemsØ ris. 17,b.

Ris. 17.

Imeem

λ(x) = arccos 1 − x √ 1 + a^2 − α,

OBSUȷDENIE ODNOGO VOPROSA BELLMANA 71 Δ(x) = π 2 − λ(x) + θ − arccos x ρ ,

P_2 = 1 π h∫ 0 Δ(x)dx. 8.3. Poskol~ku Δ(h) = 0, to dlØ P = P_1 + P_2 imeem π dP dh = 2ρ^′ + h∫ 0 ∂Δ(x) ∂h dx =

= 2ρ^′ + h∫ 0 ( θ^′ − ρ^′ ρ x √ ρ^2 − x^2 ) dx = ρ^′ + hθ^′ + ρ^′ ρ √ ρ^2 − h^2,

gde xtrihami oboznaqeny proizvodnye po parametru h. 8.4. Parametry h i t svØzany sootnoxeniem

h = a sin t + 1 cos t = 1 − √ 1 + a^2 cos(t + α). (1)

Pofftomu

ρ^2 = (a + sin t)^2 + (1 − cos t)^2 = a^2 + 2h, ρ^′ = 1 ρ . (2)

Iz (1)

t = arccos 1 − h √ 1 + a^2 − α, iz △OXH (sm. ris. 15)

θ = arccos h ρ − ( π 2 − t ) ,

θ^′ = hρ^′ − ρ ρ √ ρ^2 − h^2

+ t^′ = h − ρ^2 ρ^2 √ ρ^2 − h^2 + 1 √ 2h + a^2 − h^2 . Teper~ iz p. 8.3 imeem π dP dh = 1 ρ + 1 − h √ ρ^2 − h^2 + h √ 2h + a^2 − h^2 = 1 √ a^2 + 2h + 1 √ a^2 + 2h − h^2

72 V. A. ZALGALLER

8.5. Nakonec,

l(h) = a + t = a + arccos 1 − h √ 1 + a^2 − α,

πM (AB) = π h(φ)∫

0 l(h)dP (h) =

= a sin φ+1−cos φ ∫ 0 ( a−α+arccos 1 − h √ 1 + a^2 )( 1 √ a^2 + 2h + 1 √ a^2 + 2h − h^2 ) dh. 8.6. Na uqastke BD za parametr primem ugol θ (ris. 18)

Ris. 18.

Oboznaqim t(θ) = |BX|, ρ(θ) = |OX|. Iz p. 7.1 imeem

h = |OH| = a sin φ + 1 − cos φ, b = |HB| = a cos φ + sin φ, d = |BD| = √ 1 + a^2 − b

cos φ − a sin φ . Iz △OHC: |BC| = |CH| − |HB| = √ 1 − h^2 − b.

OBSUȷDENIE ODNOGO VOPROSA BELLMANA 73 Iz △ON X: b + t = h tg ( θ + π 2 − φ ) ,

φ − θ = arctg h b + t , φ − θ_B = arctg h b , φ − θ_C = arctg h √ 1 − h^2

, φ − θ_D = arctg h b + d ,

ρ(θ) = h sin(φ − θ) , ρ^′(θ) = h cos(φ − θ) sin^2(φ − θ).

8.7. Pereædem k nahoßdeni¸ P (θ) na uqastke BD.

Pri kaßdom rasstoØnii x toqki O ot kraØ polosy ugol sektora naqal~nyh napravleniæ, pri kotoryh est~ pereseqenie uqastka OX traektorii s fftim kraem, slagaetsØ iz dvuh qasteæ. 1) Kogda pereseqenie est~ uße na uqastke OB traektorii. �ta qast~ sektora ne zavisit ot poloßeniØ toqki X na BD. Pofftomu dlØ sootvetstvu¸weæ qasti P_1 veroØtnosti P budet dP_1 = 0. 2) Kogda pereseqeniØ na uqastke OB net, a na BX est~. Veliqina σ sektora takih napravleniæ vyraßaetsØ razliqno na uqastkah 0 ⩽ x ⩽ h, h ⩽ x ⩽ ρ_B , ρ_B ⩽ x ⩽ min{ρ, 1}, min{ρ, 1} ⩽ x ⩽ 1. Pri 0 ⩽ x ⩽ h (ris. 19,a)

σ_1(x) = arccos x ρ − arccos x ρ_B + (θ − θ_B ).

Pri h ⩽ x ⩽ ρ_B (ris. 19,b)

σ_2(x) = ( arccos x ρ − arccos x ρ_B + θ − θ_B ) +

+ ( arccos x ρ − arccos x ρ_B − θ + θ_B ) = = 2 arccos x ρ − 2 arccos x ρ_B . Pri ρ_B ⩽ x ⩽ min{ρ, 1} (ris. 19,v)

σ_3(x) = 2 arccos x ρ .

74 V. A. ZALGALLER

Ris. 19.

Pri min{ρ, 1} ⩽ x ⩽ 1 (ris. 19,g) σ_4(x) = 0. Pofftomu π dP dθ_1 = J_1 + J_2 + J_3, gde J_1 = h∫ 0 dσ_1 ∂θ dx, J_2 = ρ_b∫

h ∂σ_2 ∂θ dx, a J_3 razliqno pri X ∈ BC i X ∈ CD. V pervom sluqae

J_3 = ∂ ∂θ ρ∫ ρ_B σ_3dx, vo vtorom J_3 1∫ ρ_b ∂σ_3 ∂θ dx.

J_1 = h∫ 0 ( ρ^′ ρ x √ ρ^2 − x^2 + 1 ) dx = ρ^′ ρ ( ρ − √ ρ^2 − h^2 ) + h,

OBSUȷDENIE ODNOGO VOPROSA BELLMANA 75

J_2 = 2 ρ_B∫

h ρ^′ ρ xdx √ ρ^2 − x^2 = 2ρ^′ ρ (√ ρ^2 − h^2 − √ ρ^2 − ρ^2_B ) ,

J_3 = σ_3(ρ)ρ^′ + 2 ρ∫ ρ_B ρ^′ ρ xdx √ ρ^2 − x^2

= O + 2ρ^′ ρ √ ρ^2 − ρ^2_B ,

J_3 = 2 1∫ ρ_B ρ^′ ρ xdx √ ρ^2 − x^2 = 2ρ^′ ρ (√ ρ^2 − ρ^2_B − √ ρ^2 − 1 ) ,

J_1 + J_2 + J_3 = ρ^′ ρ ( ρ + √ ρ^2 − h^2 ) = h 1 + cos(φ − θ) sin^2(φ − θ) ,

J_1 + J_2 + J_3 = ρ^′ ρ ( ρ + √ ρ^2 − h^2 − 2 √ ρ^2 − 1 ) + h =

= h ( 1 + cos(φ − θ) sin^2(φ − θ) − 2 cos(φ − θ) sin^2(φ − θ) √ 1 − 1 h^2 sin^2(φ − θ) ) . 8.8. Teper~ naædem matematiqeskoe oßidanie M (BD). Imeem

l(θ) = a + φ + h + ctg (φ − θ) − b,

πM (BC) = θ_C∫

θ_B l · (J_1 + J_2 + J_3)dθ,

πM (CD) = θ_D∫

θ_C l · (J_1 + J_2 + J_3)dθ,

otkuda posle perehoda k parametru x = φ − θ πM (BD) = h φ−θ_B∫

φ−θ_D ( a + φ − b + h cos x sin x ) 1 + cos x sin^2 x dx−

−2h φ−θ_C∫

φ−θ_D ( a + φ − b + h cos x sin x ) 1 + cos x sin^2 x √ 1 − 1 h^2 sin^2 x dx.

76 V. A. ZALGALLER 8.9. Na uqastke DF (ris. 20) za parametr prinimaem dlinu t =

|DX|, 0 ⩽ t ⩽ |DF |. ZnaØ koordinaty F i D, nahodim q = |DF | = σ cos φ − sin φ , gde σ = √ 2 √ 1 + a^2( √ 1 + a^2 − (a cos φ + sin φ)).

Iz uravneniØ prØmoæ DF x ( 1 − sin φ √ 1 + a^2 ) + y ( cos φ √ 1 + a^2 − a ) = √ 1 + a^2(cos φ − a sin φ)

nahodim rasstoØnie |OE| ot O do fftoæ prØmoæ i ugol β naklona OE k osi x

Ris. 20.

r = |OE| = √ 1 + a^2(cos φ − a sin φ) σ , β = arctg cos φ √ 1 + a^2 − a 1 − sin √ 1 + a^2 . Nakonec, λ = |EF | = r tg ( π 2 − α − β ) ,

θ(t) = β − arctg q − λ − t r , θ^′ = r r^2 + (q − λ − t)^2 ,

OBSUȷDENIE ODNOGO VOPROSA BELLMANA 77 l(t) = a + φ + d + t, πdP (t) = dθ = θ^′dt, πM (DF ) = r q∫ 0 a + φ + d + t r^2 + (q − λ − t)^2 dt. 8.10. Okonqatel~no dlØ vyqisleniØ πM (a, φ) imeem cepoqku ravenstv

b = a cos φ + sin φ, p_1 = arctg h b , c = √ 1 + a^2, p_2 = arctg h √ 1 − h^2 , e = cos φ − a sin φ, p_3 = arctg h b + d , d = c − b e , σ = √ 2c(c − b), h = 1 − e, r = c q , q = σ e , α = arccos 1 c . β = arctg c · cos φ − a 1 − c · sin φ

, λ = r tg ( π 2 − α − β ) ,

I_1 = h∫ 0 ( a − α + arccos 1 − x c )( 1 √ a^2 + 2x + 1 √ a^2 + 2x − x^2 ) dx,

I_2 = p1∫ p3 ( a + φ − b + h cos x sin x )( 1 + cos x sin^2 x ) dx,

I_3 = p2∫ p3 ( a + φ − b + h cos x sin x ) cos x sin^2 x √ 1 − 1 h^2 sin^2 x dx,

I_4 = q∫ 0 a + φ + d + x r^2 + (q − λ − x)^2 dx, πM (a, φ) = a^2 + I_1 + hI_2 − 2hI_3 + rI_4.

78 V. A. ZALGALLER 8.11. Programma sqeta po formulam punkta 8.10 byla sostavlena s vyqisleniem integralov I_1, I_2, I_3, I_4 po formule Gaussa s xest~¸ toqkami i ispol~zovaniem kofffficientov i vesov [7]. Komp~¸ternyæ sqet pokazal, qto funkciØ πM (a, φ) v oblasti znaqeniæ a, φ, dopustimyh dlØ klassa 3, ØvlØetsØ vypukloæ i dostigaet minimuma v edinstvennoæ toqke a ≈ 0.814, φ ≈ 0.032. (Vernost~ poslednih znaqawih cifr ne garantiruetsØ.) Privedem tablicu znaqeniæ πM (a, φ) vblizi fftoæ toqki:

φ/a 0.810 0.812 0.814 0.816 0.818 0.028 2.991783 2.991773 2.991766 2.991763 2.991764 0.030 2.991772 2.991764 2.991760 2.991759 2.991762 0.032 2.991765 2.991759 2.991758 2.991759 2.991764 0.034 2.991762 2.991759 2.991759 2.991763 2.991770 0.036 2.991764 2.991763 2.991766 2.991771 2.991781

§9. Klass 4 9.1. DlØ krivoæ klassa 4 po sravneni¸ s klassom 3 izmeneniØ kasa¸tsØ lix~ uqastka DF , kotoryæ zamenØetsØ sostoØwim iz treh qasteæ uqastka DE_1E_2F (sm. ris. 13). Pri fftom soglasno p. 7.1

θ_D = arctg b + d h + φ − π 2 , q : = |DE_1| = |DH_2| = tg (α + θ_D),

β : = ∠E_1OA = α + 2θ_D,

γ = ∠E_1OE_2 = π 2 − 3α − 2θ_D , |E_2F | = a. Na uqastke DE_1 za parametr prinimaem dlinu t. Togda

θ(t) = β − arctg (q − t),

θ^′(t) = 1 1 + (q − t)^2 ,

πM (DE_1) = q∫ 0 a + φ + d + t 1 + (q − t)^2 dt.

OBSUȷDENIE ODNOGO VOPROSA BELLMANA 79 Na duge E_1E_2 za parametr t takße prinimaem dlinu

πM (E_1E_2) = γ∫ 0 (a + φ + d + q + t)dt. Nakonec, na uqastke E_2F

πM (E_2F ) = a∫ 0 (a + φ + d + q + γ + t) dt 1 + t^2 . 9.2. Analogiqnyæ p. 8.11 qislennyæ analiz funkcii πM (a, φ) = πM (OA) + πM (AB) + πM (BD)+ + πM (DE_1) + πM (E_1E_2) + πM (E_2F )

pokazyvaet, qto v zone znaqeniæ a, φ dlØ krivyh klassa 4 veliqina πM (a, φ) pri fiksirovannyh φ ubyvaet s rostom a.

Takim obrazom, minimal~noe znaqenie M dostigaetsØ dlØ krivoæ OABDF klassa 3 (sm. ris. 14) pri a ≈ 0.814, φ ≈ 0.032.

§10. Taktika neterpeniØ

10.1. V fftom paragrafe my vyØsnim, kakim budet put~, esli v kaßdyæ moment napravleniØ dvißeniØ vybiraetsØ takim, qtoby

dP/dl bylo maksimal~nym. O takoæ “taktike neterpeniØ” my uße

govorili v p. 2.4 primenitel~no k poluploskosti. V sluqae polosy takaØ taktika privodit k dvißeni¸ po krivoæ, sostoØweæ iz sledu¸wih qetyreh uqastkov.

10.2. Uqastok 1. Pust~ naqalo dekartovyh koordinat sovpadaet s ishodnoæ toqkoæ, a napravlenie osi x s naqal~nym napravleniem dvißeniØ. Togda dlØ kraev polosy

x cos φ + y sin φ − p = 0 (1)

znaqeniØ p ravnomerno raspredeleny v [0,1], a znaqeniØ φ – ravnomerno raspredeleny v [0, 2π]. Kak izvestno, (sm. [8]), na semeæstve vseh prØmyh (1), 0 ⩽ p < ∞, 0 ⩽ φ < 2π, suwestvuet invariantnaØ otnositel~no dvißeniæ mera dpdφ. V naxem sluqae semeæstvo (1) ograniqeno dopolnitel~nym usloviem

0 ⩽ p ⩽ 1. (2)

80 V. A. ZALGALLER

Na naqal~nom uqastke dliny 1 iskomaØ krivaØ ØvlØetsØ prØmolineænym otrezkom, iduwim vdol~ osi x.

Deæstvitel~no, pust~ ffto uße dokazano dlØ uqastka dliny l. Prodolßim ego proizvol~no napravlennym fflementom dliny dl (ris. 21)

Ris. 21.

Kak izvestno iz integral~noæ geometrii, mera mnoßestva prØmyh semeæstva (1), pereseka¸wih fflement dl, proporcional~na dline dl. (Ograniqenie (2) vvidu l, l + dl < 1 zdes~ ewe roli ne igraet.) No, poskol~ku na uqastke l vyhoda na kraæ ne bylo, to iz mery prØmyh, pereseka¸wih dl, nado iskl¸qit~ meru prØmyh, peresekavxih i l, i dl. PoslednØØ mera (sm. [8]), proporcional~na l + dl = b (znaqenie b Øsno iz ris. 21). �ta mera budet minimal~noæ, ravnoæ nul¸, tol~ko esli dl prodolßaet l.

10.3. Uqastok 2. Vplot~ do dliny 2/ √ 3 iskomaØ krivaØ ostaetsØ prØmolineænym otrezkom.

Deæstvitel~no, pust~ ffto dokazano dlØ dliny l, i krivaØ prodolßena fflementom dl, priqem 1 ⩽ l, l + dl < 2/ √ 3. Napravlenie fflementa dl harakterizuem ego uglom λ s os~¸ y (ris. 22). Po simmetrii sqitaem dl napravlennym v verhn¸¸ (zamknutu¸) poluploskost~.

Mnoßestvo prØmyh semeæstva (1), pereseka¸wih dl, sostoit iz dvuh “potokov”. K pervomu my otnosim prØmye, pereseka¸wie os~ y vyxe, qem ee peresekaet prodolßenie fflementa dl, a ko vtoromu – te, qto pereseka¸t os~ y niße, qem prodolßenie dl.

Zafiksiruem znaqenie p. Togda v pervyæ potok popadut prØmye semeæstva (1) so znaqeniØmi φ v predelah ot φ_1 do φ_2, pri- qem (l + dl sin φ) cos φ_2 + (dl cos φ) sin φ_2 − p = 0, l cos φ_1 = p.

OBSUȷDENIE ODNOGO VOPROSA BELLMANA 81

Ris. 22.

Ots¸da sleduet

2l sin φ_1 + φ_2 2 sin φ_2 − φ_1 2 = sin(λ + φ_2)dl,

qto, vvidu malosti dl i malosti δ_pφ = φ_2 − φ_1 daet δ_pφ = sin(λ + arccos p/l) √ l^2 − p^2 dl. (3) Vtoroæ potok pri p < l cos λ pust. A pri p = const ⩾ l cos λ nahodim, vpolne analogiqno (3). qto dlØ vtorogo potoka: δ_p ~φ = sin(λ − arccos p/l) √ l^2 − p^2 dl. (4) Iz (3) i (4) zakl¸qaem, qto veroØtnost~ vyæti na kraæ polosy na uqastke dl proporcional~na veliqine I(λ) = 1∫ 0 sin(λ + arccos p/l) √ l^2 − p^2 dp + 1∫ l cos λ

sin(λ − arccos p/l) √ l^2 − p^2 dp. (5) PrØmym vyqisleniem nahodim, qto dI dλ = l − 2 √ l^2 − 1 l cos λ. (6)

Poskol~ku l < 2/ √ 3, to l − 2 √ l^2 − 1 > 0, a cos λ ⩾ 0, tak kak

fflement dl napravlen v verhn¸¸ poluploskost~. Pofftomu dlØ uveliqeniØ I(λ) sleduet pridat~ λ maksimal~noe znaqenie π/2, qemu sootvetstvuet prodolßenie fflementom dl otrezka OM .

82 V. A. ZALGALLER 10.4. Na dal~neæxih uqastkah udobno opisyvat~ krivu¸ v polØrnyh koordinatah ρ, θ. Po simmetrii budem sqitat~, qto krivaØ vpervye otklonØetsØ ot prØmoæ v storonu uveliqeniØ θ.

Uqastok 3. My utverßdaem, qto, naqinaØ s toqki ρ = 2/ √ 3, θ = 0 vplot~ do toqki, dlØ kotoroæ ρ sin θ = 1, iskomaØ krivaØ

imeet uravnenie

θ = ρ + √ ρ^2 − 1 − arctg √ ρ^2 − 1 + π 6 − √ 3. (7)

Uravnenie (7) zadaet krivu¸, vdol~ kotoroæ dρ dθ = ρ ρ + √ ρ^2 − 1

, (8)

pofftomu ρ strogo vozrastaet s rostom θ. KrivaØ vypukla i imeet vid uqastka obrawennoæ vypuklost~¸ narußu spirali.

V naqal~noæ toqke ρ = 2/ √ 3, θ = 0 fflement dl kasatel~noæ obrazuet s os~¸ y ugol π/6. �ta toqka okazyvaetsØ uglovoæ dlØ krivoæ v celom. Zdes~ krivaØ, ranee napravlennaØ vdol~ osi x, povoraqivaet na ugol π/3. PoØsnim, kak ffto soglasuetsØ s formuloæ (6). Kogda l stanovitsØ qut~ bol~xe 2/ √ 3, znaqenie l −2 √ l^2 − 1 stanovitsØ otricatel~nym, i dlØ uravneniØ I(λ) sle-

duet umen~xat~ λ. �to celesoobrazno do teh por, poka λ ⩾ π/6. Pri λ = π/6 polnost~¸ isqezaet vtoroæ iz integralov (5) i my okazyvaemsØ v kaqestvenno inyh usloviØh.

Pereædem k dokazatel~stvu. Dopustim, qto utverßdenie (7) verno dlØ uqastka krivoæ vplot~ do toqki M s koordinatami ρ, θ, i uqastok prodolßen fflementom dl, napravlenie kotorogo oharakterizovano uglom λ (ris. 23). DlØ obwnosti s ris. 22 na fftot raz os~ ~x napravlena vdol~ OM .

OBSUȷDENIE ODNOGO VOPROSA BELLMANA 83 Esli pri fftom ρ cos λ < 1, to veroØtnost~ vyæti na kraæ polosy fflementom dl ocenivaetsØ sverhu veliqinoæ, proporcional~- noæ I(λ), gde I(λ) zadaetsØ formuloæ (5), v kotoroæ tol~ko l zameneno na ρ. (My govorim “ocenivaetsØ sverhu”, t.k. pri bol~xih λ qast~ prØmyh “vtorogo potoka” mogla peresekat~ predxestvu- ¸wu¸ qast~ krivoæ.) Pofftomu, analogiqno (3) dI dλ = p − 2 √ p^2 − 1 p < 0 i λ celesoobrazno umen~xat~ do znaqeniæ ρ cos λ ⩾ 1, pri kotoryh “vtoroæ potok” isqezaet.

Pri takih λ veroØtnost~ vyhoda na kraæ fflementom dl proporcional~na veliqine I(λ) = 1∫ 0 sin(λ + arccos^p_ρ ) √ ρ^2 − p^2 dp. Pri fftom max I(λ) dostigaetsØ pri 0 = dI dλ = cos λ ρ 1∫ 0 pdp √ ρ^2 − p^2 − sin λ ρ , t.e. pri tg λ = ρ − √ ρ^2 − 1, qto, vvidu tg λ =^{dρ}_{ρdθ} , daet uravnenie

(8), iz kotorogo sleduet (7).

KrivaØ (7) vyhodit na uroven~ ρ sin θ = 1 v toqke

ρ ≈ 1.56953, θ ≈ 0.69077. (9)

10.5. Uqastok 4. NaqinaØ s toqki (9), iskomaØ krivaØ udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸ dρ dθ = mρ ρ + √ ρ^2 − m^2

, (10) m = 3ρ^2 − 2 √ 3 ρ cos θ − 2ρ sin θ √ 3ρ^2 − 4 √ 3 ρ cos θ + 1

3ρ^2 − 4 √ 3 ρ cos θ + 4

(11)

i zakanqivaetsØ v toqke, pri kotoroæ θ = π/3.

Dokazatel~stvo. Budem sqitat~, qto utverßdenie ob uravnenii (10) verno vplot~ do toqki M s koordinatami ρ, θ, priqem

84 V. A. ZALGALLER

ρ sin θ ⩾ 1 i 0.69077 ⩽ θ < π/3. Rassmotrim okrußnost~ radiusa

1 s centrom v toqke A(2/ √ 3, 0), i pust~ kasatel~naØ M N k fftoæ

okrußnosti obrazuet s os~¸ x ugol α (ris. 24). Oboznaqim m rasstoØnie naqala O ot prØmoæ M N . Togda ON = AN − AO = 1 sin α − 2 √ 3 , M B = ρ sin θ = (OB + ON ) tg α = ( ρ cos θ + 1 sin α − 2 √ 3 ) tg α. Otkuda

ρ sin θ cos α = ( ρ cos θ − 2 √ 3 ) sin α + 1.

Krome togo, m = 1 − 2/ √ 3 sin α.

Ris. 24.

OBSUȷDENIE ODNOGO VOPROSA BELLMANA 85 Iskl¸qaØ α iz poslednih dvuh uravneniæ, poluqaem uravne- nie ρ sin θ √ 1 + 6m − 3m^2 = ( ρ cos θ − 2 √ 3 )√ 3(1 − m) + 2,

iz kotorogo, uqityvaØ, qto 0 ⩽ m ⩽ 1, nahodim znaqenie (11) dlØ m. Pust~ teper~ krivaØ prodolßena fflementom dl, obrazu¸wim ugol λ s perpendikulØrom k luqu θ = const (ris. 24). Pri fftom veroØtnost~ vyæti fflementom dl na kraæ polosy proporcional~- na veliqine Ila) = m∫ 0 sin(λ + arccos^p_ρ ) √ ρ^2 − p^2 dp, i poisk max I iz dI/dλ = 0 privodit k uravneni¸ (10).

10.6. Uqastki 1–4 sostavlØ¸t v sovokupnosti krivu¸ xiriny 1, pofftomu ona garantiruet vyhod na kraæ polosy. Obwiæ vid krivoæ izobraßen na ris. 25.

Kak vidim, ffta krivaØ daleka ot luqxeæ po dline (sm. ris. 5) i luqxeæ po matematiqeskomu oßidani¸ dliny puti (sm. ris. 13). Pofftomu “taktika neterpeniØ” oqevidno ploha.

Literatura

1. R. Bellman, Dinamiqeskoe programmirovanie. IL., M. (1980).

2. R. Bellman, Minimisation problem. — Bull. Amer. Math. Soc. 62 (1956), 270.

3. J. R. Isbell, An optimal search pattern. — Naval Research Logistics Quarterly 4 (1957), 357–359.

4. V. A. Zalgaller, Kak vyæti iz lesa? (ob odnoæ zadaqe Bellmana). — Matem. prosvewenie vyp. 6 (1961), 191–195.

5. A. Adhikari, J. Pitman, The shortest planar arc of width 1. — Amer. Math. Mon.

96 (1989), 309–327.

6. D. O. XklØrskiæ, N. N. Qencov, I. M. ˚glom, Geometriqeskie neravenstva i zadaqi na maksimum i minimum. Nauka, M. (1970).

7. A. S. Kronrod, Uzly i vesa kvadraturnyh formul. Nauka, M. (1964). 8. V. BlØxke, Lekcii po integral~noæ geometrii. — Uspehi mat. nauk vyp. 5 (1938), 97–149.

9. V. A. Zalgaller, Kratqaæxie linii osmotra sfery. Dep. v VINITI No. 2844-1392 ot 24.09.1992.

86 V. A. ZALGALLER

Zalgaller V. A. On a question of Bellman.

From a random point O in an infinite strip of width 1 we move in a randomly chosen direction along a curve Γ. What shape of Γ gives the minimum value to the expectation of the length of the path that reaches the boundary of the strip? After certain arguments in support that the desired curve belongs to one of four classes, it is proved that the best curve in those classes consists of four parts: an interval OA of length a, its smooth continuation, an arc AB of radius 1 and small length φ, an interval BD that is smooth continuation of the arc, and an interval DF (with a corner at the point D). If we take O as the origin and OA as the x axis of a system of coordinates, then the coordinates of the above-mentioned points will be: A(a, 0), B(a + sin φ, 1 − cos φ), F (a, 1), D ( a + cos φ √ 1 + a^2 − a cos φ − a sin φ , 1 − sin φ √ 1 + a^2 cos φ − a sin φ ) . For the best curve we have: a ≈ 0.814, φ ≈ 0.032. Related questions are discussed.

Postupilo 25 dekabrØ 2001 g.

E-mail: zalg@ wisdom.weizmann.ac.il