Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 299, 2003 g.

P. D. Andreev

VOSSTANOVLENIE METRIKI

CAT (0)-PROSTRANSTVA PO

DIAGONAL^NO` TRUBKE

Vvedenie 0.1. Postanovka zadaqi i formulirovka rezul~tata. V. N. Berestovskiæ v [3] dokazal sledu¸wu¸ harakterizaci¸ izometriæ prostranstv A. D. Aleksandrova otricatel~noæ krivizny.

Teorema 1. Pust~ X – lokal~no kompaktnoe, geodeziqeski polnoe

CAT (κ)-prostranstvo, κ < 0, vse sfery kotorogo lineæno svØzny. Togda vsØkaØ biekciØ f : X → X, dlØ kotoroæ f i f^{−1} otobraßa- ¸t vsØkiæ xar fiksirovannogo radiusa r na xar radiusa r, est~ izometriØ.

Osnovu dokazatel~stva sostavlØet sledu¸waØ teorema:

Teorema 2. Pust~ X – lokal~no kompaktnoe, geodeziqeski polnoe,

svØznoe na beskoneqnosti CAT (κ)-prostranstvo, κ < 0, i pust~ V ⊂ X × X – diagonal~naØ trubka, sootvetstvu¸waØ qislu r > 0. Togda metrika prostranstva X odnoznaqno vosstanavlivaetsØ po V . Zdes~ V := {(x, y) ∈ X × X : |xy| ⩽ r} ⊂ X × X, gde |xy| – rasstoØnie meßdu toqkami x, y ∈ X.

V [3] postavlen vopros o vozmoßnosti obobweniØ ukazannyh teorem na sluqaæ prostranstv A. D. Aleksandrova nepoloßitel~noæ krivizny. V nastoØweæ stat~e daetsØ qastiqnyæ poloßitel~nyæ otvet na postavlennyæ vopros. Inaqe govorØ, v rabote dokazyvaetsØ sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 3. Pust~ (X, d) – lokal~no kompaktnoe, geodeziqeski

polnoe CAT (0)-prostranstvo topologiqeskoæ razmernosti > 1. Esli vsØkiæ geodeziqeskiæ otrezok v X dopuskaet edinstvennoe 5

6 P. D. ANDREEV

prodolßenie do polnoæ geodeziqeskoæ, to metrika d vosstanavlivaetsØ po diagonal~noæ trubke V ⊂ X × X, sootvetstvu¸weæ qislu r > 0.

Lokal~no kompaktnoe polnoe prostranstvo s vnutrenneæ metrikoæ, podqinennoæ usloviØm nenaleganiØ i lokal~noæ prodolßimosti kratqaæxih, nazyvaetsØ G-prostranstvom Buzemana. V [4] pokazano, qto CAT (0)-prostranstvo, ØvlØ¸weesØ prostranstvom Buzemana, est~ rimanovo mnogoobrazie s nepreryvnymi otnositel~no distancionnyh koordinat komponentami metriqeskogo tenzora. Pofftomu uslovie svØznosti na beskoneqnosti prostranstva X ffkvivalentno ograniqeni¸ n > 1 na ego topologiqesku¸ razmernost~ n := TopDim(X).

Zadaqi, rexaemye v stat~e, tesno svØzany s voprosom, postavlennym A. D. Aleksandrovym v 1960-h godah:

• Pri kakih usloviØh otobraßenie metriqeskogo prostranstva v sebØ, sohranØ¸wee fiksirovannoe rasstoØnie, k primeru rasstoØnie 1, est~ izometriØ fftogo metriqeskogo prostranstva?

�tot i rØd analogiqnyh voprosov qastiqno rexa¸tsØ v rabotah samogo A. D. Aleksandrova. Tak v [1] dokazyvaetsØ cikl teorem, da¸wih dostatoqnye usloviØ, pri kotoryh otobraßenie klassiqeskih prostranstv postoØnnoæ krivizny, sohranØ¸- wee kongruffntnost~ figur, ØvlØetsØ izometrieæ. DlØ evklidova prostranstva postavlennaØ vyxe zadaqa rexena F. S. Bffkmanom i D. A. Kuarlesom [2], dlØ prostranstva Lobaqevskogo – A. V. Kuz~minyh [8].

Struktura raboty.

NastoØwaØ stat~Ø soderßit vvodnu¸ i dve osnovnyh qasti v sootvetstvii s tipom rassmatrivaemyh geodeziqeskih. Vo vvodnoæ qasti predstavleny osnovnye ponØtiØ i fakty, kotorymi pol~zuetsØ avtor (p. 0.2), i opredelØetsØ otnoxenie parallel~- noæ ffkvivalentnosti r-posledovatel~nosteæ. PervaØ osnovnaØ qast~ posvØwena vosstanovleni¸ metriki na geodeziqeskoæ vysxego ranga, t. e. geodeziqeskoæ, kotoraØ slußit graniceæ nekotoroæ ploskoæ polosy; vtoraØ – na geodeziqeskoæ ranga 1. V kaßdom sluqae vvoditsØ podhodØwiæ instrument: v sluqae geodeziqeskoæ vysxego ranga – “tesemki”, v sluqae ranga 1 – “noßnicy”. Metod ispol~zovaniØ noßnic vo mnogom shoden s metodom

VOSSTANOVLENIE METRIKI CAT (0)–PROSTRANSTVA 7

vosstanovleniØ metriki giperboliqeskogo prostranstva, predloßennym v [3].

Blagodarnosti. Avtor vyraßaet gluboqaæxu¸ priznatel~- nost~ V. N. Berestovskomu za okazannu¸ podderßku i cennye zameqaniØ, vyskazannye v hode raboty nad stat~eæ. Avtor takße blagodaren kollektivu geometriqeskogo seminara POMI RAN za vnimanie k nastoØweæ rabote i poleznu¸ diskussi¸. OsobaØ blagodarnost~ S. V. BuØlo, podskazavxemu avtoru prostoæ i korotkiæ sposob dokazatel~stva suwestvovaniØ “noßnic”.

0.2. Predvaritel~nye ponØtiØ i fakty. Zdes~ i v dal~neæxem X – lokal~no kompaktnoe, geodeziqeski polnoe CAT (0)- prostranstvo (prostranstvo Adamara). RasstoØnie meßdu toqkami x, y ∈ X oboznaqaetsØ qerez |xy|. Geodeziqeskiæ otrezok, soedinØ¸wiæ toqki x, y ∈ X, budet oboznaqat~sØ qerez [xy], a luq, vyhodØwiæ iz toqki x v napravlenii beskoneqno udalennoæ toqki ξ ∈ ∂_∞X, qerez [xξ⟩. Qerez U_{x,ρ} budem oboznaqat~ otkrytyæ xar radiusa ρ s centrom v x ∈ X, a qerez B_{x,ρ} – sootvetstvu¸wiæ zamknutyæ xar.

Osnovnye fakty, kasa¸wiesØ geometrii tak nazyvaemyh

CAT (κ)-prostranstv, dostatoqno izvestny (sm., naprimer, [5,

6]). Niße privodØtsØ nekotorye ponØtiØ, vvedennye V. N. Berestovskim [3], i osnovnye ih svoæstva.

Preßde vsego otmetim, qto diagonal~naØ trubka V opredelØet pri vseh n ∈ N otnoxeniØ nV := {(x, y) ∈ X × X : |xy| ⩽ nr}, ∂(nV ) := {(x, y) ∈ X × X : |xy| = nr} i Int(nV ) := nV \ ∂(nV ). S ih pomow~¸ opredelØetsØ osnovnoæ instrument, ispol~zovannyæ v [3], – r-posledovatel~nosti. Invariantnoe opredelenie r-posledovatel~nosti moßno dat~ sledu¸wim obrazom: rposledovatel~nost~¸ v prostranstve X nazyvaetsØ gomotetiØ

Z→ X s kofffficientom r, t.e. zanumerovannaØ celymi qisla-

mi posledovatel~nost~ {x_z}_{z∈}Z⊂ X, dlØ kotoroæ pri l¸byh z_1,

z_2 ∈ Zvypolneno ravenstvo |x_{z1} x_{z2}| = r|z_2 − z_1|. Iz geometriqe-

skih svoæstv prostranstva X nemedlenno sleduet, qto:

8 P. D. ANDREEV

• vsØkaØ r-posledovatel~nost~ odnoznaqno opredelØet soderßawu¸ ee geodeziqesku¸ v X, • svoæstvo posledovatel~nosti {x_z} byt~ r-posledovatel~nost~¸ proverØetsØ po V , i • V pozvolØet opredelit~, ØvlØ¸tsØ li asimptotiqeskimi v kakom-nibud~ iz napravleniæ geodeziqeskie, soderßawie dve zadannye r-posledovatel~nosti {x_z} i {y_z}.

Otrezok r-posledovatel~nosti {x_z} ⊂ X, zakl¸qennyæ meßdu toqkami x_z i x_{z+k}, budem oboznaqat~ [x_z, . . . , x_{z+k}]_r. Beskoneqno udalennye toqki, zadavaemye r-posledovatel~nost~¸ {x_z}, oboznaqa¸tsØ qerez x_{+∞} i x_{−∞}.

Nakonec, vaßnyæ priem, predloßennyæ v [3] i ispol~zuemyæ v moeæ rabote, – otobraßenie R_{γ1γ2} geodeziqeskoæ na asimptotiqesku¸ s neæ geodeziqesku¸ pri pomowi funkciæ Buzemana. Pust~ γ_1, γ_2 : R → X – dve asimptotiqeskie geodeziqeskie s

γ_1(+∞) = γ_2(+∞). Pust~ b – funkciØ Buzemana, sootvetstvu¸-

waØ ideal~noæ toqke γ_i(+∞): b(x) := lim_{t→∞}(|x γ(t)| − t). Togda suwestvu¸t natural~nye parametrizacii geodeziqeskih

γ_i, pri kotoryh

∀t ∈ R b(γ_1(t)) = b(γ_2(t)). (0.1)

V fftom sluqae poloßim R_{γ1γ2} (γ_1(t)) := γ_2(t). Tak opredelennoe otobraßenie R_{γ1γ2} ne zavisit ot vybora funkcii Buzemana b i parametrizaciæ, udovletvorØ¸wih uslovi¸ (0.1). V [3] pokazano, qto esli opredeleno otnoxenie prinadleßnosti toqek geodeziqeskim γ_i, to otobraßenie R_{γ1γ2} opredelØetsØ otnoxeniem V . 0.3. Parallel~naØ ffkvivalentnost~. Pust~ ({xz}, {yz}) – para r-posledovatel~nosteæ v prostranstve X. Budem govorit~, qto oni parallel~no-ffkvivalentny, esli rasstoØnie Hausdorfa meßdu mnoßestvami {x_z} i {y_z} koneqno: Hd ({x_z}, {y_z}) < +∞. DlØ takogo otnoxeniØ budem ispol~zovat~ oboznaqenie {x_z}

‖ {y_z }. Otnoxenie “byt~ parallel~no-ffkvivalentnymi”, oqevid-

no, deæstvitel~no ØvlØetsØ otnoxeniem ffkvivalentnosti na mnoßestve vseh r-posledovatel~nosteæ v X. Faktiqeski, {x_z} ‖ {y_z}

VOSSTANOVLENIE METRIKI CAT (0)–PROSTRANSTVA 9

v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda geodeziqeskie, soderßawie

{x_z} i {y_z}, sovpada¸t ili parallel~ny.

Lemma 0.2. Otnoxenie parallel~noæ ffkvivalentnosti oprede-

lØetsØ otnoxeniem V na X.

Dokazatel~stvo. {xz} ‖ {yz} togda i tol~ko togda, kogda ∃ k ∈ N ∀ z ∈ Z (x_z, y_z) ∈ kV. �to vpolne dokazyvaet lemmu. □

r-posledovatel~nost~ nazyvaetsØ r-posledovatel~nost~¸ ranga 1, esli suwestvuet edinstvennaØ geodeziqeskaØ γ v X, soderßawaØ vse r-posledovatel~nosti, parallel~no ffkvivalentnye eæ. V fftom sluqae γ ne imeet parallel~nyh eæ geodeziqeskih v X i ØvlØetsØ geodeziqeskoæ ranga 1. V protivnom sluqae budem govorit~, qto r-posledovatel~nost~ i soderßawaØ ee geodeziqeskaØ γ ime¸t rang > 1 ili vysxiæ rang. Svoæstvo proizvol~noæ r-posledovatel~nosti {x_z} imet~ rang 1 ili > 1 opredelØetsØ otnoxeniem V : {x_z} imeet rang > 1 togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet takaØ r-posledovatel~nost~ {y_z}, parallel~no ffkvivalentnaØ eæ i otliqnaØ ot {x_{z±1}}, qto | x_0 y_0 | = r.

Dal~neæxee issledovanie svoditsØ k otdel~nomu rassmotreni¸ geodeziqeskih v sootvetstvii s ih rangom. Budet pokazano, qto metrika prostranstva X vosstanavlivaetsØ na kaßdoæ takoæ geodeziqeskoæ. Snaqala rassmotrim sluqaæ vysxego ranga.

§1. Geodeziqeskie vysxego ranga 1.1. Rasweplenie klassa parallel~noæ ffkvivalentnosti. DlØ geodeziqeskoæ c : (−∞, +∞) → X, soedinØ¸weæ ideal~nye toqki

ξ_+ := c(+∞) i ξ_− := c(−∞) i soderßaweæ toqku x_0 = c(0), obozna-

qim qerez hs (ξ_±, x_0) orisfery s centrami ξ_±, prohodØwie qerez

x_0, i hb (ξ_±) – orixary s centrami v ξ_±, ime¸wie svoimi gra-

nicami orisfery hs (ξ_±, x_0). DlØ toqek x ∈ X i ξ, η ∈ ∂_∞X ugol v toqke x meßdu luqami [x ξ⟩ i [x η⟩ oboznaqaetsØ qerez ∠_x(ξ, η).

Sledu¸waØ prostaØ lemma – rezul~tat dostatoqno izvestnyæ, sm., naprimer, [7, lemma 5].

Lemma 1.1. Pust~ C := {y ∈ X | ∠_y(ξ_−, ξ_+) = π}.

10 P. D. ANDREEV Togda

hs (ξ_−, x_0) ∩ hs (ξ_+, x_0) = hb (ξ_−, x_0) ∩ hb (ξ_+, x_0),

C est~ ob¨edinenie vseh geodeziqeskih, parallel~nyh c, C – zamknutoe vypukloe mnoßestvo v X, i C rasweplØetsØ v proizvedenie C = C^′ × c, gde C^′ := hs (ξ_−, x_0) ∩ hs (ξ_+, x_0) – zamknutoe vypukloe podmnoßestvo X.

Takim obrazom, mnoßestvo C, vkl¸qa¸wee vse toqki vseh r-posledovatel~nosteæ, parallel~no-ffkvivalentnyh dannoæ rposledovatel~nosti {x_z} ⊂ X, imeet rasweplenie vida C =

C^′ × c, opredelennoe lemmoæ 1.1. C^′ imeet bol~xe odnoæ toq-

ki togda i tol~ko togda, kogda r-posledovatel~nost~ {x_z} ⊂ X imeet vysxiæ rang.

Zameqanie. Pust~ r-posledovatel~nost~ {x^′_z} parallel~no ffkvivalentna r-posledovatel~nosti {x_z} ⊂ X. Oboznaqim qerez

C^′(x^′_z) sloæ proizvedeniØ C = C^′ × c, soderßawiæ toqku x^′_z.

Iz togo, qto orisfery hs (ξ_±, x_0) vosstanavliva¸tsØ po V , nemedlenno sleduet, qto po V opredelØetsØ i gorizontal~naØ struktura raswepleniØ. Inaqe govorØ, po V opredelØ¸tsØ sloi vida C^′(x), kotorye my budem nazyvat~ gorizontal~nymi seqeniØmi C.

Po otnoxeni¸ V na mnoßestve gorizontal~nyh seqeniæ C sledu¸wim obrazom vosstanavlivaetsØ otnoxenie porØdka. My budem govorit~, qto seqenie C^′(x) mnoßestva C leßit niße seqeniØ C^′(y), esli luq [xξ_+⟩ peresekaet C^′(y). V fftom sluqae

hb (ξ_−, x) ∩ hb (ξ_+, y) = ?. DlØ zaverxeniØ rassmotreniØ sluqaØ

geodeziqeskoæ c ranga > 1 dostatoqno vosstanovit~ rasstoØniØ meßdu gorizontal~nymi seqeniØmi C i otnoxenie prinadleßnosti toqek c.

1.2. Tesemki.

Opredelenie. Budem govorit~, qto 4p (p ∈ N) poparno parallel~-

no-ffkvivalentnyh r-posledovatel~nosteæ {x_{ij; z}}, i = 0, 3, j = 1, p

VOSSTANOVLENIE METRIKI CAT (0)–PROSTRANSTVA 11 obrazu¸t p-tesemku, esli sledu¸wie 4p + 4 toqki x_{i10}, . . . , x_{ip0}, i = 0, 3, x_{0, 1, 2p−1}, x_{2, p, 1−2p}, x_{3, p−1, 1−2p}, x_{3, p, 1−2p} (1.3)

dopolnitel~no udovletvorØ¸t sledu¸weæ sisteme iz 2p sootnoxeniæ, zada¸wih otrezki r-posledovatel~nosteæ: [x_{010}, x_{110}, x_{210}, x_{310}]_r, . . . [x_{0p0}, x_{1p0}, x_{2p0}, x_{3p0}]_r , [x_{020}, x_{110}, x_{2,p,1−2p}, x_{3,p−1,1−2p}]_r , [x_{030}, x_{120}, x_{210}, x_{3,p−1,1−2p}]_r , [x_{040}, x_{130}, x_{220}, x_{310}]_r , . . . [x_{0p0}, x_{1,p−1,0}, x_{2,p−2,0}, x_{3,p−3,0}]_r , [x_{0,1,2p−1}, x_{1p0}, x_{2,p−1,0}, x_{3,p−2,0}]_r .

Ris. 1. p-tesemka.

Poskol~ku r-posledovatel~nosti opredelØ¸tsØ otnoxeniem V , to i p-tesemka takße opredelØetsØ otnoxeniem V . Na ris. 1 pokazan fragment p-tesemki. Zdes~ vydelena lix~ qast~ toqek r-posledovatel~nosteæ, formiru¸wih p-tesemku. OsnovnaØ ideØ zakl¸qaetsØ v tom, qto na promeßutke meßdu toqkami x_{010} i

x_{0,1,2p−1}, prinadleßawimi odnoæ i toæ ße r-posledovatel~nosti,

raspoloßeny 2(p − 1) toqek fftoæ r-posledovatel~nosti, kotorye delØt otrezok sootvetstvu¸weæ geodeziqeskoæ na 2p − 1 ravnyh otrezkov, i v to ße vremØ na fftom ße otrezke ukazannoæ geodeziqeskoæ raspoloßeny p − 1 toqek vida x_{0j0}, j =

2, p, kotorye delØt ego na p ravnyh otrezkov. Takim obrazom,

vse toqki r-posledovatel~nosteæ {x_{0jz}}, popada¸wie na otrezok

12 P. D. ANDREEV

[x_{010} x_{0,1,2p−1}], delØt ego na p(2p − 1) ravnyh otrezka, i, v qastno-

sti, otrezok [x_{010} x_{011}] delitsØ toqkami x_{0,p,3−2p}, x_{0,p−1,5−2p} , . . . , x_{0, 2, −1} na p ravnyh otrezkov.

Teper~ plan vosstanovleniØ metriki geodeziqeskoæ vysxego ranga svoditsØ k sledu¸wemu. Esli vybrannaØ r-posledova-tel~nost~ {x_z} imeet rang > 1, to soderßawaØ ee geodeziqeskaØ

c : (−∞, +∞) → X vkl¸qaetsØ kak granica v nekotoru¸ plos-

ku¸ polosu (voobwe govorØ, ne v edinstvennu¸). DlØ dostatoqno bol~xogo P pri vseh p > P suwestvuet p-tesemka, opredelennaØ semeæstvom r-posledovatel~nosteæ vida (1.2), dlØ kotoroæ

x_z = x_{01z} pri vseh z ∈ Z. Toqki r-posledovatel~nosteæ x_{0jz} dlØ

vsevozmoßnyh takih p-tesemok pri vseh p > P zapolnØ¸t mnoßestvo r-racional~nyh toqek na rassmatrivaemoæ geodeziqeskoæ.

Dalee, kak uße otmeqeno, orisfery i orixary CAT (0)- prostranstva X opredelØ¸t gorizontal~nye seqeniØ mnoßestva C. Tem samym, dlØ raswepleniØ C = R×C^′ metrika somnoßitelØ

R vosstanavlivaetsØ po otnoxeni¸ V .

Posle fftogo ostaetsØ lix~ pokazat~, qto prinadleßnost~ toqek geodeziqeskoæ c vosstanavlivaetsØ po V . DlØ r-racional~nyh toqek ffto sleduet nemedlenno iz postroeniØ tesemok, dlØ irracional~nyh toqek okazyvaetsØ vozmoßnym predel~nyæ perehod, osuwestvlØemyæ pri pomowi xarov.

1.2. Vosstanovlenie metriki geodeziqeskoæ vysxego ranga.

Lemma 1.4. VsØkaØ p-tesemka v prostranstve X soderßitsØ v

nekotoroæ ploskoæ polose.

Dokazatel~stvo. Pust~ p-tesemka opredelena r-posledovatel~- nostØmi (1.2). Rassmotrim plosku¸ polosu F , zakl¸qennu¸ meßdu parallel~nymi geodeziqeskimi c i c^′, soderßawimi, sootvetstvenno, r-posledovatel~nosti {x_{01z}} i {x_{31z}}. Togda v fftoæ ße ploskoæ polose soderßatsØ r-posledovatel~nosti {x_{11z}} i {x_{21z}}. Pokaßem, qto ploskaØ polosa F v deæstvitel~nosti soderßit vse r-posledovatel~nosti v (1.2). Rassmotrim toqki

x_{020}, x_{110}, x_{210}, x_{310}, x_{220}, x_{120}. (1.5)

VOSSTANOVLENIE METRIKI CAT (0)–PROSTRANSTVA 13

DlØ nih iz (1.3) imeem sootnoxeniØ:

[x_{020}, x_{120}, x_{220}]_r i [x_{1, p, 1−2p}, x_{2, p, 1−2p}, x_{3, p, 1−2p}]_r.

V silu vypuklosti metriqeskoæ funkcii v prostranstve nepoloßitel~noæ krivizny funkciØ

d_{2, 1}(t) := | x_{t20} x_{t+1, 1, 0} |,

gde x_{tj0} = c_j(t), a c_j : [0, 2r] → X, j = 1, 2, – geodeziqeskie otrezki, soedinØ¸wie x_{0j0} i x_{1j0}, ØvlØetsØ vypukloæ funkcieæ. No

d_{2, 1}(0) = d_{2, 1}(1) = d_{2, 1}(2) = r,

a znaqit d_{2, 1}(t) = r pri vseh t ∈ [0, 2], i toqki (1.5) prinadleßat izometriqeski vloßennomu v X ploskomu parallelogrammu

x_{020} x_{110} x_{310} x_{220}. (1.6)

Analogiqno, xesterka toqek

x_{210}, x_{310}, x_{220}, x_{130}, x_{030}, x_{120}

prinadleßit izometriqeski vloßennomu v X ploskomu parallelogrammu

x_{210} x_{310} x_{130} x_{030}. (1.7)

Parallelogrammy (1.6) i (1.7) ime¸t obwu¸ qast~ – parallelogramm

x_{210} x_{310} x_{220} x_{120},

i pofftomu ih ob¨edinenie est~ nevypuklyæ ploskiæ xestiugol~- nik x_{020} x_{110} x_{310} x_{130} x_{030} x_{120}.

On izometriqen nevypuklomu xestiugol~niku na ploskosti, sostavlennomu iz dvuh ravnyh parallelogrammov, metrika kotorogo inducirovana metrikoæ ploskosti. ProdolßaØ prisoedinØt~ k fftomu xestiugol~niku parallelogrammy (sm. ris. 1), poluqim ploskiæ mnogougol~nik

P := x_{020} x_{110} x_{310} x_{220} x_{320} . . . . . . x_{3p−10} x_{2p0} x_{3p0} x_{2,1,2p−1} x_{0,1,2p−1} x_{0p0} x_{1,p−1,0} . . . . . . x_{130} x_{030} x_{120},

(1.8)

14 P. D. ANDREEV

izometriqnyæ nevypuklomu ploskomu (4p − 2)-ugol~niku, sostavlennomu iz 2p − 3 posledovatel~no perekryva¸wih drug druga parallelogrammov.

Geodeziqeskie otrezki x_{110} x_{1,1,2p−1} i x_{210} x_{2,1,2p−1} soderßatsØ v P celikom. Takim obrazom, pereseqenie P s ploskoæ polosoæ F soderßit parallelogramm

x_{110} x_{210} x_{2, 1, 2p−1} x_{1, 1, 2p−1}.

Bolee togo, P soderßitsØ v parallelogramme x_{010} x_{310} x_{3,1,2p−1}

x_{0,1,2p−1}, i, sledovatel~no, v F . Poskol~ku v P ime¸tsØ toqki

vseh r-posledovatel~nosteæ (1.2), delaem vyvod, qto vsØ tesemka soderßitsØ v F . □

Pod xirinoæ p-tesemki (1.3) v CAT (0)-prostranstve X budem ponimat~ rasstoØnie meßdu parallel~nymi geodeziqeskimi, soderßawimi r-posledovatel~nosti {x_{0jz}} i {x_{3jz}}. Lemma 1.9. Xirina s(p) proizvol~noæ p-tesemki v CAT (0)-pros-

transtve ravna s(p) = 3 √ 4p − 1 2p · r. Dokazatel~stvo. Poskol~ku l¸baØ ploskaØ polosa v CAT (0)- prostranstve izometriqna polose na evklidovoæ ploskosti, dostatoqno naæti xirinu proizvol~noæ ploskoæ evklidovoæ ptesemki. �ta zadaqa rexaetsØ neposredstvennym vyqisleniem. □ Sledstvie 1.10. DlØ l¸boæ ploskoæ polosy Π, soderßaweæ geo-

deziqesku¸ c v X, suwestvuet takoe P > 0, qto pri vseh p > P polosa Π soderßit p-tesemku, poroßdennu¸ semeæstvom rposledovatel~nosteæ vida (1.2), tak qto {x_{0jz}} ⊂ c.

Lemma 1.11. Pust~ geodeziqeskaØ c : (−∞, +∞) → X v CAT (0)-

prostranstve X soderßit r-posledovatel~nost~ {x_z}, x_0 = c(0), ranga > 1. Togda dlØ l¸bogo racional~nogo qisla q := m/n i dlØ p, kratnogo n, vsØkaØ p-tesemka s x_z = x_{01z} soderßit toqku c(qr) = x_{0jz}0 pri j := n + 1 − m^′ i z^′ := q^′ + 1 − 2k(n − m^′),

VOSSTANOVLENIE METRIKI CAT (0)–PROSTRANSTVA 15

gde q^′ := [q] – celaØ qast~ i m^′/n := {q} – drobnaØ qast~ qisla q.

Dokazatel~stvo. PoluqaetsØ vyqisleniem dlØ standartnoæ ploskoæ p-tesemki. □

Takim obrazom, pri vseh p, kratnyh n, vsØkaØ p-tesemka, postroennaØ na toqkah x_z zadannoæ r-posledovatel~nosti {x_z}, soderßit toqki c(^m_n r) kak toqki s opredelennym po qislu p mul~- tiindeksom. Teper~ my gotovy okonqatel~no dokazat~ osnovnu¸ teoremu v rassmatrivaemom sluqae.

Teorema 1.12. Pust~ c : (−∞, +∞) → X – geodeziqeskaØ vysxego

ranga v prostranstve X, soderßawaØ r-posledovatel~nost~ {x_z}. Togda ee metrika vosstanavlivaetsØ po diagonal~noæ trubke V .

Dokazatel~stvo. Kak uße otmeqeno, otnoxenie V opredelØet svoæstvo r-posledovatel~nosti {x_z} imet~ rang > 1. Bolee togo, V opredelØet mnoßestvo C, opredelennoe lemmoæ 1.1. Dalee, vsledstvie p. 1.1 po V vosstanavlivaetsØ rasweplenie C =

C^′ × c, a v silu lemmy 1.1 na c otnoxeniem V opredeleny vse

r-racional~nye toqki, t.e. toqki vida c(qr), gde q ∈ Q.

Pust~ qislo t irracional~no i {t_n, t^′_n}_{n∈}N– posledovatel~- nost~ ego racional~nyh priblißeniæ s nedostatkom i s izbytkom sootvetstvenno. Togda c(tr) = ∞⋂ n=1 B c((t0_n −1)r), r ∩^{∞⋂}_{n=1} B c((t_n +1)r), r,

i toqku c(tr) moßno naæti s pomow~¸ V . □

Budem govorit~, qto geodeziqeskaØ a (ili prinadleßawaØ eæ r-posledovatel~nost~ {x_z}) virtual~no imeet vysxiæ rang, esli suwestvuet geodeziqeskaØ b ranga > 1 i takaØ koneqnaØ posledovatel~nost~ geodeziqeskih a := a_0, a_1, . . . , a_n := b, qto pri vseh i = 1, n geodeziqeskie a_{i−1} i a_i asimptotiqny drug drugu v odnom iz napravleniæ. V qastnosti, geodeziqeskaØ ranga > 1 sama virtual~no imeet vysxiæ rang. Esli geodeziqeskaØ a ne ØvlØetsØ geodeziqeskoæ virtual~no vysxego ranga, to budem govorit~, qto dlØ nee samoæ i dlØ vsØkoæ opredelØ¸weæ ee r-posledovatel~nosti svoæstvo imet~ rang 1 ØvlØetsØ strogim, t.e. a strogo imeet rang 1.

16 P. D. ANDREEV

Sledstvie 1.13. Pust~ a – geodeziqeskaØ v X, virtual~no vysxe-

go ranga. Togda otnoxenie V odnoznaqno vosstanavlivaet metriku na a.

Dokazatel~stvo. DokazyvaetsØ povtornym primeneniem perenosa metriki s geodeziqeskoæ na asimptotiqesku¸ s neæ geodeziqesku¸ pri pomowi orisfer. □

§2. Geodeziqeskie ranga 1

2.1. Noßnicy. V dal~neæxem prostranstvo X – ffto CAT (0)- prostranstvo, ØvlØ¸weesØ G-prostranstvom Buzemana. V fftom sluqae prostranstvo X ØvlØetsØ rimanovym mnogoobraziem razmernosti n ⩾ 1 s nepreryvnym otnositel~no distancionnyh koordinat metriqeskim tenzorom. �ksponencial~noe otobraßenie v l¸boæ toqke prostranstva X ØvlØetsØ gomeomorfizmom, i vse metriqeskie sfery v X gomeomorfny standartnym sferam S^{n−1}.

Budem govorit~, qto 4 polnyh geodeziqeskih a, b, c, d : (−∞,

+∞) → X obrazu¸t noßnicy s centrom x ∈ X, esli:

Noßnicy ha, b, c, d; xi. • a(−∞) = b(−∞), a(+∞) = c(+∞), c(−∞) = d(−∞), b(+∞) = d(+∞) i • b ∩ c = {x}. Taku¸ konfiguraci¸ budem oboznaqat~ ⟨a, b, c, d; x⟩ (sm. ris.

2). V ukazannyh oboznaqeniØh geodeziqeskie a i d budem nazyvat~ osnovaniØmi noßnic. Pri fftom, odnu iz nih, naprimer a, budem vydelØt~ kak nißnee osnovanie. V napisanii ⟨a, b, c, d; x⟩ nißnee osnovanie stavitsØ na pervoe mesto. V obwem sluqae odno ili oba osnovaniØ mogut takße prohodit~ qerez centr noßnic, no esli X imeet svoæstvo nenaleganiØ geodeziqeskih, ffto iskl¸qeno.

VOSSTANOVLENIE METRIKI CAT (0)–PROSTRANSTVA 17

Zametim, qto noßnicy opredelØ¸tsØ vyborom ih nißnego osnovaniØ a i centra x, voobwe govorØ, neodnoznaqno, no s toqnost~¸ do parallel~nosti verhnih osnovaniæ: dlØ noßnic

⟨a, b, c, d_1, x⟩ i ⟨a, b, c, d_2, x⟩ geodeziqeskie d_1 i d_2 parallel~ny. Od-

nako v sluqae, kogda a strogo imeet rang 1, ffto vleqet odnoznaqnu¸ opredelennost~ noßnic po nißnemu osnovani¸ a i centru x. Osnovnoe preimuwestvo, kotoroe da¸t noßnicy, zakl¸qaetsØ v preobrazovanii sdviga T , kotoroe oni poroßda¸t na nißnem osnovanii. Opixem ego podrobno. Pust~ R_{ac} – otobraßenie geodeziqeskoæ a na geodeziqesku¸ c, poroßdennoe funkcieæ Buzemana b_{a(+∞), x}: vsØkaØ toqka m ∈ a perehodit v edinstvennu¸ toqku m^′ = R_{ac}(m) ∈ c, dlØ kotoroæ b_{a(+∞), x}(m^′) = b_{a(+∞), x}(m). Analogiqno opredelØ¸tsØ otobraßeniØ R_{cd}, R_{db} i R_{ba} kak otobraßeniØ, sohranØ¸wie na sootvetstvu¸wih prØmyh funkcii Buzemana b_{d(+∞), x}, b_{d(−∞), x} i b_{a(−∞), x}, sootvetstvenno. Sdvig T est~ kompoziciØ T := R_{ba} ∘ R_{db} ∘ R_{cd} ∘ R_{ac} : a → a. Poskol~ku vse otobraßeniØ, uqastvu¸wie v opredelenii sdviga T , ØvlØ¸tsØ izometriqeskimi otobraßeniØmi, to T – izometriØ geodeziqeskoæ a, sohranØ¸waØ ee napravlenie. Veliqina sdviga T , t.e. raznost~ b_{a(−∞), x}(T (m)) − b_{a(−∞), x}(m), ne zavisit ot vybora toqki m ∈ a. Budem oboznaqat~ fftu veliqinu δT .

�ta veliqina δT dopuskaet i inu¸ interpretaci¸. Pust~ b_{a−},

b_{a+}, b_{d−} i b_{d+} – qetyre funkcii Buzemana, takie, qto suwestvu¸t

toqki p ∈ a i q ∈ d s b_{a−}(p) = b_{a+}(p) = b_{d−}(q) = b_{d+}(q) = 0.

Teorema 2.1.

δT = b_{a−}(x) + b_{a+}(x) + b_{d−}(x) + b_{d+}(x) > 0, (2.2)

gde x – centr noßnic ⟨a, b, c, d; x⟩, opredelØ¸wih sdvig T .

Dokazatel~stvo. Zametim, vo-pervyh, qto summy ba−(x) + ba+(x) i b_{d−}(x) + b_{d+}(x) ne zavisØt ot vybora toqek p ∈ a i q ∈ d, tak kak, skaßem, pri perehode ot toqki p k toqke p^′ ∈ a funkcii b_{a−} i b_{a+} menØ¸tsØ, sootvetstvenno, na konstanty, ravnye b_{a−}(p^′) i

b_{a+}(p^′), priqem b_{a−}(p^′) = −b_{a+}(p^′). Imeem: δT = t^′ − t,

18 P. D. ANDREEV gde a(t^′) = T (a(t)). Zametim, qto esli d(s) = R_{cd} ∘ R_{ac}(a(0)), to i pri vseh t ∈ R d(s + t) = R_{cd} ∘ R_{ac}(a(t)). Analogiqno, esli a(t) = R_{ba} ∘ R_{db}(d(0)), to i dlØ vseh s ∈ R a(t + s) = R_{ba} ∘ R_{db}(d(s)). Pust~ p := a(0) = R^{−1}_{ac} (x) i q := d(0) = R^{−1}_{db} (x). Togda

b_{a+}(x) = b_{a+}(p) = b_{d+}(x) = b_{d+}(q) = 0 i T (p) = R_{ba} ∘ R_{db} ∘ R_{cd}(x) = R_{ba} ∘ R_{db}(d(s)), gde s := b_{d−}(x). Dalee, imeem: T (p) = a(b_{d−}(x) + t), gde t := b_{a−}(x). Takim obrazom, sdvig toqki p ∈ a, a sledovatel~- no i vsØkoæ toqki geodeziqeskoæ a, raven

δT = b_{a−}(x) + b_{d−}(x) − 0 = b_{a−}(x) + b_{a+}(x) + b_{d−}(x) + b_{d+}(x).

Veliqina δT poloßitel~na, tak kak pereseqeniØ orixarov

hb (a(+∞), x) ∩ hb (a(−∞), x) i hb (d(+∞), x) ∩ hb (d(−∞), x)

ime¸t nepustye vnutrennosti, otkuda b_{a−}(x) > 0 i b_{d−}(x) > 0. □

2.2. GeometriØ ideal~noæ granicy CAT (0)-prostranstva. Pust~ a : R → X – polnaØ geodeziqeskaØ ranga 1 v X. Pust~

Z ⊂ X – mnoßestvo teh toqek x ∈ X, kotorye ØvlØ¸tsØ centrami

noßnic s nißnim osnovaniem a. Togda sdvigi vdol~ a, poroßdaemye noßnicami s centrami v Z, zada¸t funkci¸

δ : Z → R_+δ(x) = δT_x,

gde T_x – preobrazovanie sdviga geodeziqeskoæ a, poroßdennoe noßnicami s centrom x. FunkciØ δ(x) udovletvorØet uslovi¸ (2.2). Naxa sledu¸waØ cel~ – pokazat~, qto Z ≠ ?. (Sm. teoremu 2.8.)

VOSSTANOVLENIE METRIKI CAT (0)–PROSTRANSTVA 19

DlØ fftogo nam ponadobØtsØ nekotorye svedeniØ iz geometrii ideal~noæ granicy ∂_∞X prostranstva X. Po uslovi¸ prostranstvo X imeet svoæstvo nenaleganiØ geodeziqeskih, pofftomu koniqeskaØ topologiØ v ∂_∞X opredelØetsØ topologieæ ego proizvol~noæ sfery. V qastnosti, dlØ proizvol~noæ toqki y_0 ∈ X, ideal~noæ toqki ξ ∈ ∂_∞X i proizvol~nogo qisla t > 0 semeæstvo mnoßestv B_{y0, ξ, t} := {U_δ(y_0, ξ) | δ > 0, ξ ∈ ∂_∞X} (2.3) obrazuet bazu okrestnosteæ toqki ξ v koniqeskoæ topologii na

∂_∞X. Zdes~ U_δ(y_0, ξ) := {η ∈ ∂_∞X | |c(t)d(t)| < δ}, i c, d : [0, +∞) → X – geodeziqeskie luqi, vyhodØwie iz y_0 v napravlenii toqek ξ, η ∈ ∂_∞X sootvetstvenno.

Pomimo koniqeskoæ topologii ideal~naØ granica prostranstva X obladaet takße topologieæ, kotoraØ induciruetsØ na

∂_∞X tak nazyvaemoæ uglovoæ metrikoæ. DlØ ξ, η ∈ ∂_∞X uglovaØ

metrika opredelØetsØ ravenstvom ∠(ξ, η) := sup{∠_x(ξ, η) | x ∈ X}. VnutrennØØ metrika na ∂_∞X, poroßdennaØ uglovoæ metrikoæ, nazyvaetsØ metrikoæ Titsa. Ona oboznaqaetsØ Td . UglovaØ metrika i metrika Titsa na ∂_∞X ffkvivalentny (t.e. induciru¸t na ∂_∞X odnu i tu ße topologi¸). DlØ ideal~noæ granicy X s metrikoæ Titsa na neæ budem ispol~zovat~ oboznaqenie ∂_T X. Predloßenie 2.4 [5, predloßenie 9.5]. UglovaØ metrika kak

funkciØ (ξ, η) → ∠(ξ, η) polunepreryvna snizu otnositel~no koniqeskoæ topologii. Inaqe govorØ, dlØ vsØkogo ε > 0 naædutsØ takie okrestnosti U toqki ξ i V toqki η, qto dlØ l¸byh ξ^′ ∈ U i η^′ ∈ V vypolnØetsØ neravenstvo ∠(ξ^′, η^′) > ∠(ξ, η) − ε. Kak sledstvie, metrika Titsa takße polunepreryvna snizu otnositel~no koniqeskoæ topologii.

Predloßenie 2.5 [5, predloßenie 9.21]. Pust~ X – koneqno kom-

paktnoe CAT (0)-prostranstvo i pust~ ξ_0, ξ_1 ∈ ∂_∞X – dve razliqnye toqki.

20 P. D. ANDREEV

1. Esli Td (ξ_0, ξ_1) > π, to suwestvuet geodeziqeskaØ c : R → X s

c(+∞) = ξ_0 i c(−∞) = ξ_1;

2. esli ne suwestvuet geodeziqeskoæ c : R → X s c(+∞) = ξ_0 i

c(−∞) = ξ_1, to Td (ξ_0, ξ_1) = ∠(ξ_0, ξ_1) i ξ_0 i ξ_1 soedinØ¸tsØ v ∂_T X geodeziqeskim segmentom;

3. esli c : R → X – geodeziqeskaØ, to Td (c(−∞), c(+∞)) ⩾ π, i ravenstvo dostigaetsØ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda c ograniqivaet izometriqeski vloßennu¸ v X evklidovu poluploskost~;

4. esli diam(∂_T X) = π, to vsØkaØ geodeziqeskaØ liniØ v X ograniqivaet izometriqeski vloßennu¸ evklidovu poluploskost~.

2.3. Suwestvovanie noßnic.

Lemma 2.6. Pust~ a : R → X – geodeziqeskaØ ranga 1 v pro-

stranstve X i x_0 ∈ a – proizvol~naØ toqka. Togda dlØ l¸boæ okrestnosti U^+ ⊂ ∂_∞X toqki a(+∞) suwestvuet okrestnost~ N (x_0) toqki x_0, udovletvorØ¸waØ sledu¸wemu uslovi¸: dlØ vsØkoæ x ∈ N (x_0), esli b : R → X – geodeziqeskaØ v X, priqem b(−∞) = a(−∞) i x ∈ b, to b(+∞) ∈ U^+.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto utverßdenie lemmy ne vypolnØetsØ, t.e. suwestvuet okrestnost~ U^+ toqki a(+∞), takaØ, qto v l¸bom otkrytom xare U(x_0, δ) naædetsØ toqka x_δ, dlØ kotoroæ geodeziqeskaØ b_δ ∋ x_δ, asimptotiqeskaØ s a v napravlenii

a(−∞), ne idet v napravlenii U^+: b(+∞) /∈ U^+. Budem sqitat~,

qto dlØ vsØkoæ takoæ geodeziqeskoæ b_δ imeem x_δ = b_δ(0). Pust~ takße x_0 := a(0) i y_0 := a(−1). Togda dlØ proizvol~nogo δ > 0 |y_0b_δ(−1)| < δ. Rassmotrim geodeziqesku¸ b_{δ/2} i luq b^0_{δ/2} := [y_0b_{δ/2}(+∞)⟩:

|x_0 b^0_{δ/2}(1)| ⩽ |x_0 b_{δ/2}(0)| + |b_{δ/2}(0)b^0_{δ/2}(1)| < δ 2 + δ 2 = δ, t.e. pri l¸bom δ > 0 ideal~naØ toqka b^0_{δ/2}(+∞) prinadleßit mnoßestvu U_δ (y_0, a(+∞)), no ne prinadleßit U^+. �to protivoreqit tomu, qto semeæstvo (2.3) obrazuet bazu okrestnosteæ ideal~noæ toqki a(+∞). □

VOSSTANOVLENIE METRIKI CAT (0)–PROSTRANSTVA 21

Lemma 2.7. Pust~ a – geodeziqeskaØ ranga 1 v prostranstve X.

Togda toqki a(−∞) i a(+∞), oblada¸t okrestnostØmi U^− i U^+, sootvetstvenno, takimi, qto vypolnØetsØ sledu¸wee svoæstvo:

Pust~ b, c : R → X – geodeziqeskie v X takie, qto • b(−∞) = a(−∞), • b(+∞) ∈ U^+, • c(−∞) ∈ U^− i • c(+∞) = a(+∞).

Togda Td (c(−∞), b(+∞)) > π.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto utverßdenie lemmy ne vypolnØetsØ, t.e. v l¸byh okrestnostØh U^− i U^+ toqek a(−∞) i a(+∞) naædutsØ toqki ξ ∈ U^− i η ∈ U^+, dlØ kotoryh

Td (ξ, η) ⩽ π. Togda po polunepreryvnosti snizu metriki Tit-

sa Td (a(−∞), a(+∞)) = π, i geodeziqeskaØ a ograniqivaet poluploskost~. Protivoreqie. □

Budem govorit~, qto toqka x /∈ a proektiruetsØ v toqku

x_0 ∈ a, esli x_0 – edinstvennaØ blißaæxaØ k x toqka geodezi-

qeskoæ a. Toqka x_0 v svo¸ oqered~ nazyvaetsØ proekcieæ toqki x. Uslovie na topologiqesku¸ razmernost~ TopDim(X) > 1 i geodeziqeskaØ polnota prostranstva X vlekut, qto dlØ kaßdoæ toqki x_0 ∈ a mnoßestvo π^{−1}_a (x_0) toqek X, proektiru¸wihsØ v x_0, – nepustoe zvezdnoe mnoßestvo. Zdes~ π_a : X → a – otobraßenie proektirovaniØ, sopostavlØ¸wee s kaßdoæ toqkoæ x ∈ X ee proekci¸ na a.

Teorema 2.8. Pust~ X – geodeziqeski polnoe CAT (0)-prostran-

stvo bez naleganiØ geodeziqeskih, pust~ TopDim(X) > 1, i a : (−∞, +∞) → X – geodeziqeskaØ ranga 1. Togda Z ≠ ?. Bolee togo, dlØ l¸boæ toqki x_0 ∈ a suwestvuet takaØ ee okrestnost~ N (x_0), qto vsØkaØ ee toqka x ∈ N (x_0) \ a, proektiru¸waØsØ v x_0, prinadleßit Z.

Dokazatel~stvo. Vyberem okrestnosti U^− i U^+ toqek a(−∞) i

a(+∞) sootvetstvenno, kak v lemme 2.7. DlØ nih v silu lemmy 2.6

suwestvu¸t okrestnosti N^−(x_0) i N^+(x_0) takie, qto vsØkaØ geodeziqeskaØ b, dlØ kotoroæ b(−∞) = a(−∞) i b(0) ∈ N^−(x_0) imeet poloßitel~nyæ konec b(+∞) ∈ U^+, a vsØkaØ geodeziqeskaØ c, dlØ

22 P. D. ANDREEV

kotoroæ c(+∞) = a(+∞) i c(0) ∈ N^−(x_0) imeet otricatel~nyæ konec c(−∞) ∈ U^−. Pust~

N (x_0) = N^+(x_0) ∩ N^−(x_0).

Togda dlØ proizvol~noæ toqki x ∈ N (x_0) i dlØ geodeziqeskih b i c takih, qto b(0) = c(0) = x i vypolneny usloviØ lemmy 2.7, spravedlivo neravenstvo Td (c(−∞), b(+∞)) > π. �to znaqit, qto toqki c(−∞) i b(+∞) moßno soedinit~ geodeziqeskoæ v X. □ 2.4. Nepreryvnost~ funkcii sdviga.

Teorema 2.9. Pust~ γ : (−∞, +∞) → X – geodeziqeskaØ stro-

go ranga 1, x /∈ γ – proizvol~naØ toqka v X i x_1 – ee proekciØ na γ. Togda dlØ l¸bogo ε > 0 toqki ξ = γ(+∞) i η = γ(−∞) ∈ ∂_∞X oblada¸t takimi okrestnostØmi U_+ i U_− sootvetstvenno, qto esli geodeziqeskaØ γ^′ udovletvorØet usloviØm γ^′(+∞) ∈ U_+ i γ^′(−∞) ∈ U_−, a x^′_1 ∈ γ^′ – proekciØ toqki x na γ^′, to |x_1x^′_1| < ε.

DlØ dokazatel~stva ponadobitsØ sledu¸wee prostoe tehniqeskoe utverßdenie.

Lemma 2.10. Pust~ d – geodeziqeskaØ v CAT (0)-prostranstve X,

x /∈ d i x^′ – proekciØ toqki x na d. Togda dlØ l¸boæ toqki y ∈ d | x^′y| ⩽ √ | xy|^2 − | xx^′|^2. Dokazatel~stvo. Predpoloßim protivnoe: pust~ | x^′y| > √ | xy|^2 − | xx^′|^2. Rassmotrim treugol~nik sravneniØ xx^′y dlØ tre-

ugol~nika xx^′y. V silu predpoloßeniØ ∠_x0 x y <^π_2 , i suwestvuet toqka m ∈ x^′y, dlØ kotoroæ | x m| < | x x^′|. Togda dlØ sootvetstvu- ¸weæ eæ toqki m ∈ △xx^′y vypolnena ocenka | xm| ⩽ | x m| < | xx^′|. Protivoreqie. □ Dokazatel~stvo teoremy 2.9. Pust~ γ : (−∞, +∞) → X – zadannaØ geodeziqeskaØ i σ > 0 – proizvol~noe qislo. DlØ toqki

ξ ∈ ∂_∞X poloßim

HS_ξ (t, ρ) : = hs (ξ, d(t)) ∩ B_{γ(t), ρ}.

Nam ponadobitsØ tot fakt, qto koniqeskaØ topologiØ ideal~noæ granicy proizvol~nogo CAT (0)-prostranstva X obladaet bazoæ iz mnoßestv vida U(ξ, x_0, K, δ) := {η ∈ ∂_∞X : | c(K)d(K)| < δ, c = [x_0, ξ⟩; d = [x_0, η⟩}.

VOSSTANOVLENIE METRIKI CAT (0)–PROSTRANSTVA 23

Vyberem proizvol~noe dostatoqno bol~xoe qislo K > 0. Naprimer, dostatoqno, qtoby dlØ K vypolnØlos~ sledu¸wee trebovanie:

esli y ∈ U_{γ(−K),σ}, to [yγ(+∞)⟩ ∩ HS_{γ(+∞)}(K,^σ_4 ) ≠ ?, i esli z ∈ U_{γ(K),σ} , to [zγ(−∞)⟩ ∩ HS_{γ(−∞)}(−K,^σ_4 ) ≠ ?.

�to trebovanie moßet byt~ vypolneno v silu usloviØ na rang geodeziqeskoæ γ.

Rassmotrim mnoßestva

U_{+∞}(K, σ) := { ξ ∈ ∂_∞X | ∀y ∈ B_{γ(−K), σ} : [yξ⟩ ∩ HS_+ ( K, σ 2 ) ≠ ?^} i U_{−∞}(K, σ) := { η ∈ ∂_∞X | ∀z ∈ B_{γ(K), σ} : [zη⟩ ∩ HS_− ( − K, σ 2 ) ≠ ?^},

– ffto mnoßestva teh beskoneqno udalennyh toqek, kotorye ØvlØ- ¸tsØ centrami proektirovaniæ na sootvetstvu¸wie orisfery, pri kotoryh xar B_{γ(−K), σ} otobraßaetsØ vnutr~ U_{γ(K),σ/2}, a

B γ(K), σ – vnutr~ xara Uγ(−K),σ/2. Mnoßestva U±∞(K, σ) nepusty,

tak kak γ(+∞) ∈ U_{+∞}(K, σ) i γ(−∞) ∈ U_{−∞}(K, σ). Bolee togo, toqki γ(±∞) ØvlØ¸tsØ dlØ mnoßestv U_{±∞}(K, σ) vnutrennimi toqkami, ffto sleduet iz opredeleniØ standartnoæ topologii na ∂_∞X i lokal~noæ kompaktnosti X.

Pust~ teper~ x /∈ γ – proizvol~naØ toqka, x_1 – ee proekciØ na γ, i ε > 0. My moßem takße sqitat~, qto ε < min{| x x_1|, 1}, tak kak vse rassmotreniØ dostatoqno provodit~ dlØ skol~ ugodno malyh ε. Poloßim

σ := ε^2 9| x x_1| . DlØ qisla K, opredelennogo opisannymi vyxe usloviØmi, oboznaqim qerez U_± ⊂ U_{±∞}(K, σ) okrestnosti toqek γ(±∞), soderßawiesØ sootvetstvenno v U_{±∞}(K, σ).

Podrobnee, dlØ proizvol~noæ toqki y ∈ B_{γ(−K),σ} pust~

U_{+, y} := U ( γ(+∞), y, 3K, σ 4 )

24 P. D. ANDREEV

i pust~ V_{+, y} := {z ∈ X | ∃ ξ ∈ U_{+, y} : z ∈ [y ξ⟩} – konus nad U_{+, y}. Togda mnoßestva V_{+, y} obrazu¸t otkrytoe pokrytie zamykaniØ HS_+(K, σ/2). Vyberem ego koneqnoe podpokrytie {V_{+,yi}}^N_{i=1}. Togda v kaqestve U_+ moßno vzØt~ pereseqenie

U_+ := N⋂ i=1 U_{+, y}i. Analogiqno stroitsØ okrestnost~ U_−. Po polunepreryvnosti snizu metriki Titsa moßno sqitat~, qto vsØkaØ geodeziqeskaØ

γ^′ s koncami v U_± imeet rang 1.

Pokaßem, qto okrestnosti U_± udovletvorØ¸t utverßdeni¸ teoremy: esli geodeziqeskaØ γ^′ takova, qto γ^′(±∞) ∈ U_±, a x^′_1 ∈

γ^′ – proekciØ toqki x na γ^′, to | x_1 x^′_1| < ε. DlØ fftogo snaqala

pokaßem, qto

γ^′ ∩ HS_+(K, σ 2 ) ≠ ? i γ^′ ∩ HS_−(−K, σ 2 ) ≠ ?.

Deæstvitel~no, pust~

π_+ : HS_−(−K, σ) → HS_+(K, σ 2 ) – proekciØ iz γ^′(+∞) i

π_− : HS_+(K, σ) → HS_−(−K, σ 2 ) – analogiqnaØ proekciØ iz γ^′(−∞). Togda v silu usloviØ na rang

γ^′, kompoziciØ

π_− ∘ π_+ : HS_−(−K, σ) → HS_−(−K, σ 2 ) – nepreryvnoe otobraßenie, ØvlØ¸weesØ operatorom sßatiØ na

HS_−(−K, σ). Iz kompaktnosti zamykaniØ HS_−(−K, σ/2) sleduet,

qto operator sßatiØ π_− ∘ π_+ imeet edinstvennu¸ nepodvißnu¸ toqku v HS_−(−K, σ/2). Pust~ ffta toqka z imeet obraz y = π_+(z). Togda y ∈ [z γ^′(+∞)⟩ i z ∈ [y γ^′(−∞)⟩, i ob¨edinenie luqeæ

[z γ^′(+∞)⟩ ∋ y i [y d^′(−∞⟩ ∋ z dast v toqnosti geodeziqesku¸ γ^′.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ocenim rasstoØnie | x^′_1 x_1|. Poskol~ku γ^′ prohodit qerez vnutrennie toqki xarov U(−K, σ)

VOSSTANOVLENIE METRIKI CAT (0)–PROSTRANSTVA 25

i U(K, σ), to suwestvuet toqka m ∈ γ^′, dlØ kotoroæ | m x1| < σ.

Teper~ imeem:

| x^′_1 x_1| ⩽ | x^′_1 m| + |m x_1| ⩽ √ | x m|^2 − | x x^′_1|^2 + σ. (2.11)

Dalee, dlØ toqki m v silu neravenstva treugol~nika | x m| < | x x_1| + σ, (2.12) a poskol~ku x_1 – blißaæxaØ k x toqka geodeziqeskoæ γ, a rasstoØnie ot x^′_1 do γ men~xe σ, to

| x x^′_1| > | x x_1| − σ. (2.13)

PodstavlØØ neravenstva (2.12) i (2.13) v (2.11), poluqaem

| x^′_1 x_1| < √ (| x x_1| + σ)^2 − (| x x_1| − σ)^2 + σ = 2 √ σ| x x_1| + σ = √ σ(2 √ | x x_1| + √ σ) < 3 √ σ| xx_1| = ε. □ Teorema 2.14. Pust~ X – geodeziqeski polnoe CAT (0)-prostran-

stvo bez naleganiØ geodeziqeskih, topologiqeskaØ razmernost~ kotorogo TopDim(X) > 1, a : (−∞, +∞) → X – geodeziqeskaØ strogo ranga 1. Togda funkciØ sdviga δ nepreryvna na mnoßestve Z, opredelsnnom v §2.

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva nepreryvnosti δ vospol~- zuemsØ ravenstvom (2.2). Pust~ toqka x opredelØet noßnicy

⟨a, b, c, d; x⟩. Zadadim proizvol~noe ε > 0. Togda, vo-pervyh, v si-

lu nepreryvnosti funkciæ Buzemana b_{a−} i b_{a+} suwestvuet takoe

σ_1, qto esli dlØ toqki x^′ ∈ X vypolnØetsØ neravenstvo | xx^′| < σ_1, to | b_{a+}(x^′) + b_{a−}(x^′) − b_{a+}(x) − b_{a−}(x)| < ε 2 . (2.15)

Vo-vtoryh, vospol~zovavxis~ teoremoæ 2.9, vyberem okrestnosti U_+ i U_− toqek d(+∞) i d(−∞) ∈ ∂_∞X tak, qtoby bylo vypolneno uslovie: esli geodeziqeskaØ d^′ takova, qto d^′(−∞) ∈ U_−,

d^′(+∞) ∈ U_+, to dlØ proekcii x_1 toqki x na d i proekcii x^′_1

toqki x na d^′ spravedlivo neravenstvo | x_1x^′_1| < ε/4. DlØ fftih okrestnosteæ suwestvuet takoe σ_2, qto esli toqka x^′ udovletvorØet usloviØm:

(a) luq [x^′y⟩, obratnyæ k luqu [x^′a(−∞)⟩, idet v napravlenii toqki d^′(+∞) ∈ U_+,

26 P. D. ANDREEV

(b) luq [x^′z⟩, obratnyæ k luqu [x^′a(+∞)⟩, idet v napravlenii toqki d^′(−∞) ∈ U_−, (v) d^′ : (−∞, +∞) → X – geodeziqeskaØ, soedinØ¸waØ toqki

d^′(−∞) i d^′(+∞), i

(g) esli | xx^′| < σ_2, to

| b_d 0_−(x^′) − b_{d−}(x)| < ε 4 i | b_d 0_+(x^′) − b_{d+}(x)| < ε 4 . Zdes~ b_d0_− i b_d0_+ – funkcii Buzemana, sootvetstvu¸wie toqkam d^′(−∞) i d^′(+∞), sootvetstvenno, i udovletvorØ¸wie uslovi¸ b_d0_−(x^′_1) = b_d0_+(x^′_1) = 0, a b_{d−}, b_{d+} – analogiqnye funkcii Buzemana dlØ geodeziqeskoæ d. V itoge dlØ σ := min{σ_1, σ_2} i dlØ vseh x^′ takih, qto | xx^′| < σ i vypolneny usloviØ (a), (b) i (v), imeem ocenku:

| b_d0_−(x^′) + b_d0_+(x^′) − b_{d−}(x) − b_{d+}(x)| ⩽ ε 2 . (2.16)

SopostavlØØ neravenstva (2.15) i (2.16) s opredeleniem (2.2), poluqaem uslovie nepreryvnosti funkcii δ. □

Teorema 2.17. Pust~ x0 ∈ a – proizvol~naØ toqka geodeziqeskoæ

a strogo ranga 1. Togda pri x → x_0 veliqina funkcii sdviga δ(x) stremitsØ k nul¸.

Dokazatel~stvo. Opredelim “zakrytye” noßnicy ⟨a, a, a, a; x0⟩ kak konfiguraci¸ iz qetyreh ffkzemplØrov geodeziqeskoæ a i centra x_0. DlØ nih, analogiqno predyduwemu, imeetsØ preobrazovanie sdviga T := id_a, dlØ kotorogo δT = 0, i funkciØ δ ostastsØ nepreryvnoæ, buduqi prodolßennoæ na Z ∪a ravenstvom

δ(x) := 0 dlØ x ∈ a. □

Sledu¸wee oqevidnoe sledstvie budet kl¸qevym v ostavxeæsØ qasti dokazatel~stva.

Sledstvie 2.18. Pust~ geodeziqeskaØ a udovletvorØet usloviØm

teoremy 2.8. Togda suwestvuet takoe Δ > 0, qto dlØ dlØ l¸bogo ε ∈ (0, Δ) suwestvu¸t noßnicy ⟨a, b, c, d, x⟩, sdvig T vdol~ kotoryh kotoryh imeet veliqinu δT = ε.

VOSSTANOVLENIE METRIKI CAT (0)–PROSTRANSTVA 27

2.5. Vosstanovlenie metriki geodeziqeskoæ strogo ranga 1. Cel~ nastoØwego punkta – pokazat~, qto metrika proizvol~noæ geodeziqeskoæ strogo ranga 1 vosstanavlivaetsØ po diagonal~- noæ trubke V .

Lemma 2.19. Pust~ x /∈ a. Togda otnoxenie V pozvolØet oprede-

lit~, prinadleßit li x mnoßestvu Z.

Dokazatel~stvo. x ∈ Z togda i tol~ko togda, kogda suwestvu¸t r-posledovatel~nosti {u_z}, {v_z} i {w_z}, dlØ kotoryh u_0 = v_0 = x i dlØ ih predel~nyh toqek v ∂_∞X vypolnØ¸tsØ ravenstva

u_{−∞} = x_{−∞}, v_{+∞} = x_{+∞}, w_{−∞} = v_{−∞} i w_{+∞} = u_{+∞}.

DlØ proizvol~nyh qetyreh r-posledovatel~nosteæ {x_z}, {u_z},

{v_z} i {w_z} otnoxenie V pozvolØet opredelit~, vypolnØ¸t-

sØ ukazannye sootnoxeniØ ili net. Esli takaØ qetverka rposledovatel~nosteæ suwestvuet, otnoxenie V pozvolØet vy- Øvit~ ee. □

Lemma 2.20. Otnoxenie V pozvolØet vosstanovit~ otnoxenie

prinadleßnosti toqek zadannoæ geodeziqeskoæ a ranga 1 i porØdok toqek na neæ.

Dokazatel~stvo. V sluqae geodeziqeskoæ ranga 1 parallel~- naØ ffkvivalentnost~ r-posledovatel~nosteæ sovpadaet s lineænoæ ffkvivalentnost~¸, opredelennoæ v [3]. Pofftomu vozmoßnost~ vosstanovleniØ prinadleßnosti sleduet iz togo, qto V opredelØet parallel~nu¸ ffkvivalentnost~. Posle fftogo otnoxenie porØdka vosstanavlivaetsØ analogiqno tomu, kak ffto sdelano v p. 1.1 dlØ gorizontal~nyh seqeniæ mnoßestva C.

Lemma 2.21. Pust~ zadany noßnicy ⟨a, b, c, d; x⟩. Togda dlØ l¸-

boæ toqki m ∈ a otnoxeniem V opredelena toqka T (m) ∈ a, gde T – preobrazovanie sdviga, opredelennoe imi.

Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ tem, qto orisfery opredelØ- ¸tsØ otnoxeniem V kak mnoßestva urovnØ funkciæ Buzemana. Takim obrazom, V opredelØet toqku m_1 := R_{ac}(m), kak

hs (a(+∞), m) ∩ c, toqku m_2 := R_{cd}(m_1), kak hs (d(−∞), m_1) ∩ d,

toqku m_3 := R_{db}(m_2) – kak hs (d(+∞), m_2) ∩ b i, nakonec, toqku

T (m) := m_4 := R_{ba}(m_3) – kak hs (a(−∞), m_3) ∩ a. □

28 P. D. ANDREEV

Lemma 2.22. Pust~ ⟨a, b, c, d; x⟩ – noßnicy s veliqinoæ sdviga

δT . Togda otnoxenie V pozvolØet opredelit~ veliqinu δT .

Dokazatel~stvo. Imeem: δT = r n d( x_0T^n(x_0) ) = lim_{n→+∞} r n d( x_0T^n(x_0) ) =

= lim n→+∞ r n [d( x_0T^n(x_0) )], (2.23)

gde [ t] – celaØ qast~ qisla t. Poskol~ku kaßdyæ qlen posledovatel~nosti a_n := [d( x_0T^n(x_0) )] opredelØetsØ otnoxeniem V , im opredelØetsØ i veliqina (2.23). □ Teper~ my gotovy dokazat~ sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 2.24. Metrika na geodeziqeskoæ a odnoznaqno opredelØ-

etsØ diagonal~noæ trubkoæ V prostranstva X.

Dokazatel~stvo. Pust~ Δ – konstanta, opredelennaØ sledstviem 2.18. DlØ l¸bogo p ∈ N, takogo, qto r/p < Δ, suwestvu¸t noßnicy ⟨a, b, c, d; x⟩, dlØ kotoryh funkciØ sdviga δT = r/p. V silu lemmy 2.22 otnoxenie V pozvolØet dlØ proizvol~nyh noßnic opredelit~, ravna li dlØ nih veliqina sdviga r/p, i vybrat~ noßnicy s ukazannoæ veliqinoæ sdviga. Tem samym diagonal~- naØ trubka V opredelØet na a vse toqki vida a(tr) pri t ∈ Q. DlØ t ∈ R \ Q vospol~zuemsØ tem, qto V opredelØet otnoxenie prinadleßnosti i porØdok toqek na a. □ Ob¨edinØØ teoremu 2.24 s teoremoæ 1.12, poluqaem okonqatel~noe dokazatel~stvo teoremy 3. Kak sledstvie – otvet i na vtoroæ vopros, postavlennyæ v [3]:

Teorema 2.24. Pust~ X – lokal~no-kompaktnoe, geodeziqeski pol-

noe CAT (0)-prostranstvo, ØvlØ¸weesØ G-prostranstvom Buzemana topologiqeskoæ razmernosti n > 1. Togda vsØkaØ biekciØ f : X → X prostranstva X na sebØ, takaØ qto kak pri f, tak i pri f^{−1}, zamknutye xary nekotorogo fiksirovannogo radiusa r perehodØt v xary togo ße radiusa r, est~ izometriØ X. □

Literatura

1. A. D. Aleksandrov, Ob otobraßeniØh, sohranØ¸wih kongruffntnost~.

— Dokl. AN SSSR 211 (1973), 1257–1260.

2. F. S. Beckman, D. A. Quarles, Jr., On isometries of Euclidean spaces. — Proc.

Amer. Math. Soc. 4 (1953), 810–815.

VOSSTANOVLENIE METRIKI CAT (0)–PROSTRANSTVA 29

3. V. N. Berestovskiĭ, Isometries in Aleksandrov spaces of curvature bounded above. — Illinois J. Math. 46 (2002), 645–656.

4. V. N. Berestovskiæ, Prostranstva Buzemana ograniqennoæ sverhu krivizny po Aleksandrovu. — Algebra i analiz 14, No. 5 (2002), 3–180.

5. M. Bridson, A. Haefliger, Metric spaces of nonpositive curvature, Grundlehren

Math. Wiss. 319, Springer-Verlag, Berlin (1999).

6. S. V. Buyalo, Lectures on spaces of curvature bounded above, Spring semester

1994/95 a.y. University of Illinois at Urbana-Champaign.

http://www.pdmi.ras.ru/¸buyalo/add.html.

7. M. V. Davis, B. Okun, and W. Zheng, Piecewise Euclidean structures and Eberlein’s Rigidity theorem in the singular case. — Geometry & Topology 3 (1999), 303–330.

8. A. V. Kuz~minyh Ob otobraßeniØh, sohranØ¸wih rasstoØnie 1. — Sib. mat. ß. 20 (1979), 597–602.

Andreev P. D. Recovering the metric of a CAT(0)-space by a diagonal tube.

Let (x, d) be a locally compact geodesically complete CAT(0)-space of topological dimension > 1. It is proved that if each geodesic segment in X admits a unique continuation to a complete geodesic, then the metric d is recovered by the diagonal tube V ⊂ X × X corresponding to an arbitrary r > 0. This partly generalizes V. N. Berestovskii’s results on A. D. Aleksandrov spaces of negative curvature.

Postupilo 25 sentØbrØ 2003 g. Pomorskiæ gosudarstvennyæ universitet, g. Arhangel~sk E-mail: andreev@math.pomorsu.ru