Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 298, 2003 g.

E. ı. Xmileva VERO˚TNOSTI MALYH XAROV CENTRIROVANNOGO PUASSONOVSKOGO PROCESSA VYSOKO` INTENSIVNOSTI

1. Vvedenie

Rassmotrim centrirovannyæ i normirovannyæ puassonovskiæ process intensivnosti ρ

Y_ρ(t) = Π(ρt) − ρt √ ρ , t ∈ [0, 1]. Zdes~ Π(·) oboznaqaet standartnyæ puassonovskiæ process, opredelennyæ na veroØtnostnom prostranstve (Ω, F, P).

My budem izuqat~ veroØtnosti popadaniØ traektoriæ processa Y_ρ v malye xary s udalØ¸wimsØ centrom, govorØ konkretnee, veroØtnosti vida P{Y_ρ − λf ∈ rU} pri ρ → ∞, λ → ∞, r → 0. Zdes~ U oboznaqaet ediniqnyæ xar v ravnomernoæ norme, t.e.

U = {ψ ∈ D[0, 1] : sup_{s∈[0,1]} |ψ(s)| ≤ 1},

a funkciØ sdviga f beretsØ iz^∘W^1_2 ([0, 1]) – podmnoßestva absol¸tno nepreryvnyh funkciæ (AC[0, 1]), opredelØemogo sledu¸- wim obrazom: ∘ W^1_2 ([0, 1]) = {φ ∈ AC[0, 1] : φ^′ ∈ L^2([0, 1]), φ(0) = 0}.

VeroØtnosti malyh ukloneniæ horoxo izuqeny dlØ vinerovskogo processa (sm. K. L. Qßun [13], A. de Akosta [8], K. Grill [16]).

Rabota vypolnena pri podderßke granta RFFI No. 02-01-00265 i granta NX-2258.2003.1. 280

VERO˚TNOSTI MALYH XAROV 281 Pervoæ stoit upomØnut~ stavxu¸ uße klassiqeskoæ formulu Qßuna, da¸wu¸ asimptotiku dlØ veroØtnosteæ nesmewennyh xarov vinerovskogo processa W:

P{W ∈ rU} = exp { −(1 + o(1)) π^2 8r^2 } pri r → 0. (1)

DlØ smewennyh malyh xarov vinerovskogo processa naibolee obwie rezul~taty byli poluqeny K. Grillom. Preßde qem sformulirovat~ rezul~tat Grilla, vvedem ponØtiØ ffnergii i ffkonomii ffnergii.

�nergieæ funkcii f iz^∘W^1_2 ([0, 1]) nazyvaetsØ kvadrat L^2-normy proizvodnoæ, t.e.

E(f) := |f|^2_E = 1∫ 0 f^′(t)^2 dt. (2)

�konomiØ ffnergii v xare s centrom v f i radiusa ε opredelØetsØ sledu¸weæ formuloæ:

Δ_f (ε) := E(f) − inf h∈ ffi_{W 12 : ‖h−f‖≤ε} E(h), (3) gde ‖. ‖ oznaqaet ravnomernu¸ normu. Ob ffkonomii ffnergii izvestno, qto Δ_f (ε) → 0 pri ε → 0.

DlØ parametrov r → 0, λ → ∞ spravedliva formula Grilla: P{W − λf ∈ rU} = exp { − λ^2 2 |f|^2_E − π^2 8r^2

(1 + o(1)) + R } . (4)

Ostatoqnyæ qlen R = R(r, λ, f) pomimo r i λ zavisit takße ot ffnergetiqeskih svoæstv funkcii f:

λ^2 2 Δ_f (δ r/λ) − δ(2 − δ) (1 − δ)^2 · π^2 8r^2

(1 + o(1)) ≤ R ≤ λ^2 2 Δ_f (r/λ). (5)

Zdes~ δ vybiraetsØ proizvol~no iz [0, 1), a o(1) zavisit tol~ko ot r.

Issledovanie veroØtnosteæ malyh ukloneniæ puassonovskogo processa naqalos~ so stat~i A. A. Mogul~skogo [6] (sm. takße A. A. Borovkov, A. A. Mogul~skiæ [2]). V fftoæ rabote issledovany

282 E. ı. XMILEVA veroØtnosti dlØ nesmewennyh malyh xarov. Osnovnoæ rezul~tat sostoit v tom, qto esli predpoloßit~, qto r → 0, ρ r^2 → ∞, to

P{Y_ρ ∈ rU} = exp { −(1 + o(1)) π^2 8r^2 } . (6)

Otmetim, qto ocenka v formule Qßuna (1) i ocenka v formule Mogul~skogo (6) sovpada¸t. �to estestvenno bylo oßidat~, t.k. process Y_ρ v nekotorom rode blizok processu W (Y_ρ shoditsØ po raspredeleni¸ k W) pri ρ → ∞ (sm. podrobnee, naprimer, P. Billingsli [10]).

V nedavneæ rabote P. Deovel~sa i M. A. Lifxica [3] izuqeny veroØtnosti popadaniØ puassonovskogo processa v smewennye malye xary. Odnako byl rassmotren lix~ qastnyæ sluqaæ toæ situacii, kotoraØ issledovana v fftoæ stat~e. Rezul~taty raboty Deovel~sa i Lifxica ograniqeny sluqaem, kogda centr xara udalØetsØ so skorost~¸, obratno-proporcional~noæ skorosti umen~xeniØ radiusa (r = c/λ, c > 0).

Optimal~naØ oblast~ parametrov v rezul~tate Deovel~sa, Lifxica imeet sloßnyæ vid. Neskol~ko suziv fftu oblast~, rezul~tat moßno sformulirovat~ v sledu¸wem vide: P { Y_ρ − λf ∈ c λ U } = exp { − λ^2 2 ( π^2 4c^2

+ |f|^2_E + o(1) )} , (7)

kogda λ → ∞, ρ (log λ)^2/λ^6 → ∞.

Rezul~taty, poluqennye v dannoæ rabote (sm. teoremu 2), polnost~¸ soglasu¸tsØ s formuloæ (7) i obobwa¸t ee na sluqaæ proizvol~nogo sootnoxeniØ parametrov r i λ.

Netrudno videt~, qto ocenka (7) opØt~ ße sovpadaet s ocenkoæ (4) dlØ vinerovskogo processa pri r = c/λ, c > 0.

ZabegaØ vpered, otmetim, qto ffta situaciØ otqasti povtorØetsØ i v obwem sluqae, izuqennom v fftoæ rabote. A imenno, kogda na intensivnost~ ρ puassonovskogo processa naloßeny sil~nye ograniqeniØ (intensivnost~ uveliqivaetsØ dostatoqno bystro otnositel~no drugih parametrov), ocenka imeet takoæ ße vid, kak i v formule (4) dlØ vinerovskogo processa. V to ße vremØ v naibolee interesnoæ “pograniqnoæ” zone intensivnosti asimptotiki otliqa¸tsØ.

Nax interes k takogo roda ocenkam obuslovlen takße vaßnymi statistiqeskimi priloßeniØmi. Kak horoxo izvestno, puas-

VERO˚TNOSTI MALYH XAROV 283 sonovskiæ process pri opredelennyh usloviØh sovpadaet po raspredeleni¸ s ffmpiriqeskim processom. �to obstoØtel~stvo i ocenka veroØtnosti P{Y_ρ − λf ∈ rU} ispol~zovalis~ v rabotah P. Deovel~sa [14] i F. Berte [10, 11] pri dokazatel~stve funkcional~nogo zakona povtornogo logarifma (zakona Xtrassena) dlØ hvostovogo ffmpiriqeskogo processa. PoluqennaØ v fftoæ rabote formula pozvolØet obobwit~ ih rezul~taty. �to budet sdelano v posledu¸wih publikaciØh.

2. Osnovnye rezul~taty

V fftom razdele my privedem ocenki veroØtnosti malyh ukloneniæ puassonovskogo processa, poluqennye dvumØ raznymi sposobami: standartnym metodom Komloxa–Maæora–Tuxnadi (KMT) i novym metodom, ispol~zu¸wim formulu Skorohoda dlØ vzaimnoæ plotnosti raspredeleniæ processov Levi. Dalee my sravnim ffti rezul~taty.

Ocenku veroØtnosti dlØ malyh xarov puassonovskogo processa dostatoqno prosto poluqit~ iz formuly Grilla (4). DlØ fftogo moßno ne vdavat~sØ v detali samogo ocenivaemogo vyraßeniØ, a prosto, sleduØ podhodu raboty P. Deovel~sa [14], vospol~- zovat~sØ blizost~¸ processov Y_ρ i W (sil~nyæ princip invariantnosti KMT). V rezul~tate fftogo asimptotika poluqaetsØ takaØ ße kak v fromule (4) dlØ vinerovskogo processa:

Teorema 1. DlØ f ∈^∘W^1_2 ([0, 1]) pri 1. λ → ∞, ρ → ∞, r/λ → 0, 2. r^3 √ρ → ∞,

3. ρ^{1/2} r λ^{−2} → ∞ vypolneno

P{Y_ρ − λf ∈ rU} = exp { − λ^2 2 |f|^2_E − π^2 8r^2

(1 + o(1)) + R } , (8)

gde R = R(r, λ, f) udovletvorØet neravenstvam

λ^2 2 Δ_f (δ r/λ)(1 + o(1)) − δ(2 − δ) (1 − δ)^2 · π^2 8r^2

(1 + o(1))

≤ R ≤ λ^2 2 Δ_f (r/λ)(1 + o(1)),

284 E. ı. XMILEVA

zdes~ δ vybiraetsØ proizvol~no iz [0, 1).

Dokazatel~stvo fftoæ teoremy polnost~¸ osnovano na neravenstve KMT (sm. podrobnee [17, 18]), kotoroe primenitel~no k puassonovskomu processu Y_ρ zapisyvaetsØ sledu¸wim obrazom.

Fakt 1. Suwestvu¸t konstanty c1, c2, c3 > 0 takie, qto P { ||Y_ρ − W|| ≥ c_1 log ρ + x √ ρ } ≤ c_2 exp{−c_3x}

pri vseh ρ ≥ 1, x ∈ R^+.

Teorema 1 opisyvaet povedenie veroØtnosteæ P{Y_ρ − λf ∈ rU} lix~ v naibolee prostom sluqae: esli intensivnost~ processa ρ uveliqivaetsØ “dostatoqno bystro” v sravnenii s parametrami λ i 1/r. A imenno, usloviØ teoremy ρ ≫ λ^4/r^2, ρ ≫ 1/r^6 ves~ma suwestvenny pri dokazatel~stve i ne mogut byt~ oslableny. Bez fftih ograniqeniæ nikakaØ approksimaciØ veroØtnosteæ malyh xarov ne moßet byt~ poluqena metodom KMT.

Pri takom podhode za kadrom ostaetsØ povedenie veroØtnosteæ v oblasti men~xeæ intensivnosti. Bolee sloßnyæ metod pozvolØet naæti polnoe rexenie. On neposredstvenno izuqaet strukturu ocenivaemogo vyraßeniØ, ne opiraØs~ na analogiqnyæ rezul~tat dlØ vinerovskogo processa.

V fftoæ stat~e my ograniqimsØ lix~ sluqaem, kogda funkcii smeweniØ ime¸t ograniqennu¸ variaci¸ proizvodnoæ. Sluqaæ funkciæ beskoneqnoæ variacii proizvodnoæ trebuet dopolnitel~noæ approksimacionnoæ procedury.

Teorema 2. Pust~ f – funkciØ iz^∘W^1_2 ([0, 1]), dlØ kotoroæ suwe-

stvuet takaØ versiØ proizvodnoæ, qto Varf^′ < +∞.

Predpoloßim, qto: 1. λ → ∞, ρ → ∞, r/λ → 0, 2. ρ r^2 → ∞, 3. ρ/λ^2 → ∞.

Togda veroØtnost~ popadaniØ processa Y_ρ v xar radiusa r s centrom v λ f moßno ocenit~ sledu¸wim obrazom: P{Y_ρ − λf ∈ rU} ≤ exp { − λ^2 2 |f|^2_E − π^2 8r^2

(1 + o(1))+

VERO˚TNOSTI MALYH XAROV 285

+λr (|f^′(1)| + Varf^′) (1 + o(1)) + λ^3 6 ρ^{1/2}

(θ_f + o(1)) } , (9) P{Y_ρ − λf ∈ rU} ≥ exp { − λ^2 2 |f|^2_E − π^2 8r^2(1 − δ)^2

(1 + o(1))+

λr(2δ − 1) (|f^′(1)| + Varf^′) (1 + o(1)) + λ^3 6 ρ^{1/2}

(θ_f + o(1)) } . (10)

Zdes~ δ proizvol~noe qislo iz intervala [0, 1), a θ_f =

∫_1 0 f^{′3}(t) dt.

Kommentarii k teoremam 1 i 2:

1) Zametim, qto v obeih teoremah vmesto usloviØ r → 0 ispol~zuetsØ r/λ → 0, kotoroe pomimo malyh radiusov dopuskaet sluqaæ radiusov, uveliqiva¸wihsØ medlennee λ. �to ne osobenno suwestvennoe dopolnenie v smysle ocenivaniØ veroØtnosti

P{Y_ρ − λf ∈ rU}, no fftot sluqaæ budet vaßen pri dokazatel~stve

zakona Xtrassena. Osnovnoe vnimanie v fftoæ stat~e sosredotoqeno v oblasti parametrov r → 0, r ≥ c/λ, c > 0.

2) Sravnim rezul~taty teorem 1 i 2. Nesloßno ubedit~sØ, qto usloviØ ρ ≫ 1/r^2, ρ ≫ λ^2 teoremy 2 znaqitel~no slabee usloviæ

ρ ≫ λ^4/r^2, ρ ≫ 1/r^6 teoremy 1.

Proill¸striruem ffto risunkom 1, na kotorom prinØty sledu¸wie oboznaqeniØ:

• parametr p – ffto parametr, kotoryæ pokazyvaet rost intensivnosti ρ v sravnenii s uveliqeniem λ, on opredelen sootnoxeniem ρ = λ^p;

• parametr z ustanavlivaet sootvetstvie meßdu ubyvaniem radiusa r i skorost~¸ udaleniØ centra xara λ sledu¸wim obrazom r = λ^{−z} .

˚sno, qto, predpolagaØ lix~ stepennu¸ zavisimost~ meßdu parametrami, my upuskaem nekotorye detali, no dlØ ill¸stracii rezul~tatov fftogo dostatoqno.

OgraniqeniØ na izmenenie intensivnosti v teoreme 2 gorazdo slabee ograniqeniæ teoremy 1 i oblast~, v kotoroæ my moßem kontrolirovat~ povedenie veroØtnosteæ, xire.

Bolee togo, moßno utverßdat~, qto za predelami fftoæ oblasti approksimaci¸ vida (9), (10) poluqit~ nevozmoßno, t.k. suwestvu¸t “pustye” xary. A imenno, esli ρ = O(λ^2), to suwestvuet funkciØ f : Varf^′ < ∞, dlØ kotoroæ vypolneno P{Y_ρ − λf ∈ rU} =

286 E. ı. XMILEVA

Ris. 1. Oblast~ deæstviØ novogo metoda (sluqaæ funkciæ f : Varf 0 <

+1) i oblast~ deæstviØ KMT. OboznaqeniØ: ρ = λ^p, r = λ^{�z}.

0. Qtoby v fftom ubedit~sØ, dostatoqno rassmotret~ xar s centrom v f(t) = −c t (qislo c vybiraetsØ bol~xim, qem √ρ/λ).

K tomu ße, moßno utverßdat~, qto pri ρr^2 = o(1) vopros o kakoæ-libo asimptotike pri l¸boæ funkcii smeweniØ voobwe ne imeet smysla, t.k. v fftom sluqae skaqki normirovannogo puassonovskogo processa stanovØtsØ bol~xe radiusa xara, i sootvetstvu¸waØ veroØtnost~ obrawaetsØ v nol~.

3) PoØsnim vzaimosvØz~ poluqennyh rezul~tatov s formuloæ (4) dlØ vinerovskogo processa.

Kak uße otmeqalos~, ocenka, poluqenaØ v teoreme 1, sovpadaet s ocenkoæ v formule Grilla (4).

Asimptotiqeskoe vyraßenie, poluqennoe v teoreme 2 ustoroeno sloßnee. Qtoby sravnit~ ffto vyraßenie s ocenkoæ Grilla (4), perepixem rezul~tat v bolee udobnom vide.

PrinimaØ vo vnimanie to, qto dlØ funkcii s proizvodnoæ ograniqennoæ variacii ffkonomiØ ffnergii imeet vid (sm. [16])

Δ_f (ε) = 2ε(|f^′(1)| + Varf^′) + o(ε), (11)

moßem perepisat~ ocenki (9), (10) tak: P{Y_ρ − λf ∈ rU} = exp { − λ^2 2 |f|^2_E − π^2 8r^2

(1 + o(1)) + +R + R^∗ + λ^3 6ρ^{1/2}

(θ_f + o(1)) } , (12)

VERO˚TNOSTI MALYH XAROV 287 gde R = R(r, λ, ρ) takoe, qto

λ^2 2 Δ_f (δ r/λ) − δ(2 − δ) (1 − δ)^2 · π^2 8r^2

(1 + o(1)) ≤ R ≤ λ^2 4 Δ_f (r/λ), a dlØ R^∗ = R^∗(r, λ, ρ) vypolneno − 1 − δ δ · λ^2 2 Δ_f (δ r/λ)(1 + o(1)) ≤ R^∗ ≤ λ^2 4 Δ_f (r/λ)(1 + o(1)),

δ zdes~, kak i preßde, prinadleßit intervalu [0, 1).

Vidno, qto v sravnenii s vinerovskim sluqaem (4) diapazon znaqeniæ ostatoqnogo qlena R + R^∗ neskol~ko izmenilsØ, krome togo, v asimptotike poØvilos~ dopolnitel~noe slagaemoe 1 6 λ^3ρ^{−1/2}

∫_1 0 f^{′3}(t) dt.

�to dopolnitel~noe slagaemoe ves~ma znaqimo. Ono delaet povedenie veroØtnosteæ malyh xarov otliqnym ot vinerovskogo v toæ zone parametrov, gde ono bol~xe drugih vtorostepennyh qlenov asimptotiki, a imenno, v zone parametrov λ^3ρ^{−1/2} ≫ 1/r^2,

λ^3ρ^{−1/2} ≫ λr. Esli kakoe-to iz fftih usloviæ ne vypolneno, to

dopolnitel~noe slagaemoe popadet v ostatok, i asimptotika sovpadet s vinerovskoæ.

Vse ffto moßno proill¸strirovat~ risunkom 2.

Ris. 2. Oblast~ tipiqno puassonovskoæ asimptotiki. Sluqaæ f :

Varf 0 < +1. OboznaqeniØ: ρ = λp, r = λ�z.

4) Metod KMT universalen v tom smysle, qto obespeqivaet approksimaci¸ (8) dlØ l¸boæ funkcii smeweniØ f iz^∘W^1_2 ([0, 1]).

288 E. ı. XMILEVA

Na samom dele, moßno utverßdat~, qto dlØ takogo xirokogo klassa funkciæ v osobo interesu¸weæ nas zone r ≥ c/λ,

c > 0 oblast~, v kotoroæ vypolnena approksimaciØ vida (8)

(ili ße (12)) suwestvenno uveliqit~ nel~zØ. V fftoæ zone budut poØvlØt~sØ “pustye” xary. A imenno, spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Utverßdenie 1. DlØ l¸bogo malogo ε > 0 suwestvuet takaØ

funkciØ f ∈^∘W^1_2 ([0, 1]), qto pri λ → ∞, ρ → ∞, r/λ → 0, ρ ≪ λ^{4−ε}/r^{2−ε} vypolneno P{Y_ρ − λf ∈ rU} = 0. Dokazatel~stvo. Rassmotrim funkcii fγ (t) = −t^{1/2+γ} , prinad-

leßawie^∘W^1_2 ([0, 1]) pri l¸bom γ > 0. Pokaßem, qto pri intensivnosti niße nekotoroæ zavisØweæ ot γ granicy process Y_ρ c veroØtnost~¸ 1 budet nahodit~sØ vne udalØ¸wegosØ xara s centrom v f_γ (t).

DlØ fftogo dostatoqno ubedit~sØ v tom, qto na intervale (0, 1) suwestvuet takoe t = t(r, ρ), qto P{Y_ρ(t) < λf_γ (t) + r} = 0 pri dostatoqno bol~xih λ, ρ, λ/r.

My znaem, qto Y_ρ ≥ −√ρ t s veroØtnost~¸ 1, pofftomu dlØ naxeæ celi dostatoqno dokazat~ neravenstvo −√ρ t > λ f_γ (t) + r, vypolnØ¸weesØ pri kakom-libo t i pri dostatoqno bol~xih λ, ρ, λ/r. Pust~ t = rρ^{−1/2}, togda neravenstvo prinimaet vid 2r < λ ( r √ ρ )_{γ+1/2}

ili ße

ρ < (1/2)^{4/(1+2γ)} λ^{4−8γ/(1+2γ)} r^{2−8γ/(1+2γ)} . (13)

DlØ l¸bogo malogo ε > 0 moßno podobrat~ takoe γ, qto ε =

8γ/(1 + 2γ). A znaqit iz predpolagaemogo v utverßdenii usloviØ

sleduet neravenstvo (13) i zakl¸qenie v celom. �

Iz utverßdeniØ 1 moßno sdelat~ vyvod ob optimal~nosti (v opredelennom smysle) rezul~tatov primeneniØ metoda KMT k

VERO˚TNOSTI MALYH XAROV 289 naxeæ zadaqe. Qtoby poØsnit~ ffto, udobnee snova predpoloßit~ stepennu¸ zavisimost~ menØ¸wihsØ parametrov: ρ = λ^p, r =

λ^{−z}, p > 0, z > −1. Teper~ uslovi¸ ρ ≪ λ^{4−ε}/r^{2−ε} moßno so-

postavit~ oblast~ D_ε = {p : p < (4 − ε) + z(2 − ε)} na ploskosti. V utverßdenii 1 ustanovleno, qto dlØ skorosti izmeneniØ intensivnosti ρ, iz kakoæ by oblasti D_ε my ee ni vzØli, suwestvuet “pustoæ” xar (approksimaciØ (12) ne verna). Ots¸da stanovitsØ ponØtnym, qto oblast~ {p : p > 4 + 2z}, v kotoroæ approksimaciØ ustanovlena metodom KMT, ne moßet byt~ znaqitel~no rasxirena pri −1 < z ≤ 1. Toqnee, esli uslovie na parametr ρ i moßno oslabit~, to lix~ na porØdok, men~xiæ l¸boæ stepeni. Tak, k primeru, rezul~tat Deovel~sa–Lifxica (7) spravedliv pri ρ ≫ λ^6/(log λ)^2 (fftomu sluqa¸ sootvetstvuet z = 1, p ≥ 6). Oblast~ rasxirena za sqet somnoßitelØ (log λ)^{−2}.

Pri dopolnitel~nyh predpoloßeniØh na funkci¸ f oblast~ deæstviØ asimptotiki (12) uveliqivaetsØ.

Tak, naprimer, teorema 2 utverßdaet, qto dlØ funkciæ smeweniØ f : Varf^′ < ∞, asimptotika (12) verna v gorazdo bol~xeæ oblasti. A imenno (sm. ris. 2), pri p: p > 6 − 4z, ona sovpadaet s vinerovskoæ, a pri p < 2z + 4 i p < 6 − 4z imeet mesto inaØ asimtotika, harakternaØ lix~ dlØ puassonovskogo processa.

3. Dokazatel~stva

Dokazatel~stvo teoremy 2 osnovano na prostoæ idee: svesti zadaqu dlØ smewennyh xarov k zadaqe dlØ nesmewennyh xarov i vospol~zovat~sØ formuloæ Mogul~skogo (6). DlØ fftogo nußno pereæti k processam, centrirovannym takim obrazom, qtoby iskomaØ veroØtnost~ okazalas~ veroØtnost~¸ popadaniØ v nesmewennyæ xar. V vinerovskom sluqae dlØ fftoæ celi ispol~zovalas~ formula Kamerona–Martina (sm. [12]) dlØ vzaimnoæ plotnosti smewennoæ i obyqnoæ vinerovskih mer. V naxem sluqae ffto formula Skorohoda dlØ vzaimnoæ plotnosti raspredeleniæ puassonovskih processov s razliqnoæ intensivnost~¸ (sm. [4, 7, 19]). Analogiqnyæ metod primenØlsØ v rabote Deovel~sa, Lifxica [3].

Dokazatel~stvo teoremy 2. Zafiksiruem δ iz intervala (−1, 1). Oboznaqim qerez φ = φ(f, r, λ, t) funkci¸, ffnergiØ (sm. (2))

290 E. ı. XMILEVA kotoroæ v xare radiusa |δ| rλ^{−1} minimal~na, t.e.

φ := argmin_{{ϕ∈} ffi_{W 12 : ϕ∈|δ| rλ}�_{1 U+f}} 1∫ 0 ϕ^′(t)^2 dt. Suwestvovanie takoæ funkcii, takße kak i nekotorye ee svoæstva, dokazyvaetsØ v sledu¸wem vspomogatel~nom utverßdenii.

Lemma 1. Pust~ f ∈^∘W^1_2 ([0, 1]) takaØ, qto suwestvuet versiØ

proizvodnoæ f^′ s ograniqennoæ variacieæ Varf^′ < ∞. Togda v xare B_q = {ϕ ∈ ∘ W^1_2 ([0, 1]) : ϕ ∈ qU+f} radiusa q > 0 suwestvuet funkciØ φ_q takaØ, qto 1∫ 0 φ^′_q (t)^2 dt = inf_{ϕ∈Bq} 1∫ 0 ϕ^′(t)^2 dt. Pri fftom dlØ φ_q spravedlivy utverßdeniØ: (a) essup |φ^′_q| ≤ essup |f^′|; (b) Var φ^′_q ≤ Var f^′;

(c) φ_q^′(1) i f^′(1) suwestvu¸t, pri fftom |φ_q^′(1)| ≤ |f^′(1)|; (d) ∫_1 0 φ^′_q(t)^3 dt →

∫_1 0 f^′(t)^3 dt pri q → 0.

Dokazatel~stvo lemmy 1 sm. v konce stat~i.

ProdolßaØ dokazatel~stvo teoremy, rassmotrim xar {η ∈

D[0, 1] : η ∈ λφ + (1 + δ)rU}. Zametim, qto pri δ ∈ (0, 1) fftot

xar soderßit v sebe xar {η ∈ D[0, 1] : η ∈ λ f + rU}, veroØtnost~ popadaniØ v kotoryæ puassonovskogo processa my issleduem, i, naoborot, soderßitsØ v nem pri δ ∈ (−1, 0). Pofftomu moßem zapisat~ dlØ l¸bogo δ iz intervala (0, 1) P{Y_ρ − λφ ∈ (1 + δ)r U} ≥ P{Y_ρ − λf ∈ rU} ≥ P{Y_ρ − λφ ∈ (1 − δ)r U}. V dal~neæxem my budem imet~ delo lix~ s veroØtnostØmi vida

P{Y_ρ − λφ ∈ (1 − δ)r U}. �tot perehod pozvolØet poluqit~ bolee

toqnu¸ i gibku¸ ocenku dlØ veroØtnosti malyh xarov. Analogiqnyæ sposob primenØlsØ i dlØ ocenki veroØtnosteæ malyh xarov vinerovskogo processa v rabote Grilla [16].

VERO˚TNOSTI MALYH XAROV 291 Dalee rassmotrim dva puassonovskih processa: Π_{μ1} s postoØnnoæ intensivnost~¸ μ_1 i Π_{μ2} s peremennoæ intensivnost~¸ μ_2(t). Intensivnosti zdes~ opredelØ¸tsØ vyraßeniØmi

μ_1 = ρ,

μ_2(t) = ρ ( 1 + λ √ ρ φ^′(t) ) , t ∈ [0, 1]. Zametim, qto dlØ korrektnogo opredeleniØ processa Π_{μ2} neobhodimo qtoby μ_2(t) ≥ 0 p.v. �to vypolneno za sqet neravenstva

λρ^{−1/2} essup |φ^′| ≤ λρ^{−1/2} essup |f^′| < 1,

spravedlivogo pri dostatoqno bol~xih znaqeniØh drobi ρ/λ^2. Zdes~ my ispol~zovali uslovie 3) teoremy i utverßdenie (a) lemmy 1.

Vvedem oboznaqenie

B = {η ∈ D[0, 1] : η ∈ ρ Id + λ √ ρ φ + (1 − δ)r √ ρ U}, gde Id – toßdestvennoe preobrazovanie otrezka [0, 1]. UqityvaØ toßdestvo Π_{μ1} (·) = ρ^{1/2}Y_ρ(·) + ρ Id, moßem zapisat~

P{Y_ρ − λφ ∈ (1 − δ)rU} = P_{Πμ1} {B} = ∫ B dP_{Πμ1} dP_{Πμ2} (η) dP_{Πμ2} (η). Teper~ primenim formulu Skorohoda (sm. [4, 7, 19]). V naxem sluqae ona imeet vid dP_{Πμ1} dP_{Πμ2} (η) = exp 1∫ 0 (μ_2(t) − μ_1(t)) dt − 1∫ 0 log ( μ_2(t) μ_1(t) ) dη(t) . Pri podstanovke poluqaem P{Y_ρ − λφ ∈ (1 − δ)r U} = ∫ B exp 1∫ 0 λ √ ρ φ^′(t) dt − 1∫ 0 log ( 1 + λρ^{−1/2} φ^′(t) ) dη(t) dP_{Πμ2} (η) =

E 1{_{Πμ2 ∈B}} exp 1∫ 0 λ √ ρ φ^′(t) dt − 1∫ 0 log ( 1 + λρ^{−1/2}φ^′(t) ) dΠ_{μ2}

292 E. ı. XMILEVA

= exp 1∫ 0 λ √ ρ φ^′(t) dt − 1∫ 0 log ( 1 + λρ^{−1/2}φ^′(t) ) μ_2(t) dt ×

E 1 {Πμ_2 ∈(1−δ)r^√ρ U} exp − 1∫ 0 log ( 1 + λρ^{−1/2}φ^′(t) ) dΠ_{μ2} =

= exp{D_φ} × E_φ. (14)

Zdes~ Π_{μ2} oznaqaet centrirovannyæ puassonovskiæ process, t.e.

Π_{μ2} = Π_{μ2} − 1∫ 0 μ_2(t) dt. Formuloæ (14) my dobilis~ togo, qto v vyraßenii dlØ vero- Øtnosti malyh xarov osta¸tsØ lix~ nesmewennye xary. Esli my ocenim determinirovannyæ somnoßitel~ exp{D_φ} i integral po centrirovannomu puassonovskomu processu, to ostanetsØ lix~ primenit~ formulu Mogul~skogo (6) dlØ veroØtnosti nesmewennyh xarov puassonovskogo processa.

DlØ togo qtoby ocenit~ determinirovannyæ somnoßitel~, zapixem ego v vide D_φ = −ρ 1∫ 0 Ψ ( λ √ ρ φ^′(t) ) dt, gde Ψ(u) = (1 + u) log(1 + u) − u. Pri u → 0 funkciØ Ψ moßet byt~ predstavlena v vide

Ψ(u) = u^2/2 − u^3/6 + o(u^3).

�to razloßenie spravedlivo i v naxem sluqae, poskol~ku argument funkcii Ψ blizok k nul¸ pri dostatoqno bol~xom znaqenii drobi ρ/λ^2, toqnee λ ρ^{−1/2} φ^′(t) → 0 dlØ p.v. t ∈ [0, 1]. Zdes~ my ispol~zovali to, qto φ^′ p.v. ravnomerno ograniqena po utverßdeni¸ (a) lemmy 1.

V rezul~tate razloßeniØ imeem

D_φ = − λ^2 2 |φ|^2_E + λ^3 6 √ ρ 1∫ 0 φ^′(t)^3 dt + o ( λ^3 √ ρ ) . (15)

VERO˚TNOSTI MALYH XAROV 293

Pereædem k ocenke stohastiqeskogo mnoßitelØ E_φ. DlØ naqala

ocenim integral po centrirovannomu puassonovskomu processu.

S pomow~¸ formuly integrirovaniØ po qastØm poluqaem (vo-

pros suwestvovaniØ φ^′(1) obsußdaetsØ v punkte (c) lemmy 1) | | | | | | 1∫ 0 log ( 1 + λ √ ρ φ^′(t) ) dΠ_{μ2} | | | | | | ≤

| |Π_{μ2} (1) | | | | | |log ( 1 + λ √ ρ φ^′(1) )| | | + | | | | | | 1∫ 0 Π_{μ2} (t) d log ( 1 + λ √ ρ φ^′(t) ) | | | | | | ≤

‖Π_{μ2} ‖ ( λ √ ρ (|φ^′(1)| + o(1)) + Var log ( 1 + λ √ ρ φ^′(t) )) ≤

‖Π_{μ2} ‖ λ √ ρ (|φ^′(1)| + Var φ^′)(1 + o(1)).

�to neravenstvo pozvolØet nam ocenit~ ves~ stohastiqeskiæ so-

mnoßitel~

E_φ ≤ exp {rλ (1 + δ) (|φ^′(1)| + Var φ^′) (1 + o(1))} ×

× E1{_{Πμ2 ∈(1+δ)}√_{ρrU}}, (16)

a takße

E_φ ≥ E 1 {Πμ_2 ∈(1−δ)^√ρrU} exp − | | | | | | 1∫ 0 log ( 1 + λ √ ρ φ^′(t) ) dΠ_{μ2} | | | | | | ≥

exp {−rλ (1 − δ) (|φ^′(1)| + Varφ^′) (1 + o(1))}·E1{_{Πμ2 ∈(1−δ)}^√_{ρrU}}. (17)

V obeih formulah sqitaem δ ∈ [0, 1).

OstaetsØ ocenit~ vyraßenie

E1{_{Πμ2 ∈(1−δ)}√_{ρrU}} = P{Π_{μ2} ∈ (1 − δ) √ ρrU}. Vvedem oboznaqenie dlØ srednego qisla skaqkov processa Π_{μ2}

m_φ = 1∫ 0 μ_2(t) dt = ρ + λρ^{1/2}φ(1).

294 E. ı. XMILEVA Nesloßno ustanovit~, qto dlØ l¸bogo q > 0 P { Π_{μ2} ∈ qU } = P { Π_{mφ} ∈ qU } . �to vypolneno za sqet toßdestva po raspredeleni¸

Π_{μ2} (t) = Π (^t∫ 0 μ_2(s)ds ) = Π_{μφ} ( ∫ t 0 μ_2(s)ds m_φ ) , t ∈ [0, 1]. UqityvaØ ffto obstoØtel~stvo i ispol~zuØ formulu Mogul~skogo (6), poluqim

P{Π_{μ2} ∈ (1 − δ) √ ρrU} = P{Y_{mφ} ∈ (1 − δ)rρ^{1/2}m_φ^{−1/2}U} = exp { − ( 1 + λ √ ρ φ(1) ) π^2 8(1 − δ)^2r^2

(1 + o(1)) } . DlØ primeneniØ formuly Mogul~skogo (6) nam trebovalos~ uslovie r^2ρ → ∞, kotoroe ØvlØetsØ usloviem 2) teoremy. Dalee zametim, qto |φ(1)| = | | | | | 1∫ 0 φ^′(t) dt | | | | | ≤ 1∫ 0 φ^′(t)^2 dt 1/2 = |φ|_E < ∞. Kak i ran~xe, ispol~zuØ uslovie 3) teoremy, poluqaem

P{Π_{μ2} ∈ (1 − δ) √ ρrU} = exp { −(1 + o(1)) π^2 8(1 − δ)^2r^2 } . (18)

V itoge, ob~ediniv ocenki (15), (16) i (18), imeem dlØ l¸bogo

δ ∈ [0, 1) P{Y_ρ − λφ ∈ (1 + δ)r U} ≤ exp { − λ^2 2 |φ|^2_E − π^2 8(1 + δ)^2r^2

(1 + o(1))+

+(1 + δ)rλ (|φ^′(1)| + Varφ^′) (1 + o(1)) + λ^3 6 √ ρ 1∫ 0 φ^′(t)^3 dt + o(1) . Analogiqno s pomow~¸ formul (15), (17), (18) vyvodim nißn¸¸ ocenku P{Y_ρ − λφ ∈ (1 − δ)r U} ≥

VERO˚TNOSTI MALYH XAROV 295 exp { − λ^2 2 |φ|^2_E − π^2 8(1 − δ)^2r^2

(1 + o(1))−

−(1 − δ)rλ (|φ^′(1)| + Varφ^′) (1 + o(1)) + λ^3 6 √ ρ 1∫ 0 φ^′(t)^3 dt + o(1) . OstaetsØ lix~ pereæti ot funkcii φ, minimiziru¸weæ ffnergi¸

v xare {ϕ ∈^∘W^1_2 : ϕ ∈ δ rλ^{−1} U + f}, k iznaqal~noæ funkcii f. �to moßno sdelat~, ispol~zuØ punkty (b), (c) i (d) lemmy 1, a takße formulu |φ|^2_E = |f|^2_E − Δ_f (δ r/λ) ,

gde ffkonomiØ ffnergii Δ_f podqinØetsØ sootnoxeni¸ (sm. [16] i formulu (11))

Δ_f (δ r/λ) = 2δrλ^{−1} (|f^′(1)| + Varf^′) (1 + o(1)).

OstaetsØ zametit~, qto verhnØØ ocenka dlØ P{Y_ρ −λf ∈ rU} optimal~na pri δ = 0. �

Dokazatel~stvo lemmy 1. Dokaßem, qto funkciØ, na kotoroæ

realizuetsØ minimum ffnergii v xare B_q , suwestvuet.

Vvedem oboznaqenie

I_q = inf_{Bq} 1∫ 0 ϕ^′(t)^2 dt

i rassmotrim mnoßestva Φ_n = {ϕ ∈^∘W^1_2 :

∫_1 0 ϕ^′(t)^2 dt ≤ I_q +1/n}. Po

lemme Arcela-Askoli izvestno, qto kaßdoe iz Φ_n kompaktno v C. Poskol~ku xar B_q – zamknutoe mnoßestvo, to {Φ_n ⋂ B_q }^∞_{n=1} – po-

sledovatel~nost~ sußa¸wihsØ kompaktnyh nepustyh mnoßestv. Izvestno, qto pereseqenie vseh mnoßestv fftoæ posledovatel~nosti nepusto. A, sledovatel~no, v xare B_q suwestvuet funkciØ, oboznaqim ee φ_q, takaØ, qto 1∫ 0 φ^′_q(t)^2 dt ≤ I_q.

296 E. ı. XMILEVA Poskol~ku φ_q ∈ B_q , imeem 1∫ 0 φ^′_q(t)^2 dt ≥ I_q. V itoge poluqaem ravenstvo, i moßem utverßdat~, qto na φ_q realizuetsØ minimum ffnergii.

(a) Predpoloßim, qto suwestvuet ε > 0 takoe, qto

essup |φ_q^′| > essup |f^′| + ε.

Znaqit, naædetsØ s_0 ∈ (0, 1) takoe, qto φ_q^′(s_0) suwestvuet i

|φ_q^′(s_0)| > essup|f^′| + ε. (19)

Budem sqitat~, qto φ_q^′(s_0) > 0. Sluqaæ φ_q^′(s_0) < 0 analogiqen. Esli ße φ_q^′(s_0) = 0, to protivoreqie poluqaetsØ srazu ße.

Rassmotrim prØmu¸ y(s) = (essup|f^′| + ε)(s − s_0) + φ_q(s_0). Iz predpoloßeniØ Øsno, qto grafik fftoæ prØmoæ nahoditsØ niße grafika φ_q na nekotorom intervale (s_0, s_0 + δ), gde δ > 0. ˚sno takße, qto na fftom intervale prØmaØ raspoloßena niße

f(·) + q (verhneæ granicy polosy).

Pokaßem takße, qto grafik y(·) na otrezke (s_0, 1] raspoloßen vyxe grafika funkcii f(·) − q (nißneæ granicy polosy).

DlØ proizvol~nogo Δ > 0 moßno zapisat~

y(s_0 + Δ) = (essup|f^′| + ε) · Δ + φ_q(s_0) > essup|f^′| · Δ + f(s_0) − q ≥

f(s_0 + Δ) − f(s_0) Δ · Δ + f(s_0) − q = f(s_0 + Δ) − q.

Itak, my ustanovili, qto suwestvuet nekiæ nevyroßdennyæ interval takoæ, qto prØmaØ y na nem raspoloßena vnutri polosy i niße grafika funkcii φ_q, k tomu ße ffta prØmaØ ne peresekaet nißn¸¸ granicu polosy vplot~ do toqki 1.

IshodØ iz fftogo, est~ dve vozmoßnosti: libo prØmaØ y peresekaet grafik funkcii φ_q, t.e. suwestvuet toqka s_2 takaØ, qto

φ_q(s) > y(s) dlØ l¸bogo s ∈ (s_0, s_2) i φ_q (s_2) = y(s_2), libo prØmaØ

nahoditsØ v polose na vsem intervale [s_0, 1], i grafiki funkciæ

φ_q i y ne pereseka¸tsØ, t.e. φ_q(s) > y(s) dlØ l¸bogo s ∈ (s_0, 1].

Vo vtorom sluqae poloßim s_2 ravnym 1.

VERO˚TNOSTI MALYH XAROV 297 V rezul~tate moßem utverßdat~, qto linearizaciØ funkcii

φ_q prØmoæ y φ^∗_q (t) = φ_q (t)1_{{t /∈[s0,s2]}} + y(t)1_{{t∈[s0,s2]}} t ∈ [0, 1] soderßitsØ v polose i prinadleßit^∘W^1_2 ([0, 1]).

Ispol~zuØ neravenstvo Koxi, ustanovim, qto ffnergiØ u sprØmlØ¸weæ funkcii men~xe, qem u samoæ funkcii φ_q: 1∫ 0 φ^′_q^2(t) dt > s2∫ s0 φ^′_q (t) dt 2 (s_2 − s_0)^{−1} + ∫ {t /∈[s0,s2]} φ^′_q^2(t) dt ≥

(φ_q (s_2) − φ_q(s_0))^2(s_2 − s_0)^{−1} + ∫ {t /∈[s0,s2]} φ^′_q^2(t) dt ≥

(y(s_2 ) − φ_q (s_0))^2(s_2 − s_0)^{−1} + ∫ {t /∈[s0,s2]} φ^′_q^2(t) dt = 1∫ 0 (φ^∗_q^′)^2(t) dt.

V rezul~tate poluqaem protivoreqie s opredeleniem φ_q , qem dokazyvaem utverßdenie (a).

(b). Dokaßem neravenstvo Var φ_q^′ ≤ Var f^′. Snaqala sdelaem nekotorye poØsneniØ nasqet vida grafika funkcii φ_q .

Oqevidno, qto vnutri polosy {ϕ : ϕ(t) ∈ [f(t) − q, f(t) + q], t ∈

[0, 1]} grafik funkcii φ_q , minimiziru¸weæ ffnergi¸, ne moßet

byt~ niqem inym kak prØmoæ. Inaqe my by smogli proizvesti linearizaci¸ funkcii φ_q, ne vyhodØ pri fftom za granicy polosy. A, kak izvestno iz punkta (a), linearizaciØ vsegda imeet ffnergi¸ men~xu¸, qem u samoæ funkcii. Takim obrazom poluqaem, qto nepreryvnaØ funkciØ φ_q moßet sostoØt~ lix~ iz prØmyh i qasteæ granicy polosy.

Qto kasaetsØ variacii Var φ^′_q , to ona ravna nul¸ na intervalah, gde φ_q – prØmaØ, a na intervalah, gde funkcii φ_q i f sovpada¸t, variaciØ proizvodnyh fftih funkciæ odinakovaØ. OstaetsØ lix~ rassmotret~ toqki skaqkov funkcii φ^′_q (izlomov φ_q ) i dokazat~, qto v nih imeet mesto neravenstvo

|f^′_−(s) − f^′_+(s)| ≥ |(φ_q)^′_−(s) − (φ_q)^′_+(s)|. (20)

298 E. ı. XMILEVA Izlomy funkcii φ_q mogut proishodit~ tol~ko v toqkah soprikosnoveniØ fftoæ funkcii s graniceæ polosy, poskol~ku, kak obsußdalos~ v naqale dokazatel~stva, vnutri polosy grafik funkcii φ_q – prØmaØ.

Predpoloßim, qto izlom proishodit v toqke s pri soprikosnovenii φ_q s nißneæ graniceæ, t.e. φ_q (s) = f(s) − q.

Rassmotrim vse varianty vzaimnogo raspoloßeniØ funkciæ

φ_q i f − q v maloæ okrestnosti toqki s. Pri fftom budem uqi-

tyvat~ dva obstoØtel~stva: vo-pervyh, φ_q ne moßet vyhodit~ za granicu polosy i, sledovatel~no,

f^′_−(s) ≥ (φ_q )^′_−(s) i f^′_+(s) ≤ (φ_q)^′_+(s); (21)

vo-vtoryh, ugol, obrazovannyæ kasatel~nymi φ_q v toqke s i obrawennyæ vnutr~ polosy, dolßen byt~ bol~xe π, inaqe moßno proizvesti linearizaci¸ funkcii φ_q tak, qtoby sprØmlØ¸waØ funkciØ ostavalas~ vnutri polosy (ffto protivoreqit tomu, qto ffnergiØ φ_q minimal~na). Inymi slovami, dolßno byt~

(φ_q)^′_+(s) ≤ (φ_q )^′_−(s). (22)

Pust~ dlØ naqala f^′_−(s) ≤ f^′_+(s). S uqetom (21) poluqaem

(φ_q )^′_−(s) < (φ_q )^′_+(s), a ffto protivoreqit (22).

Esli ße my predpoloßim, qto f^′_−(s) ≥ f^′_+(s), to, ispol~zuØ (21), poluqim

f^′_−(s) − (φ_q )^′_−(s) ≥ f^′_+(s) − (φ_q )^′_+(s).

Qto nam i trebovalos~.

So skaqkami φ^′_q, poluqa¸wimisØ pri soprikosnovenii s verhneæ graniceæ, vse proishodit analogiqno.

(c) Poskol~ku Varf^′ < ∞, to predel f^′ v 1 suwestvuet. Vvedem oboznaqenie

L := lim_{s→1} f^′(s). (23)

Dokaßem, qto sledu¸wiæ predel takße suwestvuet

lim_{t→0} f(1) − f(1 − t) t = lim_{t→0} 1 t 1∫ 1−t f^′(s) ds. V silu (23) imeem^1_t

∫_1 1−t f^′(s) ds → L, a, znaqit, proizvodnaØ f v

toqke 1 ravna L.

VERO˚TNOSTI MALYH XAROV 299 Suwestvovanie φ_q^′(1) dokazyvaetsØ analogiqno. Dokazatel~stvo vtoroæ qasti utverßdeniØ budem provodit~ ot protivnogo. Predpoloßim, qto vypolneno |φ^′_q(1)| > |f^′(1)|.

Pust~ naædetsØ takoe δ > 0, qto dlØ l¸bogo t ∈ (1 − δ, 1] vypolnØ¸tsØ odnovremenno sledu¸wie dva usloviØ: 1^∘. φ_q(1 − δ) < f(t) + q, 2^∘. φ_q(1 − δ) > f(t) − q.

Posle fftogo rassmotrim funkci¸ φ^∗_q (t) = 1_{{t∈(1−δ,1)}}φ_q(1 − δ) + 1_{{t /∈(1−δ,1)}}φ_q(t). PonØtno, qto ffta funkciØ est~ funkciØ φ_q, “ostanovlennaØ” v moment vremeni 1 − δ, i qto, blagodarØ podhodØwemu vyboru δ, ona ne vyhodit za granicy polosy {ϕ : ϕ(t) ∈ [f(t) − q, f(t) + q], t ∈

[0, 1]}. K tomu ße φ^∗_q ∈ ∘ W^1_2 ([0, 1]). ˚sno, qto “ostanovlennaØ” funk-

ciØ vsegda imeet men~xu¸ ffnergi¸, qem sama funkciØ. Ots¸da vytekaet protivoreqie s opredeleniem φ_q .

OstaetsØ nedokazannym to, qto δ, udovletvorØ¸wee usloviØm 1^∘ i 2^∘, suwestvuet.

DlØ dokazatel~stva rassmotrim b > 0 takoe, qto |φ^′_q(1)| > b > |f^′(1)|. Dalee moßem utverßdat~, qto naædetsØ takoe δ_1 > 0, qto pri τ ∈ (0, δ_1] |φ_q(1) − φ_q(1 − τ )| > b τ > |f(1) − f(1 − τ )|. (24) Otkuda poluqaem sledu¸wee neravenstvo f(1) − b τ < f(1 − τ ) < f(1) + b τ, a takße φ_q(1 − τ ) < φ_q(1) − b τ pri φ^′_q > 0 i φ_q(1 − τ ) > φ_q(1) + b τ pri φ^′_q < 0.

Dalee dlØ opredelennosti predpoloßim φ^′_q > 0. Sluqaæ φ^′_q < 0 rassmatrivaetsØ analogiqno.

Ispol~zuØ ffto predpoloßenie, moßem zapisat~

φ_q(1 − δ_1) < φ_q (1) − bδ_1 ≤ φ_q(1) − bτ ≤ f(1) + q − bτ < f(1 − τ ) + q

dlØ kaßdogo τ ∈ (0, δ_1]. Takim obrazom poluqaem pervoe iz trebuemyh neravenstv. Priqem zametim, qto ono vypolneno i pri l¸bom δ ∈ (0, δ_1].

300 E. ı. XMILEVA

DlØ vtorogo neravenstva nam potrebuetsØ sootnoxenie

φ_q(1) > f(1) − q, (25)

kotoroe v svo¸ oqered~ vytekaet iz togo, qto pri τ < δ_1

f(1) − q < φ_q(1) − φ_q(1 − τ ) + f(1 − τ ) − q ≤ φ_q (1),

gde ispol~zovalos~ neravenstvo |f(1)−f(1−τ )| < φ_q(1)−φ_q (1−τ ).

OsnovyvaØs~ na (25), moßem utverßdat~, qto suwestvuet ta-

koe δ_2 > 0, qto φ_q (1) > f(1) − q + b τ pri τ ∈ (0, δ_2] i dalee, ispol~-

zuØ nepreryvnost~ funkcii φ_q, qto suwestvuet takoe δ_3 (δ_2 >

δ_3 > 0), qto pri τ ∈ (0, δ_3] vypolnØetsØ φ_q (1 − δ_3) > f(1) − q + b τ .

Ispol~zuØ neravenstvo (24), poluqaem φ_q (1 − δ_3) > f(1 − τ ) − q.

PonØtno takße, qto ffto ße neravenstvo vypolnØetsØ dlØ l¸bogo

δ ∈ (0, δ_3].

Vybrav δ = min{δ_1, δ_3}, poluqaem, qto oba trebuemye neraven-

stva vypolnØ¸tsØ odnovremenno.

(d) Snaqala ustanovim, qto φ^′_q^{L2}→f^′ pri q → 0. DlØ fftogo pro-

delaem sledu¸w¸¸ ocenku

|φ_q − f|^2_E = |φ_q|^2_E + |f|^2_E − 2 1∫ 0 f^′φ^′_q ≤ 2 |f|^2_E − 1∫ 0 f^′φ^′_q i dokaßem, qto

∫_1

0 f^′φ^′_q → |f|^2_E pri q → 0.

Na samom dele verno daße bol~xee. A imenno, 1∫ 0 gφ^′_q → 1∫ 0 gf^′, q → 0 (26)

dlØ l¸boæ funkcii g iz L^2. Mnoßestvo stupenqatyh funkciæ

plotno v L^2, t.e. dlØ proizvol~noæ g ∈ L^2 suwestvuet {g_n} posle-

dovatel~nost~ stupenqatyh funkciæ takaØ, qto g_n^{L2}→g. S uqetom

sledu¸weæ ocenki | | | | | | 1∫ 0 gφ^′_q − 1∫ 0 gf^′ | | | | | | ≤ | | | | | | 1∫ 0 gφ^′_q − 1∫ 0 g_nφ^′_q | | | | | | + | | | | | | 1∫ 0 g_nφ^′_q − 1∫ 0 g_nf^′ | | | | | | + | | | | | | 1∫ 0 gf^′ − 1∫ 0 g_nf^′ | | | | | | ≤

VERO˚TNOSTI MALYH XAROV 301 1∫ 0 (g − g_n)^2 1/2 (|f|_E + |φ_q|_E) + | | | | | | 1∫ 0 g_nφ^′_q − 1∫ 0 g_nf^′ | | | | | | sootnoxenie (26) dostatoqno dokazat~ lix~ dlØ stupenqatyh funkciæ. Rassmotrim proizvol~nu¸ stupenqatu¸ funkci¸ ~g(t) = ∑ i ~g_i1_{{t∈(ti,ti+1)}}(t). Zdes~ {t_i} – razbienie otrezka (0,1), a {~g_i} – posledovatel~nost~ vewestvennyh qisel. Shodimost~ ∫ ~gφ^′_q = ∑ i ~g_i(φ_q (t_{i+1}) − φ_q(t_i)) → ∑ i ~g_i(f(t_{i+1}) − f(t_i)) = ∫ ~gf^′ sleduet iz togo, qto φ_q (t) → f(t) dlØ l¸bogo t ∈ [0, 1]. �to v svo¸ oqered~ verno v silu opredeleniØ funkcii φ_q .

Itak, my poluqili, qto φ^′_q^{L2}→f^′ pri q → 0. Otkuda sleduet, qto dlØ l¸boæ posledovatel~nosti {q_n}, q_n → 0 pri n → ∞, naædetsØ takaØ podposledovatel~nost~ {q_{nk} }, qto φ^′_{qnk} → f^′ p.v.

Pri fftom po punktu (a) my znaem, qto |φ^′_{qnk} (t)| ≤ essupf^′ p.v. i,

sledovatel~no, po teoreme Lebega poluqaem

∫_1 0 φ^′_{qnk}^3 →

∫_1 0 f^{′ 3}

pri k → ∞.

Predpoloßim, qto zakl¸qenie lemmy ne vypolneno, t.e. suwestvuet posledovatel~nost~, oboznaqim ee {q_n}, takaØ, qto | | | | | | 1∫ 0 φ^′_{qn}^3 − 1∫ 0 f^{′ 3} | | | | | | > c, dlØ l¸bogo n. Zdes~ c > 0. Oqevidno, qto ffto sootnoxenie i predyduwee protivoreqat drug drugu. Otkuda sleduet zakl¸qenie punkta (d) lemmy. �

Avtor blagodarit professora M. A. Lifxica za pomow~ i podderßku pri napisanii fftoæ raboty, a takße E. BelØeva, prinimavxego uqastie v grafiqeskom oformlenii raboty.

Literatura

1. P. Billingsli, Shodimost~ veroØtnostnyh mer. Nauka, M. (1977).

302 E. ı. XMILEVA

2. A. A. Borovkov, A. A. Mogul~skiæ, O veroØtnostØh malyh ukloneniæ dlØ sluqaænyh processov. Trudy Inst. Matem. SOAN SSSR 13 (1989), 147–168.

3. P. Deovel~s, M. A. Lifxic, VeroØtnosti popadaniØ centrirovannogo puassonovskogo processa v smewennye malye xary. Zap. nauqn. semin. POMI 278 (2001), 63–85.

4. `. Kerstan, M. Mattes, `. Mekke, Bezgraniqno delimye toqeqnye processy, Nauka, Moskva (1982).

5. M. A. Lifxic, E. ı. Xmileva, Puassonovskie mery, kvaziinvariantnye otnositel~no mul~tiplikativnyh preobrazovaniæ. TeoriØ veroØtnosteæ i ee primeneniØ 46, vyp. 4 (2002), 697–712.

6. A. A. Mogul~skiæ, Malye ukloneniØ v prostranstve traektoriæ. TeoriØ veroØtn. i ee primen. 19 (1974), 755-765.

7. A. V. Skorohod, Sluqaænye processy s nezavisimymi priraweniØmi.

Nauka, M. (1964).

8. A. de Acosta, Small deviations in the functional central limit theorem with ap-

plications to functional laws of the iterated logarithm. Ann. Probab. 11 (1983),

78–101.

9. P. Bártfai, Die Bestimmung der zu einem wiederkehrenden Prozess gehörenden

Verteilungfunction aus den mit Fehlern behafteten Daten einer einzigen Realisation. Studia Sci. Math. Hungar. 1 (1966), 161–168.

10. Ph. Berthet, On the rate of clustering to the Strassen set for increments of the

uniform empirical process. J. Theor. Prob. 10 (1997), 557–579.

11. Ph. Berthet, Vitesses de recouvrement dans les lois fonctionnelles du logarithme

itéré pour les incréments du processus empirique uniforme avec applications statistiques. Thése du doctorat de l’Université Paris VI-(1996).

12. R. Cameron, W. T. Martin, Transformation of Wiener integrals under transla-

tion. Ann. Math. 45 (1944), 386–396.

13. K. L. Chung, On the maximum partial sums of sequences of independent random

variables. Trans. Amer. Math. Soc. 64 (1948), 205–233.

14. P. Deheuvels, Chung-type functional laws of the iterated logarithm for tail em-

pirical processes. Ann. Inst. Henri Poincaré 36, No. 5 (2000), 583–616.

15. P. Deheuvels, D. M. Mason, Nonstandart functional laws of the iterated loga-

rithm for tail empirical and quantile processes. Ann. Probab. 18 (1990), 1693–

1722.

16. K. Grill, A lim inf result in Strassen’s law of the iterated logarithm. Probab.

Theor. Rel. Fields 89 (1991), 149–157.

17. J. Kolmós, P. Major, G. Tusnády, An approximation of partial sums of inde-

pendent RV’-s and the sample DF.I, Z. Wahrscheinlichkeitstheor. verw. Geb. 32

(1975), 111–131.

18. J. Komlós, P. Major, G. Tusnády, An approximation of partial sums of inde-

pendent RV’-s and the sample DF.II, Z. Wahrscheinlichkeitstheor. verw. Geb. 34 (1976), 34–58.

19. K. Sato, Levi processes and infinitely divisible distributions. Cambridge Univer-

sity Press. (1999).

VERO˚TNOSTI MALYH XAROV 303 Shmileva E. Yu. Small ball probability for centered Poisson process of high intensity.

We study the behavior of the probability of a small ball receding unlimitedly, with respect to the measure defined by a centred Poisson process of high intensity. Th results of this article are restricted to the simplest case, where the variation of the shift function (center of the ball) is finite. The evalution is obtained under the optimal conditions for the intensity of the process.

Postupilo 29 sentØbrØ 2003 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: shmill@mail.ru