Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 298, 2003 g.

A. N. Frolov

SIL^NYE PREDEL^NYE TEOREMY DL˚ PRIRAWENI` PROCESSOV VOSSTANOVLENI˚

1. Vvedenie i osnovnye rezul~taty

Pust~ X, X_1, X_2, . . . – posledovatel~nost~ nezavisimyh nevyroßdennyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin, X ≥ 0, μ = EX < ∞. Oboznaqim

S_n = X_1 + X_2 + · · · + X_n, S_0 = 0,

i opredelim process vosstanovleniØ sledu¸wim obrazom N (t) = max{n ≥ 0 : S_n ≤ t}, t ≥ 0. Processy vosstanovleniØ igra¸t vaßnu¸ rol~ v razliqnyh priloßeniØh teorii veroØtnosteæ. Naprimer, v aktuarnoæ i finansovoæ matematike toqeqnye processy, v qastnosti, processy vosstanovleniØ, opisyva¸t koliqestvo strahovyh sluqaev ili qislo operaciæ na rynke cennyh bumag do momenta vremeni t. Odnim iz vaßneæxih qastnyh sluqaev processov vosstanovleniØ ØvlØetsØ puassonovskiæ process, sootvetstvu¸wiæ ffksponencial~nomu raspredeleni¸ X.

NastoØwaØ rabota posvØwena izuqeni¸ asimptotiqeskogo (v smysle shodimosti s veroØtnost~¸ 1) povedeniØ priraweniæ processov vosstanovleniØ

u_T = sup 0≤t≤T −aT (N (t + a_T ) − N (t)),

gde a_T – neubyva¸waØ poloßitel~naØ funkciØ, a_T ≤ T , a_T → ∞. (Otmetim, qto u_T = N (T ) pri a_T = T .)

Ime¸wiesØ v fftom napravlenii raboty posvØweny otyskani¸ usloviæ, neobhodimyh i/ili dostatoqnyh dlØ togo, qtoby

lim sup u_T − a_T /μ b_T = 1 p.n.,

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke granta E02-1.0-56 Ministerstva ObrazovaniØ RF i granta veduwih nauqnyh xkol NX- 2258.2003.1. 208

SIL^NYE PREDEL^NYE TEOREMY 209

gde b_T – nekotoraØ neubyva¸waØ poloßitel~naØ (ne sluqaænaØ) funkciØ. (Vs¸du, gde ispol~zovany simvoly lim sup, lim inf, lim, O, o, → sqitaem, qto T → ∞, esli ne ogovoreno protivnoe.) V zavisimosti ot skorosti rosta a_T vse poluqennye ranee rezul~- taty delØtsØ na dva tipa. Esli a_T = O(log T ), to normirovka

{b_T } suwestvenno zavisit ot raspredeleniØ X, a inogda daße

odnoznaqno opredelØet ffto raspredelenie. Analogiqnyæ ffffekt dlØ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin byl otkryt �rdœxem i Ren~i [1]. Pofftomu rezul~taty dlØ malyh (a_T = O(log T )) priraweniæ nazyva¸tsØ zakonami �rdœxa–Ren~i dlØ processov vosstanovleniØ. Im posvØweny raboty Xtaænebaha [2], Devel~- sa i Xtaænebaha [3] i Xtaænebaha [4] (sm. takße literaturu v rabotah [4, 5]). Esli a_T / log T → ∞ i DX = σ^2 < ∞, to

b_T = σμ^{−3/2}(2a_T (log T a^{−1}_T + log log T ))^{1/2}, t.e. normiru¸waØ funk-

ciØ zavisit tol~ko ot pervyh dvuh momentov raspredeleniØ X i sovpadaet s normirovkoæ dlØ puassonovskogo processa. Rezul~- taty takogo tipa dlØ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin byli poluqeny vpervye Qœrgœ i Revesom [6], i my nazyvaem dalee rezul~taty fftogo tipa dlØ processov vosstanovleniØ zakonami Qœrgœ–Revesa. Asimptotika dlinnyh (a_T / log T → ∞) priraweniæ issledovana Devel~som i Xtaænebahom [3] i Xtaænebahom [5]. Otmetim, qto sluqaæ a_T = T sootvetstvuet horoxo izvestnomu zakonu povtornogo logarifma dlØ processov vosstanovleniØ.

V rabotah avtora [7–10] naædena formula universal~noæ normiru¸weæ posledovatel~nosti v sil~nyh predel~nyh teoremah dlØ priraweniæ summ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin. Po fftoæ formule vyqislØetsØ normiru¸waØ posledovatel~nost~ v zakone bol~xih qisel, zakone �rdœxa–Ren~i, zakone Qœrgœ–Revesa i zakone povtornogo logarifma dlØ summ. Estestvennoæ zadaqeæ ØvlØetsØ poluqenie podobnoæ formuly i dlØ processov vosstanovleniØ, qemu i posvØwena ffta stat~Ø. V neæ poluqena formula universal~noæ (edinoæ dlØ vseh a_T ) normirovki b_T . �to daet vozmoßnost~ ohvatit~ edinoæ formulirovkoæ sledu¸wie izvestnye sil~nye predel~- nye teoremy dlØ priraweniæ processov vosstanovleniØ: zakon bol~xih qisel, zakon �rdœxa–Ren~i, zakon Qœrgœ–Revesa, zakon povtornogo logarifma. Krome togo, ffto pozvolØet poluqit~ novye rezul~taty dlØ sluqaænyh veliqin iz oblasteæ pritØßeniØ normal~nogo zakona i asimmetriqnyh ustoæqivyh zakonov s

210 A. N. FROLOV

pokazatelem α ∈ (1, 2).

Vmeste s u_T my budem rassmatrivat~

U_T = sup 0≤t≤T −aT (N (t + a_T ) − N (t)) − a_T μ , W_T = sup 0≤t≤T −aT sup 0≤s≤aT ( N (t + s) − N (t) − s μ ) . U_T predstavlØet soboæ variant u_T , centrirovannyæ matemati-

qeskim oßidaniem priraweniæ. Sootvetstvu¸wiæ necentrirovannyæ analog dlØ W_T sovpadaet s u_T v silu togo, qto N (t) ne ubyvaet. Otmetim, qto ranee veliqina W_T ne rassmatrivalas~.

Predpoloßim, qto vypolneny sledu¸wie usloviØ: A) ess inf X = 0; B) 0 < EX = μ < ∞; Oboznaqim F (x) = P (μ − X < x). Poloßim dlØ h > 0 φ(h) = Ee^{h(μ−X)}, m(h) = φ^′(h) φ(h) , σ^2(h) = m^′(h), f(h) = hm(h) − log φ(h).

Oboznaqim ζ(z) = sup_{h≥0}{zh − log φ(h)}, γ(x) = sup{z : ζ(z) ≤ x}. Svoæstva funkciæ m(h), σ^2(h) i ζ(z) horoxo izvestny iz teorii bol~xih ukloneniæ i mogut byt~ naædeny, naprimer, v [8, 9]. My privedem ih s uqetom togo, qto sluqaænaØ veliqina μ − X ograniqena sverhu. Otmetim, qto

lim_{h↗∞} m(h) = μ, lim_{h↗∞} f(h) = 1 c_0

, c_0 = −1/ log P (X = 0).

Zdes~ my polagaem log 0 = −∞, 1/0 = ∞. Funkcii m(h), f(h), ζ(z) i γ(x) svØzany sledu¸wimi sootnoxeniØmi:

ζ(z) = f(m^{−1}(z)) pri z ∈ [0, μ), (1)

γ(x) = m(f^{−1}(x)) pri x ∈ [0, 1/c_0), (2)

gde m^{−1}(z) i f^{−1}(x) – ffto funkcii, obratnye k m(h) i f(h) sootvetstvenno. FunkciØ γ(x) obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

γ(0) = 0, γ(x) → μ pri x → ∞, γ(x) vypukla vverh.

SIL^NYE PREDEL^NYE TEOREMY 211

Predpoloßim, qto c_T – neubyva¸waØ funkciØ takaØ, qto c_T ( μ − γ ( log^T_{cT} + log log T c_T )) = a_T (3)

i T /c_T ne ubyvaet dlØ vseh dostatoqno bol~xih T . Netrudno proverit~, qto, v silu svoæstv γ(x), sootnoxenie (3) odnoznaqno opredelØet funkci¸ c_T po a_T i, krome togo, c_T > a_T /μ dlØ vseh T . Poloßim

b_T = b_T (V_T ) = { c_T −^{aT}_μ , esli V_T = U_T ili V_T = W_T , c_T , esli V_T = u_T . (4)

˚sno, qto b_T > 0 dlØ vseh T . Tak kak a_T → ∞, to b_T → ∞. Esli

V_T = u_T , to poslednee utverßdenie oqevidno. V protivnom slu-

qae ono legko poluqaetsØ iz svoæstv γ(x) i togo obstoØtel~stva, qto (3) moßno perepisat~ v vide μb_T = c_T γ ( log^T_{cT} + log log T c_T ) . (5)

Vs¸du dalee my budem predpolagat~, qto b_T ffkvivalentna nekotoroæ neubyva¸weæ funkcii.

Faktiqeski, formula dlØ b_T ØvlØetsØ osnovnym rezul~tatom fftoæ raboty. Pozße my pokaßem, qto normirovki vo vseh upomØnutyh vyxe sil~nyh predel~nyh teoremah dlØ processov vosstanovleniØ vyqislØ¸tsØ imenno po fftoæ formule. Krome togo, my pokaßem, qto v sluqae malyh priraweniæ, kogda centrirovka prenebreßimo mala po sravneni¸ s normirovkoæ ili imeet takoæ ße porØdok, obe qasti formuly dlØ b_T da¸t odni i te ße rezul~taty.

Sformuliruem teper~ naxi rezul~taty.

Teorema 1. Pust~ vypolneny usloviØ A, B i

lim sup θ↘1 lim sup T →∞ b_{θT} b_T = 1.

Predpoloßim, qto dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet q ∈ (0, 1) takoe, qto neravenstvo

P (R_{[(1+ε)(1+3ε)cT ]} ≥ −εμb_T ) ≥ q (6)

212 A. N. FROLOV vypolneno pri vseh dostatoqno bol~xih T , dlØ kotoryh εc_T > log T . Zdes~ i dalee R_n = −S_n + nμ dlØ vseh n = 1, 2, . . ., [·] oboznaqaet celu¸ qast~ qisla v skobkah.

Togda lim sup W_T b_T ≤ 1 p.n.

V poslednem sootnoxenii W_T moßno zamenit~ na u_T .

Sleduet pomnit~, qto pri zamene W_T i U_T na u_T normiru¸waØ posledovatel~nost~ b_T menØetsØ, t.k. formula dlØ nee zavisit ot sootvetstvu¸weæ statistiki.

Teorema 2. Pust~ vypolneny usloviØ A i B.

Predpoloßim, qto vypolnen odin iz sledu¸wih naborov usloviæ:

1) log T /c_T < min{1/c_0 − ε_0, 1/ε_0} dlØ vseh dostatoqno bol~xih

T i nekotorogo ε_0 > 0. Esli a_T /T → 1, to predpoloßim dopolnitel~no, qto vypolneno uslovie (6).

2) c_T / log T → 0 i P (X = 0) = 0. Togda lim sup U_T b_T ≥ 1 p.n.

V poslednem sootnoxenii U_T moßno zamenit~ na u_T .

Teorema 3. Pust~ vypolneny usloviØ A i B. Predpoloßim, qto

vypolneno odno iz sledu¸wih usloviæ:

1) vypolnen nabor usloviæ 1) teoremy 2 i log log T = o(log(T /c_T ));

2) vypolnen nabor usloviæ 2) teoremy 2 i

lim_{x↘0} μ − γ(− log P (X < x)) x = 1;

3) c_T / log T → 0 i P (X = 0) > 0. Togda lim inf U_T b_T ≥ 1 p.n.

V poslednem sootnoxenii U_T moßno zamenit~ na u_T .

Iz teorem 1–3 i neravenstva U_n ≤ W_n vytekaet sledu¸waØ teorema.

SIL^NYE PREDEL^NYE TEOREMY 213

Teorema 4. Esli vypolneny usloviØ teorem 1 i 2, to

lim sup W_T b_T = lim sup U_T b_T = lim sup u_T b_T = 1 p.n. (7)

Esli vypolneny usloviØ teorem 1 i 3, to lim W_T b_T = lim U_T b_T = lim u_T b_T = 1 p.n. (8)

Teper~ my sformuliruem rØd vaßnyh sledstviæ iz teoremy 4. Zametim, qto ranee veliqina W_T ne rassmatrivalas~.

My naqnem so sluqaØ a_T = O(log T ).

Netrudno proverit~, qto (3) ravnosil~no sootnoxeni¸

c_T = a_T β

( log^T_{cT} + log log T a_T ) , (9)

gde β(x) – funkciØ, obratnaØ k funkcii κ(u) = uζ(μ − u^{−1}), u ≥

μ^{−1}. Izvestno (sm. Xtaænebah [4]), qto β(0) = 1/μ, β(x) ↗ ∞ pri x → ∞ i β(x) vypukla vverh.

Teorema 5 (UZBQ �rdœxa–Ren~i). Esli aT = c log T , c > c0, to lim W_T (β(1/c) − 1/μ)a_T =lim U_T (β(1/c) − 1/μ)a_T =lim u_T β(1/c)a_T = 1 p.n.

Teorema 5 moßet byt~ naædena v rabote Xtaænebaha [2]. Napomnim, qto normiru¸wie posledovatel~nosti dlØ U_T i

u_T vyqislØ¸tsØ po dvum raznym qastØm formuly (4). Prostye

vyqisleniØ estestvenno pokazyva¸t, qto sootnoxeniØ dlØ U_T i

u_T v teoreme 5 ffkvivalentny.

Teorema 6. Esli aT = o(log T ) i P (X = 0) = 0, to sootnoxenie

(7) vypolneno s

b_T = a_T β

( log T a_T ) . Esli vypolneny usloviØ 2) ili 3) teoremy 3, to vypolneno (8). Teorema 6 dokazana Xtaænebahom [4].

Otmetim, qto esli vypolneno uslovie 3) teoremy 3, to b_T ∼

c_0 log T .

214 A. N. FROLOV

V teoreme 6 normirovka dlØ U_T i u_T sovpadaet, tak kak centriru¸waØ posledovatel~nost~ prenebreßimo mala po sravneni¸ s normirovkoæ. Deæstvitel~no, iz (3) i (4) legko vytekaet, qto a_T = o(b_T ).

Pust~ teper~ a_T / log T → ∞. V fftom sluqae povedenie centrirovannyh statistik W_T i U_T i necentrirovannoæ statistiki

u_T suwestvenno razliqa¸tsØ. Tak naprimer, esli EX^2 < ∞ i a_T = T , to iz rezul~tata dlØ U_T my dolßny poluqit~ zakon

povtornogo logarifma dlØ processov vosstanovleniØ, a iz rezul~tata dlØ u_T – zakon bol~xih qisel. Pofftomu v dal~neæxem my rassmatrivaem W_T i U_T otdel~no ot u_T .

Teorema 7 (Zakon Qœrgœ–Revesa). Esli σ^2 = EX^2 < ∞, to

lim sup W_T b_T = lim sup U_T b_T = 1 p.n., (10) gde b_T = σ μ^{3/2} √ 2a_T (log T a_T + log log T ).

Esli log log T = o(log(T /a_T )), to lim W_T b_T = lim U_T b_T = 1 p.n. (11)

Rezul~taty fftogo tipa, a takße ocenki skorosti shodimosti v nih, poluqeny v rabotah Xtaænebaha [2, 5] i Devel~sa i Xtaænebaha [3].

Esli a_T udovletvorØet uslovi¸ log(T /a_T )/ log log T → c ≥ 0, to my poluqaem iz (10) sledu¸wu¸ formu zakona povtornogo logarifma dlØ priraweniæ processov vosstanovleniØ

lim sup W_T √ 2a_T log log T

= lim sup U_T √ 2a_T log log T = √ 1 + c σ μ^{3/2} p.n.

Pri a_T = T poslednee sootnoxenie prevrawaetsØ v zakon povtornogo logarifma dlØ N (T ). Pri fftom uslovie EX^2 < ∞ ØvlØetsØ neobhodimym (sm., naprimer, Frolov, Martikaænen, Xtaænebah [11]).

Otmetim, qto teorema 7 moßet byt~ poluqena s pomow~¸ rezul~tatov o sil~noæ approksimacii processov vosstanovleniØ

SIL^NYE PREDEL^NYE TEOREMY 215

vinerovsim processom (sm. Meæson i van Cvet [12] i Qœrgœ, Horvat, Xtaænebah [13]) i rezul~tatov Qœrgœ i Revesa [6] dlØ priraweniæ vinerovskogo processa. Odnako fftot metod nevozmoßno ispol~zovat~ dlØ malyh priraweniæ i pri EX^2 = ∞.

Pust~ teper~ EX^2 = ∞. �tot sluqaæ ranee ne rassmatrival- sØ. Dalee my pixem F ∈ DN (α) (F ∈ D(α)), α ∈ (1, 2], esli F prinadleßit oblasti normal~nogo (nenormal~nogo sootv.) pritØßeniØ ustoæqivogo zakona s harakteristiqeskoæ funkcieæ (h.f.) ψ(t) = exp{−c|t|^α(1 + i t |t| tg π 2 α)}, (12) gde c = cos(π(2 − α)/2)/α, 1 < α ≤ 2. V sluqae normal~nogo pritØßeniØ my sqitaem, qto normiru¸wie postoØnnye ime¸t vid

n^{1/α}. Inaqe sluqaænye veliqiny X_i nußno dolßnym obrazom ot-

normirovat~.

H.f. (12) sootvetstvuet proizvodØwaØ funkciØ momentov φ(h)

= exp{h^α/α}, h > 0. Ots¸da sleduet, qto γ(x) = (αx/(α−1))^{(α−1)/α}

dlØ vseh x > 0. Zametim, qto dlØ standartnogo normal~nogo zakona α = 2 i γ(x) = √ 2x. Dalee, esli g(x) – pravil~no menØ¸waØsØ funkciØ, to g^{−1}(x) oboznaqaet asimptotiqeski obratnu¸ k neæ funkci¸, t.e.

g^{−1}(g(x)) ∼ g(g^{−1}(x)) ∼ x pri x → 0.

Teorema 8. Esli EX^2 = ∞ i F ∈ D(2), to (10) vypolneno s

b_T = a_T m̂(f̂^{−1}((log(T /a_T ) + log log T )/a_T )),

gde m̂(h) = hG(1/h), f̂(h) = h^2G(1/h)/2, G(x) =

∫_0 −x u^2dF (u), x > 0. (G(x) – medlenno menØ¸waØsØ funkciØ.)

Esli, krome togo, log log T = o(log(T /a_T )), to vypolneno (11).

Rassmotrim teper~ sluqaæ α ∈ (1, 2).

Teorema 9. Esli EX^2 = ∞ i F ∈ DN (α), α ∈ (1, 2), to (10) vy-

polneno s

b_T = μ^{−1−1/α}(α/(α − 1))^{(1−α)/α}a^{1/α}_T (log(T /a_T ) + log log T )^{(α−1)/α}.

Esli, krome togo, log log T = o(log(T /a_T )), to vypolneno (11).

216 A. N. FROLOV

Teorema 10. Esli EX^2 = ∞ i F ∈ D(α), α ∈ (1, 2), to (10) vypol-

neno s b_T = a_T m̂(f̂^{−1}((log(T /a_T ) + log log T )/a_T )), gde m̂(h) = h^{α−1}G(1/h)αΓ(2 − α)/(α − 1), f̂ (h) = Γ(2 − α)h^αG(1/h), G(x) = x^αF (−x), x > 0. (G(x) – medlenno menØ¸waØsØ funkciØ.)

Esli, krome togo, log log T = o(log(T /a_T )), to vypolneno (11). My zaverxaem fftot paragraf rezul~tatami dlØ necentrirovannoæ statistiki u_T .

Teorema 11. Esli aT / log T → ∞, to

lim sup u_T a_T = 1 μ p.n.

Esli log log T = o(log(T /a_T )), to v poslednem sootnoxenii lim sup moßno zamenit~ na lim.

Esli a_T = T , to iz teoremy 11 my poluqaem

lim sup N (T ) T = 1 μ p.n.

Ispol~zuØ tot ße metod dokazatel~stva, qto i metod dokazatel~- stva (8), moßno pokazat~, qto v poslednem sootnoxenii moßno zamenit~ lim sup na lim. �to daet usilennyæ zakon bol~xih qisel dlØ processov vosstanovleniØ.

2. Dokazatel~stva Snaqala my dokaßem sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 1. Ime¸t mesto sledu¸wie sootnoxeniØ meßdu sobyti- Ømi {W_T ≥ x + 1} ⊂ { max [x]≤j≤[x+ aTμ ]+1 max 0≤k≤N(T )−j (R_{k+j} − R_k) ≥ μx}, (13) {U_T ≥ x − 2} ⊃ { max 0≤k≤N(T )−[x+ aTμ ]+1 (R_{k+[x+}^aT_{μ ]} − R_k) ≥ μx}, (14) {U_T ≥ x − 2} ⊃ {R_{[x+}^aT_{μ ]} ≥ μx}. (15) Dokazatel~stvo. Esli WT ≥ x+1, to N (t+s)−(x+1+sμ^{−1}) ≥ N (t) dlØ nekotoryh s ∈ [0, a_T ] i t ∈ [0, T − a_T ]. Tak kak N (t)– celoe qislo, a S_n ne ubyvaet po n, to S_{[N(t+s)−(x+1+sμ}�1_{)]+1} ≥ S_{N(t)+1} >

SIL^NYE PREDEL^NYE TEOREMY 217 t ≥ S_{N(t+s)} − s. V poslednih dvuh neravenstvah my ispol~zova-

li opredelenie N (t). Iz poslednego neravenstva sleduet, qto

R_{N(t+s)}−R_{[N(t+s)−(x+sμ}�1_{)]} ≥ xμ. Poloßim k = [N (t+s)−(x+sμ^{−1})], j = (x + sμ^{−1})+ {N (t + s) − (x + sμ^{−1} )}, gde {·} oboznaqaet drobnu¸

qast~ qisla v skobkah. Togda N (t+s) = k+j, [x] ≤ j ≤ [x+a_T μ^{−1}]+1 i 0 ≤ k ≤ N (T ) − j. Takim obrazom, my pokazali, qto dlØ nekotoryh k i j takih, qto [x] ≤ j ≤ [x + a_T μ^{−1}] + 1 i 0 ≤ k ≤ N (T ) − j vypolnØetsØ neravenstvo R_{k+j} − R_k ≥ xμ. Sootnoxenie (13) dokazano.

Esli U_T < x − 2, to N (t + a_T ) − N (t) < [x + a_T μ^{−1}] − 1 dlØ vseh

t ∈ [0, T −a_T ]. Tak kak S_n ne ubyvaet po n, to S_{N(t+aT )−[x+aT μ}�1_{]+1} < S_{N(t)} ≤ t < S_{N(t+aT )+1} − a_T . V poslednih dvuh neravenstvah my

snova ispol~zovali opredelenie N (t). Iz poslednego neravenstva sleduet, qto R_{N(t+aT )+1} − R_{N(t+aT )−[x+aT μ}�1_{]+1} < μx. Poloßim k = N (t + a_T ) − [x + a_T μ^{−1}] + 1. My pokazali, qto dlØ vseh k takih, qto 0 ≤ k ≤ N (T ) − [x + a_T μ^{−1}]+1 vypolnØetsØ neravenstvo

R_{k+[x+aT μ}�1_] − R_k < xμ. Pofftomu {U_T < x − 2} ⊂ { max 0≤k≤N(T )−[x+ aTμ ]+1 (R_{k+[x+}^aT_{μ ]} − R_k) < xμ} ⊂ {R_{[x+}^aT_{μ ]} < μx}. Ots¸da sledu¸t (14) i (15).

Lemma 1 dokazana.

Nam ponadobitsØ sledu¸wiæ rezul~tat. Lemma 2. Pust~ vypolneny usloviØ A i B.

Togda P (R_n ≥ nm(h)) ≤ exp{−nf(h)} (16) dlØ l¸bogo h > 0 i vseh n.

Pust~ {h_n} – posledovatel~nost~ poloßitel~nyh qisel takaØ, qto nf(h_n) → ∞.

Togda

P (R_n ≥ (1 − ε)nm(h_n)) ≥ exp{−nf(h_n)(1 + δ)} (17)

dlØ l¸byh ε > 0, δ > 0 i vseh dostatoqno bol~xih n.

Dokazatel~stvo. Ocenka (16) sleduet iz neravenstva Qebyxeva. Ocenka (17) poluqena Fellerom [14] pri dopolnitel~nom

218 A. N. FROLOV

predpoloßenii h_nσ(h_n) = o( √ nf(h_n)). To, qto poslednee sootno-

xenie vypolneno, sleduet iz togo fakta, qto E(μ − X)^2 exp{λ(μ −

X)} < ∞ dlØ vseh λ > 0 i sup_{0<u≤λ} u^2σ^2(u)/f(u) < ∞ (sm. Rozov-

skiæ [15], str. 213).

My budem ispol~zovat~ sledu¸wu¸ izvestnu¸ lemmu. Lemma 3. Pust~ r, s ≥ 0, q > 0. Esli P (Ri ≥ −s) ≥ q dlØ vseh i = 1, 2, . . ., n, to P ( max 0≤i<j≤n (R_j − R_i) ≥ r) ≤ q^{−2}P (R_n ≥ r − s). Dokazatel~stvo teoremy 1. Voz~mem ε > 0 i δ > 0 i poloßim

K = [(1 + δ)T μ^{−1}], J = [(1 + 3ε)b_T + a_T μ^{−1}]. Tak kak b_T → ∞, to,

ispol~zuØ (13) s x = (1 + 3ε)b_T , my poluqim

P (W_T ≥ (1 + 4ε)b_T ) ≤ P (W_T ≥ (1 + 3ε)(b_T + 1)) ≤ P ( max 1≤j≤J+1 max 0≤k≤N(T )−j (R_{k+j} − R_k) ≥ (1 + 3ε)μb_T )

≤ P ( max 1≤j≤J+1 max 0≤k≤K (R_{k+j} − R_k) ≥ (1 + 3ε)μb_T ) + P (N (T ) ≥ K) = P_T + Q_T .

dlØ vseh dostatoqno bol~xih T .

Ocenim snaqala P_T .

Lemma 4. Esli vypolneny usloviØ teoremy 1, to dlØ l¸bogo ε ∈

(0, ε_0) suwestvuet τ > 0 takoe, qto dlØ vseh dostatoqno bol~xih T vypolnØetsØ neravenstvo

P_T ≤ (log T )^{−(1+τ)}. (18) Zdes~ ε_0 – absol¸tnaØ postoØnnaØ.

Dokazatel~stvo. Poloßim

d_T = log T c_T + log log T. (19)

Pust~ εc_T ≤ log T . Ispol~zuØ vypuklost~ vverh funkcii γ(x) i (5), poluqim (1 + 3ε)μb_T ≥ jγ((1 + 3ε)d_T /j) pri 1 ≤ j ≤ J_1 =

[(1 + 3ε)c_T ]. S uqetom (16) i (2) imeem pri dostatoqno bol~xih

SIL^NYE PREDEL^NYE TEOREMY 219 T P_T ≤ K J+1∑ j=1 P (R_j ≥ (1 + 3ε)μb_T ) ≤ K J1∑ j=1 P (R_j ≥ jγ((1 + 3ε)d_T /j))

≤ K J1∑ j=1 exp{−(1 + 3ε)d_T } ≤ KJ_1T^{−(1+3ε)}c^{1−3ε}_T (log T )^{−(1+3ε)}.

Ots¸da sleduet (18).

Pust~ teper~ εc_T > log T . Poloßim m = [εJ], L = [K/m] + 1,

J_2 = J + m +1. Otmetim, qto J_2 ∼ (1+ ε)(c_T +3εb_T ). UqityvaØ (5), b_T = μ^{−1}c_T γ(d_T /c_T ) ≤ μ^{−1}c_T γ(2ε) dlØ vseh dostatoqno bol~xih

T . Sledovatel~no, pri vseh ε < ε_0 neravenstva (1 + 2ε)c_T ≥ (1 +

2ε){(1+0.1ε)(1+ε)(1+3εμ^{−1}γ(2ε))}^{−1}J_2 ≥ J_2 vypolnØ¸tsØ dlØ vseh

dostatoqno bol~xih T .

Ispol~zuØ lemmu 3, uslovie (6) i (5), imeem P_T ≤ L∑ l=1 P ( max 1≤j≤J+1 max (l−1)m≤k≤lm (R_{k+j} − R_k) ≥ (1 + 3ε)μb_T )

≤ LP ( max 1≤j≤J+1 max 0≤k≤m (R_{k+j} − R_k) ≥ (1 + 3ε)μb_T ) ≤ L q^2

P (R_{J2} ≥ (1 + 2ε)μb_T ) = L q^2

P (R_{J2} ≥ (1 + 2ε)c_T γ(d_T /c_T )) ≤ K + m mq^2 P (R_{J2} ≥ J_2γ(d_T /c_T ))

dlØ vseh dostatoqno bol~xih T .

Ots¸da i iz sootnoxeniæ (16) i (2) sleduet (18). Lemma 4 dokazana i my vozvrawaemsØ k dokazatel~stvu teoremy 1.

Ocenim teper~ skorost~ ubyvaniØ Q_T . Imeem

Q_T = P ( S_K ≤ Kμ 1 + δ ) = p_K .

Tak kak EX = μ < ∞, to v silu izvestnoæ ocenki Kaca (sm., naprimer, Petrov [16], p. 30 str. 246) skorosti shodimosti v usilennom zakone bol~xih qisel dlØ summ rØd ∑_∞ k=1 p_k/k sho-

ditsØ.

Voz~mem θ > 1. Poloßim n_k = min{n : θ^{k−1} < n ≤ θ^k, p_n =

min_θk�1_{<m≤θ}k p_m}, k = 1, 2, . . . Opredelim posledovatel~nost~

220 A. N. FROLOV {T_k} tak, qtoby K(T_k) = n_k dlØ vseh k = 1, 2, . . . Togda T_k ↗ ∞

pri k → ∞ i T_k < T_{k+1} < θ^3T_k dlØ vseh dostatoqno bol~xih k.

Imeem ∞ > ∞∑ k=1 p_k k ≥ ∞∑ k=1 p_{nk} ∑ θk�1_{<n≤θ}k 1 n ≥ (1 − θ^{−1}) ∞∑ k=1 p_{nk} = (1 − θ^{−1}) ∞∑ k=1 Q_{Tk} . V silu (18) i opredeleniØ T_k ∞∑ k=1 P (W_{Tk} ≥ (1 + 4ε)b_{Tk} ) ≤ ∞∑ k=1 P_{Tk} + ∞∑ k=1 Q_{Tk} < ∞. Iz lemmy BorelØ–Kantelli sleduet, qto

lim sup k→∞ W_{Tk} b_{Tk} ≤ 1 + 4ε p.n. (20)

Dalee, b_{Tk} ≤ b_{Tk+1} ≤ b_θ3_{Tk} ≤ (1 + τ )b_{Tk} dlØ vseh τ > 0, vseh θ dostatoqno blizkih k 1 i vseh dostatoqno bol~xih k. Tak kak

W_T ne ubyvaet, to W_T /b_T ≤ (1 + τ )W_{Tk+1} /b_{Tk+1} pri T_k ≤ T ≤ T_{k+1}.

Iz poslednih neravenstv i (20) sleduet, qto

lim sup W_T b_T ≤ (1 + τ )(1 + 4ε) p.n.

UstremlØØ v poslednem sootnoxenii τ i ε k nul¸, my poluqaem trebuemoe.

Dokazatel~stvo teoremy 2.

Pust~ vypolneno uslovie 1).

Voz~mem ε > 0, δ > 0 i poloßim K = K(T ) = [(1 − δ)T μ^{−1}],

J = J(T ) = [(1 − ε)b_T + a_T μ^{−1}].

Pust~ snaqala a_T /T < 1 − ρ dlØ vseh dostatoqno bol~xih T . V silu (14) imeem dlØ vseh dostatoqno bol~xih T {U_T ≥ (1 − 2ε)b_T )} ⊃ {U_T ≥ (1 − ε)b_T − 2} ⊃ { max 0≤k≤N(T )−J+1 (R_{k+J} − R_k) ≥ (1 − ε)μb_T } ⊃ { max 0≤k≤K−J+1 (R_{k+J} − R_k) ≥ (1 − ε)μb_T ), N (T ) ≥ K} ⊃ A_T B_T ,

SIL^NYE PREDEL^NYE TEOREMY 221

gde A_T = {R_{K+1} − R_{K−J+1} ≥ (1 − ε)μb_T }, B_T = {N (T ) ≥ K}.

Pust~ {T_k} – proizvol~naØ posledovatel~nost~ takaØ, qto

T_k ↗ ∞ pri k → ∞. V silu usilennogo zakona bol~xih qisel

dlØ summ i B_T = {S_K ≤ T } = {S_K ≤ Kμ/(1 − δ)}, s veroØtnost~¸ 1 proishodØt vse sobytiØ B_{Tk} , naqinaØ s nekotorogo k. Pofftomu nam dostatoqno dokazat~, qto s veroØtnost~¸ 1 sobytiØ A_{Tk} proishodØt beskoneqno qasto.

Pust~ d_T opredeleno po formule (19).

Ispol~zuØ (5) i uslovie 1), imeem μb_T = c_T γ(d_T /c_T ) ≤ aμc_T dlØ vseh dostatoqno bol~xih T . Zdes~ a < 1. Pofftomu J = [c_T −εb_T ] ≥

[(1 − εa)c_T ] i (1 − ε)c_T ≤ (J + 1)(1 − ε)(1 − εa)^{−1} ≤ J(1 − ε_1)^2 dlØ

vseh dostatoqno bol~xih T . Zdes~ ε_1 > 0.

Ispol~zuØ (17) i vypuklost~ γ(x), poluqim

P (A_T ) ≥ P (R_J ≥ (1 − ε)μb_T ) ≥ P (R_J ≥ (1 − ε_1)^2Jγ(d_T /c_T ))

≥ P (R_J ≥ (1 − ε_1)Jγ((1 − ε_1)d_T /c_T )) ≥ exp{−(1 − ε_2)d_T }

dlØ vseh dostatoqno bol~xih T .

Poloßim T_1 = 1, T_{k+1} = min{T : T > T_k, K(T_{k+1}) − J(T_{k+1}) =

K(T_k)}, k = 2, 3, . . . Tak ße, kak v rabote avtora [7] (str. 164) do-

kaßem, qto rØd ∑ k P (A(T_k)) rashoditsØ. Tak kak sobytiØ {A(T_k)}

nezavisimy, to po lemme BorelØ–Kantelli P (A(T_k) b.q.) = 1.

Pust~ teper~ a_T /T → 1. Togda d_T /c_T → 0 i iz (5) sleduet, qto

b_T = o(c_T ). Pofftomu c_T ∼ a_T /μ ∼ T /μ.

V silu (15) imeem dlØ vseh dostatoqno bol~xih T {U_T ≥ (1 − 2ε)b_T )} ⊃ {R_J ≥ (1 − ε)μb_T }. Voz~mem θ > 1 i poloßim T_k = θ^k, J_k = J(T_k), k = 1, 2, . . .

Oboznaqim C_k = {R_{Jk} − R_{Jk}�_1 ≥ (1 − 0.5ε)μb_{Tk}}, D_k = {R_{Jk}�_1 ≥ −0.5εμb_{Tk}}. Tak kak J_{k−1} ∼ c_{Tk}�_1 , to iz usloviØ (6) sleduet, qto P (D_k) ≥ q pri vseh dostatoqno bol~xih k.

Sledu¸wie pary sobytiæ nezavisimy:

C_k i D_k, C_k i D_kC_{k−1}D_{k−1}, C_k i D_kC_{k−1}D_{k−1}C_{k−2}D_{k−2}, . . . . Tak kak c_{Tk} ∼ (J_k − J_{k−1})θ/(θ − 1), to

P (C_k) ≥ P (R_{Jk−Jk}�_1 > (1 + τ )(1 − 0.5ε) θ θ − 1 (J_k − J_{k−1})γ(d_{Tk} /a_{nk}))

222 A. N. FROLOV

dlØ vseh dostatoqno bol~xih k. Vyberem θ bol~xim, a τ malen~kim tak, qtoby (1 + τ )(1 − 0.5ε)θ/(θ − 1) = (1 − ρ)^2, ρ > 0. Ispol~zuØ vypuklost~ γ(x) i sootnoxeniØ (17) i (2) tak ße, kak pri dokazatel~stve lemmy 4, poluqim P (C_k) ≥ exp{−(1 − ρ)(1 + η)(J_k − J_{k−1})d_{Tk} /c_{Tk}} ≥ k^{−(1−ρ)(1+η)(1+ξ)} dlØ vseh dostatoqno bol~xih k. VybiraØ η i ξ dostatoqno malymi, zakl¸qaem, qto rØd ∑ k P (C_k) rashoditsØ.

Po lemme 5 na str. 267 knigi Petrova [16], P (C_kD_k b.q.) ≥

q > 0. Sledovatel~no, P (R_{Jk} ≥ (1 − ε)μb_{Tk} b.q.) > 0. V silu

zakona ”nulØ ili edinicy” Kolmogorova poslednØØ veroØtnost~ ravna 1. Ots¸da sleduet, qto P (U_{Tk} ≥ (1 − 2ε)b_{Tk} b.q.) = 1.

Teorema dokazana, kogda vypolneno uslovie 1). Esli vypolneno uslovie 2), to teorema dokazana Xtaænebahom [4] s b_T iz teoremy 6. Niße my pokaßem, qto posledovatel~nost~ iz teoremy 6 i naxa posledovatel~nost~ ffkvivalentny. Dokazatel~stvo teoremy 3.

Pust~ vypolneno uslovie 1).

Voz~mem ε > 0, δ > 0 i poloßim K = K(T ) = [(1 − δ)T μ^{−1}],

J = J(T ) = [(1 − ε)b_T + a_T μ^{−1}].

V silu (14) imeem dlØ vseh dostatoqno bol~xih T {U_T < (1 − 2ε)b_T )} ⊂ {U_T ≥ (1 − ε)b_T − 2} ⊂ { max 0≤k≤N(T )−J+1 (R_{k+J} − R_k) < (1 − ε)μb_T } ⊂ { max 0≤k≤K−J+1 (R_{k+J} − R_k) < (1 − ε)μb_T } ∪ {N (T ) < K} = E_T ∪ F_T .

V silu usilennogo zakona bol~xih qisel dlØ summ i F_T =

{S_K ≥ T } = {S_K ≥ Kμ/(1 − δ)}, s veroØtnost~¸ 1 sobytiØ F_T ne

proishodØt, naqinaØ s nekotorogo T . Pofftomu nam dostatoqno dokazat~ to ße samoe dlØ sobytiæ E_T .

Imeem

P (E_T ) ≤ P ( [K/J]⋂

m=0 (R_{(m+1)J} − R_{mJ} ) < (1 − ε)μb_T )

≤ (1 − P (R_J ≥ (1 − ε)μb_T ))^{[K/J]} ≤ exp{−[K/J]P (R_J ≥ (1 − ε)μb_T )}.

SIL^NYE PREDEL^NYE TEOREMY 223

Ispol~zuØ ocenku veroØtnosti P (R_J ≥ (1 − ε)μb_T ), poluqennu¸ pri dokazatel~stve teoremy 2, opredeleniØ K i J, a takße uslovie log log T = o(log T /c_T ), poluqim

P (E_T ) ≤ T^{−3} (21)

dlØ vseh dostatoqno bol~xih T .

Poloßim T_n = μn/(1 − δ), n = 1, 2, . . . DlØ kaßdogo n takogo, qto J(T_n) < J(T_{n+1}), opredelim T_n(j) = inf{T ∈ [T_n, T_{n+1}) : J(T ) = j}, j ∈ I_n = (J(T_n), J(T_{n+1})]. DlØ n takih, qto J(T_n) = J(T_{n+1}), poloßim T_n(j) = T_{n+1}, j ∈ I_n = {J(T_{n+1})}. V silu opredeleniØ

T_n(j), imeem E_T ⊂ E_{Tn(j+1)} pri T ∈ (T_n(j), T_n(j + 1)]. Dalee, ∞∑ n=N ∑ j∈In P (E_{Tn(j+1)}) ≤ ∞∑ n=N ∑ j∈In (T_n(j + 1))^{−3}

≤ ∞∑ n=N (J(T_{n+1}) − J(T_n) + 1)T^{−3}_n

Zdes~ N vybrano stol~ bol~xim, qtoby bylo vypolneno (21). Tak ße, kak v dokazatel~stve teoremy 2, c_T ≥ J(T ) ≥ [(1 − aε)c_T ]. Znaqit, J(T_{n+1})−J(T_n) ≤ c_{Tn+1} −(1−aε)c_{Tn} +1. Tak kak c_{Tn} /c_{Tn+1} ≤

T_{n+1}/T_n → 1 i c_{Tn} = O(T_n) pri n → ∞, to J(T_{n+1}) − J(T_n) = O(T_n)

pri n → ∞. Pofftomu rØd ∑_∞ n=N ∑ j∈In P (ETn(j+1)) shoditsØ. Po

lemme BorelØ–Kantelli s veroØtnost~¸ 1 proishodit lix~ koneqnoe qislo sobytiæ E_{Tn(j+1)}. Sledovatel~no, s veroØtnost~¸ 1 sobytiØ E_T ne proishodØt dlØ vseh dostatoqno bol~xih T .

Teorema dokazana, kogda vypolneno uslovie 1). Esli vypolneno uslovie 2) ili 3), to teorema dokazana Xtaænebahom [4] s

b_T iz teoremy 6. Niße my pokaßem, qto posledovatel~nost~ iz

teoremy 6 i naxa posledovatel~nost~ ffkvivalentny.

Dokazatel~stvo teoremy 5. Rassmotrim sluqaæ centrirovannoæ statistiki U_T . Opredelim d_T po formule (19). V silu usloviØ teoremy γ(d_T /c_T ) otdeleno ot nulØ i ot μ dlØ vseh dostatoqno bol~xih T . Pofftomu c_T = (μ − γ(d_T /c_T ))^{−1}a_T = O(log T ). Ispol~zuØ (9) i vypuklost~ vverh β(x), poluqim c_T = a_T β((1 +

o(1)) log T /a_T ) ∼ a_T β(1/c). Znaqit, b_T ∼ a_T (β(1/c) − 1/μ).

Sluqaæ u_T poluqaetsØ iz predyduwego, esli poloßit~ c_T =

b_T .

224 A. N. FROLOV

Dokazatel~stvo teoremy 6. V silu rezul~tata Xtaænebaha [4] nam dostatoqno pokazat~, qto b_T ∼ a_T β ( log T a_T ) . (22)

Opredelim d_T po formule (19). Pokaßem, qto γ(d_T /c_T ) → μ. Predpoloßim, qto suwestvuet posledovatel~nost~ {T_k}, T_k ↗ ∞ pri k → ∞, takaØ, qto μ − γ(d_{Tk} /c_{Tk}) > ρ > 0. Togda d_{Tk} /c_{Tk} <

a < ∞. Znaqit, log T_k/c_{Tk} < 2a dlØ vseh dostatoqno bol~xih k.

Ots¸da sleduet, qto a_{Tk} = (μ − γ(d_{Tk} /c_{Tk} ))c_{Tk} > ρ log T_k/2a dlØ vseh dostatoqno bol~xih k, a ffto protivoreqit tomu, qto a_T =

o(log T ).

Iz (3) sleduet, qto a_T = o(c_T ) i c_T ∼ b_T .

Esli P (X = 0) = 0, to γ(d_T /c_T ) → μ vleqet d_T /c_T → ∞. Togda c_T = o(log T ) i b_T = o(log T ). V silu (9) i vypuklosti vverh

β(x) imeem c_T = a_T β((1 + o(1)) log T /a_T ) ∼ a_T β(log T /a_T ). Ots¸da

sleduet (22).

Esli P (X = 0) > 0, to γ(d_T /c_T ) → μ vleqet d_T /c_T → 1/c_0. Togda c_T ∼ c_0 log T i b_T ∼ c_0 log T . No levaØ qast~ sootnoxeniØ

(22) toße ffkvivalentna c_0 log T (sm. Xtaænebah [4]).

Dokazatel~stvo teorem 7–10. Tak kak aT / log T → ∞, to

d_T /c_T → 0. V silu (3) imeem c_T ∼ a_T /μ, b_T = o(a_T ). Teper~ re-

zul~tat kaßdoæ iz fftih teorem poluqaetsØ iz (5) i rezul~tatov ob asimptotike γ(x) v nule (sm. Frolov [8, 9]).

Dokazatel~stvo teoremy 11. Tak kak aT / log T → ∞, to dT /cT → 0. V silu (3) imeem b_T = c_T ∼ a_T /μ.

Literatura

1. P. Erdös, A. Rényi, On a new law of large numbers. — J. Analyse Math., 23

(1970), 103–111.

2. J. Steinebach, Between invariance principles and Erdős–Rényi laws. — Coll. Math.

Soc. J. Bolyai., 36 (1982), 981–1005.

3. P. Deheuvels, J. Steinebach, Sharp rates for increments of renewal processes. —

Ann. Probab., 17 (1989), 700–722.

4. Steinebach J. Strong laws for small increments of renewal processes. — Ann.

Probab., 19 (1991), 1768–1776.

5. J. Steinebach, Improved Erdős–Rényi and strong approximation laws for increments of renewal processes. — Ann. Probab., 14 (1986), 547–559.

6. M. Csörgő, P. Révész, Strong approximations in probability and statistics. — Bu-

dapest, Akadémiai Kiadó (1981).

SIL^NYE PREDEL^NYE TEOREMY 225

7. A. N. Frolov, On one-sided strong laws for large increments of sums. — Statist.

and Probab. Letters, 37 (1998), 155–165.

8. A. N. Frolov, Ob asimptotiqeskom povedenii priraweniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — Doklady Akademii Nauk, 372, No. 5 (2000), 596–599.

9. A. N. Frolov, On one-sided strong laws for increments of sums of i.i.d. random variables. — Studia Sci. Math. Hungar., 39 (2002), 333–359.

10. A. N. Frolov, Predel~nye teoremy dlØ priraweniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — Teor. veroØtn. i ee primen., 48, vyp. 1 (2003), 104–121.

11. A. N. Frolov, A. I. Martikainen, J. Steinebach, Limit theorems for maxima of sums and renewal processes. — Zap. nauqn. semin. POMI, 278 2001, 261–274.

12. D. M. Mason, W. van Zwet, A note on the strong approximation to the renewal processes. — Publ. Inst. Statist. Uni Paris, 32 1987, 81–93.

13. M. Csörgő, L. Horváth, J. Steinebach, Invariance principles for renewal processes.

— Ann.Probab., 15 (1987), 1441–1460.

14. W. Feller, Limit theorems for probabilities of large deviations. — Z. Wahrsch. Verw.

Geb., 14 (1969), 1–20.

15. L. V. Rozovskiæ, O nißneæ granice veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ dlØ vyboroqnogo srednego pri vypolneniii usloviØ Kramera. — Zap. nauqn. semin. POMI, 278 (2001), 208 —224.

16. V. V. Petrov, Predel~nye teoremy dlØ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — M.: Nauka (1987).

Frolov A. N. Strong limit theorems for increments of renewal processes. We study the almost surely behavior of increments of renewal processes. We derive a universal form of norming functions in strong limit theorems for increments of such processes. This unifies the following well known theorems for increments of renewal processes: the strong law of large numbers, the Erdős —Rényi law, the Csörgő-Révész law and the law of the iterated logarithm. New results are obtained for processes with distributions of renewal times from domains of attraction of a normal law and completely asymmetric stable laws with index α ∈ (1, 2).

Postupilo 26 fevralØ 2003 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet