Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 298, 2003 g.

A. N. Frolov

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII PRIRAWENI` SLUQA`NYH POLE`

1. Vvedenie

Pust~ {X_i, i ∈ Z^d_+} – pole nezavisimyh odinakovo raspredelennyh nevyroßdennyh sluqaænyh veliqin, S_B = ∑ i∈B X_i, B ⊂ R^d_+, {a_n} – neubyva¸waØ posledovatel~nost~ natural~nyh

qisel, 1 ≤ a_n ≤ n.

Oboznaqim qerez R^′_n mnoßestvo parallelepipedov (i, j], i, j ∈

Z^d_+, takih, qto (i, j] ⊂ (0, n^{1/d}]^d i μ((i, j]) = a_n, gde μ(·) – mera

Lebega.

My budem izuqat~ p.n. (poqti navernoe) asimptotiqeskoe povedenie maksimumov U_n = max_{r∈R′n} S_r . Naxa cel~ sostoit v tom, qtoby opisat~ klass posledovatel~- nosteæ poloßitel~nyh postoØnnyh {b_n} takih, qto libo

lim sup U_n b_n = 1 p.n.,

libo poslednee sootnoxenie vypolneno s zamenoæ lim sup na lim, esli ffto vozmoßno. (V dal~neæxem my sqitaem, qto vse predel~- nye perehody lim, lim sup, lim inf, ∼, O, o, → osuwestvlØ¸tsØ pri

n → ∞, esli Øvno ne ukazano inoe.)

Otmetim, qto v sluqae d = 1 maksimum U_n prevrawaetsØ v izvestnu¸ statistiku �rdœxa–Ren~i max 0≤k≤n−an (S_{k+an} − S_k), gde S_k = X_1 + · · · + X_k. Otmetim takße, qto U_n = max{X_1, . . . , X_n} pri a_n = 1 i U_n = S_n pri a_n = n.

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke MinobrazovaniØ RF, grant E00-1.0-82, i granta veduwih nauqnyh xkol NX-2258.2003.1. 191

192 A. N. FROLOV

Predel~noe povedenie U_n v sluqae d = 1 issledovalos~ v razliqnyh kontekstah mnogimi avtorami. Rexeni¸ postavlennoæ vyxe zadaqi posvØweny raboty �rdœxa i Ren~i [1], Xeppa [2], X. Qœrgœ [3], Devel~sa i DevroØ [4], Mffæsona [5], M. Qœrgœ i Revesa [6], Zinqenko [7], Frolova [8–10]. (Podrobnoe obsußdenie soderßitsØ v stat~Øh [9, 10].) Sledu¸wee universal~noe rexenie postavlennoæ zadaqi bylo naædenno v [9] dlØ sluqaænyh veliqin s koneqnym ffksponencial~nym momentom i v [10] dlØ sluqaænyh veliqin bez ffksponencial~nogo momenta.

Esli E exp{hX_1} < ∞, 0 ≤ h < h_0, i EX_1 ≥ 0, to

b_n = a_nγ(a^{−1}_n (log na^{−1}_n + log log n)),

gde γ(x) – funkciØ obratnaØ k funkcii bol~xih ukloneniæ. HotØ γ(x) horoxo izvestna, ee vyqislenie predstavlØet soboæ sloßnu¸ zadaqu, a vypisat~ ee v Øvnom vide moßno lix~ dlØ nekotoryh raspredeleniæ. Naprimer, kogda X_1 imeet standartnoe normal~noe raspredelenie, γ(x) = √ 2x i b_n = √ 2a_n(log na^{−1}n + log log n). Esli ße predpoloßit~ lix~ EX_1 = 0

i EX^2_1 = 1, to moßno naæti asimptotiku γ(x) v nule, kotoraØ sovpadaet s asimptotikoæ v gaussovskom sluqae. �to privodit k tomu, qto b_n sovpadaet s normirovkoæ v normal~nom sluqae, esli a_n/ log n → ∞. Sootvetstvu¸wiæ rezul~tat byl poluqen v [6]. My nazyvaem ego zakonom Qœrgœ–Revesa. V qastnosti, pri

a_n = n, poluqim zakon povtornogo logarifma (ZPL) s obyqnoæ

normirovkoæ b_n = √ 2n log log n. Esli X_1 ≥ 0 p.n. i a_n = n, to b_n ∼ nγ(0) = nEX_1. �to daet usilennyæ zakon bol~xih qisel

(UZBQ) dlØ neotricatel~nyh sluqaænyh veliqin, iz kotorogo legko vytekaet UZBQ v obwem sluqae.

Funkci¸ γ(x) moßno vypisat~ takße dlØ asimmetriqnyh ustoæqivyh zakonov s pokazatelem α ∈ (1, 2), a ee asimptotiku v nule moßno naæti dlØ raspredeleniæ, pritØgiva¸wihsØ k fftim zakonam ili k normal~nomu zakonu. Sootvetstvu¸wie rezul~- taty poluqeny v [7] dlØ ustoæqivyh zakonov i v [9] dlØ oblasteæ pritØßeniØ. V [9], v qastnosti, dokazany analogi zakonov Qœrgœ–Revesa. Kak i ran~xe, zdes~ takße poluqa¸tsØ UZBQ i ZPL.

Pri a_n = O(log n) poluqaetsØ UZBQ �rdœxa–Ren~i, ustanovlennyæ v [1–5].

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 193 Kogda X_1 ne imeet ffksponencial~nogo momenta, funkciØ γ(x) v formule dlØ b_n zamenØetsØ na analogiqnu¸ funkci¸, postroennu¸ po useqennoæ sluqaænoæ veliqine. Pri fftom udaetsØ rassmatrivat~ tol~ko dostatoqno bystro vozrasta¸wie posledovatel~nosti a_n, kak minimum a_n/ log n → ∞. Minimal~naØ skorost~ rosta a_n opredelØetsØ momentnymi usloviØmi, nakladyvaemymi na pravyæ hvost raspredeleniØ X_1. Qem ßestqe momentnye usloviØ, tem niße ffta minimal~naØ skorost~ rosta. Zdes~ udaetsØ poluqit~ zakony tipa zakonov Qœrgœ–Revesa, a takße UZBQ i ZPL. M. Qœrgœ i Reves [6] poluqili svoi rezul~taty pri dvustoronnih momentnyh usloviØh. Universal~nye teoremy dokazany Frolovym v [9, 10] pri odnostoronnih momentnyh usloviØh, qto suwestvenno rasxirilo oblast~ primenimosti rezul~tatov. Naprimer, ffto pozvolilo rassmatrivat~ veliqiny iz oblasteæ pritØßeniØ normal~nogo zakona i ustoæqivyh asimmetriqnyh zakonov s pokazatelem α ∈ (1, 2).

Pereædem k sluqa¸ d > 1. Qan [11] i M. Qœrgœ i Reves [6, 12] issledovali asimptotiqeskoe povedenie priraweniæ mnogoparametriqeskogo vinerovskogo processa. Zinqenko [13] rassmatrivala sluqaæ ustoæqivyh sluqaænyh poleæ. V fftih rabotah byli dokazany UZBQ �rdœxa–Ren~i i zakony Qœrgœ–Revesa v gaussovskom sluqae i v sluqae asimmetriqnyh ustoæqivyh zakonov s pokazatelem α ∈ (1, 2). DlØ sluqaænogo polØ s EX_i = 0, EX^2_i = 1 i φ(h) = E exp{hX_i} < ∞, 0 ≤ h < h_0, Xtaænebah [14] poluqil zakon �rdœxa–Ren~i i zakony Qœrgœ–Revesa pri dopolnitel~- nom predpoloßenii a_n = o(n^δ) dlØ vseh δ > 0. DlØ a_n = o(log n) on takße dokazal zakon �rdœxa–Ren~i dlØ raspredeleniæ takih, qto h_0 = ∞ i (log φ(h))^{′′} → c > 0 pri h → ∞. DlØ a_n = [c log n] Devel~s [15] poluqil zakon �rdœxa–Ren~i s ocenkoæ skorosti shodimosti v nem. Werbakova [16] poluqila rezul~taty analogiqnye rezul~tatam Xtaænebaha dlØ inogo maksimuma, i, krome togo, rasxirila ego rezul~taty o zakone Qœrgœ–Revesa na sluqaæ a_n = O(n^δ), gde δ– nekotoraØ poloßitel~naØ postoØnnaØ. Momentnye usloviØ v rabotah [15] i [16] byli temi ße, qto i v [14].

Frolov [17] rasprostranil rezul~taty raboty [9] na sluqaænye polØ. V predpoloßenii, qto φ(h) < ∞, 0 ≤ h < h_0, i

EX_i ≥ 0, v [17] naædena formula normiru¸weæ posledovatel~-

nosti v sil~nyh predel~nyh teoremah dlØ priraweniæ sluqaæ-

194 A. N. FROLOV nyh poleæ. �to pozvolilo, analogiqno sluqa¸ d = 1, ob¨edinit~ sledu¸wie rezul~taty: UZBQ, ZPL, zakon Qœrgœ–Revesa i UZ- BQ �rdœxa–Ren~i. Krome togo, byli poluqeny novye rezul~- taty dlØ sluqaænyh veliqin iz oblasteæ pritØßeniØ normal~- nogo zakona i ustoæqivyh asimmetriqnyh zakonov s pokazatelem

α ∈ (1, 2).

V nastoØweæ rabote my obobwim rezul~taty rabot [10] i [17] na sluqaæ sluqaænyh poleæ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin bez ffksponencial~nogo momenta. Takim obrazom, zadaqa opisaniØ b_n dlØ sluqaænyh poleæ rexena v toæ ße stepeni, qto i dlØ posledovatel~nosti nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin.

2. Rezul~taty

Pust~ {X_i, i ∈ Z^d_+} – pole nezavisimyh nevyroßdennyh sluqaænyh veliqin s obweæ funkcieæ raspredeleniØ (f.r.) F (x), X – sluqaænaØ veliqina s toæ ße f.r. F (x). Oboznaqim

S_B = ∑ i∈B X_i, B ⊂ R^d_+, S_∅ = 0.

Pust~ a(x) – neubyva¸waØ nepreryvnaØ funkciØ takaØ, qto

1 ≤ a(x) ≤ x i x/a(x) ne ubyva¸t. Poloßim a_n = [a(n)], gde [·]

oboznaqaet celu¸ qast~ qisla v skobkah.

DlØ l¸byh i = (i_1, . . ., i_d) i j = (j_1, . . . , j_d) takih, qto i_s ≤ j_s (s = 1, d), oboznaqim (i, j] = (i_1, j_1] × · · · × (i_d, j_d] i μ_{ij} = μ((i, j]) = ∏_d s=1(j_s − i_s). Vvedem v rassmotrenie sledu¸wie dva mnoßestva

parallelepipedov

R_n = { (i, j]: i, j ∈ Z^d_+, j_s ≤ n^{1/d} (s = 1, d), μ_{ij} ≤ a_n } , R^′_n = { (i, j] ∈ R_n : μ_{ij} = a_n } , tak, qto R_n i R^′_n sostoØt iz parallelepipedov s verxinami, leßawimi na celoqislennoæ rexetke v R^d_+, s rebrami, parallel~nymi osØm koordinat, i s ob¨emom ne bolee a_n i ravnym a_n sootvetstvenno.

Poloßim

W_n = max_{r∈Rn} S_r , U_n = max_{r∈R′n} S_r.

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 195 Predpoloßim, qto EX ≥ 0. Oboznaqim h_0 = sup{h : Ee^{hX} < ∞}. Pust~ snaqala h_0 > 0. DlØ 0 < h < h_0 oboznaqim

φ(h) = φ_X (h) = Ee^{hX} , m(h) = m_X (h) = φ^′(h) φ(h) , (1)

σ^2(h) = σ^2_X (h) = m^′(h), f(h) = f_X (h) = hm(h) − log φ(h). (2)

Poloßim ω = ess sup X, A = lim_{h↗h0} m(h), 1 c_0

= lim_{h↗h0} f(h),

ζ(z) = ζ_X (z) = sup{zh − log φ(h) : h ≥ 0, φ(h) < ∞}, (3)

γ(x) = γ_X (x) = sup{z : ζ(z) ≤ x}, γ_n(x) = γ(x) n = 1, 2, . . . (4)

Sledu¸wie svoæstva m(h), σ^2(h), f(h), funkcii bol~xih ukloneniæ ζ(z) i γ(x) horoxo izvestny iz teorii bol~xih ukloneniæ:

m(0) = EX, m(h) ↗, σ^2(0) = DX (esli DX = E(X − EX)^2 < ∞), σ^2(h) > 0, f(0) = 0, f(h) ↗, ζ(EX) = 0, ζ(z) = +∞ pri z > A

(esli A < ∞), ζ(z) ↗, ζ(z) vypukla vniz, γ(0) = EX, γ(x) = ω pri

x > 1/c_0 (esli c_0 > 0), γ(x) → ω pri x → ∞ (esli c_0 = 0), γ(x) ↗

pri x < 1/c_0, γ(x) vypukla vverh, ζ(z) = f(m^{−1}(z)) pri z ∈ [EX, A), γ(x) = m(f^{−1}(x)) pri x ∈ [0, 1/c_0),

gde m^{−1}(·) i f^{−1}(·) – funkcii, obratnye k m(·) i f(·) sootvetstvenno.

Pust~ teper~ h_0 = 0. Otmetim, qto v fftom sluqae ω = ∞. Pust~ {y_n} – posledovatel~nost~ poloßitel~nyh qisel takØ, qto y_n ↗ ∞. DlØ n = 1, 2, . . . poloßim Y_n = min{X, y_n}, i Z_n = { Y_n − EY_n, esli EX = 0, Y_n, esli EX > 0.

196 A. N. FROLOV Sluqaænye veliqiny Z_n ograniqeny i, sledovatel~no, ime¸t ffksponencial~nyæ moment. Pofftomu dlØ nih my moßem opredelit~ funkcii φ_n(h) = φ_{Zn} (h), m_n(h) = m_{Zn} (h), σ^2_n(h) = σ^2_{Zn} (h),

f_n(h) = f_{Zn} (h), ζ_n(z) = ζ_{Zn} (z) i γ_n(x) = γ_{Zn} (x), n = 1, 2, . . ., po formulam (1)–(4) s formal~noæ zamenoæ X na Z_n.

Otmetim, qto pri fftom sluqaæ h_0 > 0 sootvetstvuet predel~nomu sluqa¸ y_n = ∞ dlØ vseh n.

Poloßim

b_n = a_nγ_n( β_n a_n ), gde β_n = log na_n + log log n.

Nax pervyæ rezul~tat – ffto sledu¸waØ teorema.

Teorema 1. Pust~ {bn} ffkvivalentna nekotoroæ neubyva¸weæ po-

sledovatel~nosti i

lim_{θ↘1} lim_{k→∞} b_{[θ}k+1_] b_{[θ}k_]

= 1. (5)

Predpoloßim, qto vypolneny sledu¸wie tri usloviØ: 1) ∑ n(1 + log(n/a_n))^{d−1}P (X ≥ b_n) < ∞.

2) DlØ vseh dostatoqno malyh ε > 0 i τ > 0, nekotoryh poloßitel~nyh H_1, H_2 i vseh dostatoqno bol~xih n vypolnØetsØ neravenstvo

P (S_{r(n)} ≥ (1 + ε)b_n) ≤ H_1e^{−(1+τ)βn} + H_2a_nP (X ≥ b_n), (6)

gde r(n) = (0, [((1 + ε)a_n)^{1/d}]]^d.

3) DlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet q ∈ (0, 1) takoe, qto P (S_{r(n)} ≥ −εb_n) ≥ q (7) dlØ vseh dostatoqno bol~xih n, gde r(n) – parallelepiped iz usloviØ 2).

Togda lim sup W_n b_n ≤ 1 p.n. (8)

Uslovie 1) pokazyvaet, qto pri d > 1 trebu¸tsØ bolee ßestkie momentnye ograniqeniØ na raspredelenie X, qem pri d = 1. Inogda fftogo vse ße udaetsØ izbeßat~.

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 197

Zameqanie 1. Esli (6) vypolneno s H2 = 0, to uslovie 1) moßno

otbrosit~.

Pereædem teper~ k ocenkam snizu.

Teorema 2. Predpoloßim, qto

P (S_{r(n)} ≥ (1 − ε)b_n) ≥ H_3e^{−(1−τ)βn} , (9)

dlØ vseh dostatoqno malyh ε > 0 i δ > 0, nekotoryh poloßitel~nyh τ i H_3 i vseh dostatoqno bol~xih n, gde r(n) = (0, [((1 − δ)a_n)^{1/d}]]^d.

Esli a_n/n → 1, to dopolnitel~no predpoloßim, qto vypolneno (7).

Togda lim sup U_n b_n ≥ 1 p.n. (10)

Sledu¸wiæ rezul~tat pokazyvaet, qto (10) moßno uluqxit~ dlØ medlenno vozrasta¸wih a_n.

Teorema 3. Esli vypolneny usloviØ teoremy 2 i log log n =

o(log(n/a_n)), to

lim inf U_n b_n ≥ 1 p.n. (11)

Iz teorem 1, 2 i 3 vytekaet sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 4. Esli vypolneny usloviØ teorem 1 i 2, to

lim sup W_n b_n = lim sup U_n b_n = 1 p.n. (12)

Esli, krome togo, log log n = o(log(n/a_n)), to lim W_n b_n = lim U_n b_n = 1 p.n. (13)

UsloviØ teoremy 4 nosØt oqen~ obwiæ harakter. Sformuliruem rØd vaßnyh sledstviæ iz nee. Napomnim, qto sootvetstvu- ¸wie universal~nye rezul~taty v sluqae h_0 > 0 byli poluqeny avtorom v [17], a rØd vaßnyh qastnyh sluqaev, pereqislennyh vyxe, byl rassmotren v [6, 11–16].

198 A. N. FROLOV

Teorema 5 (UZBQ �rdœxa–Ren~i). Esli h0 > 0 i an = [c log n],

c > c_0, to lim W_n a_n = lim U_n a_n = γ(1/c) p.n.

Otmetim, qto iz teoremy 4 vytekaet bolee obwiæ rezul~tat, soderßawiæ kak sledstvie tak nazyvaemu¸ polnu¸ formu zakona �rdœxa–Ren~i, t.e. sluqai c < c_0 (sm. Devel~s i Devroæ [4]) i a_n = o(log n) (sm. Mffæson [5]). Ih my rassmotrim v drugoæ rabote.

Pereædem teper~ k sluqa¸ a_n/ log n → ∞.

Vvedem v rassmotrenie sledu¸wie dva klassa funkciæ E i

M_p iz [10].

My sqitaem, qto H(x) ∈ E, esli H(x) ↗, H(x)/x ↘ i

lim inf x→∞ H(cx)/H(x) > 1 dlØ nekotorogo c > 1. Otmetim, qto, esli

H(x) ∈ E, to log x = o(H(x)) pri x → ∞ i (H^{−1}(x))^2/x ne ubyvaet.

(Zdes~ i dalee H^{−1}(x) oboznaqaet obratnu¸ funkci¸.)

My pixem H(x) ∈ M_p, esli H(x) ↗, lim sup_{x→∞} H(cx)/H(x) < ∞ dlØ vseh c > 0, H(x)/x^p ne ubyvaet i lim_{x→∞} log H(x)/ log x = p dlØ nekotorogo p > 0.

Naprimer, H(x) = x^p prinadleßit klassu E pri p ∈ (0, 1) i klassu M_p pri p > 0. Drugie primery moßno poluqit~ umnoßeniem x^p na medlenno menØ¸wu¸sØ funkci¸.

Teorema 6. Pust~ EX = 0, EX^2 = 1.

Predpoloßim, qto vypolneno odno iz sledu¸wih treh usloviæ: 1) h_0 > 0 i a_n/ log n → ∞;

2) E exp{H(X^+)}(H(X^+))^τ < ∞, H(x) ∈ E, τ > d pri d > 1 i

τ = 0 pri d = 1, a_n ≥ C(H^{−1}(log n))^2/ log n, gde C = C(H) – absol¸tnaØ poloßitel~naØ postoØnnaØ;

3) EH(X^+ )(log X^+ )^τ < ∞, H(x) ∈ M_p, p > 2, τ > d pri d > 1 i

τ = 0 pri d = 1, a_n ≥ C(H^{−1}(n))^2/ log n, gde C – proizvol~naØ poloßitel~naØ postoØnnaØ.

Togda (12) vypolneno s

b_n = √ 2a_n(log(n/a_n) + log log n).

Esli, krome togo, log log n = o(log(n/a_n)), to vypolneno (13).

Zdes~ my ne utoqnØem, kakova postoØnnaØ C iz usloviØ 2). Sposob ee nahoßdeniØ moßno izvleq~ iz raboty [10].

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 199 Pereædem k sluqa¸ EX^2 = ∞.

V dal~neæxem my budem ispol~zovat~ sledu¸wie oboznaqeniØ: F ∈ DN (α) (F ∈ D(α)), α ∈ (1, 2], esli F prinadleßit oblasti normal~nogo (nenormal~nogo sootv.) pritØßeniØ ustoæqivogo zakona s harakteristiqeskoæ funkcieæ (h.f.) ψ(t) = exp{−c|t|^α(1 + i t |t| tg π 2 α)}, (14) gde c = cos(π(2 − α)/2)/α, 1 < α ≤ 2. V sluqae normal~nogo pritØßeniØ my sqitaem, qto normiru¸wie postoØnnye ime¸t vid

Bn^{1/α} s B = 1. Esli B ≠ 1, to nußno sootvetstvu¸wim obrazom

otnormirovat~ slagaemye X_i.

H.f. (14) sootvetstvuet proizvodØwaØ funkciØ momentov φ(h)

= exp{h^α/α}, h > 0. Ots¸da sleduet, qto γ(x) = (αx/(α−1))^{(α−1)/α}

dlØ vseh x > 0. Zametim, qto α = 2 sootvetstvuet standartnomu normal~nomu zakonu. V fftom sluqae γ(x) = √ 2x. Otmetim, qto v usloviØh teoremy 6 F ∈ DN (2), a b_n sovpadaet s normirovkoæ v gaussovskom sluqae. Dalee my ubedimsØ v tom, qto analogiqno obstoit delo i v sluqae α ∈ (1, 2), t.e. esli

F ∈ DN (α), to b_n sovpadaet s normirovkoæ v sluqae sootvetstvu-

¸wego ustoæqivogo zakona. Esli ße F ∈ D(α), to v normirovke poØvlØetsØ medlenno menØ¸wiæsØ mnoßitel~, kotoryæ zavisit ot useqennoæ dispersii v sluqae α = 2 i ot medlenno menØ¸weæsØ qasti hvosta F (x) v sluqae α ∈ (1, 2).

Dalee, esli g(x) – pravil~no menØ¸waØsØ funkciØ, to g^{−1}(x) – asimptotiqeski obratnaØ k neæ funkciØ, t.e. g^{−1}(g(x)) ∼ g(g^{−1}(x)) ∼ x pri x → 0.

Teorema 7. Pust~ EX = 0, EX^2 = ∞, F ∈ D(2) i vypolneno odno

iz usloviæ 1) − 3) teoremy 6.

Togda (12) vypolneno s

b_n = a_n ^m( ^f^{−1}(β_n/a_n)), gde ^m(h) = hG(1/h), ^f(h) = h^2G(1/h)/2, G(x) = ∫_0 −x u^2dF (u), x > 0. (G(x) – medlenno menØ¸waØsØ funkciØ.)

Esli, krome togo, log log n = o(log(n/a_n)), to vypolneno (13).

Pereædem k sluqa¸ α ∈ (1, 2).

200 A. N. FROLOV

Teorema 8. Pust~ EX = 0, EX^2 = ∞ i F ∈ DN (α), α ∈ (1, 2).

Predpoloßim, qto vypolneno odno iz sledu¸wih treh usloviæ: 1) h_0 > 0 i a_n/ log n → ∞;

2) E exp{H(X^+)}(H(X^+))^τ < ∞, H(x) ∈ E, τ > d pri d > 1 i τ = 0 pri d = 1, a_n ≥ C(H^{−1}(log n))^α/(log n)^{α−1}, gde C = C(H) – absol¸tnaØ poloßitel~naØ postoØnnaØ;

3) EH(X^+ )(log X^+ )^τ < ∞, H(x) ∈ M_p, p > α, τ > d pri d > 1 i

τ = 0 pri d = 1, a_n ≥ C(H^{−1}(n))^α/(log n)^{α−1}, gde C – proizvol~- naØ poloßitel~naØ postoØnnaØ.

Togda (12) vypolneno s

b_n = ( α α − 1 )_{(α−1)/α} a^{1/α}_n ( log n a_n + log log n )_{(α−1)/α} . Esli, krome togo, log log n = o(log(n/a_n)), to vypolneno (13).

Teorema 9. Pust~ EX = 0, EX^2 = ∞ i F ∈ D(α), α ∈ (1, 2).

Poloßim b_n = a_n ^m( ^f^{−1}(β_n/a_n)), gde ^m(h) = h^{α−1}G(1/h)αΓ(2 − α)/(α − 1), ^f (h) = Γ(2 − α)h^αG(1/h), G(x) = x^αF (−x), x > 0. (G(x) – medlenno menØ¸waØsØ funkciØ.)

Predpoloßim, qto vypolneno odno iz sledu¸wih treh usloviæ: 1) h_0 > 0 i a_n/ log n → ∞;

2) E exp{H(X^+)}(H(X^+))^τ < ∞, H(x) ∈ E, τ > d pri d > 1 i τ = 0 pri d = 1, i a_n takoe, qto b_n ≥ CH^{−1}(log n), gde C = C(H) – absol¸tnaØ poloßitel~naØ postoØnnaØ;

3) EH(X^+ )(log X^+ )^τ < ∞, H(x) ∈ M_p, p > α, τ > d pri d > 1 i τ = 0 pri d = 1, i a_n takoe, qto b_n ≥ CH^{−1}(n), gde C – proizvol~naØ poloßitel~naØ postoØnnaØ.

Togda vypolneno (12).

Esli, krome togo, log log n = o(log(n/a_n)), to vypolneno (13). Otmetim, qto esli vypolneno uslovie 2) ili 3) teoremy 8 i

G(x) → ∞ pri x → ∞, to vypolneno sootvetstvenno uslovie 2)

ili 3) teoremy 9.

Pri a_n = n iz teorem 6–9 my poluqaem ZPL. Esli d = 1 i EX^2 < ∞, to my ne poluqim teoremu Hartmana–Vintnera o ZPL, a v sluqae EX^2 = ∞, my ne poluqim ee obobweniæ. Preimuwestvo teorem 6–9 sostoit v tom, qto my imeem rezul~tat

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 201 dlØ priraweniæ, a v nem a_n moßet menØt~sØ v nekotorom diapazone. Krome togo, momentnye predpoloßeniØ fftih teorem optimal~ny v sluqae d = 1 (sm. [8]) i blizki k optimal~nym pri d > 1. Esli a_n = n, X ≥ 0 p.n. i vypolneno uslovie 3) teoremy 6 ili 8, to moßno pokazat~ (sm. [10]), qto b_n ∼ nEX. Teorema 4 vleqet

lim sup S_{(0,n}1/d_]d n = EX p.n.

PrimenØØ fftot rezul~tat k −X + 2EX, poluqim poslednee sootnoxenie s lim inf vmesto lim sup. �to daet UZBQ dlØ neotricatel~nyh veliqin. Iz nego i iz X = X^+ − X^− sleduet UZBQ dlØ proizvol~nyh veliqin.

3. Dokazatel~stva

Nam potrebuetsØ sledu¸waØ lemma, dokazannaØ v [17]. Lemma 1. Pust~ {Xi, i = (i1, . . ., id), is = 1, 2, . . ., ms, s = 1, d} – mnoßestvo nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin, m = (m_1, . . ., m_d). Esli P (S_{(i,j]} ≥ −C) ≥ q > 0 dlØ vseh (i, j] ⊂ (0, m], to dlØ l¸bogo x ≥ 0,

P ( max (i,j]⊂(0,m] S_{(i,j]} ≥ x) ≤ q^{−2d}P (S_{(0,m]} ≥ x − 2dC). Dokazatel~stvo teoremy 1. Ne umalØØ obwnosti moßno sqi-

tat~, qto b_n ne ubyvaet.

Voz~mem ε > 0 i oboznaqim A_n(ε) = {W_n ≥ (1 + ε)b_n}. Pust~ a_n/n < a dlØ vseh dostatoqno bol~xih n, gde a ∈ (0, 1). Pust~ ρ > 1, δ = (1 − ρ)^d. DlØ j = (j_1, . . . , j_d) i k = (k_1, . . ., k_d) takogo, qto ∑_d s=1 k_s = 0, poloßim

R_n(k, j) = {(i, i + l] ∈ R_n : l_s ∈ ((a_nρ^{ks} )^{1/d}, (a_nρ^{ks+1})^{1/d}],

i_s ∈ ((δa_nρ^{ks+1})^{1/d}j_s, (δa_nρ^{ks+1})^{1/d}(j_s + 1)], 0 ≤ j_s ≤ (n/δa_nρ^{ks+1})^{1/d}, s = 1, d}. Oboznaqim qerez K_n qislo znaqeniæ k i qerez J_n(k) qislo znaqeniæ j (dlØ fiksirovannogo k) takih, qto R_n(k, j) ≠ ∅. ˚sno, qto J_n(k) ≤ n/δa_nρ dlØ vseh k. Netrudno proverit~, qto

K_n ≤ (1 + log(n/a_n)/ log ρ)^{d−1}.

202 A. N. FROLOV

Imeem

P_n = P (A_n(2ε)) ≤ ∑ k,j P ( max r∈Rn(k,j) S_r ≥ (1 + 2ε)b_n )

= ∑ k,j P ( max r∈Rn(k,0) S_r ≥ (1 + 2ε)b_n )

≤ ∑ k,j P ( max r⊂rn(k,0) S_r ≥ (1 + 2ε)b_n ) , gde r_n(k, 0) = (0, (a_nρ^{k1+1})^{1/d}ρ] × · · · × (0, (a_nρ^{k1+1})^{1/d}ρ]. Po lemme 1 i (7), P_n ≤ q^{−2d} ∑ k,j P (S_{rn(k,0)} ≥ (1 + ε)b_n)

= n q^{2d}δa_nρ ( 1 + log(n/a_n) log ρ )_{d−1} P (S_{r(n)} ≥ (1 + ε)b_n),

dlØ vseh dostatoqno bol~xih n, esli ρ bylo vybrano tak, qto

1 + ε = ρ^{d+1}. V silu usloviØ 2), P_n ≤ n q^{2d}δa_nρ ( 1 + log(n/a_n) log ρ )_{d−1} (H_1e^{−(1+τ)βn} + H_2a_nP (X ≥ b_n)),

≤ C(log n)^{−(1+τ)} + C ( 1 + log(n/a_n) log ρ )_{d−1} nP (X ≥ b_n) = P^1_n + P^2_n,

dlØ vseh dostatoqno bol~xih n. Zdes~ C > 0.

Pust~ θ > 1. Poloßim n_k = min{n : θ^{k−1} < n ≤ θ^k, nP (X ≥ b_n) = min_{θk−1<m≤θk} mP (X ≥ b_m)}. Togda ∑ θk^−1<n≤θk ( 1 + log n a_n )_{d−1} P (X ≥ b_n)

≥ (1 + log n_{k−1} a_{nk−1} )^{d−1}n_kP (X ≥ b_{nk}) ∑ θk^−1<n≤θk 1 n

≥ (1 2 + log n_k a_{nk} )_{d−1} n_kP (X ≥ b_{nk} )(1 − θ^{−1}),

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 203 dlØ vseh dostatoqno bol~xih k. Pofftomu

(1 − θ^{−1}) ∑ k (1 2 + log n_k a_{nk} )_{d−1} n_kP (X ≥ b_{nk})

≤ ∞∑ k=1 ∑ θk^−1<n≤θk (1 + log n a_n )^{d−1}P (X ≥ b_n)

= ∞∑ n=1 ( 1 + log n a_n )_{d−1} P (X ≥ b_n). V silu 1) rØd ∑_∞ k=1(1+log(n_k/a_{nk}))^{d−1}n_kP (X ≥ b_{nk} ) shoditsØ. Ot-

s¸da sleduet, qto rØd ∑ k P^2_{nk} shoditsØ. Po opredeleni¸ n_k sho-

ditsØ rØd ∑ k P^1_{nk} . Znaqit i ∑ k P_{nk} shoditsØ. Po lemme BorelØ–

Kantelli

lim sup k→∞ W_{nk} b_{nk} ≤ 1 p.n.

Neravenstvo (8) vytekaet iz poslednego neravenstva, neravenstv W_n b_n ≤ W_{nk} b_{nk−1} = W_{nk} b_{nk} b_{nk} b_{nk−1} ≤ W_{nk} b_{nk} b_{[θ}k_] b_{[θ}k−2_] , n_{k−1} < n ≤ n_k, i (5).

Pust~ teper~ a_n/n → 1. Oboznaqim W^′_n = max_{r⊂(0,n1/d]} S_r, gde r – parallelepipedy s verxinami v Z^d_+ i rebrami, parallel~nymi osØm koordinat. Imeem

P (A_n(3ε)) ≤ P (W^′_n ≥ (1 + 3ε)b_n).

V silu (7) i lemmy 1,

P (A_n(3ε)) ≤ q^{−2d}P (S_{r(n)} ≥ (1 + 2ε)a_nγ_n(β_n/a_n)) ≤ q^{−2d}P (S_{r(n)} ≥ (1 + ε)nγ_n(β_n/a_n)) ≤ q^{−2d}P (S_{r(n)} ≥ nγ_n((1 + ε)β_n/a_n)) ≤ q^{−2d}P (S_{r(n)} ≥ nγ_n((1 + ε)β_n/n)) dlØ vseh dostatoqno bol~xih n. Zdes~ my ispol~zovali to, qto

γ_n(x) vypukla vverh. Ostal~naØ qast~ dokazatel~stva ne otli-

qaetsØ ot dokazatel~stva v rassmotrennom vyxe sluqae. Detali my opuskaem.

204 A. N. FROLOV

Dokazatel~stvo teoremy 2. Pust~ snaqala an/n → ρ ∈ [0, 1).

Pust~ r^∗(n) – kub so storonoæ a^{1/d}n −a, r^∗(n) ⊂ (n^{1/d} −a^{1/d}n , n^{1/d}]^d, gde celoqislennaØ postoØnnaØ a vybrana tak, qto ([a^{1/d}n ] − a +

1)^d ≤ a_n. Togda qislo toqek s celoqislennymi koordinatami,

soderßawihsØ v r^∗(n), sovpadaet s μ_n = μ(r^∗(n)). Iz opredeleniØ

r^∗(n) sleduet, qto μ_n ∼ a_n.

Voz~mem ε > 0 i poloßim A_n = {S_r∗_{(n)} ≥ (1 − ε)^6b_n}. V silu opredeleniØ b_n, vypuklosti vverh γ_n(x) i (9) imeem

P_n = P (A_n) ≥ P (S_r∗_{(n)} ≥ (1 − ε)^5μ_nγ_n(β_n/a_n))

≥ P (S_r∗_{(n)} ≥ (1 − ε)μ_nγ_n((1 − ε)^4β_n/a_n))

≥ H_3 exp { − (1 + δ)μ_n(1 − ε)^4 β_n a_n } ≥ exp{−(1 − ε)β_n}, (15) dlØ vseh dostatoqno bol~xih n, esli δ = 1 − (1 − ε)^{−1}.

Vyberem τ_0 ∈ (0, ρ) (τ_0 = 0 pri ρ = 0), τ ∈ (ρ, 1), c ∈ (τ, 1) i natural~noe N takimi, qto A = (1 − τ )(1 − τ /c)^{−1} > 1, B =

(1 − τ^{1/d})(1 − τ )^{1/d}(1 − τ /c)^{−1/d}(1 − τ_0)^{−1/d} > 1 i dlØ vseh n > N

vypolnØ¸tsØ neravenstva τ_0 ≤ (a_n + 1)/n < τ i (15). Poloßim n_1 = N , n_k = min{n : n > n_{k−1}, n − a_n ≥ An_{k−1}}, k = 2, 3, . . . Ispol~zuØ neravenstvo a_n/n ≥ (a_n + 1)/(2n), poluqim m∑ k=2 P_{nk} ≥ 1 2 (log n_m)^{−1+δ} m∑ k=2 a_{nk} + 1 n_k . V silu neravenstv n_k −a_{nk} −1 ≤ n_k −a_{nk−1} −1 < An_{k−1} i opredeleniØ postoØnnyh A, c i τ , n_k < An_{k−1}/(1− τ ) i cn_k/(cn_k − a_{nk} −1) ≥

cn_k/((c − 1)n_k + An_{k−1}) ≥ n_k/n_{k−1}. Tak kak − log(1 − x) ≤ C_τ x pri x ∈ (0, τ ), imeem C_τ m∑ k=2 a_{nk} + 1 n_k ≥ m∑ k=2 log cn_k cn_k − a_{nk} − 1 ≥ m∑ k=2 log n_k n_{k−1} = log n_m n_1 . Sledovatel~no, rØd ∑ k P_{nk} rashoditsØ.

Iz opredeleniØ n_k sleduet, qto ( n_k n_{k−1} )_{1/d}( 1 + (a_{nk} n_k )_{1/d}) ≥ B > 1.

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 205 Ots¸da poluqaem, qto n^{1/d}_k − a^{1/d}n_k > n^{1/d}_{k−1}. Pofftomu sobytiØ A_{nk} nezavisimy, a zakl¸qenie teoremy sleduet iz lemmy BorelØ– Kantelli.

Pust~ teper~ a_n/n → 1. Poloßim n_k = [θ^k], θ > 1. Opredelim kuby r^∗_k = ([n^{1/d}_k − a^{1/d}n_k ] + b, [n^{1/d}_k ]]^d i r^′_k = ([n^{1/d}_k − a^{1/d}n_k ] + b, [n^{1/d}_{k−1}]]^d, gde celoqislennaØ postoØnnaØ b vybrana tak, qto qislo toqek

μ^∗_k = μ(r^∗_k) s celoqislennymi koordinatami, soderßawihsØ v r^∗_k,

ne prevoshodit a_{nk} . Pri fftom μ^∗_k ∼ n_k pri k → ∞. Poloßim

μ^′_k = μ(r^′_k). Netrudno proverit~, qto μ^′_k ∼ n_{k−1} pri k → ∞.

Pokaßem, qto sootnoxenie

lim sup k→∞ S_r∗_k b_{nk} ≤ a < 1 p.n. (16)

ne vypolneno. Oboznaqim T_k = S_r∗_{k\r}′_{nk} , A_k = {T_k > (1 + 2ε)ab_{nk} },

D_k = {S_r′_k > −εab_{nk} }, k = 1, 2, . . .. Pust~ N_k = μ^∗_k − μ^′_k. Netrudno

pokazat~, qto N_k ∼ n_k(θ − 1)/θ, pri k → ∞. Imeem

P (A_k) = P (T_k ≥ (1 + 2ε)b_{nk} ) ≥ P (T_k > (1 + ε)aN_k θ θ − 1 γ_{nk} (β_{nk} /a_{nk})) dlØ vseh dostatoqno bol~xih k.

Vyberem θ bol~xim, a ε malen~kim, tak, qto (1 + ε)aθ/(θ − 1) =

(1 − τ )^2, τ > 0. Vvidu vypuklosti γ_{nk} (x) i (9),

P (A_k) ≥ P (T_k ≥ (1 − τ )N_kγ_{nk} ((1 − τ )β_{nk} /a_{nk})) ≥ exp{−(1 − τ )(1 + δ)N_kβ_{nk} /a_{nk}} ≥ exp{−μ log log n_k}, dlØ vseh dostatoqno bol~xih k, gde μ = (1 − τ )(1 + δ)^2(θ − 1)/θ =

((1 + ε)a(1 − θ^{−1}))^{1/2}(1 + δ)^2. ˚sno, qto ε, θ i δ moßno vybrat~ tak,

qto μ < 1. Togda ∑ k P (A_k) = ∞.

Iz (7) sleduet, qto, P (D_k) ≥ q dlØ vseh k. DlØ vseh k nezavisimy sledu¸wie pary sobytiæ: A_k i D_k, A_k i D_kA_{k−1}D_{k−1}, A_k i D_kA_{k−1}D_{k−1}A_{k−2}D_{k−2}, . . . My pokazali, qto ∑ k P (A_k) = ∞. Po lemme 7.5 (sm. [18, s.

251]), my zakl¸qaem, qto P (A_kD_k b.q.) ≥ q > 0. �to protivoreqit (16), tak kak iz nego sleduet P (A_kD_k b.q.) = 0. Teorema 2 dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 3. Pust~ R^{′′}_n – mnoßestvo kubov s

verxinami v toqkah vida ([n^{1/d}] − j_1[a^{1/d}n ], . . ., [n^{1/d}] − j_d[a^{1/d}n ]),

206 A. N. FROLOV

0 ≤ j_s ≤ [(n/a_n)^{1/d}] − 1, s = 1, d. Pust~ M_n – qislo takih kubov.

˚sno, qto M_n ≤ n/a_n, a kuby iz R^{′′}_n ne pereseka¸tsØ. Oboznaqim

r_0(n) = ([n^{1/d}] − [a^{1/d}_n ], [n^{1/d}]]^d.

Poloßim A_n = {U_n ≤ (1 − 2ε)b_n}, ε > 0. Imeem

P_n = P (A_n) ≤ P (max_{r∈R′′n} S_r ≤ (1 − 2ε)b_n)

≤ (1 − P (S_{r0(n)} ≥ (1 − 2ε)b_n))^{Mn} ≤ exp{−M_nP (S_{r0(n)} ≥ (1 − 2ε)b_n)} ≤ exp{− n a_n exp{−(1 − ε)β_n)}} ≤ n^{−2}, dlØ vseh dostatoqno bol~xih n. Pri poluqenii poslednego neravenstva my vospol~zovalis~ tem, qto log log n = o(log(n/a_n)). Sledovatel~no, rØd ∑ n P_n shoditsØ. DlØ zaverxeniØ dokazatel~-

stva teoremy 3 ostaetsØ primenit~ lemmu BorelØ–Kantelli.

Teoremy 6–9 sledu¸t iz teoremy 4 i rezul~tatov o bol~xih ukloneniØh i ob asimptotike γ_n(x) iz raboty avtora [10]. Otmetim, qto v [10] d = 1, a momentnye usloviØ slabee, qem v sluqae

d > 1. Delo v tom, qto v poslednem sluqae nußno kompensiro-

vat~ logarifmiqeskiæ mnoßitel~ v uslovii 1). DlØ fftogo my nakladyvaem bolee ßestkie ograniqeniØ na raspredelenie X. �to privodit k tomu, qto po sravneni¸ s vyqisleniØmi v [10] nam nußno lix~ proverit~ shodimost~ rØda v 1). Pokaßem kak ffto sdelat~ v sluqae 2) teoremy 6. V ostal~nyh sluqaØh ffto delaetsØ analogiqno.

Pust~ vypolneno uslovie 2) teoremy 6 i d > 1. Otmetim, qto

P (X ≥ b_n) = P (X ≥ H^{−1}(log n)). Po neravenstvu Qebyxeva P (X ≥ H^{−1}(log n)) ≤ Dn^{−1}(log n)^{−τ} , qto vleqet shodimost~ rØda v 1).

Literatura

1. P. Erdős, A. Rényi, On a new law of large numbers. — J. Anal. Math. 23 (1970),

103–111.

2. L. A. Shepp, A limit law concerning moving averages. — Ann. Math. Stat. 35

(1964), 424–428.

3. S. Csörgő, Erdős–Rényi laws. Ann. Stat. 7 (1979), 772–787. 4. P. Deheuvels, L. Devroye, Limit laws of Erdős–Rényi–Shepp type. — Ann.

Probab. 15 (1987), 1363–1386.

5. D. M. Mason, An extended version of the Erdős–Rényi strong law of large num-

bers. — Ann. Probab. 17 1989, 257–265.

6. M. Csörgő, P. Révész, Strong Approximations in Probability and Statistics. Bu-

dapest, Akadémiai Kiadó (1981).

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 207 7. N. M. Zinqenko Asimptotika priraweniæ ustoæqivyh sluqaænyh processov so skaqkami odnogo znaka. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 32, v. 4 (1987), 793–796.

8. A. N. Frolov, On one-sided strong laws for large increments of sums. — Statist.

Probab. Lett. 37 (1998), 155–165.

9. A. N. Frolov, Ob asimptotiqeskom povedenii priraweniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — DAN RAN 372, No. 5 (2000), 596–599.

10. A. N. Frolov, On one-sided strong laws for increments of sums of i.i.d. random

variables. — Studia Sci. Math. Hungar. 39 (2002), 333–359.

11. A. H. C. Chan, Erdős–Rényi type modulus of continuity theorems for Brownian

sheets. — Studia Sci. Math. Hungar. 11 (1976), 59–68.

12. M. Csörgő, P. Révész, How big are the increments of a multiparameter Wiener

process? — Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb. 42 (1978), 1–12.

13. N. M. Zinchenko, On the asymptotic behavior of increments of certain classes

of random fields. — Theor. Probab. Math. Stat. 48 (1994), 7–11.

14. J. Steinebach, On the increments of partial sum processes with multidimensional

indices. — Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb. 63 (1983), 59–70.

15. P. Deheuvels, On the Erdős–Rényi theorem for random fields and sequences and

its relationships with the theory of runs and spacings. — Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb. 70 (1985), 91–115.

16. O. E. Scherbakova, The asymptotic behaviour of random fields increment.– Ab-

stracts Intern. Gnedenko Conf. (Kyiv, June 3–7, 2002) (2002), p. 26.

17. A. N. Frolov, Strong limit theorems for increments of random fields. — Theory

Stoch. Processes 8(24), No. 1–2 (2002), 89–97.

18. V. V. Petrov, Limit Theorems of Probability Theory. – New York, Oxford Uni-

versity Press (1995).

Frolov A. N. On asymptotic behaviour of increments of random fields. We derive universal strong laws for increments of sums of i.i.d. random variables with multidimensional indices where an exponential moment does not exist. Our theorems yield the strong law of large numbers, the law of the iterated logarithm and the Csörgő-Révész laws for random fields. New results are obtained for distributions from domains of attraction of a normal law and completely asymmetric stable laws with index α ∈ (1, 2).

Postupilo 15 noØbrØ 2002 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet