Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 298, 2003 g.

V. N. Sudakov

GAUSSOVSKIE USLOVNYE MERY I FAKTORMERY NA KONIQESKIH MNOȷESTVAH

Pust~ H — gil~bertovo prostranstvo (evklidovy vektornye prostranstva my takße budem nazyvat~ gil~bertovymi), i pust~ γ — nekotoraØ centrirovannaØ gaussovskaØ mera na fftom prostranstve. Pust~, kak obyqno, H_γ ⊂ H oboznaqaet Ødro fftoæ mery, t.e. gil~bertovo v sobstvennoæ topologii vektornoe podprostranstvo prostranstva H, kanoniqeski izomorfnoe (v smysle izomorfizma gil~bertovoæ struktury) gil~bertovu prostranstvu H^′_γ klassov ffkvivalentnosti lineænyh izmerimyh funkcionalov na gaussovskom prostranstve s meroæ (H, γ) (sm., naprimer, [1]; v dal~neæxem ssylki na fftu rabotu ne dela¸tsØ). Napomnim, qto l¸boe prodolßenie lineænogo izmerimogo funkcionala, zadannogo pervonaqal~no na nekotorom izmerimom vektornom podprostranstve polnoæ mery, izmerimo; takie prodolßeniØ vhodØt v odin klass ffkvivalentnosti, i suwestvovanie takih prodolßeniæ garantiruetsØ lemmoæ Corna. Po zapasu fflementov H_γ — ffto mnoßestvo vseh kvaziinvariantnyh sdvigov v

(H, γ). Tem samym gil~bertovy prostranstva H_γ i H^′_γ nahodØtsØ

v estestvennoæ dvoæstvennosti.

Nas budut interesovat~ vypuklye koniqeskie podmnoßestva prostranstva H i ponimaemye s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti izmerimye razbieniØ ξ, sostoØwie iz takih podmnoßestv — koniqeskie razbieniØ. Prostranstvo (H, γ) — ffto prostranstvo Lebega–Rohlina, pofftomu na fflementah izmerimogo razbieniØ voznika¸t uslovnye veroØtnostnye mery. Krome togo, pust~ η_{‖·‖} — razbienie gil~bertova prostranstva na sfery. Esli γ = γ_0, gde γ_0 — standartnaØ gaussovskaØ mera v koneqnomernom gil~- bertovom prostranstve, to koniqeskoe razbienie ξ i razbienie

η_{‖·‖} nezavisimy, i pofftomu faktormery kaßdoæ iz uslovnyh mer

Rabota podderßana grantom RFFI 02-01-00263, grantom MX-2258.2003.1 i Programmoæ fundamental~nyh issledovaniæ RAN “Sovremennye problemy teoretiqeskoæ matematiki”. 186

USLOVNYE MERU NA KONIQESKIH MNOȷESTVAH 187 po sledu na sootvetstvu¸wem fflemente razbieniØ ξ razbieniØ

η_{‖·‖} kanoniqeski izomorfny mere γ_0/η_{‖·‖}.

V nastoØweæ zametke nas budut interesovat~ svoæstva uslovnyh gaussovskih mer na fflementah nekotoryh koniqeskih razbieniæ, preßde vsego — parametry raspredeleniæ koordinatnyh funkcionalov po fftim uslovnym razbieniØm. Nas takße budet interesovat~ ”fenomen koncentrirovaniØ“, kotoryæ moßet pro- ØvlØt~sØ ili ne proØvlØt~sØ v zavisimosti ot haraktera razbieniØ. Poluqennye otvety otnosØtsØ k prostym situaciØm, no nekotorye voprosy novy, i avtor nadeetsØ prodolßit~ rabotu v fftom napravlenii.

UslovimsØ v terminologii. Nazovem centrirovannu¸ gaussovsku¸ meru γ v gil~bertovom prostranstve H gaussovskoæ substandartnoæ, esli ediniqnyæ xar prostranstva H_γ ØvlØetsØ podmnoßestvom ediniqnogo xara prostranstva H. Nazovem obraz standartnoæ gaussovskoæ mery γ^d_0 , zadannoæ v evklidovom d-merenom prostranstve, pri otobraßenii v prØmu¸ R s pomow~¸ funkcii f, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ Lipxica s konstantoæ edinica (f ∈ Lip1), sublaplasovskoæ meroæ, i tak ße nazovem obraz proizvol~noæ gaussovskoæ mery γ v qislovu¸ prØmu¸ R pri otobraßenii, udovletvorØ¸wem uslovi¸ Lipxica s konstantoæ edinica otnositel~no normy prostranstva H_γ. Kak izvestno [2], ffti klassy sovpada¸t.

Kak horoxo izvestno, v opredelennom smysle mnogomernoe standartnoe gaussovskoe raspredelenie γ^d_0 v evklidovom dmernom prostranstve pri bol~xih razmernostØh d pohoße po mnogim svoim svoæstvam na ravnomernoe raspredelenie na poverhnosti xara (na sfere) radiusa d^12 . �to kaqestvennoe utverßdenie, veroØtno, prowe vsego poØsnit~ s pomow~¸ sledstviØ izoperimetriqeskogo neravenstva (sm. [2]), utverßda¸wego, qto obraz gaussovskoæ mery, zadannoæ v gil~bertovom prostranstve, pri lipxicevom s konstantoæ edinica otnositel~no normy prostranstva H_γ otobraßenii H → R ØvlØetsØ (v prinØtyh nami terminah) sublaplasovskoæ. Gil~bertova norma v prostranstve H ØvlØetsØ, oqevidno, lipxicevoæ s konstantoæ edinica funkcieæ na H, sledovatel~no, po nezavisimosti razbieniæ η_{‖·‖} i (koniqeskogo) razbieniØ ξ_0 koneqnomernogo prostranstva H so standartnoæ meroæ γ_0 na luqi vse odinakovo ustroennye uslovnye mery na fflementah razbieniØ sut~ raspredeleniØ normy

188 V. N. SUDAKOV

L(‖ · ‖; γ0) i, stalo byt~, ØvlØ¸tsØ odinakovymi sublaplasov-

skimi raspredeleniØmi, kaßdoe iz kotoryh skoncentrirovano (v qastnosti, imeet dispersi¸, ne prevoshodØwu¸ edinicy) vblizi toqki na luqe s koordinatoæ d^12 . S rostom razmernosti raspredelenie normy uhodit na beskoneqnost~, pri fftom ne ”rasplyvaØs~“. ImeØ vvidu takoe sohranenie svoæstva sublaplasovosti, my budem govorit~, qto standartnye gaussovskie uslovnye mery na fflementah razbieniæ ξ_0 oblada¸t svoæstvom koncentracii (ravnomerno otnositel~no razmernosti d koneqnomernogo gil~bertova prostranstva H).

Tol~ko qto opisannoe svoæstvo koncentracii proØvlØetsØ i dlØ beskoneqnomernogo gil~bertova prostranstva H. V beskoneqnomernom H ne moßet byt~ opredelena standartnaØ gaussovskaØ mera, i ee rol~ igraet standartnoe slaboe gaussovskoe raspredelenie (belyæ xum), t.e. na drugom Øzyke soglasovannaØ sistema koneqnomernyh raspredeleniæ na fflementah gil~- bertova prostranstva H^′_γ , soprØßennogo s H. Moßno popolnØt~ prostranstvo H po dostatoqno bolee slaboæ (pred)gil~bertovoæ norme, pri kotoroæ belyæ xum perehodit v nastoØwu¸ gaussovsku¸ meru na popolnenii bH, dlØ kotoroæ ishodnoe prostranstvo H ØvlØetsØ Ødrom. Uslovnye mery gaussovskogo raspredeleniØ γ na fflementah razbieniØ ξ_0 na luqi — ffto odnotoqeqnye nagruzki (koneqno, kak vsegda, opredelennye na poqti vseh po faktormere γ/ξ_0 luqah, i na luqah, soderßawihsØ v H, uslovnye mery opredelØ¸tsØ proizvol~no). Oqevidno, kak by my ne opredelØli svoæstvo koncentracii dlØ rassmatrivaemogo razbieniØ ξ na luqi prostranstva ( bH, γ), t.e. kak by my ni zadavali masxtab na fflementah razbieniØ ξ_0, kak by ni vybirali gil~bertovo nadprostranstvo bH ⊃ H polnoæ γ-mery, ffto svoæstvo okazyvaetsØ v naliqii.

Netrudno privesti primery gaussovskih veroØtnostnyh prostranstv i takih koniqeskih razbieniæ, kotorye ne oblada¸t svoæstvom koncentracii. Bez vsØkih podsqetov moßno pokazat~ ffto dlØ trivial~nogo razbieniØ ν, soderßawego edinstvennyæ klass ffkvivalentnosti — vse H. Esli by naxelsØ takoæ radius R i takoe poloßitel~noe qislo a, qto dlØ kaßdogo d v d-mernom evklidovom prostranstve H naædetsØ xar V radiusa R, dlØ kotorogo γ^d_0 (V ) ¿ a, to dlØ kaßdogo d s veroØtnost~¸, ne men~xeæ

a^2 norma raznosti dvuh nezavisimym obrazom vybrannyh slu-

USLOVNYE MERU NA KONIQESKIH MNOȷESTVAH 189 qaænyh fflementov H byla by ne men~xe 2R, poskol~ku takova veroØtnost~ togo, qto oba oni popadut v nax xar. No, s drugoæ storony, esli d dostatoqno veliko, to s veroØtnost~¸, skol~ ugodno blizkoæ k edinice, skalØrnoe proizvedenie dvuh nezavisimyh normirovannyh vektorov kak ugodno blizko k nul¸, sledovatel~no, norma raznosti samih vektorov skol~ ugodno velika. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet utverßdenie.

Rassmotrim semeæstvo koordinatnyh evklidovyh prostranstv

{R^n}, na kaßdom iz kotoryh zadany standartnaØ dlØ fftogo

prostranstva gaussovskaØ mera γ^d_0 i koniqeskoe razbienie ξ na ”ortanty“, t.e. na 2^d ”telesnyh“ konusov, kaßdyæ iz kotoryh opredelØetsØ sledu¸wim sootnoxeniem ffkvivalentnosti: ξffkvivalentnost~ dvuh toqek x i y oznaqaet sovpadenie znakov ih koordinat v kaßdoæ pare ih koordinat x_k i y_k: sign x_k = sign y_k. Uslovnye mery na kaßdom iz koneqnogo qisla fflementov C razbieniØ ξ ime¸t po mere Lebega plotnosti, kratnye plotnosti standartnogo normal~nogo raspredeleniØ: p(x) = 2^d(2π)^{− d2} e^{− 12 ‖x‖2} , x ∈ C, p(x) = 0, x /∈ C, prinima¸wego maksimal~noe znaqenie pri x = 0. Poskol~ku dmernyæ ob¨em xara V_R radiusa R v d-mernom evklidovom prostranstve raven Vol_d V_R = π^d2 Γ(^d_2 + 1)R^d, prihodim k vyvodu, qto dlØ l¸bogo R i l¸bogo C supremum mnoßestva znaqeniæ γ(V_R |C) po vsevozmoßnym V_R stremitsØ k nul¸.

Moßno pokazat~, qto i dlØ beskoneqnomernogo gaussovskogo raspredeleniØ kak trivial~noe razbienie ν, tak i razbienie na ”ortanty“, poroßdaemoe vyborom kakogo-nibud~ ortonormirovannogo bazisa v prostranstve H_γ , ne oblada¸t svoæstvom koncentracii: uslovnye gaussovskie raspredeleniØ na fflementah razbieniØ — ffto beskoneqnye proizvedeniØ raspredeleniæ

N (0, 1) ili raspredeleniæ modulØ standartnoæ normal~no ras-

predelennoæ sluqaænoæ veliqiny. V pervom sluqae poqti oqevidno, qto l¸boæ sdvig l¸bogo xara Ødra gaussovskoæ mery imeet nulevu¸ meru. Vo vtorom sluqae analogiqnoe zakl¸qenie vyvoditsØ s pomow~¸ koneqnomernoæ approksimacii, kogda rassmatriva¸tsØ proekcii xara, predpoloßitel~no ime¸wego poloßitel~nu¸ uslovnu¸ gaussovsku¸ meru, na koneqnomernye koordinatnye prostranstva i ispol~zu¸tsØ zakl¸qeniØ, sdelannye dlØ koneqnomernogo sluqaØ. Takim obrazom, moßno sformu-

190 V. N. SUDAKOV lirovat~

Predloßenie. Semeæstvo razbieniæ ξ^d_0 evklidovyh prostranstv

so standartnoæ gaussovskoæ meroæ na luqi obladaet svoæstvom koncentracii, kak i razbienie na luqi proizvol~nogo gaussovskogo veroØtnostnogo prostranstva. Naprotiv, semeæstvo trivial~- nyh razbieniæ koneqnomernyh evklidovyh prostranstv so standartnoæ gaussovskoæ meroæ, kak i semeæstvo razbieniæ takih prostranstv na ortanty i analogiqnoe razbienie beskoneqnomernogo gaussovskogo prostranstva takim svoæstvom ne oblada¸t.

�ti prostye primery govorØt o soderßatel~nosti zadaqi vy- ØsneniØ naliqiØ ili otsutstviØ svoæstva koncentracii dlØ teh ili inyh izmerimyh koniqeskih razbieniæ gaussovskogo veroØtnostnogo prostranstva. Takogo roda trudnye voprosy voznika¸t v zadaqah, svØzannyh s issledovaniem tipiqnyh raspredeleniæ i budut rassmatrivat~sØ v dal~neæxem.

Literatura

1. V. Sudakov, Gaussian measures. A brief survey. — Rendiconti dell’Istituto di Matematica dell’Univ. di Trieste 26 (1994, supplemento), 289–325.

2. B. S. Cirel’son, I. A. Ibragimov and V. N. Sudakov, Norms of Gaussian sample functions. — Lecture Notes in Math. 550 (1976), 20–41.

Sudakov V. N. Gaussian conditional and quotient distributions on conic subsets.

A notion of property of concentration is introduced for conic measurasble partitions of Gaussian probability spaces. Simple examples are considered.

Postupilo 01 dekabrØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN