Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 298, 2003 g.

M. S. Ermakov

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` OXIBOK VTOROGO RODA KRITERIEV TIPA KOLMOGOROVA I OMEGA KVADRAT

1. Vvedenie. V rabotah [5–7, 10] byla dokazana asimptoti-

qeskaØ minimaksnost~ kriteriev tipa Kolmogorova i omega– kvadrat pri estestvennyh neparametriqeskih mnoßestvah al~- ternativ. AsimptotiqeskaØ minimaksnost~ rassmatrivalas~ dlØ ffffektivnosti kriteriev, osnovannoæ na logarifmiqeskoæ asimptotike veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ oxibok pervogo i vtorogo roda. V nastoØweæ publikacii my vyqislØem toqnu¸ asimptotiku maksimuma veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ oxibok vtorogo roda dlØ dannoæ postanovki zadaqi.

Naskol~ko nam izvestno, ranee zadaqa o toqnoæ asimptotike veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ oxibok vtorogo roda kriteriev Kolmogorova i omega-kvadrat ne issledovalas~ daße dlØ konkretnyh al~ternativ. Izuqalas~ tol~ko logarifmiqeskaØ asimptotika veroØtnosteæ oxibok pervogo i vtorogo roda (sm. Abrahamson [1], Borovkov i Syqeva [4], Mogul~skiæ [17] i dr.) ili toqnaØ asimptotika veroØtnosteæ oxibok pervogo roda ( sm. Osipov [19], Nesenko i T¸rin [18]). Po-vidimomu ffto vyzvano tem, qto tol~ko nedavno byli razvity sootvetstvu¸wie metody teorii veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ, a takße, vo mnogom, neobozrimost~¸ zadaqi. RassmatrivaemaØ minimaksnaØ postanovka v opredelennom smysle ustranØet posledn¸¸ trudnost~, davaØ verhn¸¸ granicu dlØ veroØtnosteæ oxibok vtorogo roda.

Pust~ Λ – mnoßestvo vseh veroØtnostnyh mer, zadannyh na σ – algebre borelevskih mnoßestv B intervala (0,1). Pust~

X_1, . . . , X_n – nezavisimye odinakovo raspredelennye sluqaænye

veliqiny ime¸wie veroØtnostnu¸ meru P i pust~ ^P_n ih ffmpiriqeskaØ mera. Oboznaqim P_0 veroØtnostnu¸ meru ravnomernogo raspredeleniØ na (0,1) i predpoloßim, qto zadan funkcio-

Rabota podderßana grantami RFFI 02-01-00262, “Veduwie nauqnye xkoly” 2258.2003.1 i RFFI NNIO 021-01-04001. 80

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 81 nal T : Λ → R^1 takoæ, qto T (P ) = 0 tol~ko, esli P = P_0. Rassmotrim zadaqu proverki gipotezy soglasiØ P = P_0 protiv neparametriqeskogo mnoßestva al~ternativ P ∈ Φ(T, a_n) =

{P : T (P ) > a_n > 0, P ∈ Λ}, s zadannoæ posledovatel~no-

st~¸ qisel a_n > 0. V qastnosti dlØ funkcionala T testovoæ statistiki kriteriØ Kolmogorova mnoßestvo al~ternativ est~

Φ(T, a_n) = {P : max{|F (x) − x| : x ∈ (0, 1)} > a_n, gde F funkciØ

raspredeleniØ P ∈ Λ}. V [5] (sm. takße [6, 10]) dlØ fftoæ zadaqi byla dokazana asimptotiqeskaØ minimaksnost~ kriteriev, postroennyh po testovym statistikam T ( ^P_n) dlØ xirokogo klassa funkcionalov T . V dannoæ stat~e dlØ fftoæ ße postanovki nami budet vyqislena toqnaØ asimptotika dlØ supremumov veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ oxibok vtorogo roda neskol~ko bolee uzkogo klassa funkcionalov, vkl¸qa¸wego v sebØ funkcionaly testovyh statistik Kolmogorova i omega-kvadrat. Analogiqnye rezul~taty poluqeny takße i dlØ zadaq proverki gipotez ob odnorodnosti.

2. Osnovnye rezul~taty. Oboznaqim Λ0 – mnoßestvo vseh zarØ-

dov G na prostranstve ((0, 1), B), ime¸wih ograniqennu¸ variaci¸ i takih, qto G((0, 1)) = 0. Skaßem, qto posledovatel~nost~

G_n ∈ Λ_0 shoditsØ k G ∈ Λ_0 v τ – topologii slaboæ shodimosti,

esli dlØ l¸boæ ograniqennoæ izmerimoæ funkcii f : (0, 1) → R^1 imeet mesto lim_{n→∞}

∫_1 0 f dG_n =

∫_1 0 f dG. My budem predpolagat~, qto funkcional T imeet vid T (P ) =

N (P − P_0), gde N : Λ_0 → R^1 ØvlØetsØ vypuklym, neotricatel~-

nym, nepreryvnym v τ – topologii funkcionalom takim, qto

N (λG) = |λ|N (G) dlØ l¸byh λ ∈ R^1, G ∈ Λ_0. Vmeste s usloviem T (P ) = 0, tol~ko esli P = P_0, ots¸da sleduet, qto N ØvlØetsØ ne-

preryvnoæ normoæ v Λ_0 i Λ_0 ØvlØetsØ separabel~nym banahovym prostranstvom otnositel~no N . Imenno dlØ takih funkcionalov v [5] (sm. takße [10]) byla dokazana asimptotiqeskaØ minimaksnost~ kriteriev s testovymi statistikami T ( ^P_n). AsimptotiqeskaØ minimaksnost~ rassmatrivalas~ v smysle novoæ asimptotiqeskoæ ffffektivnosti dlØ logarifmiqeskoæ asimptotiki veroØtnosteæ umerenno bol~xih ukloneniæ statistiqeskih ocenok i kriteriev (sm. [3, 5–7]).

DlØ l¸bogo kriteriØ K_n = K_n(X_1, . . . , X_n) oboznaqim α(K_n) veroØtnost~ ego oxibki pervogo roda i β(K_n, P ) – veroØtnost~ ego oxibki vtorogo roda pri al~ternative P ∈ Φ(T, a_n). Polo-

82 M. S. ERMAKOV ßim β(K_n, a_n) = sup{β(K_n, P ) : P ∈ Φ(T, a_n)}.

V [5] testovaØ statistika T ( ^P_n) nazyvalas~ asimptotiqeski minimaksnoæ, esli poroßdennye e¸ kriterii K_n takie, qto

β(K_n, a_n) → 0 pri n → ∞ i α(K_n) 6 c < 1, udovletvorØli uslovi¸ lim sup_{n→∞} log β(K_n, a_n)/ log β(L_n, a_n) ¿ 1 dlØ l¸bogo kriteriØ L_n, α(L_n) 6 α(K_n).

Pri proverke gipotezy soglasiØ obyqno sqitaetsØ, qto al~- ternativami ØvlØ¸tsØ vse funkcii raspredeleniØ F ≠ F_0. S fftoæ toqki zreniØ predlagaemyæ podhod s vydeleniem otdelennyh ot F_0 mnoßestv al~ternativ moßet vyzvat~ opredelennye voprosy. Odnako rezul~taty [5] mogut byt~ interpretirovany i dlØ postanovki, kogda rassmatriva¸tsØ mnoßestva al~ternativ iz vseh F ≠ F_0.

Pust~ mnoßestvo al~ternativ neizvestno toqno statistiku, i on imeet predstavlenie tol~ko o poterØh ρ_n(P ) ot prinØtiØ gipotezy, kogda spravedliva al~ternativa P i pust~ ρ_n(P ) dopuskaet predstavlenie ρ_n(P ) = ρ_{nT} (T (P )). Pust~ poteri statistika ot prinØtiØ al~terativy, kogda verna gipoteza, ravny κ_n, 0 < c_1 < κ_n < c_2 < 1. Risk raven sootvetstvenno

R_{0n}(K_n) = κ_nα(K_n) pri spravedlivosti gipotezy i R_n(K_n, P ) = ρ_{nT} (T (P ))β(K_n, P ) pri spravedlivosti al~ternativy. Obozna-

qim R_n(K_n) = sup{R_n(K_n, P ) : P ∈ Λ, T (P ) ≠ 0}.

Skaßem, qto testovaØ statistika T ( ^P_n) sil~no asimptotiqeski minimaksna, esli dlØ postroennyh po neæ kriteriev K_n takih, qto R_n(K_n) → 0, κ^{−1}_n R_{0n}(K_n) < c < 1, imeet mesto

lim sup_{n→∞} log R_n(K_n)/ log R_n(L_n) ¿ 1 dlØ l¸boæ posledovatel~-

nosti kriteriev L_n takoæ, qto R_0(L_n) 6 R_0(K_n).

Predpoloßim, qto funkciØ ρ_{T n}(t)β(K_n, t) dostigaet maksimuma na posledovatel~nosti t_n → 0, nt^2_n → ∞ pri n → ∞. Togda iz asimptotiqeskoæ minimaksnosti statistik T ( ^P_n) v smysle [5] sleduet ih sil~naØ asimptotiqeskaØ minimaksnost~. Dannoe utverßdenie neposredstvenno sleduet iz togo, qto log R_n(L_n) ¿

log{β(L_n, a_n)ρ_{T n}(a_n)}(1 + o(1)) dlØ kriteriev L_n asimptotiqeski

minimaksnyh na mnoßestvah al~ternativ Φ(T, a_n) dlØ l¸byh posledovatel~nosteæ a_n, a_n → 0, na^2_n → ∞ pri n → ∞. i togo qto kriterii osnovannye na testovoæ statistike T ( ^P_n) asimptotiqeski minimaksny takße dlØ l¸byh posledovatel~nosteæ a_n,

a_n → 0, na^2_n → ∞ pri n → ∞. Analogiqnye rezul~taty spraved-

livy i dlØ postanovok zadaq, rassmotrennyh nami v [8, 9].

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 83 S toqki zreniØ priloßeniæ predstavlØetsØ estestvennoæ sledu¸waØ interpretaciØ dannogo podhoda. V zadaqah neparametriqeskoæ proverki gipotez mnoßestvo al~ternativ obyqno neizvestno. V toße vremØ moßno predpoloßit~, qto imeetsØ po kraæneæ mere gruboe predstavlenie o poterØh, kotorye moßno ponesti ot prinØtiØ gipotezy pri spravedlivosti al~ternativy, daße kogda al~ternativa leßit blizko k rassmatrivaemoæ gipoteze. Kak v svete takogo podhoda vybirat~ neparametriqeskiæ kriteriæ ? Po vidimomu otvet na fftot vopros kroetsØ v samom analize deæstviæ, kotorye predprinima¸tsØ posle proverki gipotezy. Obyqno ffti deæstviØ moßno opisat~ kak nekotoryæ vyvod S(P ), zavisØwiæ ot veroØtnostnoæ mery P v sootvetstvii s kotoroæ raspredeleny nabl¸deniØ v vyborke (naprimer, posle proverki gipotezy o normal~nosti ocenkoæ S(P ) parametra sdviga beretsØ vyboroqnoe srednee). PonØtno, qto S(P ) dolßno byt~ po kraæneæ mere nepreryvno otnositel~no normy (ili polunormy) T (P ), vhodØweæ v funkci¸ riska ρ_{nT} , inaqe poteri budut nesoizmerimymi. Takim obrazom vybor funkcionala

T (P ) dolßen byt~ naprØmu¸ obuslovlen klassom vozmoßnyh sta-

tistiqeskih vyvodov S(P ). Normy N (P − P_0) poroßdennye testovymi statistikami kriteriev Kolmogorova i omega-kvadrat ØvlØ¸tsØ obweprinØtymi dlØ zadaniØ moduleæ nepreryvnosti funkcionalov. Pofftomu s fftoæ toqki zreniØ predstavlØet interes i ocenka asimptotiki maksimuma veroØtnosteæ oxibok vtorogo roda na rassmatrivaemyh mnoßestvah al~ternativ.

Oboznaqim F , F_0 funkcii raspredeleniØ veroØtnostnyh mer P , P_0 sootvetstvenno.

Nami budet vyqislena toqnaØ asimptotika β(K_n, a_n), kogda

na^2_n → ∞, na^3_n → 0 pri n → ∞. Pri fftom po sravneni¸ s [5]

klass funkcionalov T budet suwestvenno sußen. �to budut ili funkcionaly, sootvetstvu¸wie kriteriØm tipa Kolmogorova

T_K (P ) = max{|F (x) − x|q(x) : x ∈ (0, 1)} (1)

(zdes~ q – vesovaØ funkciØ) ili funkcionaly, predstavlØ¸wie soboæ nekotorye kvadratiqnye formy vida:

T^2(P ) = ∞∑ j=1 b_j 1∫ 0 ϕ_jdP 2 , (2)

84 M. S. ERMAKOV gde ϕ_0(x) = 1, ϕ_1(x), ϕ_2(x), . . . - polnaØ ortonormirovannaØ sistema funkciæ v L_2(P_0) i E_0ϕ_j(X) = 0 dlØ vseh 1 6 j < ∞. V qastnosti takimi funkcionalami ØvlØ¸tsØ funkcionaly kriteriev tipa omega-kvadrat

T^2_q (P ) = 1∫ 0 (F (x) − x)2q(x)dx (3) (zdes~ q – takße vesovaØ funkciØ).

Privedem asimptotiki veroØtnosteæ oxibok vtorogo roda dlØ kriteriev tipa Kolmogorova i omega – kvadrat. Oni naædeny, kogda vesovaØ funkciØ q udovletvorØet sledu¸wim usloviØm.

A1. FunkciØ q nepreryvno differenciruema i ograniqena na

(0, 1).

A2. U funkcii q^2(x)x(1 − x), 0 < x < 1, suwestvuet edinstvennyæ

maksimum v nekotoroæ toqke s ∈ (0, 1).

Poloßim d = (s − s^2)^{1/2}q(s).

A3. Pri t → s imeet mesto (min(s, t) − st)d^−2q(t)q(s) = 1 − D|t − s|(1 + o(1)), q(t)(t − t^2)^{1/2} = d − A|t − s|^2(1 + o(1)),

gde A > 0, D > 0.

V dal~neæxem uslovimsØ oboznaqat~ bukvami C, c postoØnnye, kotorye inogda mogut zaviset~ ot nekotoryh iz parametrov zadaqi. Qasto odnoæ i toæ ße bukvoæ C budet udobno oboznaqat~ razliqnye postoØnnye daße v predelah odnoæ stroki. Oboznaqim χ(A) – indikator sobytiØ A. Budem opuskat~ znaki predelov integrirovaniØ, kogda integrirovanie provoditsØ po vsemu intervalu (0, 1). Inogda budet udobno formulirovat~ rezul~taty ne v terminah veroØtnostnoæ mery P , a v terminah ee funkcii raspredeleniØ F . V fftom sluqae budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ T_1(F ) = N_1(F − F_0) = T (P ) = N (P − P_0).

Teorema 1. Pust~ vypolneny usloviØ A1–A3. Pust~ rn < an <

2r_n, n(a_n − r_n)2 → ∞, n(r2_n − (a_n − r_n)2) → ∞, na3_n → 0 pri n → ∞.

Togda dlØ kriteriev tipa Kolmogorova L_n = χ(T_K ( ^P_n) > r_n) pri n → ∞ imeet mesto

α(L_n) = D(2d/A)^{1/2} exp{−nr^2_n/(2d^2)}(1 + o(1)), (4)

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 85 β(L_n, a_n) = = (2π)^−1^/2dn^−1^/2(a_n − r_n)^−1 exp{−n(a_n − r_n)2/(2d2)}(1 + o(1)). (5)

Ukaßem asimptotiku maksimyma veroØtnosteæ oxibok vtorogo roda dlØ kriteriev tipa omega – kvadrat. Oboznaqim λ_j ,

j = 1, 2, . . . raspoloßennye v porØdke vozrastaniØ sobstvennye

znaqeniØ differencial~nogo uravneniØ h^{′′}(x) + λq(x)h(x) = 0,

h(0) = h(1) = 0 i pust~ λ_1 < λ_2 6 λ_3 6 λ_4 6 . . . . Poloßim d = λ_1 ∑_∞ j=1 λ^{−1}_j .

Teorema 2. Pust~ vypolneno uslovie A1 i mnoßestva al~ter-

nativ ime¸t vid Φ(T_q , a_n) = {P : T^2_q ((P ) > λ_1a^2_n}. Pust~ na^2_n → ∞, na^3_n → 0, pri n → ∞. Pust~

1 < lim inf_{n→∞} a_n r_n 6 lim sup_{n→∞} a_n r_n < ∞, (6) Togda dlØ kriteriev tipa omega-kvadrat L_n = χ(T^2_q ( ^P_n) > λ_1r^2_n) pri n → ∞ imeet mesto

α(L_n) =

= 21^/2π^−1^/2n^−1^/2r^−1_n ∞∏ j=2 ( 1− λ_1 λ_j )_{−1/2} exp { − n 2 r^2_n } (1+o(1)), (7)

β(L_n, a_n) = (2π)^{−1/2}n^{−1/2}(a_n − r_n)^{−1} ∞∏ j=2 ( 1 + λ_1(a_n − r_n) λ_jr_n )_{−1/2} ×

exp { − n 2 (a_n − r_n)2 } (1 + o(1)). (8)

Otmetim, qto asimptotika (7) horoxo izvestna i poluqena daße dlØ bolee xirokih zon bol~xih ukloneniæ (sm. Osipov [19], Nesenko i T¸rin [18]).

V qastnom sluqae kriteriØ omega – kvadrat, q(x) = 1, x ∈ (0, 1), poluqaem

β(L_n, a_n) = sup{P (T^2_q ( ^P_n) > 2r^2_nπ^{−2}) : T^2_q (P ) > 2a^2_nπ^{−2}, P ∈ Λ} =

(2π)^−1^/2n^−1^/2(a_n−r_n)^−1 ∞∏ j=2 ( 1 + a_n − r_n j^2r_n )_{−1/2} exp { − n 2 (a_n − r_n)2 } =

86 M. S. ERMAKOV

n^{−1/2}a^{1/2}_n (a_n − r_n)^{−3/4}r^{−1/4}_n ( exp { π ( a_n − r_n r_n )_{1/2}} −

− exp { − π ( a_n − r_n r_n )_{1/2}})_{−1/2} exp { − n 2 (a_n − r_n)2 } (1 + o(1)). (9)

Zdes~ sobstvennye qisla λ_j = 2π^{−2}j^{−2}, 1 6 j < ∞ (sm. [16]).

Teorema 2 predstavlØet soboæ qastnyæ sluqaæ teoremy 3, poluqennoæ v neskol~ko bolee obweæ postanovke. A imenno, pust~ funkcional T^2(P ) ØvlØetsØ kvadratiqnoæ formoæ vida (2) i

1 = b1 > b2 ¿ b3 ¿ . . . , b_j > 0

Predpoloßim, qto vypolneno sledu¸wee uslovie.

B1. Funkcii ϕ1, ϕ2, . . . nepreryvny na [0, 1] i sup x∈[0,1] sup 16j<∞^{|ϕj(x)| < ∞,} ∞∑ j=1 b_j < ∞. (10)

Opredelim posledovatel~nost~ kriteriev K_n = χ(T ( ^P_n) > r_n).

Teorema 3. Pust~ vypolneno uslovie V1. Pust~ na^2_n → ∞, na^3_n →

0 pri n → ∞ i pust~ imeet mesto (6). Togda

α(K_n) =

= 21^/2π^−1^/2n^−1^/2r^−1_n ∞∏ j=2 (1 − b_j )^−1^/2 exp { − n 2 r^2_n } (1 + o(1)), (11)

β(K_n, a_n) = γ_nn^{−1/2}(a_n − r_n)^{−1} exp { − n 2 (a_n − r_n)2 } (1 + o(1)), (12) gde γ_n = (2π)^{−1/2} ∞∏ j=2 ( 1 + b_j a_n − r_n r_n )_{−1/2} . Acimptotika (11) sleduet iz teoremy o veroØtnostØh bol~- xih ukloneniæ dlØ summ sluqaænyh veliqin v gil~bertovom prostranstve (sm. [12]) i neposredstvennogo vyqisleniØ sootvetstvu¸weæ veroØtnosti bol~xih ukloneniæ dlØ gaussovskoæ mery (sm. [21]).

Zameqanie. 1. Rezul~taty teorem 1–3 perenosØtsØ takße i na za-

daqu proverki gipotezy ob odnorodnosti. Pust~ X_{11}, . . . , X_{1n1} i

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 87

X_{21}, . . . , X_{2n2} dve sovokupnosti nezavisimyh odinakovo raspre-

delennyh sluqaænyh veliqin, ime¸wih nepreryvnye funkcii raspredeleniØ F_1(x), F_2(x), x ∈ [0, 1] sootvetstvenno i pust~ ^F_{1n1} ,

^F_{2n2} – ih ffmpiriqeskie funkcii raspredeleniØ. Oboznaqim n =

n_1 + n_2 i predpoloßim, qto n_1/n → ν_1 > 0, n_2/n → ν_2 = 1 − ν_1 > 0

pri n → ∞. Opredelim takße funkcii H_n(t) =^{n1}_n F_1(t) +^{n2}_n F_2(t),

^H_n(t) =^n1_n ^F_{1n1} (t) +^n2_n ^F_{2n2} (t), S_n = S_n(t) = (^n1^n2_n )^{1/2}( ^F_{1n1} ( ^H^{−1}_n (t)) −

^F_{2n2} ( ^H^{−1}_n (t))), ζ_n(t) = (^n1^n2_n )^{1/2}( ^F_{1n1} (H^{−1}_n (t)) − ^F_{2n2} (H^{−1}_n (t))), t ∈

(0, 1), gde G^−1(t) = inf{s : G(s) > t, s ∈ (0, 1)} oboznaqaet obrat-

nu¸ funkci¸ dlØ proizvol~noæ monotonnoæ funkcii G. Zadadim funkcional T_1(F_1, F_2) = N_1(F_1(H^{−1}_n (t)) − F_2(H^{−1}_n (t))). Rassmotrim zadaqu proverki gipotezy F_1 = F_2 protiv mnoßestva al~ternativ (F_1, F_2) ∈ Δ(T, a_n) = {(F_1, F_2) : T_1(F_1, F_2) > a_n; F_1, F_2 – nepreryvnye funkcii raspredeleniØ }. Imenno dlØ takoæ postanovki zadaqi spravedlivy analogi teorem 1–3 pri teh ße usloviØh, qto i v sluqae gipotezy soglasiØ.

V [5] dlØ dannoæ postanovki zadaqi nami dokazana asimptotiqeskaØ minimaksnost~ kriteriev s testovymi statistikami T_1( ^F_{1n1} , ^F_{2n2} ). Osuwestvit~ perenos rezul~tatov teorem 1–3 na zadaqu proverki gipotezy odnorodnosti pozvolØet perehod ot rassmotreniØ veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ

P (N_1(S_n) > n^{1/2}r_n) k rassmotreni¸ veroØtnosteæ bol~xih uklo-

neniæ P (N_1(ζ_n) > n^{1/2}r_n). �tot perehod osuwestvlØetsØ na osnove sledu¸weæ ocenki

|N_1(S_n) − N_1(ζ_n)| 6 N_1(S_n − ζ_n) 6 6 C max{|Sn(t) − ζn(t)| : t ∈ (0, 1)}. (13) Iz privodimogo niße rezul~tata Kolmoxa, Maæora i Tuxnadi [16] (sm. ocenku (26)) sleduet, qto veroØtnost~ togo, qto pravaØ qast~ (13) bol~xe x_n = o(n^{−1/3}) imeet men~xiæ porØdok, qem pravye qasti (4), (5), (11), (12), qto i pozvolØet vyqislit~ toqnye asimptotiki veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ oxibok vtorogo roda dlØ rassmatrivaemoæ postanovki zadaqi proverki gipotezy odnorodnosti.

Osnovnoæ princip vyqisleniØ asimptotiki β(K_n, a_n) v dokazatel~stve teorem 1–3 zakl¸qaetsØ v sledu¸wem. Zadaqa svoditsØ k sootvetstvu¸weæ zadaqe proverki gipotez dlØ gaussovskih sluqaænyh processov ili gaussovskih sluqaænyh fflemen-

88 M. S. ERMAKOV tov banahova prostranstva B. Posle fftogo sootvetstvu¸wie vyqisleniØ provodØtsØ na osnove teorem o veroØtnostØh bol~xih ukloneniæ kvadratiqnoæ formy ot gaussovskih sluqaænyh veliqin (sm. Zolotarev [22], Gregori [13], Huang [14]) ili maksimuma gaussovskogo sluqaænogo processa (sm. Piterbarg [21]). Perehod k sootvetstvu¸weæ zadaqe v gaussovskoæ postanovke osuwestvlØetsØ na osnove teorem o veroØtnostØh bol~xih ukloneniæ summ nezavisimyh sluqaænyh fflementov v banahovom prostranstve (sm. [12]) ili approksimacii ffmpiriqeskoæ funkcii raspredeleniØ brounovskim mostom (sm. Kolmox, Maæor i Tuxnadi [16]). Otmetim, qto nam prihoditsØ modificirovat~ ukazannye vyxe rezul~taty na sluqaæ ne nulevogo matematiqeskogo oßidaniØ sluqaænyh fflementov ili processov. Nam takße prihoditsØ rexat~ opredelennu¸ ffkstremal~nu¸ zadaqu po vyboru naimenee blagopriØtnyh mer P , provodØ odnovremenno ocenki veroØtnosteæ oxibok vtorogo roda i dlØ ne naimenee blagopriØtnyh mer P iz mnoßestv al~ternativ.

Privedem analog (sm [12]) teoremy Bentkusa [2] o veroØtnostØh bol~xih ukloneniæ summ nezavisimyh sluqaænyh fflementov v banahovom prostranstve, ispol~zuemyæ pri dokazatel~stve teoremy 3.

Pust~ E i B, E ⊂ B vewestvennye separabel~nye banahovy prostranstva c normami ‖ · ‖_E i ‖ · ‖_B sootvetstvenno takimi, qto ‖x‖_E ¿ ‖x‖_B, x ∈ E. Pust~ Z, Z_1, . . . , Z_n nezavisimye odinakovo raspredelennye sluqaænye fflementy v B, EZ = 0,

S_n = n^{−1/2}(Z_1 + . . . + Z_n). Pust~ Y ∈ B takoæ gaussovskiæ sluqaæ-

nyæ fflement, qto EY = 0 i E[W (Z, Z)] = E[W (Y, Y )] dlØ l¸boæ bilineænoæ formy W nepreryvnoæ v E.

Oboznaqim V_r(u) - xar v B radiusa r > 0 s centrom v toqke

u ∈ B. DlØ 0 6 ϵ < r opredelim K_{ϵ,r}(u) = V_{r+ϵ}(u) \ V_{r−ϵ}(u).

Pust~ v fiksirovannyæ vektor iz B, ‖v‖_B = 1. Predpoloßim, qto suwestvu¸t takie postoØnnye C_1, C_2, C_3 > 0, δ > 0, qto dlØ vseh ϵ > 0, 0 < δ < r 6 a vypolneno

P (Y ∈ V_r (av)) > C_2 exp{−C_1(a − r)^2}, (14) P (Y ∈ K_{ϵ,r} (av)) < C_3 ϵ (a − r + 1) P (Y ∈ V_{r+ϵ}(av)), (15) P (Y ∈ V_{r+ϵ}(av)) < C_3 exp{C_1ϵ(a − r + 1)}P (Y ∈ V_r(av)). (16)

Vvedem uslovie: DlØ nekotoroæ postoØnnoæ C_4 > 0 dlØ vseh ϵ > 0 i r > 0 cuwestvuet takaØ funkciØ φ = φ_ϵ : B → R^1, qto 0 6 φ 6 1,

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 89

φ(x) = 1 pri ||x||_B < r i φ(x) = 0 pri ||x||_B > r + ϵ, funkciØ φ –

trißdy nepreryvno differenciruema v B po napravleniØm iz E (sm. [2, 12]) i dlØ j = 1, 2, 3 dlØ vseh h_1, h_2, h_3 ∈ E vypolneno |φ^{(j)}(x)h_1 . . . h_j| < C_4 ϵ^{−j} ||h_1||_E . . . ||h_j||_E, (17) gde φ^{(j)} – proizvodnaØ porØdka j ot φ.

Predpoloßim qto dlØ nekotorogo t > 0 E‖Y ‖^6_E + E‖Z‖^6_E < C_5 < ∞, E exp{t‖Y ‖_B} + E exp{t‖Z‖_B} < C_6 < ∞. (18) UslovimsØ oboznaqat~ qerez θ vewestvennye qisla takie, qto |θ| < 1. Teorema 4. Pust~ ||v||B = 1. Pust~ vypolneny usloviØ (14)–(18).

Togda naædutsØ takie vewestvennye postoØnnye M_1, M_2 i natural~noe qislo n_0, qto dlØ |a − r| < M_1n^{1/6}, r > δ > 0, pri n > n_0, vypolneno

P (S_n ∈ V_r (av)) = P (Y ∈ V_r(av))(1 + θM_2(|a − r| + 1)n^{−1/6}), (19)

priqem M_2 zavisit ot vybora vektora v tol~ko qerez postoØnnye δ, S_1 − S_5.

Esli a = 0, 0 < r < M_1n^{1/6} i vmesto (14)–(16) vypolneno (2)– (4) iz [2], to pri n → ∞ spravedlivo

P (‖S_n‖_B > r) = P (‖Y ‖_B > r)(1 + θM_2(r + 1)n^{−1/6}). (20)

Sootnoxenie (20) ØvlØetsØ prosto utverßdeniem teoremy 2 v [2], a ravenstvo (19) predstavlØet soboæ soboæ uprowennyæ vid sootnoxeniØ (3.5) teoremy 3.3 v [12].

Primenitel~no k postanovke zadaqi teoremy 3 oboznaqeniØ teoremy 4 prinima¸t sledu¸wiæ vid S_n = n^{1/2}( ^F_n − F_n),

n^{−1/2}‖S_n‖_B = T_1( ^F_n − F_n + F_0) = N_1( ^F_n − F_n) = N ( ^P_n − P_0), a_nv = n^{1/2}(F_n −F_0), gde F_n funkciØ raspredeleniØ X_1, . . . , X_n dlØ

rassmatrivaemoæ posledovatel~nosti al~ternativ, P_n – veroØtnostnaØ mera F_n. Norma N_1 opredelena na mnoßestve funkciæ

ℑ_0 = {G : G(x) = R((0, x)), x ∈ (0, 1), R ∈ Λ_0} i ℑ_0 ØvlØetsØ is-

komym banahovym prostranstvom B otnositel~no N_1, pri fftom B = E = ℑ_0 i || · ||_B = || · ||_E.

90 M. S. ERMAKOV

Estestvenno v kaqestve S_n moßno vzØt~ i vektor S_n = {S_{jn}}^∞_{j=0}, gde S_{jn} = n^{1/2} ∫ ϕ_jd ^F_n. Togda ‖ · ‖_B moßet rassmatrivat~sØ, kak

norma v gil~bertovom prostranstve, t.e.

‖F − F_n‖^2_B = ∞∑ j=1 b_j (∫ ϕ_jd(F − F_n) )_2

dlØ l¸bogo F ∈ ℑ i l¸boæ posledovatel~nosti al~ternativ F_n.

Takim obrazom posle predel~nogo perehoda postanovka zadaqi teoremy 3 moßet byt~ svedena k vyqisleni¸ asimptotik vero- Øtnosteæ oxibok pervogo i vtorogo roda dlØ proverki gipotez o matematiqeskom oßidanii gaussovskogo sluqaænogo processa. Po suwestvu ffto zadaqa o bol~xih ukloneniØh gaussovskoæ sluqaænoæ mery v gil~bertovom prostranstve. Poskol~ku podobnye rezul~taty predstavlØ¸t nezavisimyæ interes sformuliruem odin iz nih. Pust~ H – gil~bertovo prostranstvo, Y = {Y_j}^∞_1 – gaussovskiæ sluqaænyæ vektor s ediniqnym kovariacionnym operatorom, EY_j = 0 dlØ 1 6 j < ∞. Vloßim H v ewe odno gil~- bertovo prostranstvo H_B c normoæ ‖x − y‖_B = ∞∑ j=1 b_j(x_j − y_j )^2 1/2

gde x = {x_j}^∞_1 , y = {y_j }^∞_1 - fflementy H_B.

Lemma 1. Pust~ nr^2_n → ∞ pri n → ∞. Togda pri n → ∞ imeet

mesto

P (‖Y ‖_B > n^{1/2}r_n) =

= 21^/2(π)^−1^/2n^−1^/2r^−1_n exp { − 1 2 nr^2_n }_∞∏ j=2 (1 − b_j )^−1^/2(1 + o(1)). (21)

Pust~ a_n > (1 + c)r_n. Togda dlØ l¸boæ posledovatel~nosti δ_n → 0 pri n → ∞ ravnomerno po vsem u = u^{(n)} ∈ V_n = {u : ∑_∞ j=2 b_ju^2_{jn} < δ_nn^{−1/2}r_n, ∑_∞ j=1 b_ju^2_{jn} = a^2_n, u = {u_{jn}}^∞_{j=1}} vypolneno

P (‖Y − n^{1/2}u^{(n)}‖_B < n^{1/2}r_n) =

= γ_n(u(^n))n^−1^/2(a_n − r_n)^−1 exp { − 1 2 n(a_n − r_n)^2 } (1 + o(1)), (22)

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 91 gde γ_n(u^{(n)}) = (2π)^{−1/2} ∞∏ j=2 ( 1 + b_j a_n − r_n r_n )_{−1/2} ×

× exp − 1 2 n ∞∑ j=2 u^2_{jn}b_j a_n − r_n r_n + b_j (a_n − r_n)

. (23)

Asimptotika (21) dlØ gil~bertovyh prostranstv byla dokazana Zolotarevym [22], asimptotika tipa (22) dlØ n^{1/2}a_n = const poluqena Gregori [13] i Huangom [14]. V dannoæ forme ona moßet rassmatrivat~sØ kak obobwenie rezul~tatov [13] i [14].

3. Dokazatel~stvo teoremy 1 sravnitel~no prosto. Asimpto-

tika (4) veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ oxibok pervogo roda kriteriev tipa Kolmogorova sleduet iz shodimosti raspredeleniæ normirovannyh ffmpiriqeskih funkciæ raspredeleniØ k brounovskomu mostu (sm. (26) niße) i standartnoæ asimptotiki veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ maksimuma sootvetstvu¸wego gaussovskogo sluqaænogo processa (sm. Piterbarg [21]).

Vyqislim asimptotiku β(L_n, a_n) veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ oxibok vtorogo roda. Kak netrudno videt~, (5) predstavlØet soboæ asimptotiku veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ gaussovskoæ sluqaænoæ veliqiny ime¸weæ dispersi¸ ravnu¸ maksimumu po t ∈ (0, 1) dispersiæ brounovskogo mosta w(t) umnoßennogo na funkci¸ q(t). Takim obrazom budet pokazano, qto sootvetstvu¸wiæ supremumy asimptotiki veroØtnosteæ oxibok vtorogo roda dostiga¸tsØ na funkciØh raspredeleniØ, poroßdennyh del~toobraznymi funkciØmi n^{−1/2}h_s(t) = F (t)−t = a_nq^{−1}(t_1)+s−t dlØ s < t < s + a_nq^{−1}(t_1) i h_s(t) = 0 dlØ ostal~nyh t ∈ (0, 1), gde

t_1 ∈ (s, s + a_nq^{−1}(t_s)).

Imeem P (sup{| ^F_n(t) − t|q(t) : t ∈ (0, 1)} < r_n) = P_0(sup{| ^F_n(F (t)) − t|q(t) : t ∈ (0, 1)} < r_n) .= I_n. (24)

Kak sleduet iz teoremy 3 v [16] suwestvu¸t takoe veroØtnostnoe prostranstvo, qto na nem moßno opredelit~ brounovskiæ most

w(F (t)) i ffmpiriqeskie funkcii raspredeleniØ ^F_n(F (t)) tak, qto

P_0(sup{n^{1/2}|( ^F_n(F (t)) − F (t)) − w(F (t))|q(t) : t ∈ (0, 1)} > x_n) <

92 M. S. ERMAKOV < C exp{−Cn^{1/2}x_n}, (25) gde x_n > Cn^{−1/6}, n^{1/2}r_nx_n → 0 pri n → ∞.

Takim obrazom

I_n 6 P_0(sup |w(F (t)) + h(t)|q(t) : t ∈ (0, 1)} < n^{1/2}r_n + x_n))+

+O(exp{−Cn1^/3}), (26)

gde h(t) = n^{1/2}(F (t) − t).

Sledovatel~no ocenka sverhu dlØ veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ oxibok vtorogo roda moßet byt~ poluqena vyqisleniem

sup P0(sup{|w(F (t)) − h(t)|q(t) : t ∈ (0, 1)} < n1^/2r_n + x_n), (27)

gde vnexniæ supremum beretsØ po vsem funkciØm raspredeleniØ F ime¸wim veroØtnostnye mery P ∈ Λ(T_K , a_n) i funkciØm h(t) takim, qto sup{|h(t)|q(t) : t ∈ (0, 1)} > n^{1/2}a_n i n^{−1/2}h(t) + t- funkciØ raspredeleniØ (zdes~ F i h - nezavisimye peremennye).

Sobytie, stoØwee v (27) pod znakom veroØtnosti, imeet mesto, esli brounovskiæ most w(F (t)) ne pereseqet odin iz grafikov funkciæ −n^{1/2}r_nq^{−1}(t) − x_n + h(t) ili n^{1/2}r_nq^{−1}(t) + x_n + h(t). Issleduem vopros dlØ kakoæ funkcii h maksimal~na veroØtnost~ togo, qto brounovskiæ most w(F (t)) ne pereseqet pervyæ grafik. ˚sno, qto ona budet bol~xe dlØ l¸boæ funkcii h_1(t) < h(t), udovletvorØ¸weæ uslovi¸ h_1(s_1)q(s_1) > n^{1/2}a_n pri nekotorom

s_1 ∈ (0, 1) (esli by funkciØ h(t)q(t) dostigala znaqeniØ −a_nn^{1/2},

to my po analogii mogli by rassmotret~ veroØtnost~ pereseqeniØ vtorogo grafika). Pofftomu funkciØ h(t), maksimiziru¸waØ dannu¸ veroØtnost~, imeet vid h(t) = n^{1/2}(a_nq^{−1}(t_1) + s_1 − t) dlØ

s_1 < t < s_1 + a_nq^{−1}(t_1) i h(t) = 0 dlØ ostal~nyh t. Zdes~ t_1 od-

na iz toqek intervala (s_1, s_1 + a_nq^{−1}(t_1)). My ne rassmatrivaem sluqaæ h(t) < 0 dlØ nekotoryh t /∈ (s_1, s_1 + a_nq^{−1}(t_1)), tak kak togda na takom uqastke t /∈ (s_1, s_1 + a_nq^{−1}(t_1)) veroØtnost~ pereseqeniØ brounovskim mostom grafika funkcii −n^{1/2}r_nq^{−1}(t) +

x_n + h(t) budet men~xe qem veroØtnost~ pereseqeniØ dlØ funk-

cii n^{1/2}r_nq^{−1}(t) + x_n + h(t) , qto moßet dobavit~ dopolnitel~nyæ qlen v asimptotiku. V toße vremØ veroØtnost~ pereseqeniØ brounovskim mostom w(F (t)) grafika funkcii −n^{1/2}r_nq^{−1}(t) + x_n pri

t /∈ (s_1, s_1 +a_nq^{−1}(t_1)) est~ 1+o(1), v otliqii ot veroØtnosti nepe-

reseqeniØ −n^{1/2}r_nq^{−1}(t) + o(n^{−1/6}) + h(t) pri t ∈ (s_1, s_1 + a_nq^{−1}(t_1)).

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 93 DlØ ukazannoæ funkcii h(t) my imeem

P_0(|w(F (t))| < n^{1/2}r_nq^{−1}(t) + x_n, t ∈ (0, 1)) <

< 1 − exp { − nr^2_n 2d21

(1 + o(1)) } . (28)

P_0(w(F (t)) + n^{1/2}(a_n − r_n)q^{−1}(t) + n^{1/2}(s_1 − t) > 0,

t ∈ (s_1, s_1 + a_nq^{−1}(t_1))) 6 1 √ 2πd1 ∞∫ n1/2(an−rn) exp { − x^2 2d21 } dx×

P_0(inf{w(u(t))q(t) + x − n^{1/2}(a_n − r_n) + n^{1/2}tq(t + s_1),

t ∈ (0, a_nq^{−1}(t_1))} > 0) < 1 √ 2πd1 ∞∫ n1/2(an−rn) exp { − x^2 2d21 } dx =

= d_1 √ 2πn(a_n − r_n) exp { − n(a_n − r_n)^2 2d21 } dx, (29) gde d^2_1 = F (s_1)(1 − F (s_1))q^2(s_1) = (1 − s_1)s_1q^{−2}(s_1) + O(a_n) i u(t) =

F (s_1 + t) − F (s_1) pri t ∈ (0, a_nq^{−1}(t_1)).

Dokaßem, qto dannaØ granica sverhu dostigaetsØ. DlØ fftogo zametim, qto F (t) = n^{−1/2}h(t) + t = s_1 + a_nq^{−1}(s_1) postoØnna na intervale t ∈ (s_1, s_1+a_nq^{−1}(s_1)). Ots¸da legko sleduet trebuemoe utverßdenie. Teorema 1 dokazana.

4. Dokazatel~stvo teoremy 3. Osnovnye lemmy. Pereædem k

vyqisleni¸ asimptotiki supremuma veroØtnosteæ oxibok vtorogo roda dlØ klassa funkcionalov T opredelennogo v teoreme 3. Vmesto funkcionala T (P ) v dal~neæxem my budem rassmatrivat~ funkcional N_1(F − F_0) = T (P ).

Naibol~xu¸ trudnost~ v ocenkah vyzyvaet neortogonal~- nost~ sistemy funkciæ ϕ_j otnositel~no mery P ∈ Φ(T, a_n). V toße vremØ na osnove dokazatel~stva teoremy 3.2 v [5] moßno dokazat~, qto dostatoqno rassmotret~ posledovatel~nosti veroØtnostnyh mer P_n udalennye na rasstoØnie porØdka o(a_n) ot veroØtnostnyh mer ~P_n, d ~P_n/dP_0 = 1 + a_nϕ_1, gde rasstoØnie rassmatrivaetsØ otnositel~no metriki Hellingera ρ. DlØ l¸byh

94 M. S. ERMAKOV P, Q ∈ Λ

ρ(P, Q) = ∫ (( dP dR )_{1/2} − ( dQ dR )_{1/2})2 dR 1/2 , R = 1 2 (P + Q). �to suwestvenno oblegqaet zadaqu.

Osnovnye fftapy dokazatel~stva predstavleny v vide neskol~- kih lemm, kotorye privedeny niße. Ih dokazatel~stvo budet dano v konce raboty.

Utverßdenie lemmy 2 pozvolØet pri vyqislenii veroØtnosteæ oxibok vtorogo roda ograniqit~sØ klassom veroØtnostnyh mer P absol¸tno nepreryvnyh otnositel~no P_0.

Lemma 2. Pust~ vypolneno uslovie B1. Togda dlØ l¸bogo P ∈ Λ i

l¸bogo ϵ > 0 moßno ukazat~ taku¸ meru P absol¸tno nepreryvnu¸ otnositel~no P_0, qto dlØ l¸bogo a > 0

P (T ( ^P_n) < a − ϵ) < P (T ( ^P_n) < a) < P (T ( ^P_n) < a + ϵ) (30) i |T (P ) − T (P )| < ϵ. (31) Pust~ P_n posledovatel~nost~ veroØtnostnyh mer absol¸tno nepreryvnyh otnositel~no P_0. Oboznaqim u_j = u_{jn} = ∫ ϕ_jdP_n, 0 6 j < ∞.

Lemma 3. Pust~ T (Pn) = an, ρ(Pn,^~Pn) = o(an). Togda lim n→∞ a^{−2}_n ∞∑ j=2 b_ju^2_{jn} = 0. (32)

V lemmah 4–6 dany ocenki sverhu dlØ veroØtnosteæ oxibok vtorogo roda P_n(T ( ^P_n) < r_n) v zavisimosti ot udalennosti posledovatel~nosteæ al~ternativ P_n ot ~P_n.

Lemma 4. Pust~ posledovatel~nost~ Pn ∈ Λ absol¸tno nepre-

ryvna otnositel~no P_0 i T (P_n) ¿ a_n, ρ(P_n, ~P_n) > c_1a_n. Togda suwestvuet c_0 = c(c_1) > 1 takoe, qto dlØ n > n_0

P_n(T ( ^P_n) < r_n) < exp { − 1 2 c_0na^2_n } . (33)

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 95 Budem predpolagat~ v dal~neæxem, qto ∞∑ j=1 b_j u^2_j = a^2_n.

Esli by ffto ravenstvo ne imelo mesto, to bylo by dostatoqno vo vseh posledu¸wih ocenkah poloßit~ a_n = T (P_n).

Dal~neæxie ocenki veroØtnosteæ oxibok vtorogo roda budut provedeny otdel~no dlØ

lim sup n→∞ n ∞∑ j=2 b_ju^2_{jn} = ∞. (34) i n ∞∑ j=2 b_ju^2_{jn} < C < ∞. (35) Opredelim ffllipsoid W_n = { v : ∑_∞ j=1 b_jv^2_j = r^2_n, v = {v_j }^∞_{j=1} } . ˚sno, qto T ( ^P_n) < r_n ffkvivalentno S_n ∈ n^{1/2}W_n.

Lemma. . Pust~ T (Pn) = an i imeet mesto (32), (34). Togda

P_n(S_n ∈ n^{1/2}W_n) < C exp { − n 2 (a_n − r_n)2−

− nλ^2_n 2 + 2λ_n ∞∑ j=2 b_ju^2_{jn}(1 − b_j ) 1 + λ_nb_j + O ( a^{−2}_n (_∞∑ j=2 b_ju^2_{jn} )_2)} . (36)

gde λ_n =^{an−rn}_{rn} .

Lemma 6. Pust~ T (Pn) = an i imeet mesto (32), (35). Togda

P_n(S_n ∈ n^{1/2}W_n) 6

6 γn(u^{(n)})n^{−1/2}(an − rn)^{−1} exp^{−^1_2 n(an − rn)^{2}} (1 + o(1)), (37)

Takim obrazom poluqenie ocenki sverhu v (12) svoditsØ k maksimizacii pravyh qasteæ (33), (36), (37). Poskol~ku c_0 > 1 i v (36) lim n→∞ ∞∑ j=2 b_j u^2_{jn}(1 − b_j)

1 + λ_nb_j = ∞

96 M. S. ERMAKOV to fftot maksimum dostigaetsØ dlØ u_{jn} = 0, 2 6 j < ∞ i raven pravoæ qasti (12). V silu teoremy 4 i lemmy 1 asimptotika veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ ~P_n(S_n ∈ n^{1/2}W_n) takße ravna pravoæ qasti (12), qto i dokazyvaet (12).

Dokazatel~stvo lemm 1–6. Pri dokazatel~stve lemmy 1 my bu-

dem ispol~zovat~ standartnu¸ tehniku poluqeniØ podobnogo roda rezul~tatov (sm. [13, 22]).

Dokazatel~stvo lemmy 1. Oboznaqim Jn = P (||Y − n^{1/2}u^{(n)}||^2_B <

nr^2_n). Zapixem

J_n = rn∫ 0 F_{1n}(n(r_n − y)^2)f_{2n}(2nr_ny − ny^2)(2nr_n − 2ny)dy, (38)

gde F_{1n} funkciØ raspredeleniØ (Y_1 − n^{1/2}a_n)^2, a f_{2n}- plotnost~ raspredeleniØ ∑_∞ j=2 b_j(Y_j − n^{1/2}u_{jn})^2 sootvetstvenno.

Ocenim integral sprava v (38) otdel~no dlØ oblasteæ integrirovaniØ (0, ϵ_nn^{−1/2}) i (ϵ_nn^{−1/2}, r_n), gde ϵ_n → 0, n^{1/2}ϵ_nr_n → ∞ pri n → ∞. Oboznaqim integraly po fftim oblastØm integrirovaniØ J_{n1} i J_{n2} sootvetstvenno.

Pri n → ∞ ravnomerno po y ∈ (0, ϵ_nn^{−1/2}) imeet mesto lim n→∞ F_{1n} ( n(r_n − y)^2 ) F^{−1}_{1n} (nr^2_n) exp{n(a_n − r_n)y + n 2 y^2} = 1. (39)

Sledovatel~no, delaØ zamenu peremennyh z = 2nr_ny, poluqaem

J_{n1} = F_{1n}(nr^2_n) ϵnn�1/2 ∫ 0 exp { −n(a_n − r_n)y − n 2 y^2 } × f_{2n}(2nr_ny − ny^2)(2nr_n − 2ny)dy(1 + o(1)) = (40)

F_{1n}(nr^2_n) 2ϵnn1/2rn ∫ 0 exp { −s_nz − z^2 8nr2_n } f_{2n} ( z − z^2 4nr2_n ) ( 1 − z 2nr2_n ) dz, gde s_n =^{an−rn}_{2rn} .

DelaØ zamenu peremennyh t = z −^{z2}_{4nr2n} , poluqaem

J_{n1}F^{−1}_{1n} (nr^2_n) = 2ϵnn1/2rn+O(ϵn) ∫ 0 exp{−s_nt}f2_n(t)dt(1 + o(1)) =

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 97 ∞∫ 0 exp{−s_nt}f2_n(t)dt(1+o(1))+O ( exp{−a_nϵ_nn1^/2r_n} ∞∫ ϵnn1/2rn f_{2n}(t)dt )

= ∞∫ 0 exp{−s_nt}dP (_∞∑ j=2 b_j(Y_j − n^{1/2}u_{jn})^2 < t ) (1 + o(1))+

+O(exp{−a_nϵ_nn1^/2r_n}) = (2π)1^/2γ_n(u(^n))(1 + o(1)). (41)

Poskol~ku dlØ y ∈ (ϵ_nn^{−1/2}, r_n), imeet mesto F_{1n} ( n(r_n − y)^2 ) < CF_{1n}(nr^2_n) exp{−n(a_n − r_n)y}, to

J_{n2} < C exp{−s_nϵ_nn^{1/2}r_n}F_{1n}(nr^2_n) ∫ f_{2n}(2nr_ny−ny^2)(2nr_n − 2ny)dy < C exp{−s_nϵ_nn^{1/2}r_n}F_{1n} ( nr^2_n ) . (42)

Iz (38), (41), (42) sleduet (23).

Dokazatel~stvo lemmy 2. DlØ l¸bogo k oboznaqim

T^2_k (P ) = k∑ j=1 b_j (∫ ϕ_jdP )_2 . Zametim, qto poskol~ku lim k→∞ sup x∈(0,1) ∞∑ j=k b_j|ϕ_j(x)|^2 = 0,

to dlØ l¸bogo δ > 0 naædetsØ takoe k, qto

T_k( ^P_n) − δ < T ( ^P_n) < T_k( ^P_n) + δ. (43)

Poskol~ku funkcii ϕ_j ograniqeny i nepreryvny, to dlØ l¸bogo ϵ_1 > 0 i l¸bogo k, 1 6 k < ∞ naædutsØ kusoqno-postoØnnye funkcii ϕ_j, 0 6 j 6 k, oblada¸wie sledu¸wimi svoæstvami: (i) dlØ vseh 0 6 j 6 k imeet mesto sup_{x∈(0,1)} |ϕ_j(x) − ϕ_j(x)| < ϵ_1.

(ii) suwestvuet razbienie Π otrezka (0, 1) na mnoßestva Ω_t, 1 6

t 6 l takoe, qto na nih funkcii ϕ_j, 1 6 j 6 k prinima¸t postoØn-

nye znaqeniØ i mnoßestva Ω_t , 1 6 t 6 l otkryty ili ØvlØ¸tsØ zamykaniem otkrytyh mnoßestv.

98 M. S. ERMAKOV

Opredelim funkcionaly

T^2(P ) = ∞∑ j=1 b_j 1∫ 0 ϕ_jdP 2

i T^2_k(P ) = k∑ j=1 b_j 1∫ 0 ϕ_jdP 2 . Iz (i), (ii) vytekaet, qto

|T_k( ^P_n) − T_k( ^P_n)| < C_kϵ_1, (44)

gde C_k ne zavisit ot ϵ_1. Analogiqno (43), dlØ l¸bogo δ > 0 naædetsØ takoe k > 0, qto T_k( ^P_n) − δ < T ( ^P_n) < T_k( ^P_n) + δ. Krome togo suwestvuet veroØtnostnaØ mera P absol¸tno nepreryvnaØ otnositel~no P_0, ime¸waØ plotnost~, prinima¸wu¸ postoØnnye znaqeniØ na mnoßestvah razbieniØ Π, i takaØ, qto P (Ω_t) = P (Ω_t),

1 6 t 6 l. ˚sno qto togda P (T k(^^Pn) < a) = P (T k(^^Pn) < a) . Sledo-

vatel~no

P (T_k( ^P_n) < a − C_kϵ_1) < P (T_k( ^P_n) < a) < P (T_k( ^P_n) < a + C_kϵ_1) (45) i |T (P ) − T (P )| < Cϵ_1. (46) Iz (43), (45), (46) sleduet (30), (31).

Dokazatel~stvo lemmy 3. Oboznaqim f(x) =^{dPn}_{dP0} (x), x ∈ (0, 1).

Zadadim funkci¸ f^{1/2} v sledu¸wem vide √ f(x) = √ 1 − ‖e‖2 + ∞∑ j=1 e_j ϕ_j(x), gde e = {e_j}^∞_1 .

Togda

ρ^2(P_n, ~P_n) = ∫ √ 1 − ‖e‖2 + ∞∑ j=1 e_jϕ_j − √ 1 + a_nϕ1 2 dP_0 =

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 99

2 − 2 ∫ √ 1 − ‖e‖2 + ∞∑ j=1 e_j ϕ_j √ 1 + a_nϕ1 dP0 = o(a2_n). (47)

RazlagaØ (1 + a_nϕ_1)^{1/2} v rØd Teælora i ispol~zuØ uslovie V1, poluqaem √ 1 − ‖e‖2 ∫ √ 1 + a_nϕ1 dP0 =

= √ 1 − ‖e‖2 − 1 8 √ 1 − ‖e‖2a2_n + o(a2_n) (48)

i ∫_∞ ∑ j=1 e_j ϕ_j √ 1 + a_nϕ1 dP0 =

1 2 e_1a_n − 1 8 a^2_n ∫ ∞∑ j=1 e_jϕ_j ϕ^2_1 dP_0 + o(a^2_n), (49)

tak kak ϕ_1 ograniqena i ∫ | | | | | ∞∑ j=1 e_j ϕ_j | | | | | dP_0 6 (∫ ( √ f − 1)^2dP_0 )_{1/2} < 2(1 − √ 1 − ‖e‖2)1^/2. Iz (47)–(49) poluqaem, qto ‖e‖ = o(1). Ots¸da, razlagaØ √ 1 − ‖e‖2 v rØd Teælora i podstavlØØ (48), (49) v (47), imeem

e^2_1 + ∞∑ j=2 e^2_j − e_1a_n + 1 4 a^2_n = o(a^2_n). (50)

Iz (50) poluqaem

e_1 = 1 2 a_n + o(a_n) i ∞∑ j=2 e^2_j = o(a^2_n). (51)

Ots¸da dlØ l¸bogo j, 1 6 j < ∞

u_j = ∫ ϕ_jfdP_0 = ∫ ϕ_j ( √ 1 − ‖e‖2 + ∞∑ l=1 e_lϕ_l )_2

dP_0 =

2 √ 1 − ‖e‖2e_j + ∫ ϕ_j (_∞ ∑ l=1 e_lϕ_l )_2

dP_0 =

100 M. S. ERMAKOV

2e_j + o(a2_n) + O ∫ ( ∞∑ l=1 e_lϕ_l )_2 dP_0 = 2e_j + O(a^2_n). (52)

Iz (51) i (52) sleduet (32).

Dokazatel~stvo lemmy 4. DlØ l¸bogo r > 0 oboznaqim Ω(r) =

{Q : T (Q) < r, Q ∈ Λ} i Ω_0(r) = Ω(r) − P_0.

Soglasno teoreme 3.2 v [5] dlØ l¸byh posledovatel~nosteæ d_n > r_n > 0, d_n → 0, nd^2_n → ∞, n(d_n − r_n)^2 → ∞, nr^2_n → ∞ pri n → ∞ imeet mesto lim n→∞ sup P ∈Φ(T,dn) (nd2_n)^−1 log P (T ( ^P_n) < r_n) = − 1 2 . (53)

Pofftomu pri dokazatel~stve (33) moßno predpoloßit~, qto

lim_{n→∞} a^−1_n T (P_n) = 1. Esli by T (P_{nk} ) > (1 + δ)b_{nk} dlØ nekotoroæ

podposledovatel~nosti n_k → ∞ pri k → ∞, to (33) sledovalo by iz (53) dlØ v_n = (1 + δ)a_n. Bolee togo my budem cqitat~, qto

T (P_n) = a_n, tak kak v protivnom sluqae moßno bylo by poloßit~ a_n = T (P_n).

Coglasno lemme 3 naædetsØ takoe 0 < c_2 < 1, qto ∞∑ j=2 b_j u^2_{jn} > c_2a^2_n. (54)

V svo¸ oqered~ T (P_n) = a_n i (54) oznaqa¸t, qto dlØ l¸bogo 0 < δ < 1 − c2 ~T^2(P ) .= (1 − δ)u^2_{1n} + ( 1 + 1 − c2 c_2 δ )_∞∑ j=2 b_ju^2_{jn} > a^2_n. (55)

Oboznaqim Φ_1(a_n) = {P : ~T (P ) > a_n, P ∈ Λ} i Φ_{10}(a_n) = Φ_1(a_n)−P_0.

DlØ l¸byh G_1, G_2 ∈ Λ_0 poloßim

ρ^2_0(G_1, G_2) = ∫ ( d(G_1 − G_2) dP_0 )_2 dP_0, esli G_1 −G_2 absol¸tno nepreryvno otnositel~no P_0 i ρ_0(G_1, G_2) = ∞ v protivnom sluqae. DlØ l¸byh Ω_0, Φ_0 ⊂ Λ_0 oboznaqim

ρ_0(Ω_0, Φ_0) = inf{ρ_0(G_1, G_2) : G_1 ∈ Ω_0, G_2 ∈ Φ_0}.

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 101 PrØmymi vyqisleniØmi poluqaem

ρ_0(Ω_0(r_n), Φ_{10}(a_n)) = a_n √ 1 − δ − r_n > a_n − r_n, (56)

esli^{an}√_{1−δ} − r_n < b^{−1/2}_2 (_{an√} 1+δ1 − rn ) , gde δ_1 =^{1−c2}_{c2} δ.

Takim obrazom (33) budet sledovat~ iz lim n→∞ sup P ∈Φ1(an) (nρ20(Ω0(r_n), Φ10(a_n)))^−1 log P ( ^P_n ∈ Ω(a_n)) =

lim n→∞ sup P ∈Φ1(an) (nρ20(Ω0(r_n), Φ10(a_n)))^−1 log P (T ( ^P_n) < r_n) 6 −1. (57)

Takim obrazom (57) otliqaetsØ ot (53) tem, qto supremum beretsØ po mnoßestvu Φ_1(b_n), a ne Φ(T, b_n). �to vyzyvaet otliqiØ v dokazatel~stve (57) po sravneni¸ s teoremoæ 3.2 v [5], na kotoryh my seæqas i ostanovimsØ.

Oboznaqim Π = Π_m = {S_j }^m_{j=1} razbienie mnoßestva S sostoØwee iz nepereseka¸wihsØ mnoßestv S_j , ∪^m_{j=1}S_j = S. Skaßem qto razbienie Π_m = {S_j }^m_{j=1} vloßeno v razbienie Π_{m1} = { ~S_j}^{m1}_1 , esli dlØ kaßdogo S_j , 1 6 j 6 m naædetsØ ~S_i, 1 6 i 6 m_1, takoe, qto

S_j ⊆ ~S_i. DlØ l¸bogo Ω_0 ⊂ Λ oboznaqim cl(Ω_0) zamykanie Ω_0 v

τ -topologii.

DlØ l¸bogo razbieniØ Π_m = {S_j }^m_1 , veroØtnostnyh mer Q,

P ∈ Λ i Ω ⊂ Λ oboznaqim ρ(Q, P |Π) = m∑ j=1 (Q1^/2(S_j ) − P 1^/2(S_j ))2 i ρ(Ω, P |Π) = inf{ρ(Q, P |Π) : Q ∈ Ω}. Tak ße kak i v teoreme 3.2 v [5] dokazatel~stvo verhneæ granicy v (57) osnovano na neravenstve

P_n( ^P_n ∈ Ω(r_n)) 6

exp{−2nρ2(Ω(r_n), P_n|Π_m)(1 + ω_{mn}(ρ(Ω(a_n), P_n|Π_m))}, (58)

gde ω_{mn}(x) → 0 pri x → 0, n → ∞ i ne zavisit ot P_n, a takße na toßdestve

ρ^2(P_0 + aG_1, P_0 + aG_2|Π_m) = 1 4 a^2ρ^2_0(G_1, G_2|Π_m) .=

102 M. S. ERMAKOV 1 4 a^2 m∑ j=1 G_1(S_j ) − G_2(S_j ))^2 P_0(S_j )

(1 + o(1)) (59)

pri a → 0 dlØ l¸byh G_1, G_2 ∈ Λ_0, takih, qto P_0 + aG_1 ∈ Λ, P_0 +

aG_2 ∈ Λ dlØ 0 < a < a_0.

My berem posledovatel~nost~ vloßennyh razbieniæ Π_m =

{S_m}^m_1 taku¸, qto mnoßestva S_{jm}, 1 6 j 6 m, 1 6 m < ∞

poroßda¸t σ-algebru v S. Berem posledovatel~nosti zarØdov

G_m ∈ Ω_0 .= r^{−1}_n cl (Ω_0(r_n)), H_m ∈ Φ_{10} .= r^{−1}_n cl (Φ_{10}(r_n)) takie, qto

ρ_0(H_m, G_m|Π_m) = ρ_0(Ω_0, Φ_0|Π_m) (60)

i analogiqno dokazatel~stvu teoremy 3.2 v [5] pokazyvaem, qto moßno vydelit~ shodØwiesØ v τ -topologii podposledovatel~nosti H_{mj} → H_0 ∈ Ω_0, G_{mj} → G_0 ∈ Φ_{10} pri j → ∞ takie, qto lim j→∞ ρ_0(H_{mj} , G_{mj} |Π_{mj} ) = ρ_0(Ω_0, Φ_{10}). (61)

Iz (58)–(61) sleduet (57), qto i dokazyvaet (33).

Dokazatel~stvo lemmy 5. Pust~ v^{(n)} = {vjn}^∞_{j=1} toqka ffllipso-

ida W_n takaØ, qto ‖v^{(n)} − u^{(n)}‖ = inf{||v − u^{(n)}||, v ∈ W_n}.

Koordinaty v^{(n)} udovletvorØ¸t uravneni¸ u_{jn} − v_{jn} − λb_jv_{jn} = 0, , 0 6 j < ∞, (62) gde λ nahoditsØ iz usloviØ v^{(n)} ∈ W_n.

Provedem k ffllipsoidu n^{1/2}W_n v toqke n^{1/2}v^{(n)} kasatel~nu¸ giperploskost~ ∞∑ j=1 λb_j 1 + λb_j u_{jn} ( y_j − n^{1/2}u_{jn} 1 + λb_j ) = 0.

Oboznaqim S_j = S_{jn} = S_{jn} − ES_{jn} = S_{jn} − n^{1/2}u_{jn}, 1 6 j < ∞. Togda

P_n(S_n ∈ n^{1/2}W_n) 6 6 P n ∞∑ j=1 λb_j 1 + λb_j u_{jn}S_{jn} < n^{1/2} ∞∑ j=1 λb_ju_{jn} 1 + λb_j ( u_{jn} 1 + λb_j − u_{jn} ) =

P_n ∞∑ j=1 λb_j 1 + λb_j u_{jn}S_{jn} < −n^{1/2} ∞∑ j=1 ( λb_j u_{jn} 1 + λb_j )_2 . (63)

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 103 Poskol~ku sluqaænye veliqiny ∞∑ j=1 λb_j 1 + λb_j u_{jn}(ϕ_j(X_s) − n^{1/2}u_{jn}) 6 λ ∞∑ j=1 b_j|u_{jn}|(|ϕ_j(X_s)| + n^{−1/2}|u_{jn}|) 6 λ^{∞∑}_{j=1} bj|ujn|(|ϕj(Xs)| + Cn^{−1/2}) 6 Cλ^{∞∑}_{j=1} bj (64) ograniqeny k nim primenima teorema Kramera i dlØ dokazatel~- stva lemmy 5 ostaetsØ ocenit~

M_{1n} = Var ∞∑ j=1 λb_j 1 + λb_j u_{jn}S_{jn} , M_{2n} = ∞∑ j=1 ( λb_j u_{jn} 1 + λb_j )_2 . Imeem

u_{1n} = a_n + o(a_n) = = a2_n − ∞∑ j=2 b_ju^2_{jn} = a_n − 1 2a_n ∞∑ j=2 b_j u^2_{jn} + O ( a^{−3}_n (_∞∑ j=2 b_ju^2_{jn} )_2) (65)

i ostatoqnym qlenom moßno prenebreq~.

Analogiqno

v_{1n} = r_n − 1 2r_n ∞∑ j=2 b_jv^2_{jn} + O r^{−3}_n ∞∑ j=2 b_jv^2_{jn} 2 =

r_n − 1 2r_n ∞∑ j=2 b_j (1 + λb_j )2 u^2_{jn} + O a^{−3}_n ∞∑ j=2 b_ju^2_{jn} 2 . (66) PodstavlØØ (65), (66) v (62) dlØ j = 1, b_1 = 1 poluqaem

a_n − (1 + λ)r_n + O a^{−2}_n ∞∑ j=2 b_ju^2_{jn} = 0 i sledovatel~no λ = a_n − r_n r_n + O a^{−2}_n ∞∑ j=2 b_j u^2_{jn} . (67)

104 M. S. ERMAKOV Ots¸da imeem

M_{2n} = −(u_{1n} −v_{1n})^2 − ∞∑ j=2 ( λb_j u_{jn} 1 + λb_j )_2 = − a_n − r_n − 1 2a_n ∞∑ j=2 b_ju^2_{jn}+

1 2r_n ∞∑ j=2 b_j (1 + λb_j )2 u^2_{jn} + O 1 a^3_n ∞∑ j=2 b_ju^2_{jn} 2 2 − ∞∑ j=2 ( λb_ju_{jn} 1 + λb_j )_2 =

−(a_n − r_n)^2 + a_n − r_n a_n ∞∑ j=2 b_ju^2_{jn} − a_n − r_n r_n ∞∑ j=2 b_j u^2_{jn} (1 + λb_j)2 +

O 1 a^2_n ∞∑ j=2 b_ju^2_{jn} 2 − ∞∑ j=2 ( λb_ju_{jn} 1 + λb_j )_2 =

−(a_n − r_n)^2 + λ 1 + λ ∞∑ j=2 b_ju^2_{jn}(1 + o(1)) − λ ∞∑ j=2 b_j u^2_{jn} (1 + λb_j )2 +

O 1 a^2_n ∞∑ j=2 b_ju^2_{jn} 2 − ∞∑ j=2 ( λb_ju_{jn} 1 + λb_j )_2 =

−(a_n − r_n)^2 + λ ∞∑ j=2 b_ju^2_{jn} ( 1 1 + λ − 1 1 + λb_j ) + o(a2_n) =

−(a_n − r_n)^2 + λ^2 ∞∑ j=2 b_j u^2_{jn} b_j − 1 (1 + λ)(1 + λb_j )

+ o(a2_n). (68)

OstaetsØ ocenit~ M_{1n}. Imeem E[S_{in}S_{jn}] = ∫ ϕ_iϕ_j ( 1 + ∞∑ l=1 u_{ln}ϕ_l ) dP_0 = δ_{ij} + ∞∑ l=1 u_{ln} ∫ ϕ_iϕ_jϕ_ldP_0, 0 6 i, j < ∞, gde δ_{ij} = 1, esli i = j i δ_{ij} = 0, esli i ≠ j.

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 105

Sledovatel~no

N^{−1}M_{1n} = ∞∑ j=1 ( λb_ju_{jn} 1 + λb_j )_2

+ J_n1 − J_n2, (69) gde J_{n1} = ∫ ∞∑ j=1 λb_j u_{jn} 1 + λb_j ϕ_j 2 ∞∑ l=1 u_{ln}ϕ_l dP_0 <

C ∞∑ j=1 b_j |u_{jn}| 2 ∫ | | | | ∞∑ l=1 u_{ln}ϕ_l | | | | dP_0, (70)

J_{n2} = n

(u_{1n} − v_{1n})u_{1n} + ∞∑ j=2 λb_j u^2_{jn} 1 + λb_j 2 = O(na4_n) (71)

Poskol~ku ∫ | | | | | | ∞∑ j=1 u_{jn}ϕ_j | | | | | | dP_0 = ∫ | | | dP dP_0 − 1 | | | | dP^0 6 2ρ(P, P^0) = O(a^n),

∞∑ l=1 b_l|u_{ln}| < (_∞ ∑ l=1 b_l )_{1/2} (_∞ ∑ l=1 b_lu^2_{ln} )_{1/2} < Ca_n, to iz (70) poluqaem

J_{n1} = O(a^3_n). (72)

Iz (69), (71), (72) sleduet, qto

M_{1n} = (a_n − r_n)^2 − λ^2 ∞∑ j=2 b_j u^2_{jn} b_j − 1

(1 + λ)(1 + λb_j)

+ O(a3_n + na4_n). (73)

PrimenØØ k (63) teoremu Kramera, iz (63), (68), (73) poluqaem

(36).

Dokazatel~stvo lemmy 6. Pri vypolnenii usloviæ lemmy 6

my moßem primenit~ teoremu 4, posle qego zadaqa svoditsØ

k vyqisleni¸ asimptotiki tipa (23), kogda sluqaænye veli-

qiny Y_j ime¸t ne ediniqnu¸ kovariacionnu¸ matricu Ψ =

106 M. S. ERMAKOV

{E[S_{in}S_{jn}]}^∞_{i,j=0}. Opredelim diagonal~nu¸ matricu B = {b_{ij}}^∞_{i,j=1}

taku¸, qto b_{jj} = b_j i b_{ij} = 0 pri i ≠ j.

IskomaØ veroØtnost~ ne prevoshodit P ∞∑ j=1 b_j(Y_j − n^{1/2}u_{jn})^2 < nr^2_n = ∫ Δn exp { − nz^2 2 } dz, (74) gde Δ_n = {z : (z − Ψ^{−1/2}u)^′Ψ^{1/2}BΨ^{1/2}(z − Ψ^{−1/2}u) < r^2_n} i u^′ oboznaqaet vektor transponirovannyæ k u.

Opredelim ediniqnyæ operator E : B → B. Oboznaqim z ∈ Δ_n toqku, v kotoroæ |z − u| = inf{|z − u| : z ∈ Δ_n} i zadadim kasatel~- noe podprostranstvo Γ_z k Δ_n v toqke z. Opredelim operator D, perevodØwiæ l¸bu¸ toqku v ∈ Γ_z v proekci¸ (E + Ψ^{1/2}BΨ^{1/2})v na Γ_z , i vektora ortogonal~nye Γ_z v samih sebØ.

DlØ vyqisleniØ (74) my budem ispol~zovat~ sledu¸wu¸ interpretaci¸ (23). PravaØ qast~ (23) ravna

(2πn)^−1^/2|z − u|^−1(det D)^−1^/2 exp { − n 2 |z − u|^2 } (1 + o(1)). (75)

Esli by matrica Ψ byla ediniqnoæ, to (75) perexlo by v (23). Takim obrazom (75) predstavlØet soboæ versi¸ (23) s popravkoæ na nediagonal~nost~ kovariacionnoæ matricy S_n.

Ocenim |z−u|. Neposredstvenno rexaØ ffkstremal~nu¸ zadaqu, nahodim, qto

z − u = (Ψ^{1/2}BΨ^{1/2} + λE)^{−1}Ψ^{1/2}Bu, (76)

gde λ udovletvorØet uravneni¸

λ^2u^′Ψ^{−1/2}(Ψ^{1/2}BΨ^{1/2} + λE)^{−1}Ψ^{1/2}BΨ^{1/2}×

×(Ψ^{1/2}BΨ^{1/2} + λE)^{−1}Ψ^{−1/2}u = r^2_n. (77)

Imeem

z − u = (λE + B)^{−1}Bu + (Ψ^{1/2}BΨ^{1/2} + λE)^{−1}×

×(λE − BΨ^{1/2})(Ψ^{1/2} − E)B(λE + B)^{−1}u. (78)

Ocenim

I .= ||u^′B(λE + B)^{−1}(Ψ^{1/2} − E)(λE − BΨ^{1/2})(Ψ^{1/2}BΨ^{1/2} + λE)||^2 <

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 107 C|u^′B(λE + B)^{−1}(Ψ^{1/2} − E)^2B(λE + B)^{−1}u|. (79)

Poloßim f =^{dPn}_{dP0} i opredelim matricy Ψ_0 = {∫ ϕ_iϕ_jfdP_0 }_∞ i,j=1, U = uu^′, L = ee^′,

Ξ1^/2 = {∫ ϕ_iϕ_jf^{1/2}dP_0 }_∞ i,j=0 . Togda Ψ = Ψ_0 − U i Ξ = Ψ_0 − L.

DlØ l¸boæ ograniqennoæ funkcii g takoæ, qto ∫ gdP_0 = 0, i

sootvetstvu¸wego vektora g = {g_j}^∞_1 , g_j = ∫ gϕ_j dP_0, 1 6 j < ∞,

imeem

g^′(Ξ^{1/2} − E)^2g = ∫ g^2(f^{1/2} − 1)^2dP_0 < Cρ^2(P, P_0). (80)

Poskol~ku funkciØ h = ∑_∞ j=1 u_{jn}^{bj}_{λ+bj} ϕ_j ograniqena i E_0h(X_1) =

0, imeem

||uB(λE + B)^{−1}(Ψ^{1/2} − E)||^2 < 2I_1 + 4I_2 + 4I_3, (81) gde I_1 = ||uB(λE + B)^{−1}((Ψ_0 − L)^{1/2} − E)||^2, (82)

I_2 = ||uB(λE + B)^{−1}(Ψ^{1/2}_0 − (Ψ_0 − U )^{1/2})||^2, (83)

I_3 = ||uB(λE + B)^{−1}(Ψ^{1/2}_0 − (Ψ_0 − L)^{1/2})||^2. (84)

Poskol~ku Ψ_0, Ψ_0 − U , Ψ^{1/2}_0 − (Ψ_0 − U )^{1/2}, U neotricatel~nye operatory, to

I_2 < 2u^′B(λE + B)^{−1}Ψ^{1/2}_0 (Ψ^{1/2}_0 − (Ψ_0 − U )^{1/2})(λE + B)^{−1}Bu (85)

Poskol~ku Ψ^{1/2}_0 6 Ψ^{1/2}_0 + (Ψ_0 − U )^{1/2}, to zamenØØ v pravoæ qasti (85) somnoßitel~ Ψ^{1/2}_0 na Ψ^{1/2}_0 + (Ψ_0 − U )^{1/2}, poluqaem

I_2 < 2u^′B(λE + B)^{−1}U (λE + B)^{−1}Bu = ∞∑ j=1 b_ju^2_{jn} λ + b_j 2 = o(a4_n). (86)

RassußdaØ analogiqno (85), (86) i ispol~zuØ (51), poluqaem

I_3 6 2u^′B(λE + B)^{−1}L(λE + B)^{−1}Bu = ∞∑ j=1 b_je_j u_{jn} λ + b_j 2 6

108 M. S. ERMAKOV C ∞∑ j=1 b_ju^2_{jn} ∞∑ j=1 b_je^2_j = o(a^4_n). (87)

Imeem

I_1 = ∞∑ i,j=1 u_{jn}b_j λ + b_j ∞∑ t=1 (∫ ϕ_jϕ_tf^{1/2}dP_0 − δ_{jt} ) ×

× (∫ ϕ_iϕ_tf^{1/2}dP_0 − δ_{it} ) u_{in}b_i λ + b_i = ∫ ∞∑ j=1 u_{jn}b_jϕ_j λ + b_j 2 (f 1^/2 − 1)2dP0 − ∞∑ j=2 u_{jn}b_j e_j λ + b_j 2 6 C ∞∑ j=1 b_ju^2_{jn} ∫ ∞∑ j=1 b_jϕ^2_j (f^{1/2} − 1)^2dP_0 < Ca^2_nρ^2(P, P_0) < Ca^4_n (88)

Zdes~ δ_{jt} = 1, esli j = t, i δ_{jt} = 0, esli j ≠ t, Iz (79), (81)–(84), (86)–(88) sleduet

I = o(a^4_n). (89)

Poskol~ku

|u^′B(λE + B)^{−1}(Ψ^{1/2}BΨ^{1/2} + λE)^{−1}× ×(λE − BΨ^{1/2})(Ψ^{1/2} − E)B(λE + B)^{−1}u| < C||(λE + B)^{−1}Bu||I^{1/2} 6 6 C ∞∑ j=1 b_ju^2_{jn} 1/2 I^{1/2} = o(a^3_n), (90)

to (78), (89), (90) oznaqaet

|z − u|^2 = |uB(λE + B)^{−1}|^2 + O(|a_n|^3) (91)

Otmetim, qto

Ψ^−1^/2(Ψ1^/2BΨ1^/2 + λE)^−1Ψ1^/2BΨ1^/2(Ψ1^/2BΨ1^/2 + λE)^−1Ψ^−1^/2 =

(B + λE)^−1B(B + λE)^−1 (92)

Takim obrazom λ opredelØetsØ iz uravneniØ

λ^2u_n(B + λE)^{−2}Bu_n = r^2_n (93)

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 109 i vyqislenie asimptotiki n|z − u|^2 iz (91), (93) ne predstavlØet truda.

DlØ vyqisleniØ (det D)^{−1/2} ispol~zuem sledu¸wiæ fakt. Esli dve matricy A_1 i A_2 simmetriqny, poloßitel~no opredeleny i

A_1 < A_2, t.e. (x, A_1x) < (x, A_2x) dlØ vseh vektorov x, to det A_1 < det A2. Pofftomu esli my oboznaqim D_k matricu, poroßdaemu¸

deæstviem operatora D na koneqnomernom podprostranstve R_k natØnutom na funkcii ϕ_0, ϕ_1, . . . , ϕ_{k−1}, to poluqim

(det D)^−1^/2 6 (det D_k)^−1^/2. (94)

V toße vremØ, kak legko videt~, det D_k = det D_k(1 + o(1)), gde D_k -operator, perevodØwiæ l¸bu¸ toqku z ∈ Γ_z ∩ R_k v proekci¸

(E + B)z na Γ_z ∩ R_k.

Takim obrazom iz (91), (93), (94) sleduet, qto pri ocenke pravoæ qasti (74) zamena kovariacionnogo operatora Ψ na ediniqnyæ ne privodit k suwestvennoæ pogrexnosti i pofftomu iz (74) sleduet (37).

Literatura

1. I. G. Abrahamson, Exact Bahadur efficiencies for Kolmogorov–Smirnov and Kuiper one and two-sample statistics. Ann. Math. Statist. 38 (1967), 1475–1490.

2. V. ı. Bentkus, O bol~xih ukloneniØh v banahovom prostranstve. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 31 (1986), 710–716.

3. A. A. Borovkov, A. A. Mogul~skiæ Bol~xie ukloneniØ i statistiqeskiæ princip invariantnosti, — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 37 (1992), 11–18.

4. A. A. Borovkov, N. M. Syqeva, Ob asimptotiqeski optimal~nyh neparametriqeskih kriteriØh. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 13 (1968), 385–418.

5. M. S. Ermakov, AsimptotiqeskaØ minimaksnost~ kriteriev tipa Kolmogorova i omega-kvadrat. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 40 (1995), 54–67.

6. M. S. Ermakov, Bol~xie ukloneniØ ffmpiriqeskih mer i statistiqeskie kriterii. — Zap. nauqn. semin. POMI 207 (1993), 37–60.

7. M. S. Ermakov, Minimax testing of nonparametric hypothesis against nonparametric sets of alternatives. — Probability Theory and Mathem. Statist. Fifth Vilnius Intern. Conf. v.1 VSP/Mokslas ed. Grigelionis et all (1990), pp. 175–184.

8. M. S. Ermakov, On asymptotic minimaxity of rank tests. — Statist. Probab. Lett.

15 (1992), 191–196.

9. M. S. Ermakov, AsimptotiqeskaØ minimaksnost~ kriteriev omega-kvad-rat. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 42 (1997), 668–695.

10. M. S. Ermakov On asymptotic minimaxity of Kolmogorov and omega-square tests, — Statist. Probab. Lett. 30 (1996), 227–233.

110 M. S. ERMAKOV

11. M. S. Ermakov, MinimaksnaØ neparametriqeskaØ proverka gipotez o plotnosti raspredeleniØ. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 39 (1994), 488–512.

12. M. S. Ermakov, O veroØtnostØh bol~xih ukloneniæ v banahovom prostranstve. — Zap. nauqn. semin. POMI 278 (2001), 40–57.

13. G. G. Gregory, On efficiency and optimality of quadratic tests. — Ann. Statist.,

8 (1980), 116–132.

14. C. R. Hwang Gaussian measure of large balls in a Hilbert space, — Proc. Amer.

Math. Soc. 78 (1980), 107–110; 94 (1985) 188.

15. Yu. I. Ingster, Asymptotically minimax hypothesis testing for nonparametric alternatives I, II, III. — Math. Meth. Statist. 2 (1993), 85–114, 171–189, 249–268.

16. J. Komlos, P. Major, G. Tusnady, An approximation of partial sums of independent RV’s and the sample DF. — Z. Wahrscheinlichtskeittheorie verw Geb., 32 (1975), 111–131.

17. A. A. Mogul~skiæ Odno zameqanie o bol~xih ukloneniØh statistiki omega-kvadrat, —TeoriØ veroØtn. i ee primen. 22 (1977), 170–175.

18. G. A. Nesenko, ı. N. T¸rin, Asimptotika statistiki Kolmogorova dlØ parametriqeskih semeæstv. — Doklady AN SSSR 239 (1978), 1292–1294.

19. L. V. Osipov, O veroØtnostØh bol~xih ukloneniæ dlØ nezavisimyh sluqaænyh vektorov. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 23 (1978), 510–525.

20. V. I. Paulauskas, O skorosti shodimosti v central~noæ predel~noæ teoreme v banahovom prostranstve. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 21 (1976), 775–791.

21. V. I. Piterbarg, Asimptotiqeskie metody v teorii gaussovskih sluqaænyh processov i poleæ. MGU, M. (1988)..

22. V. M. Zolotarev, Ob odnoæ veroØtnostnoæ zadaqe. — TeoriØ veroØtn. i ee primen., 6 (1961), 219–222.

Ermakov M.S. On large deviations of type II error probabilities of

Kolmogorov and omega-squared tests.

For the Kolmogorov and omega-squred tests the strong asymptotics

for large deviations of type II error probabilities are obtained in the case

of “least favourable alternatives.” Using these asymptotics the type II

error probabilities for any sequence of alternatives can be easily estimated. The proofs are based on one exact asymptotics for large deviation

probabilities for Gaussian measures in the Hilbert space and a theorem

on large deviation probabilities of sums of independent random vectors

in Banach space (see [12]).

Postupilo 10 i¸lØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet