Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 297, 2003 g.

L. A. Molotkov O ZATUHANII VOLN V �FFEKTIVNO` MODELI, OPISYVAıWE` PORISTYE I TREWINOVATYE SREDY, NASYWENNYE ȷIDKOST^ı

Teoretiqeskoe issledovanie rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln v poristyh i trewinovatyh sredah, nasywennyh ßidkost~¸, provodØtsØ na osnove ffffektivnyh modeleæ. Takoæ model~¸, v qastnosti, ØvlØetsØ ffffektivnaØ model~ sredy, v kotoroæ qeredu¸tsØ uprugie i ßidkie sloi. Vpervye ffta ffffektivnaØ model~ sovmestno s opisyva¸wimi ee uravneniØmi byla postroena L. A. Molotkovym metodom matriqnogo osredneniØ v 1979 godu [1]. Pri vyvode upomØnutyh uravneniæ v volnovom pole rassmatrivaemoæ sredy soverxaetsØ predel~nyæ perehod, pri kotorom qislo uprugih i ßidkih sloev ustremlØetsØ k beskoneqnosti, a obwaØ tolwina sloistoæ sistemy i otnoxenie tolwin uprugih i ßidkih sloev osta¸tsØ postoØnnymi. Poluqennye uravneniØ pozvolØ¸t rassqityvat~ volnovye polØ v ffffektivnoæ modeli ot razliqnyh istoqnikov, vydelØt~ iz volnovogo polØ ob¨emnye volny, stroit~ fronty fftih voln i zapisyvat~ vyraßeniØ dlØ skorosteæ voln vdol~ sloev i v perpendikulØrnom napravlenii [2, 3].

Sredy s qeredu¸wimisØ uprugimi i ßidkimi sloØmi issledovalis~ v rabotah M. Xonberga [4]. Im byli postroeny fronty voln v ffffektivnoæ modeli ot toqeqnogo istoqnika i byli poluqeny vyraßeniØ dlØ skorosteæ voln, odnako uravneniØ ffffektivnoæ modeli v ego rabotah ne vyvodilis~. Bol~xoæ interes predstavlØet provedennoe T. Plonoæ, K. Vinklerom i M. Xonbergom ffksperimental~noe issledovanie rasprostraneniØ ul~trazvukovyh voln v qeredu¸wihsØ uprugo-ßidkih slo- Øh [5]. �ti opyty podtverdili suwestvovanie osnovnyh ob¨emnyh voln v ffffektivnoæ modeli, dali horoxee sovpadenie meßdu

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI) grant 03-05-65015. 216

O ZATUHANII VOLN V �FFEKTIVNO` MODELI 217 teoretiqeski rassqitannymi i ffksperimental~no poluqennymi skorostØmi voln i tem samym obosnovali vozmoßnost~ ispol~- zovaniØ fftoæ ffffektivnoæ modeli.

Nedostatok rassmatrivaemoæ modeli sostoit v tom, qto ona ne uqityvaet zatuhaniØ voln. V real~noæ ße uprugo-ßidkoæ srede poglowenie ffnergii v osnovnom svØzano s naliqiem sily treniØ meßdu uprugimi i ßidkimi sloØmi. DlØ uqeta fftoæ sily ffffektivnaØ model~ rassmatrivaetsØ kak qastnyæ sluqaæ modeli Bio i v fftu model~ vvoditsØ zatuhanie, obuslovlennoe treniem meßdu ßidkimi i uprugimi qasticami. V rezul~tate v uravneniØh ffffektivnoæ modeli poØvlØ¸tsØ dopolnitel~nye qleny, opisyva¸wie zatuhanie i dispersi¸. �nergetiqeskie issledovaniØ volnovogo polØ na osnove fftih uravneniæ pozvolØ¸t ustanovit~ vyraßeniØ dlØ plotnosteæ kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergiæ i dlØ potokov ffnergii vdol~ oseæ, a takße pokazat~, kak ubyvaet summarnaØ ffnergiØ so vremenem. Ispol~zuØ postroennye toqnye rexeniØ uravneniæ, udaetsØ dlØ kaßdoæ ob¨emnoæ volny, rasprostranØ¸weæsØ vdol~ sloev, ukazat~ ne tol~ko vyraßeniØ dlØ skorosti, no i vyraßeniØ dlØ kofffficientov zatuhaniØ.

§1. Vyvod uravneniæ ffffektivnoæ modeli, uqityva¸weæ zatuhanie v srede

Pust~ zadana sreda 0 ≤ z ≤ H, v kotoroæ qeredu¸tsØ uprugie i ßidkie sloi (ris. 1). TakaØ sreda rassmatrivalas~ v rØde rabot [1–5] i dlØ nee byla postroena dvuhfaznaØ ffffektivnaØ model~, opisyvaemaØ uravneniØmi

t_{xx1} = [(1 − ε)b^2_1λ̃ + a_1] ∂u_{x1} ∂x + b_1ελ̃ ∂u_{x2} ∂x + b_1λ̃ ∂u_z ∂z , t_{xx2} = t_{zz1} = t_{zz2} = (1 − ε)b_1λ̃ ∂u_{x1} ∂x + ελ̃ ∂u_{x1} ∂x + λ̃ ∂u_z ∂z ; (1.1) ∂t_{xx1} ∂x = ϱ_1

∂^2u_{x1} ∂t^2 , ∂t_{xx2} ∂x = ϱ_2

∂^2u_{x2} ∂t^2 , ∂t_{zz1} ∂z = ϱ̄ ∂^2u_z ∂t^2 , (1.2)

v kotoryh ispol~zovany oboznaqeniØ

λ̃ = λ^2(λ^1 + 2μ^1)

ε(λ_1 + 2μ_1) + λ_2(1 − ε)

, a_1 =

4μ_1(λ_1 + μ_1) λ_1 + 2μ_1

, b_1 = λ_1 λ_1 + 2μ_1 , ϱ̄ = ϱ_1 (1 − ε) + ϱ_2ε. (1.3)

218 L. A. MOLOTKOV

Ris. 1.

V formulah (1.1)–(1.3) indeks 1 ukazyvaet, qto veliqina otnositsØ k uprugim sloØm, a indeks 2 opredelØet prinadleßnost~ veliqiny k ßidkim sloØm. V privedennye sootnoxeniØ vhodØt smeweniØ u_{x1}, u_{z1}, u_{x2}, u_{z2}, naprØßeniØ t_{xx1}, t_{xx2}, t_{zz1}, t_{zz2}, plotnosti ϱ_1, ϱ_2, ϱ̄, poristost~ ε i kofffficienty Lame λ_1, μ_1, λ_2 = ϱ_2v^2 , pri fftom v_2 – skorost~ rasprostraneniØ v ßidkih sloØh. V privedennyh uravneniØh (1.1) i (1.2) uprugie i ßidkie sredy ØvlØ- ¸tsØ ideal~nymi i trenie meßdu sloØmi takße ne uqityvaetsØ. Cel~ raboty sostoit v uqete fftogo treniØ, pri fftom predpolagaetsØ, qto trenie vnutri uprugoæ i ßidkoæ sred otsutstvuet.

DlØ uqeta treniØ meßdu sloØmi ispol~zuetsØ utverßdenie [6], qto rassmatrivaemaØ ffffektivnaØ model~ ØvlØetsØ osobym qastnym sluqaem transversal~no-izotropnoæ sredy Bio. Kak izvestno [7, 6], smeweniØ i naprØßeniØ v kaßdoæ toqke sredy Bio ØvlØ¸tsØ osrednennymi po maloæ okrestnosti fftoæ toqki, pri fftom smeweniØ v uprugoæ (ili ßidkoæ) faze osrednØ¸tsØ po ob¨- emu uprugoæ (ili ßidkoæ) sredy v fftoæ okrestnosti, a naprØßeniØ osrednØ¸tsØ po vsemu ob¨emu upomØnutoæ okrestnosti. V rezul~tate fftih osredneniæ smeweniØ u_x, u_z, U_x, U_z i naprØßeniØ

σ_{xx}, σ_{zz}, σ v srede Bio, sootvetstvu¸weæ ffffektivnoæ modeli,

predstavlØ¸tsØ ravenstvami

u_x = u_{x1}, u_z = u_{z1}, U_x = u_{x2}, U_z = u_{z2}, (1.4) σ_{xx} = (1 − ε)t_{xx1}, σ_{zz} = (1 − ε)t_{zz1} , σ = εt_{xx2} = εt_{zz2} .

O ZATUHANII VOLN V �FFEKTIVNO` MODELI 219 �ti veliqiny, soglasno ravenstvam (1.1) i (1.2), udovletvorØ¸t uravneniØm

σ_{xx} = (1 − ε)[(1 − ε)b^2_1λ̃ + a_1] ∂u_x ∂x + b_1λ̃(1 − ε)^2 ∂u_z ∂z +

+b_1ε(1 − ε)λ̃ ( ∂U_x ∂x + ∂U_z ∂z ) , (1.5)

σ_{zz} = (1 − ε)^2b_1λ̃ ∂u_x ∂x + (1 − ε)^2λ̃ ∂u_z ∂z + ε(1 − ε)λ̃ ( ∂U_x ∂x + ∂U_z ∂z ) ,

σ = b_1ε(1 − ε)λ̃ ∂u_x ∂x + ε(1 − ε)λ̃ ∂u_z ∂z + ε^2λ̃ ( ∂U_x ∂x + ∂U_z ∂z ) ; ∂σ_{xx} ∂x = (1 − ε)ϱ_1

∂^2u_x ∂t^2 , ∂σ_{zz} ∂z = ϱ̄(1 − ε)

∂^2u_z ∂t^2 , ∂σ ∂x = εϱ_2

∂^2U_x ∂t^2 , ∂σ ∂z = εϱ̄ ∂^2U_z ∂t^2 , (1.6)

opisyva¸wim sredu Bio v pervom predstavlenii. UravneniØ (1.5) i (1.6) ne uqityva¸t dissipacii ffnergii v srede Bio. Qtoby uqest~ sily treniØ, voznika¸wie meßdu ßidkimi i uprugimi sloØmi, neobhodimo v sootnoxeniØ (1.6), opisyva¸wie ravenstva sil, dobavit~ qleny, v kotoryh sila treniØ proporcional~na otnositel~noæ skorosti v ßidkosti. Soglasno formulam (10.1) [8], uravneniØ (1.6) v fftom sluqae zamenØ¸tsØ uravneniØ- mi ∂σ_{xx} ∂x = (1 − ε)ϱ_1

∂^2u_x ∂t^2 + b ( ∂u_x ∂t − ∂U_x ∂t ) , ∂σ_{zz} ∂z = ϱ̄(1 − ε)

∂^2u_z ∂t^2 , ∂σ ∂x = εϱ_2

∂^2U_x ∂t^2 + b ( ∂U_x ∂t − ∂u_x ∂t ) , ∂σ ∂z = εϱ̄ ∂^2U_z ∂t^2 , (1.7)

kotorye opisyva¸t sredu Bio s zatuhaniem, vyzvannym treniem meßdu uprugoæ i ßidkoæ sredami. VhodØwiæ v uravneniØ (1.7) kofffficient treniØ b predpolagaetsØ poloßitel~nym i vyraßaetsØ ravenstvom b = ε^2η̄/k̄ qerez vØzkost~ η̄ i absol¸tnu¸ pronicaemost~ k̄ [9]. UravneniØ zakona Guka (1.5) pri fftom osta¸tsØ bez izmeneniØ.

220 L. A. MOLOTKOV

Posle vvedeniØ qlenov, svØzannyh s treniem, polezno vernut~- sØ k veliqinam u_{x1}, u_{x2}, u_z, t_{xx1} i t_{xx2} = t_{zz}, kotorye opredelØ¸tsØ iz uravneniæ (1.1) i ravenstv ∂t_{xx1} ∂x = ϱ_1

∂^2u_{x1} ∂t^2 + b 1 − ε ( ∂u_{x1} ∂t − ∂u_{x2} ∂t ) , ∂t_{zz} ∂z = ϱ̄ ∂^2u_z ∂t^2 , ∂t_{xx2} ∂x = ϱ_2

∂^2u_{x2} ∂t^2 + b ε ( ∂u_{x2} ∂t − ∂u_{x1} ∂t ) , (1.8)

otliqa¸wihsØ ot uravneniæ (1.2) tol~ko naliqiem dopolnitel~- nyh qlenov. Takim obrazom, uravneniØ (1.1) i (1.8) opisyva¸t ffffektivnu¸ model~ uprugo-ßidkoæ sredy s uqetom zatuhaniØ.

§2. �nergetiqeskoe issledovanie ffffektivnoæ modeli, uqityva¸weæ zatuhanie v srede DlØ provedeniØ fftogo issledovaniØ pomnoßim pervoe, vtoroe i tret~e uravneniØ (1.8) sootvetstvenno na mnoßiteli (1 − ε)∂u_{x1}/∂t, ∂u_z/∂t i ε∂u_{x2}/∂t. Posle sloßeniØ poluqennyh uravneniæ i prosteæxih preobrazovaniæ prihodim k uravneni¸ ffnergetiqeskogo balansa ∂p_x ∂x + ∂p_z ∂z = ∂W_k ∂t + ∂W_p ∂t + b ( ∂u_{x1} ∂t − ∂u_{x2} ∂t )_2

, (2.1) gde p_x = (1 − ε)t_{xx1} ∂u_{x1} ∂x + εt_{xx2} ∂u_{x2} ∂x ,

p_z = t_{xx2} ∂u_z ∂t (2.2)

– potoki ffnergii vdol~ oseæ x i z,

W_k = 1 2 [ (1 − ε)ϱ_1 ( ∂u_{x1} ∂t )_2

+ εϱ_2 ( ∂u_{x2} ∂t )_2 + ϱ̄ ( ∂u_z ∂t )_2] (2.3)

–plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii i ∂W_p ∂t = (1 − ε)t_{xx1} ∂^2u_{x1} ∂x∂t + εt_{xx2} ∂^2u_{x2} ∂x∂t + t_{xx2} ∂^2u_z ∂z∂x (2.4)

O ZATUHANII VOLN V �FFEKTIVNO` MODELI 221 – proizvodnaØ plotnosti potencial~noæ ffnergii po vremeni. Posle podstanovki uravneniæ (1.1) v sootnoxenie (2.4) poluqaem formulu

W_p = 1 2 (1 − ε)[(1 − ε)b^2_1λ̃ + a_1] ( ∂u_{x1} ∂x )_2 +

+(1 − ε)b_1λ̃ ∂u_{x1} ∂x ( ∂u_z ∂z + ε ∂u_{x2} ∂x ) + 1 2 λ̃ ( ∂u_z ∂z + ε ∂u_{x2} ∂x )_2 (2.5)

dlØ plotnosti potencial~noæ ffnergii. Otmetim, qto vyraßenie (2.5) ØvlØetsØ neotricatel~no opredelennoæ funkcieæ ot proizvodnyh smeweniæ.

Iz formul (2.1)–(2.5) sleduet, qto v rassmatrivaemoæ srede imeet mesto zatuhanie. V samom dele, esli prenebregat~ potokami ffnergii, to iz sootnoxeniØ (2.1) posle ego integrirovaniØ po vremeni sleduet ravenstvo

W_k(t) + W_p(t) = W_k(0) + W_p(0) − b t∫ 0 ( ∂u_{x1} ∂t − ∂u_{x2} ∂t )_2 dt, (2.6) pokazyva¸wee, qto plotnost~ polnoæ ffnergii ubyvaet v kaßdoæ toqke sredy. Esli rassmotret~ vs¸ sredu v i sqitat~ ee ffnergetiqeski izolirovannoæ, to ee polnaØ ffnergiØ

W (t) = ∫∫∫ v [W_k(t) + W_p(t)]dv (2.7)

vyraßaetsØ formuloæ

W (t) = W (0) − b t∫ 0 dt ∫∫∫ v ( ∂u_{x1} ∂t − ∂u_{x2} ∂t )_2 dv. (2.8) Iz ravenstva (2.8) sleduet, qto polnaØ ffnergiØ ffnergetiqeski izolirovannoæ sredy monotonno umen~xaetsØ s rostom vremeni. §3. Rexenie poluqennyh uravneniæ Rexenie uravneniæ (1.1) i (1.8) budem iskat~ v vide ravenstv u_{xi} = 1_∫ 0 sin kxdk 2πi σ+i1_∫ σ�i1 ( ũ^+_{xi}e^{kzα} + ũ�_{xi}e�^{kzα} ) e^{ktη}dη,

222 L. A. MOLOTKOV

u_z =

1_∫ 0 cos kxdk 2πi σ+i1_∫ σ�i1 ( ũ^+_z e^{kzα} + ũ�_z e�^{kzα} ) e^{ktη}dη, (3.1)

t_{xxi} = 1_∫ 0 k cos kxdk 2πi σ+i1_∫ σ�i1 ( t̃^+_{xxi}e^{kzα} + t̃�_{xxi}e�^{kzα} ) e^{ktη}dη (i = 1, 2). Funkcii ũ^+_{x1}, ũ^+_{x2}, ũ^+_z , t̃^+_{xx1} i t̃^+_{xx2}, vhodØwie v sootnoxeniØ (3.1), udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ

[(1 − ε)b^2_1λ̃ + a_1]ũ^+_{x1} + b_1ελ̃ũ^+_{x2} + b_1λ̃αũ^+_z − t̃^+_{xx1} = 0,

(1 − ε)b_1λ̃ũ^+_{x1} + ελ̃ũ^+_{x2} + λ̃αũ^+_z − t̃^+_{xx2} = 0,

ϱ̄η^2ũ^+_z − αt̃^+_{xx2} = 0, (3.2) [ ϱ_1η^2 + bη k(1 − ε) ] ũ^+_{x1} − bη k(1 − ε) ũ^+_{x2} + t̃^+_{xx1} = 0, − bη kε ũ^+_{x1} + [ ϱ_2η^2 + bη kε ] ũ^+_{x2} + t̃^+_{xx2} = 0.

UravneniØ (3.2) ime¸t nenulevoe rexenie pri uslovii ravenstva nul¸ opredelitelØ | | | | |

(1 − ε)b^2_1λ̃ + a_1 b_1ελ̃ b_1λ̃α −1 0 (1 − ε)b_1λ̃ ελ̃ λ̃α 0 −1 0 0 ϱ̄η^2 0 −α ϱ_1η^2 +^{bη}_{k(1}�_{ε)} −^{bη}_{k(1}�_{ε)} 0 1 0 −^{bη}_{kε} ϱ_2η^2 +^{bη}_{kε} 0 0 1

| | | | | = 0. (3.3)

Uravnenie (3.3) ravnosil~no uravneni¸

A − Bα^2 = 0, (3.4)

v kotorom

A = | | | | (1 − ε)b^2_1λ̃ + a_1 b_1ελ̃ −1 0 (1 − ε)b_1λ̃ ελ̃ 0 −1 ϱ_1η^2 +^{bη}_{k(1}�_{ε)} −^{bη}_{k(1}�_{ε)} 1 0 −^{bη}_{kε} ϱ_2η^2 +^{bη}_{kε} 0 1

| | | | =

= ϱ̄η^2(ϱ_1ϱ_2η^4 + [(1 − ε)b^2_1λ̃ϱ_2 + a_1ϱ_2 + ελ̃ϱ_1]η^2 + a_1ελ̃+ (3.5)

O ZATUHANII VOLN V �FFEKTIVNO` MODELI 223 + bη kε [ϱ_1η^2 + a_1 + b_1ελ̃ + (1 − ε)b^2_1λ̃] + bη k(1 − ε) [ϱ_2η^2 + ελ̃ + (1 − ε)b_1λ̃]),

B = | | | | (1 − ε)b^2_1λ̃ + a_1 b_1ελ̃ b_1λ̃ −1 (1 − ε)b_1λ̃ ελ̃ λ̃ 0 ϱ_1η^2 +^{bη}_{k(1}�_{ε)} −^{bη}_{k(1}�_{ε)} 0 1 −^{bη}_{kε} ϱ_2η^2 +^{bη}_{kε} 0 0

| | | | = (3.6)

= λ̃ [ ϱ_2η^2(ϱ_1η^2 + a_1) + bη kε (ϱ_1 η^2 + a_1) + bϱ_2η^3 k(1 − ε) ] . VhodØwaØ v vyraßeniØ (2.1) funkciØ α(η) opredelØetsØ ravenstvom α = √ A/B. (3.7) Takim obrazom, rexeniØ uravneniæ (1.1) i (1.8) predstavlØ¸tsØ sootnoxeniØmi (3.1) i (3.7), pri fftom veliqiny ũ^+_{xi}, ũ�_{xi}, ũ^+_z , ũ�_z ,

t̃^+_{xxi}, t̃�_{xxi}(i = 1, 2) ØvlØ¸tsØ proizvol~nymi funkciØmi. Ih vyra-

ßeniØ opredelØ¸tsØ istoqnikom, vozbußda¸wim sredu.

§4. O zatuhanii ob¨emnyh voln Kak pokazano v §2, v rassmatrivaemoæ ffffektivnoæ modeli imeet mesto dissipaciØ ffnergii. VyØsnim teper~, kak zatuhaet kaßdaØ iz ob¨emnyh voln, rasprostranØ¸wihsØ v fftoæ ffffektivnoæ modeli vdol~ sloev. DlØ razdeleniØ volnovogo polØ na otdel~nye ob¨emnye volny polezno rassmotret~ sluqaæ, kogda ne uqityvaetsØ trenie meßdu ßidkimi i uprugimi sloØmi

(b = 0) i harakteristiqeskaØ funkciØ α(η) vyraßaetsØ sootno-

xeniem α = √ ϱ̄ ϱ_1ϱ_2η^4 + [(1 − ε)b^2_1λ̃ϱ_2 + a_1ϱ_2 + ελ̃ϱ_1]η^2 + a_1ελ̃ ϱ_2λ̃(ϱ_1η^2 + a_1)

. (4.1)

S ispol~zovaniem funkcii α(η) byli postroeny v rabotah [2– 4] volnovye fronty ot toqeqnogo istoqnika v rassmatrivaemoæ ffffektivnoæ modeli bez dissipacii (ris. 2). Pri perehode k modeli, uqityva¸weæ trenie meßdu ßidkimi i uprugimi sloØmi, ffti fronty sohranØ¸tsØ, tak kak oni opredelØ¸tsØ starximi proizvodnymi v uravneniØh (1.1) i (1.8), a qleny, opisyva¸wie

224 L. A. MOLOTKOV

Ris. 2.

zatuhanie, okazyva¸tsØ mladximi po sravneni¸ s ostal~nymi qlenami.

PravaØ qast~ uravneniØ (4.1) imeet tri pary toqek vetvleniØ

η_1 = ±iv_1, η_2 = ±iv_2 , η_3 = ±iv_3, (4.2)

pri ztom v_1, v_2 i v_3 – skorosti voln vdol~ osi x. �ti skorosti vyraßa¸tsØ ravenstvami

v^2_{1,3} = [± √ [εϱ_1λ̃ + (1 − ε)b^2_1ϱ_2λ̃ + a_1ϱ_2]^2 − 4εϱ_1ϱ_2λ̃a_1+

+εϱ_1λ̃ + (1 − ε)b^2_1ϱ_2λ̃ + a_1ϱ_2]/(2ϱ_1ϱ_2), (4.3)

v^2 = a_1/ϱ_1.

i udovletvorØ¸t neravenstvam

v_1 > v_2 ≥ v_3. (4.4)

Vse tri pary toqek vetvleniØ raspoloßeny na mnimoæ osi. Esli v ffffektivnu¸ model~ vvesti zatuhanie, to toqki vetvleniØ (4.2) smestØtsØ, a koordinaty smewennyh toqek vetvleniØ budut opredelØt~ ne tol~ko skorosti, no i kofffficienty zatuhaniØ. OstanovimsØ na vyvode vyraßeniæ η_1, η_2 i η_3 posle ukazannyh smeweniæ v lineænom priblißenii.

DlØ veliqiny η_2 na osnovanii ravenstv (3.6) i (3.7) poluqim uravnenie

ϱ_1η^2 + a_1 = − bη(ϱ_1 η^2 + a_1)

kεϱ_2 η^2 − bη^3 k(1 − ε)η^2 , (4.5)

O ZATUHANII VOLN V �FFEKTIVNO` MODELI 225 iz kotorogo sleduet sootnoxenie

η_2 = ±i √ a_1 ϱ_1 − b 2k(1 − ε)ϱ_1

, (4.6)

opredelØ¸wee kompleksnye toqki η_2. Formula (4.6) pokazyvaet, qto obe toqki η_2 smewa¸tsØ v levu¸ ploskost~, qto sootvetstvuet zatuhani¸ “plastinqatoæ volny”.

DlØ opredeleniØ raspoloßeniØ toqek vetvleniØ η_1 i η_3 ispol~zuem uravnenie

ϱ_1ϱ_2η^4 + [(1 − ε)b^2_1λ̃ϱ_2 + a_1ϱ_2 + ελ̃ϱ_1]η^2 + a_1ελ̃ = = − bη kε(1 − ε) [ϱ̄η_2 + a_1(1 − ε) + λ̃(b_1 + ε − b_1ε)^2 ], (4.7)

kotoroe sleduet iz usloviØ α = 0 i iz sootnoxeniæ (3.4) i (3.5). RazlagaØ levu¸ qast~ na mnoßiteli i vvodØ oboznaqenie

v^2_0 = [a_1(1 − ε) + λ̃(b_1 + ε − b_1ε)^2]/ϱ̄, (4.8)

poluqim vmesto (4.7) sootnoxenie

ϱ_1ϱ_2(η^2 + v^2_1 )(η^2 + v^2_3 ) = − bϱ̄η kε(1 − ε) (η^2 + v^2_0 ), (4.9)

iz kotorogo sledu¸t ravenstva

η^2 = −v^2_1 − bϱ̄η kε(1 − ε)ϱ_1ϱ_2 η^2 + v^2_0 η^2 + v^2_3 ,

η^2 = −v^2_3 − bϱ̄η kε(1 − ε)ϱ_1ϱ_2 η^2 + v^2_0 η^2 + v^2_1

. (4.10)

Tak kak vtorye qleny v pravyh qastØh formul (4.10) mogut rassmatrivat~sØ kak lineænye popravki, to podstavim v nih sootvetstvennye nulevye priblißeniØ η = ±iv_1 i η = ±iv_3 . V rezul~- tate poluqim formuly

η^2_1 = −v^2_1 ± ibϱ̄v_1 kε(1 − ε)ϱ_1 ϱ_2 v^2_0 − v^2_1 v^2_1 − v^2_3 ,

η^2_3 = −v^2_3 ∓ ibϱ̄v_3 kε(1 − ε)ϱ_1 ϱ_2 v^2_0 − v^2_3 v^2_1 − v^2_3

, (4.11)

226 L. A. MOLOTKOV iz kotoryh sledu¸t sootnoxeniØ

η_1 = ±iv_1 − bϱ̄ 2kε(1 − ε)ϱ_1 ϱ_2 v^2_1 − v^2_0 v^2_1 − v^2_3 ,

η_3 = ±iv_3 − bϱ̄ 2kε(1 − ε)ϱ_1 ϱ_2 v^2_0 − v^2_3 v^2_1 − v^2_3

. (4.12)

Qtoby volny so skorostØmi v_1 i v_3 byli zatuha¸wimi, neobhodimo dokazat~ neravenstva

v_3 < v_0 < v_1. (4.13)

S fftoæ cel~¸ rassmotrim funkci¸

F (τ ) = ϱ_1ϱ_2 τ^4 − [(1 − ε)b^2_1λ̃ϱ_2 + a_1ϱ_2 + ελ̃ϱ_1]τ^2 + a_1ελ̃, (4.14)

kotoraØ v oblasti τ > 0 imeet korni τ = v_1 i τ = v_3 i ØvlØetsØ otricatel~noæ v intervale v_3 < τ < v_1 i poloßitel~noæ vne fftogo promeßutka (ris. 3).

Ris. 3.

Dokazatel~stvo neravenstva (4.13) svoditsØ k proverke neravenstva

F (v_0) < 0. (4.15)

Ono oqevidno, tak kak

F (v_0) = − ε(1 − ε)[a_1ϱ_2 − λ̃(b_1 + ε − b_1ε)(ϱ_1 − b_1ϱ_2)]^2 (ϱ̄)^2

. (4.16)

Takim obrazom, obe prodol~nye volny, rasprostranØ¸wiesØ so skorostØmi v_1 i v_3, ispytyva¸t zatuhanie.

O ZATUHANII VOLN V �FFEKTIVNO` MODELI 227 V zakl¸qenie ostanovimsØ na rassmotrenii dvuh predel~nyh sluqaev, kogda ε = 0 i kogda ε = 1. Sluqaæ ε = 0 sootvetstvuet uprugoæ srede, pereseqennoæ sistemoæ parallel~nyh ploskosteæ, na kotoryh imeet mesto kontakt s proskal~zyvaniem. Pri uslovii ε = 0 uravneniØ (1.1) i (1.8) perehodØt v uravneniØ

t_{xx1} = (λ_1 + 2μ_1) ∂u_{x1} ∂x + λ_1 ∂u_{z1} ∂z , t_{zz1} = λ_1 ∂u_{x1} ∂x + (λ_1 + 2μ_1) ∂u_{z1} ∂z , (4.17) ∂t_{xx1} ∂x = ϱ_1

∂^2u_{x1} ∂t^2 , ∂t_{zz1} ∂z = ϱ_1

∂^2u_{z1} ∂t^2 , t_{xz1} = 0

ffffektivnoæ modeli dlØ uprugoæ sredy. Pri fftom ße uslovii harakteristiqeskaØ funkciØ, soglasno formulam (3.4)–(3.7), predstavlØetsØ sootnoxeniem α = √ ϱ_1η^2(ϱ_1η^2 + λ_1 + 2μ_1) (λ_1 + 2μ_1)(ϱ_1 η^2 + a_1)

. (4.18)

�ffektivnaØ model~, opisyvaemaØ uravneniØmi (4.17) i harakteristiqeskoæ funkcieæ (4.18), ne obladaet zatuhaniem. �ta model~ byla issledovana v rabote [2] i v §42 [8]. Fronty ot toqeqnogo istoqnika v fftoæ modeli predstavlØ¸tsØ na ris. 4, pri fftom skorosti voln vdol~ osi x da¸tsØ ravenstvami

v_1 = √ λ_1 + 2μ_1 ϱ_1

, v_2 = √ 4μ_1(λ_1 + μ_1) ϱ_1(λ_1 + 2μ_1)

. (4.19)

Ris. 4. Ris. 5.

228 L. A. MOLOTKOV

Sluqaæ, kogda ε = 1, sootvetstvuet odnorodnoæ ßidkosti, opisyvaemoæ uravneniØmi

p = λ_2 ( ∂u_{x2} ∂x + ∂u_{z2} ∂z ) , ∂p ∂x = ϱ_2

∂^2u_{x2} ∂t^2 , ∂p ∂z = ϱ_2

∂^2u_{z2} ∂t^2 , (4.20) v kotoryh p – davlenie. HarakteristiqeskaØ funkciØ, soglasno (3.4)–(3.7), predstavlØetsØ ravenstvom α = √ 1 + ϱ_2η^2 λ_2

. (4.21)

ȷidkaØ sreda, opisyvaemaØ uravneniØmi (4.20), takße ne obladaet zatuhaniem. Kruglyæ front ot toqeqnogo istoqnika v fftoæ ßidkosti predstavlØetsØ na ris. 5, pri fftom skorost~ volny vyraßaetsØ formuloæ v = √ λ_2 ϱ_2

. (4.22)

Vo vseh ostal~nyh sluqaØh rassmatrivaemaØ uprugo-ßidkaØ sreda obladaet dissipacieæ, pri fftom kofffficienty zatuhaniØ

κ_1, κ_2 i κ_3, soglasno sootnoxeniØm (4.12), predstavlØ¸tsØ ra-

venstvami

κ_1 = bϱ̄ 2kε(1 − ε)ϱ_1ϱ_2 v^2_1 − v^2_0 v^2_1 − v^2_3 , κ_2 = b 2kε(1 − ε)ϱ_1 , (4.23)

κ_3 = bϱ̄ 2kε(1 − ε)ϱ_1ϱ_2 v^2_0 − v^2_3 v^2_1 − v^2_3 . Formuly (4.23), vyvedennye v lineænom priblißenii, spravedlivy v intervale 0 < ε < 1, za iskl¸qeniem oblasteæ vblizi koncov fftogo intervala, gde lineænye priblißeniØ okazyva¸tsØ netoqnymi. V fftih oblastØh dlØ uqeta zatuhaniØ sleduet ispol~zovat~ vyraßeniØ dlØ harakteristiqeskih funkciæ (3.4)–(3.7). Kak pokazyva¸t dopolnitel~nye issledovaniØ, volna, rasprostranØ¸waØsØ vdol~ osi z so skorost~¸ v_4, ne ispytyvaet zatuhaniØ.

O ZATUHANII VOLN V �FFEKTIVNO` MODELI 229

Literatura

1. L. A. Molotkov, Ob ffkvivalentnosti sloisto-periodiqeskih i transversal~no-izotropnyh sred. — Zap. nauqn. semin. LOMI 89 (1979), 219-233.

2. L. A. Molotkov, A. E. Hilo, Issledovanie odnofaznyh i mnogofaznyh ffffektivnyh modeleæ, opisyva¸wih periodiqeskie sredy. — Zap. nauqn. semin. LOMI 140 (1984), 105-122.

3. L. A. Molotkov, Ob osobennostØh rasprostraneniØ voln v sloistyh modelØh trewinovatyh sred. — Zap. nauqn. semin. LOMI 173 (1988), 123-133.

4. M. Schoenberg, Wave propagating in alternating fluid and solid layers. — Wave motion 6 (1984), 303-320.

5. T. J. Plona, K. W. Winkler, M. Schoenberg, Acoustic waves in alternating fluid/solid layers. — J. Acoust. Soc. Am. 81 no. 5 (1987), 1227-1234.

6. L. A. Molotkov, A. V. Bakulin, �ffektivnaØ model~ sloistoæ uprugo-ßidkoæ sredy kak qastnyæ sluqaæ modeli Bio. — Zap. nauqn. semin. POMI 230 (1995), 172-195.

7. T. Bourbie, O. Coussy, B. Zinzner, Acoustic of porous media. — Paris (1987), 326.

8. L. A. Molotkov, Issledovanie rasprostraneniØ voln v poristyh i trewinovatyh sredah na osnove ffffektivnyh modeleæ Bio i sloistyh sred. — S-Peterburg (2001), 348.

9. M. A. Biot, D. G. Willis, The elastic coefficients of theory consolidation. — J.

Appl. mechan. 24 (1957), 594-601.

Molotkov L. A. On the wave attenuation in the effective model describing porous and fractured media saturated by fluid.

The wave attenuation is introduced into the effective model of media consisting of alternating elastic and fluid layers. This attenuation is connected with friction on boundaries between elastic and fluid layers and is described by additional terms in the equations of the effective model. Investigation of these equations allows to derive expressions of attenuation coefficients for every body wave propagating along the layers.

Postupilo 10 ØnvarØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN