Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 297, 2003 g.

M. A. LØlinov

O DIFRAKCII PLOSKO` VOLNY NA IMPEDANSNOM KONUSE

Vvedenie

Issledovanie zadaqi difrakcii voln na vypuklom konuse s ideal~nymi graniqnymi usloviØmi provodilos~ v poslednee desØtiletie dostatoqno intensivno. BlagodarØ rabotam V. A. Borovikova [1], V. P. SmyxlØeva, V. M. Babiqa, D. S. Jones’a i drugih avtorov, sootvetstvu¸waØ teoriØ priobrela v nastoØwee vremØ, v opredelennom smysle, zaverxennu¸ formu. Dostatoqno polnyæ obzor rezul~tatov v fftoæ oblasti predstavlen v rabotah [2, 3].

SituaciØ s graniqnymi usloviØmi tret~ego roda (impedansnymi) poka ne dostigla urovnØ razvitiØ v zadaqe s ideal~nymi usloviØmi. Odnako, v poslednee vremØ poØvilsØ rØd rabot, soderßawih suwestvennoe prodvißenie v fftoæ bolee sloßnoæ zadaqe. V 1997 godu J.- M. L. Bernard [4] opublikoval rabotu, v kotoroæ poluqeno fredgol~movo integral~noe uravnenie, i izloßil soderßatel~nye rezul~taty po ego issledovani¸ v sluqae krugovogo impedansnogo konusa. V fftoæ ße rabote predloßeny podhody i dlØ fflektromagnitnoæ vektornoæ zadaqi dlØ krugovogo konusa s impedansnymi usloviØmi (usloviØmi Leontoviqa).

V rabotah [5, 6] vyqislena asimptotika diagrammy rasseØniØ ploskoæ volny na uzkom impedansnom konuse, tem samym, poluqeny rezul~taty analogiqnye izloßennym v [7, 8] dlØ sluqaØ ideal~nyh graniqnyh usloviæ. V stat~e [9] predloßen podhod dlØ izuqeniØ difrakcii voln na proizvol~nom vypuklom impedansnom konuse v skalØrnoæ zadaqe. �lektromagnitnaØ vektornaØ zadaqa izuqaetsØ v rabote [10]. Pervye qislennye rezul~taty v skalØrnoæ zadaqe v osesimmetriqnom sluqae izloßeny v rabote [11]. Stat~Ø [12] soderßit, v qastnosti, issledovanie voln otraßennyh ot granicy vypuklogo impedansnogo konusa, a takße

Rabota vypolnena pri podderßke grantov RFFI 02-02-16560 i RFFI 01-01-00218. 191

192 M. A. L˚LINOV

asimptotiku dal~nego polØ vblizi granicy svet–ten~ dlØ otraßennyh luqeæ, vyraßa¸wu¸sØ qerez funkcii paraboliqeskogo cilindra.

V nastoØweæ rabote izuqa¸tsØ nekotorye voprosy opravdaniØ rexeniØ zadaqi difrakcii ploskoæ skalØrnoæ volny na impedansnom vypuklom konuse. OsnovnaØ trudnost~ v strogoæ postanovke zadaqi sostoit v formulirovke usloviæ izluqeniØ dlØ rasseØnnogo polØ. Sovsem nedavno analogiqnyæ vopros v zadaqe difrakcii na uprugom ugle byl razrexen v rabote V. V. Kamockogo i G. Lebeau [13] i dokazana sootvetstvu¸waØ teorema edinstvennosti. V naxeæ rabote faktiqeski pred¨Øvleno klassiqeskoe rexenie zadaqi, udovletvorØ¸wee “fiziqeskim” usloviØm izluqeniØ. �to oznaqaet, qto postroennoe rexenie vedet sebØ kak sferiqeskaØ rashodØwaØsØ volna vne oblasti, zasveqennoæ otraßennymi luqami. V oblasti, zasveqennoæ otraßennymi ot konusa luqami, suwestvuet takße sferiqeskaØ volna ot verxiny konusa i, voobwe govorØ, poverhnostnye volny rffleevskogo tipa. Zametim, qto rassmatrivaetsØ sluqaæ, kogda pada¸waØ ploskaØ volna polnost~¸ osvewaet poverhnost~ krugovogo konusa. V deæstvitel~nosti, prodemonstrirovano suwestvovanie rexeniØ, edinstvennost~ kotorogo, hotØ i ne vyzyvaet somneniØ pri razumnoæ postanovke, ne dokazana. V sluqae osveweniØ konusa toqeqnym istoqnikom postanovka zadaqi i edinstvennost~ rexeniØ demonstriru¸tsØ sravnitel~no prosto.

Vo vtoroæ qasti raboty obsußda¸tsØ usloviØ vozniknoveniØ poverhnostnyh voln i sootvetstvu¸wiæ kofffficient vozbußdeniØ. Pri opredelennyh usloviØh na impedans, vblizi poverhnosti konusa voznikaet pograniqnyæ sloæ, v kotorom nel~zØ razliqit~ sferiqesku¸ volnu i poverhnostnye volny. Sootvetstvu- ¸wu¸ situaci¸ my nazyvaem Øvleniem VeælØ-van-der-PolØ po analogii s zadaqeæ o toqeqnom istoqnike nad impedansnoæ ploskost~¸ [14].

2. Klassiqeskoe rexenie zadaqi

Pust~ koniqeskaØ poverhnost~ C vyrezaet oblast~ Σ na ediniqnoæ sfere S^2 s centrom O v verxine konusa [9]. Toqki ω_0 i ω na ediniqnoæ sfere sootvetstvu¸t napravleni¸ padeniØ ploskoæ volny U^i(kr, ω, ω_0) i toqke nabl¸deniØ ⃗r, ⃗ω = ⃗r/r. Pust~

θ̂(ω, ω_0) geodeziqeskoe rasstoØnie meßdu ω i ω_0 na sfere, k —

O DIFRAKCII PLOSKO` VOLNY 193

Ris.1. DifrakciØ ploskoæ volny na impedansnom konuse.

volnovoe qislo, togda U^i = e^{ikr cos θ̂(ω,ω0)}, k = Ω/c. (1) GarmoniqeskaØ zavisimost~ ot vremeni e^{−iΩt} zdes~ i v dal~- neæxem opuskaetsØ. RasseØnnoe pole U (kr, ω, ω_0) udovletvorØet uravneni¸ Gel~mgol~ca

(Δ + k^2)U = 0, (2)

v summe s pada¸wim polem graniqnomu uslovi¸

∂(U + U^i) ∂n | c − ikη(U + U^i) | c = 0, (3)

gde n – vnutrennØØ normal~ k C, η – impedans. My sqitaem, qto Re η > 0, t.e. koniqeskaØ poverhnost~ ØvlØetsØ poglowa¸- weæ, esli ne ogovoreno protivnoe. V verxine konusa rexenie U udovletvorØet uslovi¸ Meæksnera U = O(r^h), r|∇U | = O(r^h), h > −1/2, (4) qto obespeqivaet lokal~nu¸ integriruemost~ plotnosti ffnergii [9], a takße “fiziqeskim” usloviØm izluqeniØ, kotorye dostatoqno podrobno obsußda¸tsØ v rabote [9]. Sqitaem, qto konus ostryæ, t.e. Σ prinadleßit polusfere v S^2, i vypuklyæ.

194 M. A. L˚LINOV

PloskaØ pada¸waØ volna dopuskaet integral~noe predstavlenie [9] U^i(kr, ω, ω_0) = 4 i √ 2π i∞∫ −i∞ ν sin πνU^i_ν (ω, ω_0) K_ν (−ikr) √ −ikr dν, (5) gde U^i_ν (ω, ω_0) = −

P_{ν−1/2}(− cos θ̂(ω, ω_0))

4 cos(πν)

, (6)

P_{ν−1/2}(x) – funkciØ Leßandra, K_ν (z) – modificirovannaØ funk-

ciØ BesselØ (funkciØ Makdonal~da), K_ν (z) = −i π 2 e^{−iνπ/2}H^{(2)}_ν (−iz), priqem integral v (5) ffksponencial~no shoditsØ, esli θ̂(ω, ω_0) > π 2 + | arg(−ik)|, | arg(−ik)| 6 π/2. (7) Poslednee legko proverØetsØ s ispol~zovaniem assimptotik

K_ν (z) ∼ Const ν^a cos[ν(π/2 + | arg(z)|)] sin πν , |Im ν| → ∞, | arg(ν)| → π/2, a = |Re ν| − 1/2, P^{−|n|}_{ν−1/2}(cos θ) = √ 2Γ(ν − |n| + 1/2) √ π sin θΓ(ν + 1) cos ( νθ − |n|π/2 + π 4 )( 1 + O ( 1 ν )) , |n| ograniqeno, δ < θ < π − δ, δ > 0 maloe, |ν| ≫ 1, | arg(ν)| < π. Ocenki dlØ K_ν (z) i P^{−|n|}_{ν−1/2}(cos θ) mogut byt~ legko naædeny v standartnom spravoqnike, naprimer, v [15]. Vsledstvie predstavleniØ (5), estestvenno iskat~ rasseØnnoe pole U (kr, ω, ω_0) v vide analogiqnogo integrala [9] U (kr, ω, ω_0) = 4 i √ 2π i∞∫ −i∞ ν sin πν U_ν (ω, ω_0) K_ν (−ikr) √ −ikr dν. (8) Preßde, qem sformulirovat~ i dokazat~ toqnoe utverßdenie o predstavlenii (8) i klassiqeskom rexenii zadaqi difrakcii, opixem svoæstva spektral~noæ funkcii U_ν (ω, ω_0). Zametim [9],

O DIFRAKCII PLOSKO` VOLNY 195

qto predstavlenie dlØ rasseØnnogo polØ (8) tesno svØzano s preobrazovaniem Kontoroviqa–Lebedeva.

Predpoloßim, qto U_ν (ω, ω_0) dvaßdy nepreryvno differenciruemaØ funkciØ ω = (θ, φ), gde (θ, φ) – sferiqeskie koordinaty v

S^2 \ Σ, i imeet nepreryvnu¸ proizvodnu¸ na granice σ dlØ l¸-

byh ν, prinadleßawih polose Π_δ = {ν : |Re ν| < 1+δ}, δ > 0 maloe. Krome togo, U_ν regulØrna v Π_δ vmeste s proizvodnoæ^{∂Uν}_{∂Nω} | |_σ, gde N_ω – vnutrennØØ normal~ k σ, leßawaØ v kasatel~noæ ploskosti

k S^2. Budem sqitat~, qto U_ν rexaet zadaqu dlØ uravneniØ

(Δ_ω + ν^2 − 1/4)U_ν (ω, ω_0) = 0 (9)

s graniqnym usloviem ∂ ^U_{ν+1} ∂N_ω | |_σ − ∂ ^U_{ν−1} ∂N_ω | |_σ = (−2ν)η ^U | |_σ, (10)

^U_ν = U_ν + U i_ν , Δ_ω – operator Laplasa–Bel~trami na sfere S2, Δ_ω =^1_{sin θ} ∂_θ(sin θ∂_θ) +^1_{sin2 θ} ∂^2_φ.

DlØ shodimosti integrala (8) U_ν (ω, ω_0) dolßna ffksponencial~no ubyvat~ dlØ vseh ω ∈ S^2 \ Σ, toqnee, my potrebuem, qtoby vypolnØlis~ ocenki v Π_δ

|U_ν(ω, ω_0)| 6 Const |ν|–_{| cos[(π + ε)ν]|, pri θ̂′(ω, ω0) > π, – ¿ 0,} (11)

ε > 0 nekotoroe maloe poloßitel~noe qislo, ^θ^′(ω, ω_0) = min_{s∈σ} (^θ(ω, s)

+^θ^′(s, ω_0)) dlina “lomanoæ” geodeziqeskoæ [2, 9]. Veliqina ^θ′(ω, ω_0) imeet prostoæ geometriqeskiæ smysl. Esli iz toqki ω_0 na S^2 \ Σ vypustit~ luq (geodeziqesku¸), kotoryæ otrazitsØ ot σ po zakonam optiki i pridet v toqku ω, to ^θ^′(ω, ω_0) sovpadaet s naimen~xeæ dlinoæ takoæ lomanoæ na S^2 \ Σ, soedinØ¸weæ ω i

ω_0. Pri θ^′(ω, ω_0) 6 π sqitaem, qto

|U_ν(ω, ω_0)| 6 Const |ν|–1 | cos[ν ^θ^′(ω, ω_0)]|

, –1 ¿ −1/2. (12)

Oblast~ ^θ^′(ω, ω_0) > π, sleduØ [2], nazovem “oazisom”. Kak okazyvaetsØ, v fftoæ oblasti dal~nee pole U (pri kr → ∞) opisyvaetsØ sferiqeskoæ volnoæ, rashodØweæsØ ot verxiny konusa. Otraßennye ot konusa luqi zasveqiva¸t oblast~ ^θ^′ 6 π.

196 M. A. L˚LINOV

Dostatoqno podrobnaØ motivaciØ togo, poqemu estestvenno rassmatrivat~ zadaqu (9), (10) v opisannom klasse funkciæ, izloßena v [9]. GraniqnaØ zadaqa (9), (10) nestandartna, tak kak ØvlØetsØ nelokal~noæ po spektral~noæ peremennoæ ν, blagodarØ graniqnomu uslovi¸, svØzyva¸wemu U_ν |_σ i normal~nye proizvodnye so sdvigom po ν.

Spravedlivo sledu¸wee

Predloßenie 1. Pust~ spektral~naØ funkciØ Uν (ω, ω0) ØvlØet-

sØ rexeniem zadaqi (9), (10) v klasse funkciæ, opisannom vyxe. Togda, esli ^θ^′(ω, ω_0) > π/2 + | arg(−ik)|, | arg(−ik)| 6 π/2, (13) integral~noe predstavlenie (8) ØvlØetsØ klassiqeskim rexeniem uravneniØ Gel~mgol~ca (2), udovletvorØet graniqnomu uslovi¸ (3) i uslovi¸ Meæksnera (4) i pri |kr| → ∞ v “oazise” (^θ^′(ω, ω_0) > π) imeet asimptotiku U (kr, ω, ω_0) = D(ω, ω_0) e^{ikr} (−ikr) ( 1 + O ( 1 kr )) , (14) gde D(ω, ω_0) = 2 i i∞∫ −i∞ ν sin πν U_ν (ω, ω_0)dν (15)

diagramma rasseØniØ.

Zametim, qto, blagodarØ uslovi¸ (13), integral (8) ffksponencial~no shoditsØ, togda prØmoæ podstanovkoæ (8) v (2), s uqetom uravneniØ BesselØ dlØ K_ν (z) [ d2 dz^2 + 1 z d dz + ( 1 + ν^2 z^2 )] K_ν (z) = 0

i uravneniØ (9), proverØem (sm., naprimer, [16], str. 613), qto

U (kr, ω, ω_0) udovletvorØet uravneni¸ Gel~mgol~ca.

Proverim graniqnoe uslovie (3), podstaviv v nego predstavlenie (8) i uqityvaØ sootnoxeniØ

K_ν (z) z = K_{ν+1}(z) − K_{ν−1}(z) 2ν , ∂ ∂n = 1 r ∂ ∂N_ω ,

O DIFRAKCII PLOSKO` VOLNY 197

imeem i∞∫ −i∞ ν sin πν √ −ikr [ ∂ ^U_ν ∂N_ω | |_σ(−ik) · K_{ν+1}(−ikr) − K_{ν−1}(−ikr) 2ν −ikη ^U_ν |_σK_ν (−ikr) ] dν = (−ik) √ −ikr {^{i∞+1}∫ −i∞+1 sin πν 2 ∂ ^U_{ν+1} ∂N_ω | |_σKν (−ikr)dν

− i∞−1∫

−i∞−1 sin πν 2 ∂ ^U_{ν−1} ∂N_ω | |_σKν (−ikr)dν

+ i∞∫ −i∞ sin πν 2 · 2ην ^U_ν|_σK_ν (−ikr)dν }

= (−ik) √ −ikr (^{i∞}∫ −i∞ sin πν 2 [ ∂ ^U_{ν+1} ∂N_ω | |_σ − ∂ ^U_{ν−1} ∂N_ω | |_σ +2νη ^U_ν|_σ ] K_ν (−ikr)dν) = 0.

Pri deformacii konturov v mnimu¸ os~ my ispol~zovali regulØrnost~^{∂ bU}_{∂Nω} | |_σ v polose Πδ, a zatem uslovie (10).

DlØ proverki usloviØ Meæksnera vospol~zuemsØ v integrale (8) formulami

K_ν (z) = π(I_{−ν} (z) − I_ν (z)) 2 sin πν , I_ν (z) = e^{−i(π/2)ν} J_ν(iz), −π < arg(z) 6 π/2, a takße regulØrnost~¸ U_ν (ω, ω_0) v okrestnosti mnimoæ osi, ime- em

198 M. A. L˚LINOV

U (kr, ω, ω_0) = (− √ 2π) i √ −ikr i∞∫ −i∞ ν(I_ν (−ikr) − I_{−ν} (−ikr))U_ν (ω, ω_0)dν

= 2i √ 2π √ −ikr i∞∫ −i∞ νI_ν(−ikr) · U_ν (ω, ω_0)dν

= 2i √ 2π √ −ikr i∞+a∫

−i∞+a νe^{−iνπ/2}J_ν (kr)U_ν (ω, ω_0)_dν = O((kr)^{−1/2+a}), gde a > 0 maloe, |kr| → 0. Analogiqno proverØetsØ ocenka dlØ proizvodnyh.

Nakonec, asimptotiqeskoe povedenie dal~nego polØ v “oazise”, ^θ^′(ω, ω_0) > π (sm. (14), (15)) sleduet iz predstavleniØ (8) s ispol~zovaniem asimptotiki

K_ν (z) = √ π 2 e^{−z} √ z ( 1 + O_α ( 1 z )) , α = ν/z. Predloßenie 1 ne opisyvaet povedenie dal~nego polØ vne oazisa, t.e. v oblasti, zasveqennoæ otraßennymi luqami. Opisani¸ dal~nego polØ v fftoæ oblasti posvØwena, otqasti, vtoraØ qast~ dannoæ raboty, a takße stat~Ø [12].

Kak vidno iz dokazatel~stva PredloßeniØ 1, kl¸qevoe znaqenie dlØ issledovaniØ rexeniØ U zadaqi difrakcii igraet kraevaØ zadaqa (9), (10) dlØ spektral~noæ funkcii, k izuqeni¸ kotoroæ my i perehodim.

3. KraevaØ zadaqa dlØ spektral~noæ funkcii Uν (ω, ω0)

Vmesto kraevoæ zadaqi (9), (10) dlØ funkcii U_ν udobno issledovat~ ffkvivalentnu¸ zadaqu.

Predloßenie 2. DlØ togo, qtoby funkciØ Uν (ω, ω0) rexala zada-

qu (9), (10) v opisannom vyxe klasse funkciæ, neobhodimo i dostatoqno, qtoby ona byla rexeniem uravneniØ (9) i udovletvorØla uslovi¸ ∂ ^U_ν ∂N_ω | |_σ = ηA ^Uν |σ, ^Uν = Uν + U^{−i}_ν , (16)

O DIFRAKCII PLOSKO` VOLNY 199 gde A ^U_ν |_σ := 1 2i i∞∫ −i∞ t sin(πt) ^U_t|_σdt cos(πν) + cos(πt) . �kvivalentnost~ nelokal~nyh graniqnyh usloviæ (10) i (16) legko proverØetsØ s pomow~¸ horoxo razrabotannoæ teorii funkcional~nyh uravneniæ Mal¸ßinca [17, 18]. Imenno, s(ν) est~ regulØrnoe v Π_δ qetnoe rexenie uravneniæ s(ν ± 1) − s(−ν ± 1) = (∓2i)H(ν), priqem s(ν) i H(ν) ffksponencial~no ubyva¸t pri ν → i∞, s(ν) =

s(−ν), togda i tol~ko togda, kogda

s(ν) = 1 4 i∞∫ −i∞ H(τ ) ( sin(πτ /2) cos(πτ /2) − sin(πν/2) + sin(πτ /2) cos(πτ /2) + sin(πν/2) ) dτ. Ispol~zovanie fftogo utverßdeniØ i dokazyvaet ffkvivalentnost~ zadaq (9), (10) i (9), (16).

OkazyvaetsØ, qto, esli zadaqa (9), (16) razrexima v sootvetstvu¸wem klasse funkciæ, to takoe rexenie edinstvenno.

Predloßenie 3. Pust~ Re η ¿ 0 i ν ∈ (−i∞, i∞), togda rexenie

odnorodnoæ zadaqi (9), (16) (s U^i_ν ≡ 0) toßdestvenno ravno 0.

Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ soderßitsØ v priloßenii S raboty [9].

KraevaØ zadaqa (9), (16) netradicionna, tak kak vkl¸qaet nelokal~noe po spektral~noæ peremennoæ kraevoe uslovie. Pofftomu dokazatel~stvo suwestvovaniØ rexeniØ ØvlØetsØ soderßatel~noæ zadaqeæ. DlØ prostoty my rassmotrim krugovoæ konus. Zametim, qto vpervye integral~noe uravnenie, kotoroe ØvlØetsØ osnovoæ naxego issledovaniØ, poØvilos~ v rabote [4]. Tam ße sdelany suwestvennye xagi po ego issledovani¸.

Zdes~ my dopolnØem ffti issledovaniØ i utoqnØem nekotorye rezul~taty.

Predloßenie 4 (krugovoæ konus). Suwestvuet rexenie Uν (ω, ω0)

zadaqi (9), (10), ffksponencial~no ubyva¸wee v Π_δ pri ν → i∞, Re η > 0.

200 M. A. L˚LINOV

Zametim, qto proverka toqnyh ocenok (11), (12) trebuet otdel~nogo obsußdeniØ i zatragivaetsØ vo vtoroæ qasti fftoæ raboty. Klass funkciæ, v kotorom iwetsØ rexenie podrobno opisan vo vtorom paragrafe.

Vospol~zuemsØ vozmoßnost~¸ razdeleniØ peremennyh i budem iskat~ rexenie zadaqi (9), (16) v vide^1

U_ν (ω, ω_0) = +∞∑ n=−∞ i^ne^{−inφ}R(ν, n) P^{−|n|}_{ν−1/2}(cos θ) d_{θ1}P^{−|n|}_{ν−1/2}(cos θ_1)

, (17)

gde θ = θ_1 uravnenie σ na sfere S^2, priqem, ispol~zuØ formulu sloßeniØ dlØ funkciæ Leßandra, imeem predstavlenie dlØ

U^i_ν (ω, ω_0) = −^{Pν}�^{1/2 (− cos θ̂(ω,ω0))}

4 cos(πν)

U^i_ν (ω, ω_0) = +∞∑ n=−∞ i^ne^{−inφ}R_i(ν, n) P^{−|n|}_{ν−1/2}(− cos θ) d_{θ1}P^{−|n|}_{ν−1/2}(− cos θ_1)

, (18)

0 < θ_0 < θ, cos θ̂(ω, ω_0) = cos θ cos θ_0 + sin θ sin θ_0 sin(φ − φ_0), φ_0 = 0, R_i(ν, n) = i^n (−4) cos πν

Γ(ν + |n| + 1/2) Γ(ν − |n| + 1/2) × d_{θ1} P^{−|n|}_{ν−1/2}(− cos θ_1)P^{−|n|}_{ν−1/2}(cos θ_0).

RØd (17) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (9). PodstavlØØ (17) i (18) v graniqnoe uslovie, poluqaem uravnenie dlØ nahoßdeniØ R(ν, n) (ν ∈ iR)

R(ν, n) = 1 2 η i∞∫ −i∞ w(t, n) sin(πt)R(t, n) cos(πt) + cos(πν) dt + S_i(ν, n), (19)

S_i(ν, n) = −R_i(ν, n) + 1 2 η i∞∫ −i∞ w_i(t, n) sin(πt)R_i(t, n)dt cos(πt) + cos(πν) ,

w(ν, n) = −iν P^{−|n|}_{ν−1/2}(cos θ_1) d_{θ1}P^{−|n|}_{ν−1/2}(cos θ_1) , w_i(ν, n) = −iν P^{−|n|}_{ν−1/2}(− cos θ_1) d_{θ1} P^{−|n|}_{ν−1/2}(− cos θ_1) .

1My pol~zuemsØ opredeleniem prisoedinennyh funkciæ Leßandra 8.704 iz [15].

O DIFRAKCII PLOSKO` VOLNY 201

DlØ dal~neæxego suwestvenno, qto, vvidu integral~nogo predstavleniØ P^{−|n|}_{ν−1/2}(cos θ) = √ 2 π (sin θ)^{−|n|} Γ(|n| + 1/2) θ∫ 0 cos(νt)dt (cos t − cos θ)^{−|n|+1/2} , n ∈ Z, funkciØ w(ν, n) > 0, esli ν ∈ [0, +i∞). Krome togo, w(ν, n) = 1 + O_n ( 1 ν ) , ν → i∞, (20) |n| ograniqeno. Zametim, qto asimptotika (20) neravnomerna po |n|. Pol~zuØs~ qetnost~¸ R(ν, n), iz (19) imeem R(ν, n) = η i∞∫ 0 w(t, n)R(t, n) sin π + dt cos πt + cos πν

+ S_i(ν, n). (21)

Lemma 1. Pri Re η ¿ 0 uravnenie (21) v klasse funkciæ

(−1) i∞∫ 0 sin πt|R(t, n)|^2dt < ∞, esli imeet, to tol~ko odno rexenie.

Lemma 1 utverßdaet edinstvennost~ rexeniØ integral~nogo uravneniØ (19), (21). Rassmotrim odnorodnoe uravnenie (21), domnoßim ego na w(ν, n) R(ν, n) i prointegriruem po [0, i∞), imeem, vyqislØØ vewestvennu¸ qast~, i∞∫ 0 (−w(ν, n)) sin πν|R(ν, n)|^2dν

+Re (η) i∞∫ 0 dt i∞∫ 0 dν w(t, n)w(ν, n) sin πt sin πν cos πt + cos πν × R(t, n) · R(ν, n) = 0. Teper~ dlØ dokazatel~stva Lemmy dostatoqno proverit~ neravenstvo_∞ ∫ 1 ∞∫ 1 v(ν)v(t) cos(πν) + cos πt d(cos πt)d(cos πν) ¿ 0,

202 M. A. L˚LINOV v(ν) = w(ν, n) R(ν, n). Poslednee neravenstvo ØvlØetsØ sledstvi-

em ravenstva (A > 1, A → ∞) A∫ 1 A∫ 1 h(p)h(q) + m(p)m(q) p + q dp dq = ∞∫ 0 [^A∫ 1 h(p), e^{−sp}dp ]

× [^A∫ 1 h(q), e^{−sq}dq ] ds + ∞∫ 0 [^A∫ 1 m(p), e^{−sp}dp ][^A∫ 1 m(q), e^{−sq}dq ] ds ¿ 0, gde m(p) = Re v, h(p) = Im v.

Preobrazuem uravnenie (21), vvedØ novu¸ peremennu¸ x =

1/ cos(πν) i novu¸ neizvestnu¸ funkci¸ r(x, n) = R(ν, n) cos πν|_{x=1/ cos(πν)}. Imeem r(x, n) + η π 1∫ 0 W (y, n)r(y, n) x + y dy = r_i(x, n), (22) gde r_i(x, n) = S_i(ν, n) cos πν|_{x=1/cos(πν)}, W (x, n) = w(ν, n)|_{x=1/ cos(πν)}. Rassmotrim snaqala sluqaæ, kogda |n| koneqnoe fiksirovannoe, t.e. ne ØvlØetsØ bol~xim parametrom. Vospol~zuemsØ Øvnym vidom R_i i asimptotikoæ funkciæ Leßandra pri ν → i∞, togda |R_i(ν, n)| 6 Const |e^{iν(θ1−θ0)}|, |r_i(x, n)| 6 Const | log(1/x)|x^{θ1} �θ_{0π −1} , x ∈ (0, 1]. (23)

Ocenki (23) pokazyva¸t, qto uravnenie (22) estestvenno rassmatrivat~ v L_p(0, 1) pri 1 < p < p_∗ =^π_{π−(θ1−θ0)} .

Lemma 2. Pust~ Re η > 0 i n fiksirovano, togda operator v levoæ

qasti (22) predstavim v vide D+K, gde D ograniqenno obratimyæ operator Diksona,

(Dr)(x) =: r(x) − λ 1∫ 0 r(y)dy x + y , λ = −η/π, (24)

O DIFRAKCII PLOSKO` VOLNY 203 a operator K,

(Kr)(x) := η π 1∫ 0 W (y, n) − 1 x + y r(y, n)dy (25) kompakten.

DlØ proverki Lemmy 2 dostatoqno uqest~, qto pri ν → i∞ i n ograniqennyh my imeem w(ν, n) = 1 + O_n ( 1 ν ) , W (x, n) = 1 + O_n(1/ log(1/x)).

Operator Diksona [4] imeet ograniqennyæ obratnyæ v L_p(0, 1), priqem, qto zameqatel~no, on nahoditsØ Øvno.

ObratimsØ k kompaktnosti operatora K v (25). Tehniqeski neskol~ko udobneæ rassmotret~ operator K^′ – “soprØßennyæ” k K (K^′r)(x) = η W (x, n) − 1 π 1∫ 0 r(y)dy x + y , tak kak K i K^′ kompaktny odnovremenno.

Vospol~zuemsØ kriteriem Rissa kompaktnosti mnoßestva v

L_p(0, 1). Napomnim, qto mnoßestvo T ⊂ L_p(0, 1) kompaktno, esli

ono ograniqeno i dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet δ > 0, takoe, qto dlØ vseh |t| < δ ‖g(x + t) − g(x); L_p(0, 1)‖ < ε pri l¸byh g ∈ T . Operator K^′ ograniqen v L_p(0, 1). Imeem

‖(K^′r)(x + t) − (K^′r)(x); L_p(0, 1)‖^p = η π 1∫ 0 dx | |(W (x, n) − 1) 1∫ 0 r(y, n) ( 1 x + y + t − 1 x + y ) dy | |^p 6 c 1∫ 0 dx | | 1 log (_{x+1} x ) | |^p | | 1∫ 0 dy ( r(y) x + y + t − r(y) x + y )| |^p 6 c1‖r; Lp(0, 1)‖^p · 1∫ 0 dx 1 log^p

(_{x+1} x ) [^1∫ 0 dy | | 1 x + t + y − 1 x + y | |^q ]_{p/q} , (26)

204 M. A. L˚LINOV

gde my vospol~zovalis~ neravenstvom Gœl~dera, 1/p + 1/q = 1. OstaetsØ zametit~, qto dlØ l¸bogo ε > 0 moßno podobrat~ δ tak, qtoby pri |t| < δ povtornyæ integral v pravoæ qasti (26) byl men~xe ε. �to sleduet iz neravenstva ( q =^p_{p−1} )

δ∫ 0 dx 1 | log x|^p [^δ∫ 0 | | 1 x + y + t − 1 x + y | |^q ]_{p/q}

6 C δ∫ 0 dx 1 | log x|^p [( 1 x )_{−1+q}]_{p/q} = C δ∫ 0 dx x| log x|^p 6 C11/| log δ|^{p−1}, p > 1. Iz lemmy 2 sleduet, qto operator v (22) fredgol~mov, a togda iz Lemmy 1 poluqaem, qto rexenie uravneniØ (22) suwestvuet i edinstvenno.

ObratimsØ teper~ k sluqa¸ |n| ≫ 1. �to, v qastnosti, neobhodimo dlØ obosnovaniØ shodimosti rØda (17).

Lemma 3. Pust~ |n| dostatoqno veliko (|n| ≫ 1), togda uravnenie

(22) ØvlØetsØ uravneniem vtorogo roda s ograniqenno obratimym (ravnomerno po n) operatorom v L_p(0, 1), 1 < p < p_∗.

DlØ dokazatel~stva fftoæ lemmy ispol~zuetsØ asimptotika funkciæ Leßandra, poluqennaØ nedavno V. M. Babiqem (qastnoe soobwenie) P^{−|n|}_{ν−1/2}(cos θ) = (sin θ)^{|n|} Γ(|n| + 1)

[ [(ζ cos θ + √1 − ζ_2 sin2 θ)/(1 + ζ)]ζ

cos θ + √ 1 − ζ^2 sin^2 θ ]_{|n|}( 1 + O_ζ ( 1 |n| )) , gde |n| ≫ 1, ζ = ν/|n|, ζ vne okrestnosti toqki 1/ sin θ. V deæstvitel~nosti, nas interesuet sluqaæ, kogda |ζ| 6 q_1 < 1. Vospol~zovavxis~ fftoæ asimptotikoæ dlØ funkcii w(ν, n) moßno ustanovit~ ocenku |w(ν, n)| 6 |ν| |n| |ψ(ζ)|, (27) gde ψ(ζ) ograniqeno pri ν ∈ [0, |n|/A], |n| ≫ 1, A – nekotoroe fiksirovannoe qislo (A > 1). Vaßno otmetit~, qto funkciØ w(ν, n)

O DIFRAKCII PLOSKO` VOLNY 205

ostaetsØ ograniqennoæ i pri ν → i∞, |n| → ∞, |ν| > |n|. V qastnosti, ffto privedet k ograniqennosti (ravnomernoæ po n) normy operatora obratnogo k D + K. Detali my opuskaem, tak kak oni analogiqny dokazatel~stvu Lemmy 2.

Vsledstvie Lemmy 3 dlØ rexeniØ uravneniØ (22) pri |n| ≫ 1 spravedliva ocenka

‖r; L_p(0, 1)‖ 6 C‖r_i; L_p(0, 1)‖, (29)

gde postoØnnaØ C ne zavisit ot |n|, θ_1, θ_0. DlØ obosnovaniØ shodimosti rØda (17) vospol~zuemsØ ocenkoæ (29). Rassmotrim pravu¸ qast~ v (29).

Pust~ |n| ≫ 1 nekotoroe qislo, togda pri ν ∈ [0, i|n|], ispol~zuØ vyraßeniØ dlØ R_i(ν, n), imeem ocenku (ζ = ν/|n|) |R_i(ν, n)| 6 Const | cos πν| ( sin(π − θ_1)

(1 + ζ)^ζ · sin θ_0 (1 + ζ)^ζ )_{|n|}

× [ (ζ cos(π − θ_1) + √ 1 − ζ^2 sin^2(π − θ_1))^ζ

cos(π − θ_1) + √ 1 − ζ^2 sin^2(π − θ_1) · (ζ cos θ_0 + √ 1 − ζ^2 sin^2 θ_0)^ζ

cos θ_0 + √ 1 − ζ^2 sin^2 θ_0 ]_{|n|} 6^{Const}_{| cos πν|}|ψ(ζ)|^{|n|} 6^{C · h|n|}_{| cos πν|}, h < 1. Imeem na promeßutke x ∈ [1/ch(π|n|), 1] (sm. (19)) |r_i(x, n)| 6 C|h|^{|n|}. (30) Pust~ δ > 0 maloe qislo i 1 < p < p_δ =^π_{π−(θ1−θ0−δ)} . Pust~ ν → i∞, |n| bol~xoe fiksirovannoe, |ν| > |n|, |r_i(x, n)| 6 C|ν| | e^{iν(θ1−θ0)} cos πν | |_{x=1/ cos(πν)} 6 C log(1/x)e^{−|n|δ}x^{−1/pδ} . (31) Ispol~zuem ocenki (30) i (31) dlØ ravnomernoæ po θ_1, θ_0, |n|

206 M. A. L˚LINOV

ocenki pravoæ qasti v (29). 1∫ 0 |r_i(x, n)|^pdx 6 1/ch(π|n|) ∫ 0 + 1∫ 1/ch(π|n|) |r_i(x, n)|^pdx 6 C1|h|^{pn} + C2e^{−|n|δp} 1∫ 0 log(1/x)x^{−1/pδ} dx 6 C(|h|^{p|n|} + e^{−δp|n|}), |n| ≫ 1. Zametim, qto ocenka moßet byt~ utoqnena.

Teper~ primenim poluqennu¸ ocenku i (29) dlØ dokazatel~- stva shodimosti rØda (17) dlØ U_ν (ω, ω_0). DlØ fftogo dostatoqno v (17) pereæti k x = 1/ cos πν, r(x, n) i ocenit~ v L_p(0, 1) “hvost” rØda, naqinaØ s |n| ≫ 1 i do beskoneqnosti. Oqevidno, vvidu ravnomernosti ocenok po θ, φ, θ_0, θ_1, rØd shoditsØ v L_p(0, 1) ravnomerno po ω = (θ, φ) ∈ S^2/Σ i po θ_0, θ_1. To ße samoe moßno skazat~ i o shodimosti klassiqeskih proizvodnyh U_ν (ω, ω_0) po θ, φ. Ocenka rexeniØ (ffksponencial~noe ubyvanie) sleduet iz prinadleßnosti rexeniØ cos πνU_ν |_{x=1/ cos πν} prostranstvu L_p(0, 1). DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva PredloßeniØ 4 ostaetsØ obsudit~ regulØrnost~ U_ν i ∂_{Nω} U_ν v polose Π_δ. Rexenie integral~nogo uravneniØ (19) regulØrno v okrestnosti mnimoæ osi. Vospol~- zovavxis~ izvestnymi soobraßeniØmi ob analitiqeskom prodolßenii integrala v (19) (znamenatel~ ne obrawaetsØ v 0 i v polose |Re ν| < 1), ubeßdaemsØ, qto R(ν, n), a znaqit, i qleny rØda (17) regulØrnye v Π_δ funkcii. Analogiqno dokazyvaetsØ regulØrnost~ ∂_{Nω} U_ν .

4. Rexenie zadaqi pri |kr| → ∞ v oblasti, zasveqennoæ otraßennymi luqami. Poverhnostnye volny

DlØ izuqeniØ povedeniØ dal~nego polØ v oblasti, zasveqennoæ otraßennymi luqami udobno vmesto (8) ispol~zovat~ drugoe integral~noe predstavlenie dlØ U (kr, ω, ω_0). DlØ fftogo vospol~zuemsØ integralom Zommerfel~da dlØ funkciæ BesselØ

K_ν (z) = 1 4 sin πν ∫ γ e^{−ikr cos α} (e^{iνα} − e^{−iνα}) 2 dα,

O DIFRAKCII PLOSKO` VOLNY 207

podstavim v (8) i pri θ̂^′(ω, ω_0) > π/2 + | arg(−ik)| pomenØem porØdki integrirovaniØ [9,2] U (kr, ω, ω_0) = 1 √ −ikr 1 2πi ∫ γ e^{−ikr cos α}Φ(α, ω, ω_0)dα, (32)

Φ(α, ω, ω_0) = √ 2π i∞∫ −i∞ νU_ν(ω, ω_0) e^{iνα} − e^{−iνα} 2 dν, (33) gde γ – kontur Zommerfel~da, sostoØwiæ iz dvuh petel~ γ_+ i

γ_−, (Ris. 2).

Ris. 2. DeformaciØ konturov integrirovaniØ i osobennosti funkcii Φ(α, ω, ω_0).

Predstavlenie (32) v vide integrala Zommerfel~da horoxo prisposobleno dlØ vyqisleniØ asimptotiki dal~nego polØ, kotoraØ opredelØetsØ vkladom ot toqek perevala ±π (kr → ∞) i ot osobennosteæ funkcii Φ(α, ω, ω_0), zahvatyvaemyh pri deformacii kontura γ v pereval~nyæ γ^′ (Ris. 2). Tem samym, kl¸qevym dlØ vyqisleniØ dal~nego polØ ØvlØetsØ opredelenie osobennosteæ Φ(α, ω, ω_0), k opisani¸ kotoryh my i perehodim.

208 M. A. L˚LINOV

DlØ formal~nyh uproweniæ rassmotrim sluqaæ osesimmetriqnogo padeniØ ploskoæ volny (θ_0 = 0) na krugovoæ konus s graniceæ θ = θ_1, togda

U_ν (ω, ω_0) = R(ν, 0)

P_{ν−1/2}(cos θ)

d_{θ1}P_{ν−1/2}(cos θ_1)

, (34)

U^i_ν (ω, ω_0) = R_i(ν, 0)

P_{ν−1/2}(− cos θ)

d_{θ1}P_{ν−1/2}(− cos θ_1) , R_i(ν, 0) = − d_{θ1} P_{ν−1/2}(− cos θ_1)

4 cos(πν) , a R(ν, 0) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (19), n = 0, ili, qto ffkvivalentno [4], raznostnogo uravneniØ

R(ν + 1) − R(ν − 1) = (−2i)[ηR(ν)w(ν) − G_i(ν)], (35)

G_i(ν) = i 2 [R_i(ν + 1) − R_i(ν − 1) − w_i(ν)ηR_i(ν)], R(ν) := R(ν, 0), R_i(ν) := R_i(ν, 0), w(ν) := w(ν, 0), w_i(ν) := w_i(ν, 0).

Vvidu formuly (33), Φ(α, ω, ω_0) ØvlØetsØ, faktiqeski, preobrazovaniem Fur~e ot U_ν (ω, ω_0), pofftomu osobennosti analitiqeskoæ funkcii Φ(α, ω, ω_0) na ploskosti α opredelØ¸tsØ asimptotikoæ U_ν (ω, ω_0) pri ν → i∞. V naxem sluqae, vyraßenie (34) svØzyvaet U_ν i R(ν). Tem samym, neobhodimo issledovat~ R(ν) pri ν → i∞. Dostatoqno podrobnoe issledovanie R(ν) predstavleno v [4], a sluqaæ proizvol~nogo vypuklogo kontura i θ_0 > 0 rassmotren v [9, 12].

FunkciØ R(ν) moßet byt~ predstavlena v vide

R(ν) = R_r(ν) + R_s(ν), (36)

gde R_r(ν) imeet asimptotiku (ν → i∞)

R_r(ν) = ∞∑ m=0 iνa_m e^{iνθ1} (iν)^{m+1/2} + O( √ νe^{iν(2π−θ1)}), a R_s(ν) ocenivaetsØ kak R_s(ν) = O(e^{iν(π+ε)}),

O DIFRAKCII PLOSKO` VOLNY 209

gde Re ε > 0, esli Re η > 0.

FunkciØ Φ(α, ω, ω_0) ØvlØetsØ neqetnoæ po α, pofftomu dostatoqno izuqit~ ee osobennosti pri Re α > 0 v polose |Re α| 6 3π/2, v kotoroæ nahodØtsØ stacionarnye kontury γ^′. Pri ispol~zovanii metoda perevala v (32) vklad ot toqek perevala ±π opisyvaet sferiqesku¸ volnu [9, 12], rashodØwu¸sØ ot verxiny konusa. V oblasti, zasveqennoæ otraßennymi luqami, ^θ^′(ω, ω_0) < π, funkciØ Φ(α, ω, ω_0) imeet osobennosti na vewestvennoæ osi v toqkah

±^θ^′, kotorye ØvlØ¸tsØ toqkami vetvleniØ (Ris. 2), Φ(α, ω, ω_0) = O((α − ^θ^′)^{−3/2}). Esli toqka nabl¸deniØ nahoditsØ v “oazise”, (^θ^′ > π), to ffti osobennosti raspoloßeny vne polosy |Re α| 6 π

i ne zahvatyva¸tsØ pri deformacii kontura v pereval~nyæ. �ti osobennosti opredelØ¸t otraßennu¸ ot konusa volnu [9, 12]. Procedura vyqisleniØ fftoæ volny opisana v [12], gde takße naædena asimptotika dal~nego polØ v perehodnoæ zone ^θ^′ ∼ π v terminah funkciæ paraboliqeskogo cilindra.

Krome osobennosteæ na vewestvennoæ osi, Φ(α, ω, ω_0) imeet pol¸sy ±α_s v polose |Re α| 6 3π/2. �ti pol¸sy otveqa¸t za poverhnostnye volny rffleevskogo tipa. Oni analogiqny poverhnostnym volnam v zadaqe difrakcii na impedansnom kline [17]. V naxem sluqae Øvnogo rexeniØ postroit~ ne udaetsØ daße v osesimmetriqnoæ situacii, pofftomu vyqislenie poverhnostnyh voln ne ØvlØetsØ fflementarnoæ zadaqeæ. Zametim, qto analiz, predstavlennyæ v rabote [4], soderßit suwestvennu¸ informaci¸ dlØ vyqisleniØ fftih voln s pomow~¸ formul (32), (33), hotØ fftot vopros v rabote i ne rassmatrivaetsØ.

Povedenie Φ(α, ω, ω_0) v okrestnosti pol¸sa opredelØetsØ nekotorymi slagaemymi v asimptotike U_ν (ω, ω_0) pri ν → ∞. Izuqim slagaemoe R_s(ν) pri ν → i∞ v vyraßenii (36). DlØ fftogo rassmotrim preobrazovanie Fur~e r(α) r(α) = 1 i i∞∫ −i∞ R(ν)e^{iνα}dα, (37)

R(ν) = 1 2πi i∞∫ −i∞ r(α)e^{−iνα}dα. (38) Naxa cel~ v sledu¸wem. My vyqislim pol¸sa funkcii r(α).

210 M. A. L˚LINOV

�ti pol¸sa opredelØ¸tsØ asimptotikoæ R_s v (36) pri ν → ∞. PodstavlØØ sootvetstvu¸wiæ qlen asimptotiki v vyraßenie (34), naædem nußnoe slagaemoe v asimptotike U_ν (ω, ω_0) (ν → i∞) i, tem samym, glavnu¸ qast~ Φ(α, ω, ω_0) v okrestnosti α_s.

Vvedem oboznaqenie η = sin ζ, 0 6 Re ζ 6 π/2. PrinimaØ vo vnimanie svoæstva R(ν), moßem utverßdat~, qto r(α) regulØrna v polose |Re α| 6 θ_1 i |r(α)| 6 Ce^{−a|Im α|}, |Im α| → ∞, a > 1. Preobrazuem po Fur~e uravnenie (35), posle fflementarnyh preobrazovaniæ poluqim [4] r(α) = sin ζ(V (α) + V_1(α) + V_2(α)) − T_i(α) sin α + sin ζ

, (39) gde V (α) = 1 i ∫ iR^{(w(ν) + itg(νb))R(ν)eiναdν, b > 2π,} V_1(α) = 1 i ∫ iR^{(sign(iν) − itg(νb))R(ν)eiναdν,} V_2(α) = 1 i ∫ (1 − sign(iν))R(ν)e^{iνα}dν i T_i(α) preobrazovanie Fur~e ot G_i(ν).

Esli opisat~ analitiqeskoe prodolßenie pravoæ qasti v (39) v okrestnost~ toqki α = α_s, α_s = π + ζ, to legko vyqislit~ glavnu¸ qast~ r(α) v okrestnosti pol¸sa α_s. FunkciØ T_i(α) zadaetsØ Øvnymi vyraßeniØmi i regulØrnost~ ee prodolßeniØ v okrestnost~ α_s moßet byt~ prodemonstrirovana. V_1(α) regulØrna v polose |Re α| < 2b i, znaqit, v okrestnosti α_s. V_2(α) imeet vid

V_2(α) = 2 i i∞∫ 0 R(ν)e^{iνα}dν, sledovatel~no, regulØrna pri Re α > 0. Naibolee soderßatel~- nym ØvlØetsØ prodolßenie V (α) v okrestnost~ α = α_s. Ispol~zuØ teoremu o preobrazovanii Fur~e ot svertki, imeem

V (α) = 1 2πi ∫ iR^{Hb(α − τ )r(τ )dτ, (40)}

O DIFRAKCII PLOSKO` VOLNY 211 gde H_b(α) = 1 i ∫ iR^{[w(τ ) + itg(bν)]eiναdα, Hb(α) = −Hb(−α).} ˚dro H_b(α) regulØrno v verhneæ poluploskosti α i nepreryvno na vewestvennoæ osi [4], krome toqek 2mθ_1 2mb, m = ±1, ±2, . . . . Spravedliva ocenka |H_b(α)| 6 Ce^{− π} jIm αj_{4θ1} , Im α → ∞. Moßno pokazat~, qto integral (40) prodolßaetsØ kak regulØrnaØ funkciØ v okrestnost~ α = α_s.

Iz predstavleniØ (39) poluqaem, qto glavnaØ qast~ r(α) v okrestnosti α = α_s = π + ζ imeet vid r(α) = D_s α − α_s + . . . , gde D_s = −tgζ[V (α_s) + V_1(α_s) + V_2(α_s)] + T_i(α_s)/ cos ζ.

PostoØnnaØ D_s neposredstvenno svØzana s kofffficientom vozbußdeniØ poverhnostnyh voln. Esli izvestno R(ν), kak rexenie integral~nogo uravneniØ, postoØnnaØ D_s, v principe, moßet byt~ vyqislena.

Oqevidno, qto r(α) = (−2) i i∞∫ 0 D_se^{iναs} cos(να)dν + · · · = D_s α − α_s + . . . . Tem samym, R_s(ν) = −D_se^{iν[π+ζ]} + . . . – starxee slagaemoe v asimptotike R_s(ν), ν → i∞ v (36). OstaetsØ podstavit~ ffto vyraßenie v (34) i, ispol~zuØ asimptotiku funkcii Leßandra, poluqit~, qto U_ν (ω, ω_0) ∼ −D_se^{iν[π+ζ]} P_{ν−1/2}(cos θ)

d_{θ1} P_{ν−1/2}(cos θ_1) = −D_s e^{iν[π+ζ+θ1−θ]} (−iν) + . . . , ν → i∞, α ∼ α_s. Predpoloßim, qto |Re α| < π+Re ζ +θ_1 −θ, togda iz predstavleniØ

212 M. A. L˚LINOV

(33) imeem v okrestnosti α = α_s

Φ(α, ω, ω_0) = 2 √ 2π i∞∫ 0 D_se^{iν[π+ζ+θ1−θ]} sin ναdν

= 2 √ 2πD_s α α^2 − α_{s,θ} + · · · = D_s √ 2π α − α_{s,θ} + . . . , (41)

gde α_{s,θ} = π + ζ + θ_1 − θ.

Predpoloßim teper~, qto Im ζ < 0, toqnee, qto pol¸sy ±α_{s,θ} zahvatyva¸tsØ konturom pri deformacii v γ^′. Togda, vospol~- zovavxis~ (41), primenØØ metod perevala v (32), poluqaem, v qastnosti, vyraßenie dlØ poverhnostnoæ volny v asimptotike dal~nego polØ

U_s(kr, ω, ω_0) = 2 √ 2πD_s e^{ikr cos(z+θ1−θ)} √ −ikr . (42)

vyraßenie dlØ poverhnostnoæ volny perepisyvaetsØ v vide

U_s = 2 √ 2πD_s e^{ikr cos(Re ζ+θ1−θ)ch(Im ζ)} √ −ikr × × e^{kr sin(Re ζ+θ1−θ)sh(Im ζ)}. Oqevidno, qto poverhnostnaØ volna rasprostranØetsØ vdol~ C, zatuhaØ po r, kak 1/ √ kr, esli Re ζ = 0, Im ζ < 0. Vne poverhnosti C volna ubyvaet ffksponencial~no. Pri nesimmetriqnom padenii ploskoæ volny na konus (θ_0 > 0) poverhnostnye volny zavisØt i ot koordinaty φ. Sootvetstvu¸wie vyqisleniØ ne vyzyva¸t zatrudneniæ.

5. ˚vlenie VeælØ−van-der-PolØ

Rassmotrim sluqaæ malogo otnositel~nogo impedansa η =

sin ζ ∼ 0, ζ ∼ 0. V fftom sluqae ±α_s, pol¸sy Φ(α, ω, ω_0) raspo-

laga¸tsØ v okrestnosti pereval~nyh toqek ±π. Bolee toqno, my predpoloßim, qto |ζ + θ_1 − θ| ≪ 1, sledovatel~no, α_{s,θ} = π + ζ + θ_1 − θ nahoditsØ v okrestnosti sedlovoæ toqki +π. V fftoæ okrestnosti ispol~zuem approksimaci¸ (s pogrexnost~¸ O(1/ √ kr)) cos α = −1 + (α − π)^2/2 + . . .

O DIFRAKCII PLOSKO` VOLNY 213

i prointegriruem po otrezku na γ^′_+ v okrestnosti +π U (kr, ω, ω_0) ∼= 2e^{ikr} √ −ikr D_s 2πi π−ae3^{πi/}4 ∫ π+ae3^{πi/}4 e^{−ikr(α−π)2/2} α − α_{s,θ} dα, a > 0. Vvedem novu¸ peremennu¸ τ = α − π i zamenim kontur integrirovaniØ na L = (e^{3πi/4}∞, −e^{3πi/4}∞), qto vnosit ffksponencial~no malu¸ pogrexnost~ pri kr → ∞. Takim obrazom, poluqaem U (kr, ω, ω_0) ∼= e^{ikr} √ −ikr D_s πi ∫ L e^{−ikrτ2/2} τ − E(ζ, θ) dτ,

E(ζ, θ) = ζ + θ_1 − θ, ili U (kr; ω, ω_0) ∼= e^{ikr} √ −ikr D_s πi ∞∫ −∞ e^{−krt2/2}dt t − e^{iπ/4}E . (43)

Integral v (43) legko vyraßaetsØ qerez integral FrenelØ [19] ∞∫ −∞ exp(−krt^2/2) t − Ee^{iπ/4} dt = l^{−iE2kr/2}(1 − F (−e^{3πi/4}E √ kr/2)), gde F (x) =^2√_π ∫_x 0 e^{−t2} dt. Vvidu usloviØ |E| ≪ 1, front poverhnostnoæ volny na C blizok k frontu sferiqeskoæ volny ot verxiny konusa, blizki takße i skorosti ih rasprostraneniØ. V deæstvitel~nosti, nevozmoßno razdelit~ ffti volny vblizi konusa. S fiziqeskoæ toqki zreniØ proishodit interferenciØ voln v pograniqnom sloe |ζ + θ_1 − θ| = O(1/ √ kr), kr → ∞. (44) Pohoßee Øvlenie suwestvuet pri difrakcii voln on toqeqnogo istoqnika nad impedansnoæ ploskost~¸ [14]. Sootvetstvu¸- wee Øvlenie nazyva¸t Øvleniem VeælØ–van-der-PolØ. V naxem sluqae verxina konusa igraet rol~ virtual~nogo istoqnika i my nazyvaem vyraßenie (43) formuloæ VeælØ–van-der-PolØ.

Ewe odno zameqanie kasaetsØ vyqisleniØ kofffficienta D_s v usloviØh ØvleniØ VeælØ–Van-der-PolØ. V oblasti perehoda iz

214 M. A. L˚LINOV

pograniqnogo sloØ (44) pri uslovii √ krE = O((kr)^δ) (δ > 0 ma-

loe) integral (43) dolßen smykat~sØ s vyraßeniem dlØ sferiqeskoæ volny, rashodØweæsØ ot verxiny. V fftom sluqae diagramma rasseØniØ moßet byt~ vyqislena nezavisimo, s pomow~¸ summirovaniØ po Abel¸–Puassonu [2]. Moßno oßidat~, qto znaØ difrakcionnyæ kofffficient (diagrammu rasseØniØ) iz usloviØ sxivaniØ, v principe, moßno naæti D_s. Drugoæ sposob vyqisleniØ D_s osnovan na asimpotiqekom rexenii uravneniØ (35)

(η → 0) i ispol~zovanii vyraßeniØ dlØ D_s qerez R(ν).

Literatura

1. V. A. Borovikov, DifrakciØ na mnogougol~nikah i mnogogrannikah. — Nauka, Moskva, (1966).

2. V. M. Babich, D. B. Dement’ev, B. A. Samokish, V. P. Smyshlyaev, On evaluation of the diffraction coefficients for arbitrary “non-singular” directions of a smooth convex cone. — SIAM Appl. Math. 60 (2) (2000), 536–573.

3. D. S. Jones, Scattering by a cone. — Q. J. Mech. Appl. Math. 50 (1997), 499–523. 4. J.- M. L. Bernard, Methode analytique et transofrmees fonctionnelles pour la diffraction d’ondes par une singularite conique: equation integrale de noyau nonoscillant pour le cas d’impedance constante. — Rapport CEA-R-5764, Editions Dist-Saclay, CEA/Saclay (1997).

5. J. M. L. Bernard, M. A. Lyalinov, The leading asymptotic term for the scattering diagram in the problem of diffraction by a narrow circular impedance cone. — J. Phys. A, A32 (1999), L43–L48.

6. J. M. L. Bernard, M. A. Lyalinov, Spectral domain solution and asymptotics for the diffraction by an impedance cone. — IEEE Trans Anten. Propagat., AP-49, 12 (2001), 1633–1635.

7. L. B. Felsen, Plane wave scattering by small angle cones. — IRE Trans. Antennas

Propagat. 50 (1957), 121–129.

8. V. M. Babiq, O difrakcii vysokoqastotnoæ akustiqeskoæ volny na absol¸tno ßestkom konuse proizvol~nogo seqeniØ. — Prikl. Matem. i Mehan. 60 (1) (1996), 72–78.

9. J. M. L. Bernard, M. A. Lyalinov, Diffraction of scalar waves by a convex impedance cone of arbitrary cross-section. — Wave Motion 33 (2001), 155–181.

10. J. M. L. Bernard, M. A. Lyalinov, Electromagnetic scattering by an impedance cone. — Napravlena v peqat~ v IMA Journ. on Appl. Math. (2002).

11. Y. A. Antipov, Diffraction of a plane wave by a circular cone with an impedance boundary condition. — SIAM Journ. Appl. Math. 62 (4) (2002), 1122–1152.

12. J. M. L. Bernard, M. A. Lyalinov, On diffraction by an impedance cone of an arbitrary cross section: the far field in the penumbral zone. — Proc. of Intern. Workshop on Direct and Inverse Wave Scattering, Gebze, Turkey, Sept. 25–29 (2002), 73–82.

13. V. Kamotski and G. Lebeau, Diffraction by an elastic wedge with stress-free boundary: existence and uniqueness. — Napravlena v peqat~ v Proc. Royal. Soc. London.

O DIFRAKCII PLOSKO` VOLNY 215

14. V. A. Fok, Problemy difrakcii i rasprostraneniØ voln. — M. (1970). 15. I. M. Ryßik, I. S. Gradxteæn, Tablicy integralov, summ i proizvedeniæ. — GTTL., M.-L. (1951).

16. D. S. Jones, The theory of electromagnetizm. — Pergamon Press. London (1964). 17. G. D. Maliuzhinets, Excitation, reflection and emission of surface waves from a wedge with given face impedances. — Sov. Phys. Dokl. 3 (1958), 752–755.

18. A. A. Tußilin, K teorii neodnorodnyh funkcional~nyh uravneniæ Mal¸- ßinca. — Differencial~nye uravneniØ 9 (11) (1973), 2058–2064.

19. M. V. Fedor¸k, Asimptotika: integraly i rØdy. — Moskva, Nauka (1987).

Lyalinov M. A. On diffraction of a plane wave by an impedance cone. Some questions on substantiation of the solution in the diffraction problem by an impedance cone are discussed. The surface waves as well as the Weyl–van-der-Pol phenomenon are studied in the zone illuminated by the reflected rays.

Postupilo 23 dekabrØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet E-mail: lyalinov@mph.phys.spbu.ru