Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 297, 2003 g.

M. I. Belixev

O SV˚ZI DANNYH DINAMIQESKIH I SPEKTRAL^NYH OBRATNYH ZADAQ 0. Vvedenie 0.1. O rabote. Kak izvestno, graniqnye spektral~nye dannye

kompaktnogo Rimanova mnogoobraziØ s kraem opredelØ¸t ego dinamiqeskie graniqnye dannye (operator reakcii volnovogo uravneniØ), otveqa¸wie l¸bomu promeßutku vremeni [0, T ]: operator reakcii predstavlØetsØ v vide rØda po spektral~nym dannym.

Obratnoe verno v sledu¸wem smysle: operator reakcii opredelØet mnogoobrazie [5], [2], a s nim i spektral~nye dannye. DlØ nahoßdeniØ poslednih moßno vosstanovit~ mnogoobrazie, a, zatem, rexit~ na nœm (prØmu¸) graniqnu¸ spektral~nu¸ zadaqu. Takoæ sposob, oqevidno, maloffffektiven i voznikaet vopros: moßno li izvleq~ spektral~nye dannye iz operatora reakcii, ne rexaØ obratnoæ zadaqi (ne vosstanavlivaØ mnogoobraziØ)?

Poloßitel~nyæ otvet dan v rabote [4]. PredloßennaØ v neæ shema takova:

1) po operatoru reakcii stroitsØ kanoniqeskaØ model~ ishodnoæ dinamiqeskoæ sistemy i nahoditsØ samosoprØßennyæ operator, opredelØ¸wiæ svobodnu¸ ffvol¸ci¸ modeli;

2) provoditsØ spektral~nyæ analiz fftogo operatora; 3) po ego spektru i sobstvennym fflementam, vo vnexnem prostranstve (obwem dlØ sistemy i modeli) vosstanavliva¸tsØ spektral~nye dannye.

TakaØ shema pozvolØet izbeßat~ rexeniØ obratnoæ zadaqi; odnako, eœ konstruktivnost~ ostaœtsØ problematiqnoæ.

V nastoØweæ stat~e, kombiniruØ metody rabot [1], [4], my predlagaem proceduru izvleqeniØ spektral~nyh dannyh iz operatora reakcii, kotoraØ suwestvenno prowe shemy 1)–3). �ta procedura ØvlØetsØ “prØmoæ”, – ona provoditsØ vo vnexnem prostranstve i ne trebuet postroeniØ modeli, i konstruktivnoæ, –

Podderßano grantom RFFI No. 02-01-00260. 30

O SV˚ZI DANNYH DINAMIQESKIH 31 v eœ osnove leßit variacionnyæ princip, dopuska¸wiæ qislennu¸ realizaci¸.

V p.p. 0.2–0.4 my opredelØem ob¨ekty, figuriru¸wie v opisanii rezul~tatov raboty.

0.2. Mnogoobrazie. Pust~ (Ω, g) est~ gladkoe^1 n-mernoe kom-

paktnoe rimanovo mnogoobrazie s kraem Γ ; g-metriqeskiæ tenzor. Vvedem funkci¸ rasstoØniØ (ffækonal) τ (x) := dist (x, Γ), x ∈ Ω i oboznaqim T_∗ := max_Ω τ (·).

�ækonal opredelØet semeæstvo podmnogoobraziæ Ω^ξ := {x ∈ Ω| τ (x) < ξ}, ξ > 0 i giperpoverhnosteæ (ffkvidistant kraØ) Γ^ξ := {x ∈ Ω| τ (x) = ξ}, ξ > 0. Nesloßno pokazat~, qto Ω^ξ udovletvorØet uslovi¸ konusa pri l¸bom ξ. Otmetim ravenstvo T_∗ = inf {ξ > 0| Ω^ξ = Ω}.

Qerez ∇_g i Δ_g my oboznaqaem operatory gradienta i Bel~trami–Laplasa na Ω . Vs¸du niße ν = ν(γ), γ ∈ Γ -vnexnØØ normal~.

0.3. Spektral~nye dannye. Rassmotrim semeæstvo graniqnyh

zadaq −Δ_gφ = λφ v int Ω^T ; (0.1) ∂φ ∂ν = 0 na Γ; (0.2)

φ = 0 na Γ^T , (0.3) (int -vnutrennost~, T > 0 — parametr); pust~ {λ^T_k }^∞_{k=1} : 0 ≤ λ^T_1 < λ^T_2 ≤ . . . est~ spektr, a {φ^T_k }^∞_{k=1} — sootvetstvu¸wie sobstvennye funkcii, obrazu¸wie ortonormirovannyæ bazis prostranstva L_2(Ω^T ).

1vs¸du v rabote “gladkiæ” oznaqaet “C1-gladkiæ”.

32 M. I. BELIXEV

Nabor {λ^T_k ; φ^T_k |_Γ }^∞_{k=1} sostavlØet spektral~nye dannye podmnogoobraziØ (Ω^T , g); podqœrkivaØ zavisimost~ ot parametra, my nazyvaem ffti dannye tekuwimi. Pri T > T_∗ uslovie (0.3) otsutstvuet, vypolnØetsØ ravenstvo Ω^T = Ω i tekuwie dannye perehodØt v dannye {λ_k; φ_k |_Γ }^∞_{k=1} vsego mnogoobraziØ (Ω, g).

0.4. Dinamiqeskie dannye. Rassmotrim dinamiqesku¸ siste-

mu s graniqnym upravleniem Neæmana

u_{tt} − Δ_gu = 0 v Q^T ; (0.4)

u|_{t=0} = u_t|_{t=0} = 0 v Ω ; (0.5) ∂u ∂ν = f na Σ^T , (0.6)

v kotoroæ Q^T := int Ω×(0, T ), Σ^T := Γ×[0, T ], u = u^f (x, t) — rexenie. S sistemoæ associirovan operator reakcii R^T : L_2(Σ^T ) → L_2(Σ^T ), R^T f := u^f |_ΣT .

Oboznaqim P^{2T} := {(x, t)| x ∈ int Ω^T , 0 < t < 2T − τ (x)}. V silu giperboliqnosti volnovogo uravneniØ (0.4) (koneqnosti oblasti vliØniØ), zadaqa

u_{tt} − Δ_gu = 0 v P^{2T} ; (0.7)

u = 0 pri t < τ (x) ; (0.8) ∂u ∂ν = f na Σ^{2T} (0.9)

okazyvaetsØ korrektno postavlennoæ^2; pust~ u = u^f (x, t) est~ eœ rexenie. S fftoæ zadaqeæ svØßem operator R^{2T} : L_2(Σ^{2T} ) → L_2(Σ^{2T} ), R^{2T} f := u^f |_Σ2T , kotoryæ nazovœm prodolßennym operatorom reakcii ishodnoæ sistemy (0.4)–(0.6).

Po giperboliqnosti, rexenie zadaqi (0.7)–(0.9), a s nim i operator R^{2T} , opredelØ¸tsØ podmnogoobraziem (Ω^T , g). V svo¸ oqered~, operator R^{2T} opredelØet (Ω^T , g) s toqnost~¸ do izometrii [5], [2].

2zadaqa (0.7)–(0.8) ØvlØetsØ maksimal~nym estestvennym rasxireniem zadaqi (0.4)–(0.6), ne trebu¸wim postanovki dopolnitel~nogo kraevogo usloviØ na ΓT .

O SV˚ZI DANNYH DINAMIQESKIH 33

0.5. Rezul~taty. Osnovnoe soderßanie raboty sostavlØet pro-

cedura, pozvolØ¸waØ pri l¸bom T > 0 nahodit~ tekuwie spektral~nye dannye {λ^T_k ; φ^T_k |_Γ}^∞_{k=1} po zadannomu operatoru R^{2T} . Procedura osnovana na variacionnom principe.

V kaqestve priloßeniØ, rexaetsØ zadaqa o prodolßenii operatora R^{2T} s Γ × [0, 2T ] na Γ × [0, ∞): po nemu vosstanavlivaetsØ operator reakcii sistemy (0.6)–(0.8) s final~nym momentom t = ∞ i dopolnitel~nym graniqnym usloviem u|_ΓT_{×[0,∞)} = 0.

1. Dinamiqeskie sistemy 1.1. Sistema α^T . Simvolom α^T my oboznaqaem sistemu (0.4)–

(0.6); zdes~ ona snabßaetsØ standartnymi atributami teorii upravleniØ,-prostranstvami i operatorami. Vse prostranstva vewestvenny.

Prostranstvo upravleniæ F^T := L_2(Σ^T ) (s meroæ dΓdt) nazyvaetsØ vnexnim prostranstvom sistemy α^T . V nœm vydelim lineal gladkih upravleniæ

M^T := {f ∈ C^∞(Σ^T )| supp f ⊂ Γ × (0, T ]}

(upravleniØ iz M^T annuliru¸tsØ vblizi Γ × {t = 0}). Pri f ∈ M^T zadaqa (0.4)–(0.6) imeet edinstvennoe klassiqeskoe rexenie u^f , gladkoe v Q̄^T . Po giperboliqnosti imeem

supp u^f (·, t) ⊂ Ω^t, 0 ≤ t ≤ T ; (1.1)

esli T^T_{T −τ} : F^T → F^T , (T^T_{T −τ} f)(·, t) := { 0, 0 ≤ t ≤ T − τ ; f(t − (T − τ )), T − τ < t ≤ T ; est~ operator zapazdyvaniØ, to, po stacionarnosti sistemy (nezavisimosti Ω, g ot vremeni) imeem u^{T TT −τ f} (·, T ) = u^f (·, τ ); u^{ftt} (·, T ) = u^f_{tt}(·, T ) =< sm. (0.4) > = Δ_gu^f (·, T ). (1.2)

Kak pokazano v rabote [7] otobraßenie f → u^f nepreryvno iz F^T v C([0, T ]; H^s(Ω)) s l¸bym s <^3_5 (H^s(...)-klassy Soboleva). V silu fftogo, ono rasxirØetsØ po nepreryvnosti s M^T na vsœ

34 M. I. BELIXEV F^T ; obrazy fftogo rasxireniØ sut~ obobwœnnye rexeniØ zadaqi (0.4)–(0.6).

Prostranstvo H^T := L_2(Ω^T ) est~ vnutrennee prostranstvo sistemy α^T ; sostoØniØ u^f (·, t) sut~ ego fflementy (sm. (1.1)).

Sootvetstvie “vhod → sostoØnie” opisyvaetsØ operatorom upravleniØ W^T : F^T → H^T ,

W^T f := u^f (·, T ).

V silu upominavxegosØ vyxe rezul~tata [7], fftot operator nepreryven.

Sootvetstvie “vhod → vyhod” v sisteme α^T realizuet operator reakcii R^T : F^T → F^T ,

R^T f := u^f |_ΣT .

On nepreryven; bolee togo, R^T deæstvuet nepreryvno iz F^T v H^s(Σ^T ) ⋂ C([0, T ]; H^r(Γ)) s s <^1_5 i r <^1_{10} (sm. [7]), iz qego sleduet ego kompaktnost~. Po stacionarnosti sistemy, R^T kommutiruet s T^T_{T −τ} .

1.2. Sistema α^T_∗ . Oboznaqim N^T := {(x, t)| x ∈ Ω^T , τ (x) < t < T };

sistema α^T_∗ vida v_{tt} − Δ_gv = 0 v N^T ; (1.3)

v|_{t=T} = 0, v_t|_{t=T} = y v Ω^T ; (1.4) ∂v ∂ν = 0 na Σ^T ; (1.5)

nazyvaetsØ dvoæstvennoæ k sisteme α^T . Pri y ∈ C^∞_0 (int Ω^T ) zadaqa (1.3)–(1.5) imeet edinstvennoe klassiqeskoe rexenie v = v^y (x, t), gladkoe v N̄^T . Otobraßenie y → v^y nepreryvno iz H^T v H^1(N^T ); v dal~neæxem my predpolagaem ego rasxirennym na vsœ H^T i rassmatrivaem obrazy rasxireniØ kak obobwœnnye rexeniØ. DlØ poslednih korrektno opredelœn sled v^y|_ΣT ∈ F^T .

Sledu¸wiæ rezul~tat proØsnØet harakter dvoæstvennosti sistem α^T i α^T_∗ .

Lemma 1. DlØ f ∈ F^T i y ∈ H^T spravedlivo sootnoxenie

(u^f (·, T ), y)_HT = −(f, v^y |_ΣT )_F T . (1.6)

O SV˚ZI DANNYH DINAMIQESKIH 35

◁ Vyberem f ∈ M^T i y ∈ C^∞_0 ( ∫ Ω^T ) , tak qto rexeniØ u^f i v^y sut~ klassiqeskie. V privodimoæ niße vykladke, pri integrirovanii po qastØm v Ω^T , integraly po Γ^T annuliru¸tsØ v silu (1.1):

0 = ∫ N^T dΩdt [u^f_{tt} − Δ_gu^f ]v^y = ∫ Ω^T dΩ_x T∫ τ(x) dt u^f_{tt}v^y

− T∫ 0 dt ∫ Ω^t

dΩ Δ_gu^f v^y = ∫ Ω^T

dΩ_x [u^f_t v^y − u^f v^y_t ]|^{t=T}_{t=τ(x)}

− T∫ 0 dt ∫ Γ dΓ [ ∂u^f ∂ν v^y − u^f ∂v^y ∂ν ] + ∫ N^T dΩdt u^f [v^y_{tt} − Δ_gv^y ]

= − ∫ Ω^T dΩ u^f (·, T )y − ∫ Σ^T dΓdt f v^y , qto vedœt k (1.6).

V silu plotnosti vloßeniæ M^T ⊂ F^T i C^∞_0 (int Ω^T ) ⊂ H^T , sootnoxenie (1.6) spravedlivo dlØ vseh f ∈ F^T i y ∈ H^T . ▷ ZapisyvaØ (1.6) v vide

(W^T f, y)_HT = (f, −v^y |_ΣT )_F T ,

poluqaem:

(W^T )^∗ y = −v^y |_ΣT . (1.7)

1.3. Spektral~noe predstavlenie. Zdes~ my rassmotrim raz-

loßeniØ rexeniæ u^f i v^y po sobstvennym funkciØm zadaqi (0.1)– (0.3). V svØzi s tem, qto poverhnost~ Γ^T , voobwe govorØ, ne ØvlØetsØ gladkoæ, utoqnim, qto ponimaetsØ pod rexeniØmi fftoæ zadaqi. Rassmotrim lineal {y ∈ C^∞(Ω^T )|^{∂y}_{∂ν} = 0 na Γ, supp y ⊂ Ω^T } ⊂ H^T , fflementy kotorogo annuliru¸tsØ vblizi Γ^T . Na fftom lineale operator −Δ_g simmetriqen i poluograniqen (poloßitelen); pust~ −Δ^T_g est~ ego rasxirenie po Fridrihsu. Pod rexeniØmi zadaqi (0.1)–(0.3) my ponimaem sobstvennye funkcii operatora −Δ^T_g . Vvedœm prostranstvo

H^T_1 := clos_H1_{(Ω)}{y ∈ C^∞(Ω^T )| supp y ⊂ Ω^T }

36 M. I. BELIXEV s normoæ ||y||^2_HT_1 = ∫ Ω^T

dΩ [|∇_gy|^2 + y^2]

i otmetim kompaktnost~ vloßeniØ H^T_1 ⊂ H^T (sm. [8], Teorema 1.6.3(1)). Sobstvennye funkcii {φ^T_k }^∞_{k=1} sut~ fflementy H^T_1 , gladkie v Ω^T i udovletvorØ¸wie uslovi¸ Neæmana na Γ v klassiqeskom smysle. Napomnim, qto oni obrazu¸t ortonormirovannyæ bazis prostranstva H^T i otmetim, qto {φ^T_k }^∞_{k=1} est~ ortogonal~- nyæ bazis v H^T_1 .

Rassmotrim vspomogatel~nu¸ sistemu α^{T,∞}_∗ :

v_{tt} − Δ_gv = 0 v int Ω^T × R ; (1.8)

v|_{t=T} = 0, v_t|_{t=T} = y v Ω^T ; (1.9) ∂v ∂ν = 0 na Γ × R; v = 0 na Γ^T × R ; (1.10)

s y ∈ H^T . Eœ rexenie v = v^y(x, t) klassa H^1_{loc} (Ω^T × R), opredelØemoe adekvatnym integral~nym toßdestvom, popadaet v klass

C(R; H^T_1 ) i imeet izvestnoe spektral~noe predstavlenie v^y(·, t) = ∞∑ k=1 sin √ λ^T_k (t − T ) √ λ^T_k (y, φ^T_k )_HT φ^T_k . (1.11)

Otmetim sledu¸wee: esli y v (1.9) i v (1.4) odno i to ße, to rexeniØ zadaq (1.8)–(1.10) i (1.3)–(1.5) sovpada¸t v N^T po giperboliqnosti. V fftom smysle sistemu α^T_∗ moßno sqitat~ podsistemoæ α^{T,∞}_∗ . PolagaØ v (1.9) y = φ^T_k , imeem v^{φTk} (·, t) = sin √ λ^T_k (t − T ) √ λ^T_k φ^T_k . (1.12)

OboznaqaØ s^T_k (·, t) := − sin √ λ^T_k (T − t) √ λ^T_k φ^T_k |_Γ,

soglasno (1.7) i (1.12), poluqaem:

(W^T )^∗φ^T_k = s^T_k . (1.13)

O SV˚ZI DANNYH DINAMIQESKIH 37 Pereædœm k spektral~nomu predstavleni¸ rexeniØ sistemy α^T . DlØ f ∈ M^T imeem: u^f (·, t) = ∞∑ k=1 (u^f (·, t), φ^T_k )_HT φ^T_k =< sm. (1.2) >

= ∞∑ k=1 (W^T T^T_{T −t}f, φ^T_k )_HT φ^T_k =< sm. (1.13) >

= ∞∑ k=1 (T^T_{T −t}f, s^T_k )_F T φ^T_k , 0 ≤ t ≤ T ; po nepreryvnosti W^T ffto predstavlenie rasprostranØetsØ na vse f ∈ F^T .

Lemma 2. Esli f ∈ F^T takovo, qto u^f ∈ C([0, T ]; H^T_1 ) , to spra-

vedlivo predstavlenie (R^T f)(·, t) = ∞∑ k=1 (T^T_{T −t}f, s^T_k )_F T φ_k|_Γ, (1.14)

v vide rØda, shodØwegosØ v C([0, T ]; H^{1/2}(Γ)).

◁ Poskol~ku u^f (·, t) ∈ H^T_1 , a rØd u^f (·, t) = ∞∑ k=1 (T^T_{T −t}f, s^T_k )_F T φ^T_k ortogonalen v H^T_1 , to on shoditsØ k u^f (·, t) v H^T_1 . PerehodØ v fftom predstavlenii k sledam na Γ, legko poluqaem utverßdenie lemmy. ▷

1.4. UpravlØemost~. Kak i vsØkiæ variant BC-metoda, nasto-

Øwiæ ispol~zuet upravlØemost~ sistemy α^T . V naxem sluqae req~ idœt o priblißennoæ upravlØemosti v H^T_1 . Oboznaqim M^T_0 := {f ∈ M^T | f(·, T ) = 0}. Lemma 3. Pri l¸bom T > 0 spravedlivo sootnoxenie

clos_HT_1 {u^f (·, T )| f ∈ M^T_0 } = H^T_1 . (1.15)

38 M. I. BELIXEV

◁ Pust~ h ∈ H^T_1 takovo, qto

(h, u^f (·, T ))_HT_1 = ∫ Ω^T

dΩ [∇_gh · ∇_gu^f (·, T ) + hu^f (·, T )] = 0; (1.16)

dlØ vseh f ∈ M^T_0 ; my pokaßem, qto h = 0.

IntegriruØ v (1.16) po qastØm s uqœtom sootnoxeniØ (1.1) i ravenstva ∂u^f ∂ν (·, T )|_Γ = f(·, T ) = 0,

imeem: 0 = ∫ Ω^T

dΩ h [−Δ_gu^f (·, T ) + u^f (·, T )] =< sm. (1.2) >

= ∫ Ω^T dΩ h [−u^{ftt} (·, T ) + u^f (·, T )] = ∫ Ω^T dΩ h u^{−ftt+f} (·, T ) =

=< sm. (1.6) >= ∫ Σ^T dΓdt v^h[f_{tt} − f],

gde v^h — rexenie zadaqi (1.8)–(1.10) s y = h. Iz poslednego, v silu proizvol~nosti f, legko zakl¸qaem: v^h|_ΣT = a(·)e^t + b(·)e^{−t} s nekotorymi a, b ∈ L_2(Γ); pervoe iz usloviæ (1.4) privodit k sootnoxeni¸ v^h|_ΣT = c(·) sh (t − T ) ; nakonec, v silu neqœtnosti v^h po vremeni otnositel~no t = T imeem:

v^h(·, t) = c(·) sh (t − T ) na Σ^{2T} (1.17)

s nekotorym c ∈ L_2(Γ).

Fiksiruem (maloe) ε > 0 i vyberem funkci¸ η = η(t) ∈ C^∞(R) so svoæstvami: supp η ⊂ [−1, 1], η(−t) = η(t), ∞∫ −∞ η(s) ds = 1;

O SV˚ZI DANNYH DINAMIQESKIH 39 oboznaqim

η_ε(t) := 1 ε η( t ε ) , α^ε_k := ε∫ −ε ds η_ε(s) cos √ λ^T_k s ,

β^ε := ε∫ −ε ds η_ε(s) ch s , h_ε := ∞∑ k=1 α^ε_k (h, φ^T_k )_HT φ^T_k .

Otmetim, qto, v silu bystrogo ubyvaniØ α^ε_k → 0 pri k → ∞ vypolneno vkl¸qenie h_ε ∈ Dom (−Δ^T_g )^n s l¸bym n > 0.

Ispol~zuØ spektral~noe predstavlenie (1.11), netrudno pokazat~, qto regulØrizaciØ

v^h_ε := v^h ∗ η_ε = ∞∑ k=1 sin √ λ^T_k (t − T ) √ λ^T_k α^ε_k(h, φ^T_k )_HT φ^T_k = v^{hε}

ØvlØetsØ gladkim v Ω^T ×R rexeniem zadaqi (1.8)–(1.10) s y = h_ε i udovletvorØet uslovi¸

v^{hε} (·, t) = β^εc(·) sh (t − T ) na Γ × (ε, 2T − ε), (1.18)

sledu¸wemu iz (1.17).

DifferenciruØ po vremeni i oboznaqaØ w^{hε} := v^{hε}_{tt} , netrudno poluqit~, qto w^{hε} est~ rexenie zadaqi (1.8)–(1.10) s y = Δ^T_g h_ε , udovletvorØ¸wee uslovi¸

w^{hε} (·, t) = β^εc(·) sh (t − T ) na Γ × (ε, 2T − ε). (1.19)

Iz sovpadeniØ dannyh Koxi ∂v^{hε} ∂ν = ∂w^{hε} ∂ν = 0, v^{hε} =< sm. (1.18), (1.19) > = w^{hε} na Γ × (ε, 2T − ε), v silu izvestnoæ teoremy edinstvennosti Hol~mgrena–`ona– Tataru (sm. [2], [9]), sleduet sovpadenie rexeniæ v oblasti vli- ØniØ dannyh: w^{hε} = v^{hε} v {(x, t) | x ∈ Ω^T , τ (x) + ε ≤ t ≤ 2T − τ (x) − ε}.

40 M. I. BELIXEV Iz poslednego, vzØv t = T , poluqaem Δ^T_g h_ε = w^{hε} (·, T ) = v^{hε} (·, T ) = h_ε v {x ∈ Ω^T | τ (x) ≤ T − ε}, to est~ Δ^T_g h_ε = h_ε v Ω^{T −ε}.

UstremlØØ ε → 0 i ispol~zuØ shodimost~ h_ε → h v H^T , bez truda poluqim h ∈ Dom(−Δ^T_g ) i −Δ^T_g h = −h. Poslednee sootnoxenie, v silu poloßitel~nosti −Δ^T_g , s neobhodimost~¸ vleqœt h = 0. ▷ 2. Izvleqenie spektral~nyh dannyh 2.1. Forma c^T . Operator C^T : F^T → F^T ,

C^T := (W^T )^∗W^T nazyvaetsØ svØzyva¸wim. VaßnaØ rol~ fftogo operatora v BCmetode opredelØetsØ sledu¸wim obstoØtel~stvom: on Øvno i prosto vyraßaetsØ qerez prodolßennyæ operator reakcii. Imenno, esli S^T : F^T → F^{2T} , (S^T f)(·, t) := { f(·, t), 0 ≤ t < T ; −f(·, 2T − t), T ≤ t ≤ 2T ; est~ operator neqœtnogo prodolßeniØ, a J^{2T} : F^{2T} → F^{2T} ,

(J^{2T} f)(·, t) := t∫ 0 f(·, s)ds, 0 ≤ t ≤ 2T — operator integrirovaniØ, to spravedlivo ravenstvo C^T = − 1 2 (S^T )^∗R^{2T} J^{2T} S^T (2.1) (sm. [2], [3]).

Pust~ c^T (f, g) := (C^T f, g)_HT est~ bilineænaØ forma svØzyva¸- wego operatora; iz opredeleniØ imeem:

c^T (f, g) = ((W^T )^∗W^T f, g)_F T = (u^f (·, T ), u^g(·, T ))_HT . (2.2) Esli pri fftom f ∈ M^T_0 i g ∈ M^T , to −c^T (f_{tt}, g) = ∫ Ω^T

dΩ ∇_gu^f (·, T ) · ∇_gu^g(·, T ). (2.3)

O SV˚ZI DANNYH DINAMIQESKIH 41 V samom dele,

−c^T (f_{tt}, g) =< sm. (2.2) >= − ∫ Ω^T dΩ u^{ftt} (·, T ) u^g(·, T )

=< sm. (1.2) >= − ∫ Ω^T dΩ Δ_gu^f (·, T ) u^g(·, T ), otkuda, integriruØ po qastØm s uqœtom sootnoxeniæ^{∂uf}_{∂ν} (·, T ) = f(·, T ) = 0 i (1.1), poluqaem (2.3).

Ustanovim vspomogatel~noe predloßenie. Skaßem, qto posledovatel~nost~ {f_p}^∞_{p=1} ⊂ F^T c^T -fundamental~na, esli po l¸bomu ε > 0 moßno ukazat~ N (ε) takoe, qto c^T (f_p−f_q , f_p−f_q ) < ε^2 dlØ vseh q, p > N (ε). Srazu otmetim, qto esli {f_p}^∞_{p=1} c^T -fundamental~na, to, soglasno (2.2), posledovatel~nost~ {u^{fp} (·, T )}^∞_{p=1} fundamental~na (i, sledovatel~no, shoditsØ) v H^T .

Lemma 4. Esli posledovatel~nost~ {fp}^∞_{p=1} ⊂ M^T_0 takova, qto

c^T (f_p, f_p) − c^T ((f_p)_{tt}, f_p) ≤ const , to iz neœ moßno izvleq~ c^T - fundamental~nu¸ podposledovatel~nost~.

◁ DlØ f ∈ M^T_0 , v silu (2.2), (2.3) imeem: c^T (f, f)−c^T (f_{tt}, f) = ∫ Ω^T

dΩ {[u^f (·, T )]^2 +|∇_gu^f (·, T )|^2} = ||u^f (·, T )||^2_HT_1 .

Ots¸da i iz usloviæ lemmy sleduet, qto posledovatel~nost~ {u^{fp} (·, T )}^∞_{p=1} ograniqena v H^T_1 . Po kompaktnosti vloßeniØ H^T_1 ⊂ H^T , iz neœ izvlekaetsØ podposledovatel~nost~ {u^{fpj} (·, T )}^∞_{j=1}, fundamental~naØ v norme H^T . V silu (2.2), sootvetstvu¸wie {f_{pj} }^∞_{j=1} obrazu¸t c^T -fundamental~nu¸ podposledovatel~nost~. ▷ 2.2. Variacionnyæ princip. Sobstvennye znaqeniØ i sob-

stvennye funkcii zadaqi (0.1)–(0.3) mogut byt~ naædeny s pomow~¸ izvestnogo variacionnogo principa (sm., naprimer, [6]):

λ^T_k = min y∈H^T1 ; ||y||2_{HT} =1; (y,φ^T_j )_{HT} =0, j=1,2,...k−1

∫ Ω^T

dΩ |∇_gy|^2 (2.4)

(pri k = 1 usloviØ ortogonal~nosti otsutstvu¸t).

42 M. I. BELIXEV

Lemma 5. Spravedlivo predstavlenie

λ^T_k = inf f∈M^T0 ; c^T (f,f)=1; (f,s^T_j )_{FT} =0, j=1,2,...k−1 −c^T (f_{tt}, f) . (2.5)

◁ V silu (1.15), poisk minimuma na podmnoßestve H^T_1 v (2.4) moßno zamenit~ na poisk toqnoæ nißneæ grani na sootvetstvu¸- wem podmnoßestve plotnogo lineala {u^f (·, T )| f ∈ M^T_0 }, qto pozvolØet zapisat~ pravu¸ qast~ (2.4) v vide inf f∈M^T0 ; ||u^f (·,T )||2_{HT} =1; (u^f (·,T ),φ^T_j )_{HT} =0,j=1,2,...k−1

∫ Ω^T dΩ |∇_gu^f (·, T )|^2.

Soglasno (2.3), minimiziruemaØ veliqina est~ −c^T (f_{tt}, f); uslovie normirovki imeet vid:

1 = ||u^f (·, T )||^2_HT =< sm. (2.2) >= c^T (f, f),

a uslovie ortogonal~nosti zapisyvaetsØ v vide

0 = (u^f (·, T ), φ^T_j )_HT = (W^T f, φ^T_j )_HT =< sm.(1.7), (1.12) >= (f, s^T_k )_F T ,

qto i privodit k (2.5). ▷

Pust~ {f^{(k)}p }^∞_{p=1} est~ minimiziru¸waØ posledovatel~nost~ v (2.5), tak qto − lim_{p→∞} c^T ((f^{(k)}_p )_{tt}, f^{(k)}_p ) = λ^T_k .

Soglasno Lemme 4, fftu posledovatel~nost~ moßno sqitat~ c^T - fundamental~noæ. Sledovatel~no, posledovatel~nost~ {u^{f (k)p} (·, T )}^∞_{p=1} minimiziruet pravu¸ qast~ (2.4) i shoditsØ v H^T ; pofftomu lim_{p→∞} u^{f (k)p} (·, T ) =: φ^T_k

est~ sobstvennaØ funkciØ zadaqi (0.1)–(0.3). Iz poslednego ime- em: lim_{p→∞} C^T f^{(k)}_p = lim_{p→∞}(W^T )^∗W^T f^{(k)}_p = (W^T )^∗ lim_{p→∞} u^{f (k)p} (·, T )

= (W^T )^∗φ^T_k =< sm. (1.13) >= s^T_k ,

O SV˚ZI DANNYH DINAMIQESKIH 43 otkuda, vspominaØ opredelenie s^T_k , nahodim −[ ∂ ∂t lim_{p→∞} C^T f^{(k)}_p ]|_{t=T} = φ^T_k |_Γ. (2.6)

PredstavleniØ (2.5), (2.6) pozvolØ¸t vosstanovit~ tekuwie spektral~nye dannye po prodolßennomu operatoru reakcii.

Xag 0. Po zadannomu R^{2T} naædœm, soglasno (2.1), operator C^T i ego bilineænu¸ formu c^T .

Xag 1. Podobrav c^T -fundamental~nu¸ posledovatel~nost~ {f^{(1)}p }^∞_{p=1} , minimiziru¸wu¸ pravu¸ qast~ (2.5) (pri k = 1), opredelim λ^T_1 i naædœm φ^T_1 |_Γ po (2.6).

.................................................................................................

ProdolßaØ fftu proceduru, vosstanovim vse {λ^T_k ; φ^T_k |_Γ}^∞_{k=1}.

3. PriloßeniØ 3.1. Sistema α^{T,∞}. Rassmotrim sistemu

u_{tt} − Δ_gu = 0 v int Ω^T × (0, ∞); (3.1)

u|_{t=0} = u_t|_{t=0} = 0 v Ω^T ; (3.2) ∂u ∂ν = f na Γ × [0, ∞) ; (3.3)

u = 0 na Γ^T × [0, ∞) (3.4) s upravleniem f ∈ M^∞ := {f ∈ C^∞(Γ×[0, ∞))| supp f ⊂ Γ×(0, ∞)}, annuliru¸wimsØ vblizi Γ × {t = 0}. V svØzi s tem, qto poverhnost~ Γ^T moßet ne byt~ gladkoæ, neobhodimo utoqnit~, qto ponimaetsØ pod rexeniem. S fftoæ cel~¸ rassmotrim vspomogatel~- nu¸ sistemu

w_{tt} − Δ_gw = 0 v int Ω^T × (τ, ∞) ; (3.5)

w|_{t=τ} = a , w_t|_{t=τ} = b v Ω^T ; (3.6) ∂w ∂ν = 0 na Γ × [τ, ∞) ; (3.7)

w = 0 na Γ^T × [τ, ∞) (3.8)

44 M. I. BELIXEV (τ ∈ R - parametr), rexenie kotoroæ w = w^{a,b}(x, t) opredelim rØdom: E^{t,1}_τ {a, b} = w^{a,b}(·, t) := = ∞∑ k=1 [ (a, φ^T_k )_HT cos √ λ^T_k (t − τ ) + (b, φ^T_k )_HT sin √ λ^T_k (t − τ ) √ λ^T_k ] , gde E^t_τ : {a, b} → {w^{a,b}(·, t), w^{a,b}_t (·, t)} — operator ffvol¸cii, a E^{t,1}_τ {a, b} — pervaØ komponenta polnogo sostoØniØ. Pri a ∈ H^T_1 i b ∈ H^T legko imeem w^{a,b} ∈ C([0, ∞); H^T_1 ). Rexenie u = u^f (x, t) zadaqi (3.1)–(3.4) budet opredeleno niße, qerez rexenie w^{a,b}.

Fiksiruem poloßitel~noe T_0 < T i vyberem (maloe) δ > 0. Rassmotrim sistemu otrezkov I_j := [α_j, β_j] , j = 0, 1, ... : α_0 = 0 , β_j = α_j + T_0 , α_j = β_{j−1} − δ. �ta sistema pokryvaet poluos~: ∞⋃ j=0 I_j = [0, ∞) ; pust~ {χ_j(·)}^∞_{j=0} est~ razloßenie edinicy, podqi-

nœnnoe fftomu pokryti¸: supp χ_j ⊂ I_j ,^∞ ∑ j=0 χ_j (t) = 1 , t ∈ [0, ∞).

DlØ f iz (3.3) oboznaqim f_0(·, t) := χ_0(t)f(·, t) i otmetim, qto f_0|_{t≥T0} = 0. Pri vremenah 0 ≤ t ≤ T_0 korrektno opredeleno klassiqeskoe rexenie u^{f0} zadaqi (0.4)–(0.6); pri t > T_0 upravlenie f_0 annuliruetsØ i dal~neæxaØ ffvol¸ciØ sistemy opisyvaetsØ svobodnoæ dinamikoæ s dannymi Koxi {u^{f0} (·, T_0), u^{f0}_t (·, T_0)}. V sootvetstvii so skazannym, my opredelØem rexenie zadaqi (3.1)– (3.4) s upravleniem f_0 sledu¸wim obrazom:

u^f_0 (·, t) :=

{ u_{f0} (·, t), 0 ≤ t < T_0 ;

E^{t,1}_{T0} {u^{f0} (·, T_0), u^{f0}_t (·, T_0)} , T_0 ≤ t < ∞.

ProdolßaØ analogiqno, opredelim upravleniØ f_j(·, t) := χ_j (t + α_j)f(·, t + α_j) , 0 ≤ t ≤ T_0 , j = 1, 2, ... i, zatem, rexeniØ zadaqi (3.1)–(3.4) s upravleniØmi χ_j f:

u^f_j (·, t) :=

0 , 0 ≤ t < α_j ; u^{fj} (·, t − α_j), α_j ≤ t < β_j ; E^{t,1}_{βj} {u^{fj} (·, T_0), u^{fj}_t (·, T_0)} , β_j ≤ t < ∞.

O SV˚ZI DANNYH DINAMIQESKIH 45 Nakonec, opredelim (polnoe) rexenie u = u^{f,T} (x, t) zadaqi (3.1)– (3.4): u^{f,T} (·, t) := ∞∑ j=0 u^f_j (·, t) i otmetim, qto pri l¸bom t ∈ [0, ∞) v fftom rØde otliqno ot nulØ lix~ koneqnoe qislo qlenov, poskol~ku supp u^f_j ⊂ Ω^T × [α_j, ∞) i α_j → ∞. V sluqae f ∈ F^∞ := L^{loc}_2 (Γ × [0, ∞)) obobwœnnoe rexenie u^{f,T} opredelØetsØ s pomow~¸ togo ße priœma, – razloßeniØ

f =^∞ ∑ j=0 χ_jf, qerez obobwœnnye rexeniØ u^{fj} zadaqi (0.4)–(0.6).

Ispol~zuØ nepreryvnost~ otobraßeniØ f → {u^f , u^f_t } iz F^T v C([0, T ]; H^s(Ω)) × C([0, T ]; H^{s−1}(Ω)) s s <^3_5 (sm. [7]), netrudno pokazat~, qto u^{f,T} ∈ C([0, ∞); H^T ).

Rexenie u^{f,T} s f ∈ F^∞ moßno predstavit~ v vide rØda Fur~e u^{f,T} (·, t) = ∞∑ k=1 c^f_k (t) φ^T_k ; (3.9)

standartnye vyqisleniØ da¸t:

c^f_k(t) = − t∫ 0 ds sin √ λ^T_k (t − s) √ λ^T_k ∫ Γ dΓ_γ f(γ, s)φ^T_k (γ) . Otmetim, qto, pri zadannom f , kofffficienty Fur~e opredelØ- ¸tsØ spektral~nymi dannymi {λ^T_k ; φ^T_k |_Γ}^∞_{k=1}.

3.2. Prodolßenie R^{2T} . Oboznaqim Σ^∞ := Γ×[0, ∞); pust~ R^{T,∞} :

F^∞ → F^∞ , R^{T,∞}f := u^{f,T} |_Σ∞ est~ operator reakcii sistemy α^{T,∞}. Predstavlenie (3.9) i soobraßeniØ, ispol~zovannye pri dokazatel~stve Lemmy 2, legko privodØt k sledu¸wemu rezul~tatu: esli f ∈ F^∞ takovo, qto u^{f,T} ∈ C([0, ∞); H^T_1 ) , to spravedlivo predstavlenie (R^{T,∞}f)(·, t) = ∞∑ k=1 (f, s^{T,t}_k )_F t φ^T_k |_Γ (3.10)

46 M. I. BELIXEV s s^{T,t}_k (·, τ ) := − sin √ λ^T_k (t − τ ) √ λ^T_k φ^T_k |_Γ

v vide rØda, shodØwegosØ v C^{loc} ([0, ∞); H^{1/2}(Γ)).

Vyberem upravlenie f ∈ F^∞ i oboznaqim f_{2T} := f|_Σ2T . SravnivaØ rexenie u^{f,T} zadaqi (3.1)–(3.4) s rexeniem u^{f2T} zadaqi (0.7)–(0.8), po giperboliqnosti volnovogo uravneniØ budem imet~:

u^{f,T} = u^{f2T} v P^{2T} ,

otkuda (R^{T,∞}f)|_Σ2T = R^{2T} (f|_Σ2T ) .

V smysle poslednego ravenstva, operator R^{T,∞} ØvlØetsØ prodolßeniem operatora R^{2T} s Σ^{2T} na Σ^∞. Primeqatel~noe obstoØtel~stvo sostoit v tom, qto ffto prodolßenie opredelØetsØ operatorom R^{2T} i moßet byt~ postroeno po sheme: R^{2T} ⇒ <sm. Proceduru p.2.2> ⇒ {λ^T_k ; φ^T_k |_Γ}^∞_{k=1} ⇒ < sm. (3.10) > ⇒ R^{T,∞}. Otmetim, qto pri T ≤ T_∗ operator R^{2T} dopuskaet i drugie prodolßeniØ na Σ^∞, otveqa¸wie postanovke raznyh kraevyh usloviæ v (3.4) (naprimer,^{∂u}_{∂ν} |_ΓT = 0). Prodolßenie R^{T,∞} vydeleno sredi proqih tem, qto ego udaœtsØ postroit~, ne rexaØ obratnoæ zadaqi.

Pri T > T_∗ prodolßenie R^{2T} , oqevidno, okazyvaetsØ edinstvennym.

3.3. Ob obratnoæ zadaqe. Nametim, kak moßno ispol~zovat~ po-

luqennye rezul~taty v obratnoæ zadaqe; fftoæ teme my planiruem posvØtit~ otdel~nu¸ publikaci¸. OgovorimsØ, qto obratnaØ zadaqa, sostoØwaØ v vosstanovlenii podmnogoobraziØ (Ω^T , g) po operatoru reakcii R^{2T} , rexena (sm. [2], [5]) i req~ idœt lix~ ob uprowenii (ves~ma, odnako, suwestvennom) procedury eœ rexeniØ.

Itak, pust~ R^{2T} zadan. Vmeste s nim, oqevidno, zadany operatory R^{2τ} s τ < T . DlØ kaßdogo R^{2τ} , sposobom, opisannym v p.3.2, moßno postroit~ prodolßenie R^{τ,∞}, otveqa¸wee zadaqe (3.1)–(3.4) s zakreplœnnoæ graniceæ Γ^τ . Svoæstva fftoæ granicy moßno izvleq~ iz R^{τ,∞}, ispol~zuØ razryvnye upravleniØ vida f(γ, t) = a(γ)1(t) (1(·) -funkciØ Hevisaæda): otklik sistemy

O SV˚ZI DANNYH DINAMIQESKIH 47

R^{τ,∞}(a1) budet soderßat~ singulØrnosti, proxedxie qerez Ω^τ , otrazivxiesØ ot Γ^τ i vernuvxiesØ na Γ. �ti singulØrnosti nabl¸da¸tsØ na Σ^{2T} pri t = 2τ + 0 i nesut informaci¸ o geometrii Γ^τ . Var~iruØ τ , fftoæ tehnikoæ moßno vosstanovit~ t.n. vykroæku mnogoobraziØ (Ω^T , g) (sm. [2]). My nadeemsØ, qto za sqœt podhodØwego vybora amplitudnyh mnoßiteleæ a(·) udast~- sØ vosstanovit~ ne tol~ko vykroæku, no i metriqeskiæ tenzor na neæ. Poslednee faktiqeski ravnosil~no vosstanovleni¸ (Ω^T , g) s toqnost~¸ do izometrii.

Avtor blagodaren S.V.Belixevoæ za pomow~ v oformlenii raboty.

Literatura

1. M. I. Belixev, KanoniqeskaØ model~ dinamiqeskoæ sistemy s graniqnym upravleniem v obratnoæ zadaqe teploprovodnosti. — Algebra i Analiz, 7(6) (1995), 3–32.

2. M. I. Belishev, Boundary control in reconstruction of manifolds and metrics (the BC-method). — Inverse Problems, 13(5) (1997), R1–R45.

3. M. I. Belishev, Dynamical systems with boundary control: models and characterization of inverse data. — Inverse Problems, 17 (2001), 659–682.

4. M. I. Belishev, On relations between spectral and dynamical inverse data. — Journal of Inverse and Ill-Posed Problems, 9(6) (2001), 547-565.

5. M. I. Belixev, A. P. Kaqalov, Graniqnoe upravlenie i kvazifotony v zadaqe rekonstrukcii rimanova mnogoobraziØ po dinamiqeskim dannym. — Zap. nauqn. semin. POMI, 203 (1992), 21–51.

6. M. X. Birman, M. Z. SolomØk, Spektral~naØ teoriØ samosoprØßœnnyh operatorov v gil~bertovom prostranstve. — Izd-vo Leningr. universiteta, L., 264 s., (1980).

7. I. Lasiecka, R. Triggiani, Regularity Theory of Hyperbolic Equation with Nonhomogeneous Neumann Boundary Conditions. II. General Boundary Data. — Journal of Diff. Equations, 94 (1991), 112–164.

8. V. G. Maz~Ø, Prostranstva Soboleva. — L., Izd-vo Leningr. universiteta (1985).

9. D. Tataru, Unique continuation for solutions of PDE’s: between Hörmander’s theorem and Holmgren’s theorem. — Comm. PDE, 20 (1995), 855–894.

Belishev M. I. On relations between data of dynamical and spectral inverse problems.

As is well-known, the boundary spectral data of the compact Riemannian manifold determine its boundary dynamical data (the response operator of the wave equation) corresponding to the arbitrary time interval: the response operator is represented in the form of a series over the spectral data. The converse is true in the following sense: the response

48 M. I. BELIXEV operator determines the manifold and, thus, its spectral data. For recovering the last, one can recover the manifold and then solve the (direct) boundary spectral problem. Nevertheless, such the way is not efficient and the question arises whether one can extract the spectral data from the response operator without solving the inverse problem (without recovering the manifold). The paper gives a positive answer and proposes a “direct” time-optimal procedure extracting the spectral data from the response operator. The procedure is based upon a variational principle.

Postupilo 29 ØnvarØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V.A.Steklova RAN

E-mail: belishev@pdmi.ras.ru