Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 297, 2003 g.

V. M. Babiq

O RASPROSTRANENII VOLN SOSKAL^ZYVANI˚ VDOL^ KRIVOLINE`NO` POVERHNOSTI ANIZOTROPNOGO UPRUGOGO TELA

Rabota posvØwaetsØ L. A. Molotkovu v svØzi s ego semidesØtiletiem 1. Vvedenie.

Otkrytye “na konqike pera” v seredine 20-go veka polzuwie “creeping” volny (po russkoæ terminologii “volny soskal~zyvaniØ”) voznika¸t vo mnogih volnovyh processah. �ti volny “skol~zØt” vdol~ poverhnosti uprugogo tela, “soskal~zyvaØ” po kasatel~noæ s fftoæ poverhnosti (sm. ris. 1)

Ris. 1. Luqi soskal~zyvaØ i pograniqnyæ sloæ.

Ih uqet pozvolil ob¨Øsnit~ rØd fenomenov [1, 2]. Obwu¸ teori¸ voln soskal~zyvaniØ prowe vsego razvit~, opiraØs~ na teori¸ difrakcionnyh pograniqnyh sloev. (DlØ voln, sosredotoqennyh v okrestnosti fiksirovannogo luqa (sm. [3]), dlØ “nesosredotoqennyh voln” (sm. [4, 5]), gde metodom difrakcionnyh

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke granta RFFI No. 02-01-

00260. 9

10 V. M. BABIQ pograniqnyh sloev v sluqae izotropnoæ uprugoæ sredy nahoditsØ analitiqeskoe vyraßenie dlØ uprugih voln soskal~zyvaniØ.) Drugie varianty voln soskal~zyvaniØ rassmatriva¸tsØ v rabotah [6, 7].

Avtoru neizvestny issledovaniØ, analogiqnye [4, 5], posvØwennye anizotropnym uprugim volnam soskal~zyvaniØ.

V kakoæ-to stepeni dvoæstvennymi po otnoxeni¸ k “tenevym” volnam soskal~zyvaniØ ØvlØ¸tsØ volny xepquweæ galerei. Im (anizotropnaØ uprugaØ sreda) posvØweny raboty [8–10]. V nih na baze tak nazyvaemogo anzaca Kravcova stroØtsØ asimptotiqeskie razloßeniØ fftih voln. Takoæ podhod imeet svoi preimuwestva, no usloßnØet formuly. ImeØ v vidu razvit~ bolee prostoæ podhod k teorii voln soskal~zyvaniØ (uprugaØ sreda, anizotropnyæ sluqaæ) my vozvrawaemsØ v nastoØweæ rabote k metodike pograniqnogo sloØ [3–7].

My ograniqimsØ vyvodom formul dlØ volnovogo polØ v pograniqnom sloe vblizi poverhnosti uprugogo tela vdol~ kotorogo volna “skol~zit”. Punkty 2–4 ime¸t vvodnyæ harakter. Rezul~- taty, tam izlagaemye, libo izvestny, libo blizki k izvestnym.

2. Ishodnye formuly.

DlØ dal~neæxego potrebu¸tsØ vyraßeniØ dlØ komponent tenzora deformacii i uravneniæ dvißeniØ uprugoæ sredy v proizvol~nyh (voobwe govorØ neortogonal~nyh) koordinatah. Podobnye formuly moßno naæti, naprimer, v rabote [11].

Pust~ φ^r, r = 1, 2, 3 kontrvariantnye komponenty vektora smeweniæ v koordinatnoæ sisteme q^1, q^2, q^3, kvadrat fflementa dliny v kotoroæ imeet vid

G_{ij}dq^idq^j; (2.1)

(zdes~ i v dal~neæxem po povtorØ¸wimsØ indeksam podrazumevaetsØ summirovanie).

Komponenty tenzora deformaciæ v sisteme koordinat q^1, q^2,

q^3 ime¸t vid: ε_{ij} = 1 2 ( ∂G_{ij} ∂q^r φ^r + G_{ir} ∂φ^r ∂q^j + G_{rj} ∂φ^r ∂q^i ) , (2.2)

a uravneniØ dvißeniØ −G^{iα}ρ ∂^2φ_i ∂t^2 − G^{ℓα} 1 2 σ^{ij} ∂G_{ij} ∂q^ℓ + G^{ℓα} √ G ∂ ∂q^j ( σ^{ij}G_{ℓi} √ G ) = 0, (2.3)

O RASPROSTRANENII VOLN SOSKAL^ZYVANI˚ 11 gde (G^{iα}) = (G_{iα})^{−1}, φ_i – kovariantnye sostavlØ¸wie vektora smeweniæ, σ^{ij} – kontrvariantnye komponenty tenzora naprØßeniæ, svØzannye zakonom Guka s tenzorom deformaciæ: σ^{ij} = a^{ijkℓ}ε_{kℓ} (2.4) (a^{ijkℓ} = a^{ijkℓ}(q^1, q^2, q^3) – tenzor uprugih “postoØnnyh”), udovletvorØ¸wiæ usloviØm simmetrii a^{ijkℓ} = a^{jikℓ} = a^{kℓij} = a^{ijℓk} (2.5) i uslovi¸ poloßitel~noæ opredelennosti potencial~noæ ffnergii deformacii: a^{ijkℓ}η_{ij}η_{kℓ} ¿ const 3∑ i,j=1 η^2_{ij}, η_{ij} = η_{ji}, const > 0 (2.6)

dlØ l¸byh η_{ij}.

3. O gruppovoæ skorosti uprugih voln v anizotropnoæ uprugoæ srede i kanoniqeskih uravneniØh sootvetstvu¸wih luqeæ.

Esli iskat~ formal~noe rexenie uravneniæ (2.2)–(2.4) v vide prostranstvenno vremennogo geometro-optiqeskogo rØda (sm. [12, 13]) φ^α ∼= e^{ipθ(qj ,t)} ∞∑ r=0 φ^α_r (q^′, q^2, q^3, t)

(ip)^r

, α = 1, 2, 3 (3.1)

(p – bol~xoæ parametr), to dlØ glavnyh qlenov (porØdka p^2) legko poluqaetsØ sistema ravenstv

ρ θ^2_t G^{mi}φ_m = ∂θ ∂q^j ∂θ ∂q^k a^{ijkm}φ_m, (3.2) gde (G^{mi}) – matrica, obratnaØ (G_{mi}). Iz (3.2) sleduet, qto kovariantnyæ vektor (φ_m) m = 1, 2, 3 ØvlØetsØ sobstvennym vektorom matricy 1 ρ (G_{mi}) · ( ∂θ ∂q^j ∂θ ∂q^k a^{ijkℓ} ) , (3.3)

priqem rol~ sobstvennogo qisla igraet θ^2_t . Iz (2.6) i poloßitel~noæ opredelennosti matricy (G^{mi}) sleduet, qto vse tri zna-

12 V. M. BABIQ qeniØ θ^2_t poloßitel~ny. DlØ ∂θ∂t vozmoßny dva znaqeniØ – polo-

ßitel~noe i otricatel~noe. SqitaØ ∂θ ∂t – otricatel~nym, polu- qim ∂θ ∂t + H(θ_1, θ_2, θ_3, q^1, q^2, q^3) = 0; ∂θ ∂q^j = θ_j , H > 0 (3.4)

(H^2(θ_i, q^j) – sobstvennoe qislo matricy (3.3)). Oqevidno, qto H – poloßitel~no odnorodnaØ funkciØ pervogo porØdka ot θ_1, θ_2,

θ_3:

∀(ζ) ζ > 0 H(ζθ_1, ζθ_2, ζθ_3) = ζH(θ_1, θ_2, θ_3). (3.5)

UmnoßaØ (3.4) na parametr p i polagaØ −p^{∂θ}_{∂t} = ω (qastota),

(pθ_1, pθ_2, pθ_3) = (k_1, k_2, k_3) := k (k – volnovoæ vektor), polu-

qim, qto (3.4) prevrawaetsØ v dispersionnoe uravnenie ω =

ω(k_1, k_2, k_3). Vektor ( ∂ω ∂k_i ) i = 1, 2, 3 – ffto (kontrvariantnyæ) vek-

tor gruppovoæ skorosti v koordinatah q^1, q^2, q^3 (sm. [12]). Esli zapisat~ kanoniqesku¸ sistemu uravneniæ dlØ uravneniØ (3.4), ime¸wu¸ vid uravneniØ Gamil~tona–˚kobi, poluqim dt ds = 1; dq^j ds = ∂H ∂θ_j , dθ_j ds = − ∂H ∂q^j . (3.6)

�to uravnenie prostranstvenno-vremennyh luqeæ v sisteme koordinat q^1, q^2, q^3. Netrudno videt~, qto ∂H ∂θ_j – ffto komponenty gruppovoæ skorosti v sisteme koordinat q^1, q^2, q^3. Qtoby poluqit~ obyqnye dekartovy komponenty gruppovoæ skorosti nado pereæti ot kontrvariantnyh komponent vektora ∂H ∂θ_j k dekartovym po standartnym formulam vektornogo analiza. My pridem k obyqnym proekciØm vektora gruppovoæ skorosti (“streloqki s zaostrennym konqikom”) na prØmougol~nye osi koordinat.

Nas budet interesovat~ v dal~neæxem ne samyæ obwiæ vid koordinatnoæ sistemy, a special~nyæ, qasto upotreblØ¸wiæsØ v rabotah po poverhnostnym volnam. My budem predpolagat~, qto toqki (x^1, x^2, x^3) na poverhnosti S, vdol~ kotoroæ “skol~zit – soskal~zyvaØ” volna, harakterizu¸tsØ koordinatami q^1, q^2, a toqki vne poverhnosti rasstoØniem n = q^3 do nee. Togda svØz~

O RASPROSTRANENII VOLN SOSKAL^ZYVANI˚ 13 dekartovyh koordinat s q^1, q^2, q^3 daetsØ formuloæ

r = r_0(q^1, q^2) + nn, r = (x^1, x^2, x^3), n = q^3 ¿ 0 (3.7)

(n (|n| = 1) normal~, napravlennaØ v oblast~, zanØtu¸ kolebani-

Ømi. Metriqeskiæ tenzor (G_{ij}) v fftom sluqae imeet kak izvestno vid:

G_{31} = G_{13} = G_{32} = G_{23} = 0; G_{33} = 1 G_{ij} = g_{ij} + 2nb_{ij} + O(n^2) i, j = 1, 2.

(3.8)

DlØ tenzora (G^{ij}) = (G_{ij})^{−1} ime¸t mesto analogiqnye formuly

G^{13} = G^{31} = G^{23} = G^{32} = 0, G^{33} = 1 G^{ij} = g^{ij} − 2nb^{ij} + O(n^2). (3.9)

Zdes~ (g_{ij} ) komponenty pervoæ kvadratiqnoæ formy Gaussa poverhnosti S (gde q^3 = n = 0) (b_{ij}) otliqa¸tsØ znakom ot komponent vtoroæ kvadratiqnoæ formy Gaussa, b^{ij} – ffto komponenty

b_{ij}, v kotoryh s pomow~¸ “poverhnostnogo” tenzora (g^{ij} ) = (g_{ij})^{−1}

“podnØty” indeksy

b^{ij} = g^{ii0} g^{jj0} b_i0_j0 . (3.10)

Usloviem togo, qto luqi kasa¸tsØ poverhnosti S, ØvlØetsØ obrawenie v nul~ komponenty gruppovoæ skorosti vdol~ normali k poverhnosti S. Sootvetstvu¸wee ravenstvo moßno zapisat~ v vide ∂ ∂θ_3 1 2 H^2(θ_1, θ_2, θ_3, q^1, q^2, q^3) | | |_{q3=0} = 0. (3.11)

Privedem ewe odno ravenstvo, vaßnoe dlØ dal~neæxego. UmnoßaØ (3.2) na φ_i, summiruØ po i i zamenØØ θ^2_t na H(θ_1, θ_2, θ_3, q^1, q^2,

q^3), poluqim

ρ H^2G^{mi}φ_mφ_i = ∂θ ∂q^j ∂θ ∂q^ℓ a^{ijkm}φ_mφ_i. (3.12) DifferenciruØ (3.11) po θ_3 = ∂θ∂q_3 , uqityvaØ (3.11) i (3.2) pridem k iskomomu sootnoxeni¸ ∂θ ∂q_j (a^{i3jm} + a^{ij3m})φ_mφ_i = 0. (3.13)

14 V. M. BABIQ Esli prodifferencirovat~ (3.12) po ∂θ∂q_j j = 1, 2, to poluqitsØ poleznoe sootnoxenie 2ρ HG^{mi}φ_mφ_i ∂H ∂ ∂θ ∂q^j = ∂θ ∂q^ℓ (a^{ijℓm} + a^{iℓjm})φ_iφ_m.

VspominaØ, qto ∂H ∂θ_j kontrvariantnye sostavlØ¸wie vektora gruppovoæ skorosti i uqityvaØ (2.5), poluqim: ρ HG^{mi}φ_mφ_i dq^j ds = ∂θ ∂q^ℓ a^{ijℓm}φ_iφ_m (j = 1, 2). (3.14)

Sootnoxenie (3.14) analogiqno izvestnomu ravenstvu, svØzyva- ¸wemu gruppovu¸ skorost~ s usredneniem po periodu vektora potoka ffnergii (sm. [12] ili [13, gl. 3, §3]), no v sluqae voln soskal~zyvaniØ takaØ interpretaciØ stalkivaetsØ s trudnostØmi.

4. Poverhnostnoe uravnenie ffækonala, poverhnostnye luqi i sootvetstvu¸wie volnovye fronty.

Pridem k tradicionnomu sluqa¸ garmoniqeskih kolebaniæ, kogda zavisimost~ ot vremeni opisyvaetsØ mnoßitelem e^{−iωt}

ω > 0. Formuly punkta 3 sohranØ¸tsØ, esli poloßit~ θ = −t + ψ(q^1, q^2, q^3) i potrebovat~, qtoby φ_r i φ^α ne zaviseli ot t. VernemsØ k uravneni¸ (3.4). Esli θ imeet vid θ = −t +

ψ(q^1, q^2, q^3), to my poluqim H ( ∂ψ ∂q^1 , ∂ψ ∂q^2 , ∂ψ ∂q^3 ) = 1. Uravnenie

H^2 ( ∂ψ ∂q^1 , ∂ψ ∂q^2 , ∂ψ ∂q^3 , q^1, q^2, q^3 ) = 1 (4.1)

ØvlØetsØ analogom klassiqeskogo uravneniØ ffækonala c^2(grad ψ)^2 = 1. Usloviem togo, qto luqi kasa¸tsØ poverhnosti q^3 = 0, ØvlØetsØ ravenstvo (sm. (3.11)) ∂H^2 ∂ ∂ψ ∂q^3 | | |_{q3=0} = 0. (4.2)

O RASPROSTRANENII VOLN SOSKAL^ZYVANI˚ 15 Ravenstva (3.13), (3.14) sohranØ¸tsØ (s zamenoæ θ_j = ∂θ∂q_j na ∂ψ ∂q^j ). Predpoloßim, qto iz ravenstva (4.2) moßno naæti ∂ψ ∂q^3 : ∂ψ ∂q^3 = γ ( ∂ψ ∂q^1 , ∂ψ ∂q^2 , q^1, q^2 ) . (4.3)

DlØ (lokal~noæ) razreximosti ravenstva (4.2) otnositel~- no ∂ψ∂q_3 dostatoqno potrebovat~, qtoby vypolnØlos~ oqerednoe uslovie nevyroßdennosti

∂^2H^2 ( ∂ ∂ψ ∂q^3 )_2 ≠ 0. (4.4)

PodstavlØØ vyraßenie (4.3) v uravnenie (4.1) pri q^3 = 0, poluqim “poverhnostnoe” uravnenie ffækonala

H^2_{surf} = H^2 ( ∂ψ ∂q^1 , ∂ψ ∂q^2 , γ ( ∂ψ ∂q^1 , ∂ψ ∂q^2 , q^1, q^2 ) , q^1, q^2 ) = 1. (4.5)

Seæqas my neskol~ko “smenim filosofi¸”. My ne budem opisyvat~ kakim-to obrazom voznikxu¸ sovokupnost~ luqeæ soskal~zyvaniØ, a postroim “sami” poverhnostnye luqi – harakteristiki poverhnostnogo uravneniØ ffækonala i sootvetstvu- ¸wie poverhnostnye volnovye fronty, a zatem volnovoe pole soskal~zyvaniØ, sootvetstvu¸wee postroennoæ luqevoæ “kartine”.

Pust~ ℓ – nekotoraØ krivaØ na S i na neæ zadany ψ_{00}, ∂ψ^{00}∂q_1 , ∂ψ_{00} ∂q^2 tak, qto na ℓ vypolneno ravenstvo (4.5) i uslovie dψ_{00} = ∂ψ_{00} ∂q^j dq^j. “Vypustim” iz kaßdoæ toqki ℓ krivu¸ q = q(s), na ko-

toroæ pri vseh s opredeleny θ^{surf}_i = ∂ψ^0∂q_i i = 1, 2, priqem vypolnØetsØ kanoniqeskaØ sistema uravneniæ dq^j ds = ∂ ∂θ^{surf}_j ( 1 2 H^2_{surf} ) ; H^2_{surf} = H^2_{surf}(θ^{surf}_j , q^i) = 1,

dθ^{surf}_j ds = − ∂ ∂q^j ( 1 2 H^2_{surf} ) ; dψ_{00} ds = 1; i, j = 1, 2.

(4.6)

16 V. M. BABIQ Zdes~ (s uqetom specifiki zadaqi) v kaqestve koordinatnoæ setki v qastnosti moßno vybrat~ setku krivyh – (poverhnostnye) luqi – volnovye fronty. �ta koordinatnaØ setka uße ne budet, voobwe govorØ, ortogonal~noæ, odnako luqi nekasatel~ny k volnovym frontam. �to sleduet iz ravenstva, vyteka¸wego iz teoremy �ælera ob odnorodnyh funkciØh: ∂ψ_{00} ∂q^j · ∂ H^2 2 ∂ ∂ψ_{00} ∂q^j = H^2 = 1.

(Esli by zdes~ vmesto edinicy stoØl nul~, to ffto oznaqalo by, qto luq i volnovoæ front kasa¸tsØ drug-druga.)

My budem predpolagat~, qto setka koordinat na poverhnosti

S (n = q^3 = 0) regulØrna, qto ØvlØetsØ ewe odnim predpoloße-

niem o nevyroßdennosti. KoordinatnaØ setka luqi – volnovye fronty terØet regulØrnost~, esli pole luqeæ imeet kaustiku. KosnemsØ sluqaØ, kogda poverhnost~ S cilindriqeskaØ ili koniqeskaØ i sreda odnorodna. Vvedem koordinaty q^1, q^2 special~- nym obrazom: razvernem S na ploskost~ i pod q^1, q^2 budem podrazumevat~ obyqnye dekartovy koordinaty. Iz ravenstv (3.3), (3.8), (4.5) sleduet, qto H^2_{surf} = H^2_{surf}(θ^{surf}_1 , θ^{surf}_2 ) i ne zavisit ot

q^1, q^2. Iz uravneniæ (4.6) vytekaet, qto vdol~ luqa dq^j ds = ∂ ∂θ^{surf}_j

H^2_{surf} 2 = const, (4.7)

t.e.

q^j = v^j s + const (4.8)

(v^j j = 1, 2 v^j = const – komponenty gruppovoæ skorosti). Ravenstva (4.8) – parametriqeskie uravneniØ prØmoæ na “ploskosti”

q^1, q^2. Takim obrazom v fftom sluqae luqi na ploskosti q^1, q^2

– ffto prØmye linii, parametr s, figuriru¸wiæ v ravenstvah

(4.6), imeet smysl vremeni, a dq^j ds j = 1, 2 – komponenty gruppo-

voæ skorosti volny, rasprostranØ¸weæsØ vdol~ luqa (4.8).

5. Anzac. Qleny porØdka O(ω^2) i O(ω^{5/3}).

Budem iskat~ asimptotiqeskoe rexenie uravneniæ dvißeniØ (2.2)–(2.5) v vide razloßeniØ (sr. [4, 7]):

φ_i ∼= e^{iT} Φ_i, (5.1)

O RASPROSTRANENII VOLN SOSKAL^ZYVANI˚ 17 gde T = ωψ_0 + ω^{1/3}ψ_1,

ψ_0 = ψ_{00}(q^1, q^2) + q^3ψ_{01}(q^1, q^2), ψ_1 = ψ_1(q^1, q^2),

(5.2)

funkciØ ψ_{00}(q^1, q^2) – naædena v p. 4, ψ_{01} = γ ( ∂ψ_{00} ∂q^1 , ∂ψ_{00} ∂q^2 , q^1, q^2 ) – sm. formulu (4.3), ψ_1 = ψ_1(q^1, q^2) – podleßit opredeleni¸,

Φ_i = ∞∑ ℓ=0 Φ_{ℓi} ( 1 ω )_{ℓ/3} , Φ_{ℓi}(q^1, q^2, ν_1); ν_1 = ω^{2/3}n. (5.3)

Analitiqeskiæ vid, v kotorom iwetsØ asimptotiqeskoe razloßenie volnovogo polØ (v naxem sluqae on daetsØ formulami (5.1)–(5.3)) po sovremennoæ terminologii “anzac” – central~- nyæ moment vo vseh dal~neæxih postroeniØh naxeæ raboty. Budem priravnivat~ snaqala starxie (t.e. porØdka ω^2) qleny v oboih qastØh ravenstva (2.3). My poluqim vektornoe sootnoxenie:

N_0 ⃗Φ_0 = 0, (N_0 ⃗Φ)^i := ρ G^{ij}Φ_{0j} = a^{ijkℓ} ∂ψ_0 ∂q^j ∂ψ_0 ∂q^ℓ Φ_{0k} = 0. (5.4)

Funkcii ρ, G^{ij}, a^{ijkℓ}, ∂ψ∂q_j sleduet rassmatrivat~ na S, t.e. pri

q^3 = 0. Pri q^3 = n = 0 matrica (G^{ij}) imeet vid:

(^∘G^{ij} ) = g^{11} g^{12} 0 g^{21} g^{22} 0 0 0 1

, (5.5)

gde (g^{ij} ) – matrica, obratnaØ matrice (g_{ij} ) pervoæ kvadratiqnoæ formy Gaussa (t.e. metriqeskogo tenzora poverhnosti S). Iz (5.4) sleduet, qto

Φ_{0i} =^∘Φ_{0i}(q^1, q^2)Υ_0(q^1, q^2, ν_1), (5.7)

gde^∘Φ_{0i}(q^1, q^2) kakoe-to fiksirovannoe vewestvennoe, nezavisØwee ot ν_1, nenulevoe rexenie sistemy uravneniæ (5.4), Υ_0(q^1, q^2, ν_1) – poka proizvol~naØ funkciØ svoih peremennyh. My predpolagaem (nevyroßdennost~), qto (5.7) s toqnost~¸ do mnoßitelØ, – edinstvennoe rexenie sistemy (5.4). PriravnØem teper~ nul¸

18 V. M. BABIQ qleny v levoæ qasti ravenstva (2,3), ime¸wie porØdok ω^{5/3}. My poluqim vektornoe ravenstvo:

N_0⃗Φ_1 + N_1⃗Φ_0 = 0, (5.8)

gde N_0 imeet tot ße smysl, qto i v sootnoxenii (5.4)

(N_1⃗Φ_0)^i ≡ i ( a^{i3kℓ}G_{rk} ∂ψ_0 ∂q^ℓ ∂ ∂ν_1 Φ^r_0 + a^{ij3k} ∂ψ_0 ∂q^j G_{rk} ∂ ∂ν_1 Φ^r_0 ) . (5.9)

Na ravenstva (5.8) moßno smotret~ kak na sistemu lineænyh algebraiqeskih uravneniæ otnositel~no komponent vektora ⃗Φ_1. Uslovie razreximosti sistemy uravneniæ (5.8) otnositel~no komponent vektora Φ_1 – ffto ortogonal~nost~ v sootvetstvu¸wem smysle svobodnogo qlena sistemy (5.8) rexeni¸^∘Φ_{0i}(q^1, q^2) sistemy (5.4). �tomu uslovi¸ ortogonal~nosti moßno pridat~ vid ( a^{i3kℓ} ∂ψ_0 ∂q^k + a^{ik3ℓ} ∂ψ_0 ∂q^k )_∘ Φ_{0i}^∘Φ_{0ℓ} = 0. (5.10)

Ravenstvo (5.10) – analog ravenstva (3.13) i, kak sleduet iz postroeniæ pp. 3 i 4, ono vypolnØetsØ.

VyØsnim, kakoæ ße vid ime¸t kovariantnye komponenty vektora ⃗Φ_1. Uravnenie dlØ komponent ⃗Φ_1 moßno zapisat~ v vide: ρ G^{ij} Φ_{1j} − a^{ijkℓ} ∂ψ_0 ∂q^j ∂ψ_0 ∂q^ℓ Φ_{1k} + i ( a^{i3kℓ} + a^{ik3ℓ} ) ∂ψ_0 ∂q^k ∘ Φ_{0ℓ}Υ^′_0 = O ( Υ^′_0 = ∂ ∂ν_1 Υ_0(ν_1, q^1, q^2

) (5.11)

ili v vektornoæ forme:

N_0⃗Φ_1 + N_1⃗Φ_0 = 0. (5.12)

Na podprostranstve vektorov, ortogonal~nyh k ⃗Φ_0 = (Φ_{01}, Φ_{02},

Φ_{03}), operator N_0 imeet obratnyæ ( ^N^{−1}_0 ), pofftomu

⃗Φ_1 = (−i) ^N^{−1}_0 n_1 ⃗∘ Φ_0Υ^′_0(ν_1) + ⃗∘ Φ_0Υ_1, (5.13)

gde n_1 – samosoprØßennyæ operator:

(n_1Φ)^i = ( a^{i3kℓ} + a^{ik3ℓ} ) ∂ψ_0 ∂q^k Φ_ℓ. (5.14)

Napominaem, qto zdes~ i dalee funkcii ot q^1, q^2, q^3 (naprimer,

a^{ijkℓ} sleduet rassmatrivat~ na poverhnosti S, t.e. pri q^3 = 0.

O RASPROSTRANENII VOLN SOSKAL^ZYVANI˚ 19

6. Anzac. Qleny porØdka ω^{4/3}.

PriravnØem teper~ v levoæ qasti ravenstva (2.3) qleny porØdka ω^{4/3} nul¸. My poluqim:

N_0⃗Φ_2 + N_1 ⃗Φ_1 + N_2⃗Φ_0 = 0, (6.1) gde ( N_2 ⃗Φ_0 )_m ≡ ∂ ∂n (G^{αm}ρ)ν_1Υ_0^∘Φ_{0α} + d^2 dν^2_1

Υ_0a^{m33ℓ ∘}Φ_{0ℓ}− − ( ∂ ∂n a^{mjkℓ} ) ∂ψ_0 ∂q^j ∂ψ_1 ∂q^ℓ ∘ Φ_{0ℓ}ν_1Υ_0− (6.2) −a^{mjkℓ} ( ∂ψ_0 ∂q^j ∂ψ_1 ∂q^ℓ + ∂ψ_0 ∂ψ_1 ∂q^ℓ ∂q^j ) Υ_0^∘Φ_{0k}.

Ravenstvo (6.1) – ffto sistema treh uravneniæ s tremØ neizvestnymi – komponentami vektora ⃗Φ_2, priqem sootvetstvu¸wee odnorodnoe uravnenie imeet netrivial~noe rexenie ⃗Φ_0. Neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie razreximosti – ffto ortogonal~-

nost~ N_1⃗Φ_1+N_2 ⃗Φ_0 vektoru ⃗∘ Φ_0. �to uslovie ortogonal~nosti pri-

vodit k uravneni¸ �æri dlØ Υ_0(ν_1, q^1, q^2) po ν_1. Preßde qem ego vypisat~ zametim, qto v ravenstve (6.1) vektor ⃗Φ_1 daetsØ formuloæ (5.13). Uslovie ortogonal~nosti prinimaet vid uravneniØ �æri:

A_0 d^2Υ_0 dν^2 + (A_1ν_1 + A_2)Υ_0 = 0. (6.3)

Zdes~

A_0 = a^{m33ℓ ∘}Φ_{0ℓ}^∘Φ_{0m} + ( n_1 ^N^{−1}_0 n_1 ⃗∘ Φ_0, ⃗∘ Φ_0 ) . (6.4)

Matrica (a^{m33ℓ}) – poloßitel~no opredelennaØ, qto sleduet iz poloßitel~nosti plotnosti potencial~noæ ffnergii (sm. (2.6)), vtoroe slagaemoe – vewestvennoe qislo. Ego znak zavisit ot operatora ^N^{−1}_0 . Pol~zuØs~ oqevidnoæ samosoprØßennost~¸ operatora n_1 (sm. (5.14)), vtoroe slagaemoe v (6.4) moßno perepisat~ v vide (

^N^{−1}_0 n_1 ⃗∘ Φ_0, n_1 ⃗∘ Φ_0 ) . (6.5)

Tak kak samosoprØßennyæ operator N^{−1}_0 ne obØzatel~no ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennym, to o znake A_0 v obwem sluqae skazat~ qto-libo zatrudnitel~no. My ne moßem iskl¸qit~ daße,

20 V. M. BABIQ qto pri kakih-to znaqeniØh parametrov A_0 budet obrawat~sØ v nol~. My predpoloßim, qto A_0 ≠ 0 (nevyroßdennost~ situacii). Vyraßenie dlØ kofffficienta A_1 legko naæti iz formuly (6.2) dlØ operatora N_2

A_1 = ∂ ∂n (G^{ij}ρ)^∘Φ_{0i}^∘Φ_{0j} − ∂ ∂n a^{ijkℓ} ∂ψ_0 ∂q^j ∂ψ_0 ∂q^k ∘ Φ_{0i}^∘Φ_{0ℓ}. (6.6)

Vyraßenie dlØ 1ρ A_1 predstavlØetsØ v vide summy dvuh slagaemyh. Pervoe ∂G^{ij} ∂n ∘ Φ_{0i}^∘Φ_{0j} = −2b^{ij ∘}Φ_{0i}^∘Φ_{0j} (6.7)

zavisit ot krivizn, vtoroe – ot normal~nyh proizvodnyh pri

n = 0 plotnosti i uprugih konstant G^{ij} 1 ρ ( ∂ρ ∂n )_∘ Φ_{0i}^∘Φ_{0j} − 1 ρ ∂ ∂n a^{ijkℓ} ∂ψ_0 ∂q^j ∂ψ_0 ∂q^k ∘ Φ_{0i}^∘Φ_{0j}. (6.8)

Pri raznyh parametrah A_1 moßet byt~ poloßitel~nym, otricatel~nym ili nulem. My imeem delo so sluqaem voln soskal~zyvaniØ, esli A_0 i A_1 otliqny ot nulØ i ime¸t odin i tot ße znak. Pri raznyh znakah A_0 i A_1 my imeem delo s volnoæ xepquweæ galerei.

V samom dele – pri A^1

A_0

> 0 rexeniØ uravneniØ (6.3) s rostom

ν_1 – oscilliru¸t, qto sootvetstvuet harakteru volnovogo polØ

soskal~zyvaniØ. Pri A^1A_0 < 0 pri bol~xih ν_1 rexenie libo ffksponencial~no rastet, libo ffksponencial~no ubyvaet. Poslednee sootvetstvuet sluqa¸ volny xepquweæ galerei. Volny xepquweæ galerei my zdes~ ne budem rassmatrivat~.

ObratimsØ k kofffficientu A_2. Svoæstva simmetrii (2.5) pozvolØ¸t nemnogo uprostit~ formulu dlØ A_2 (sm. (6.3)): A_2 = −2a^{mjkℓ} ∂ψ_0 ∂q^j ∂ψ_1 ∂q^ℓ ∘ Φ_{0k}^∘Φ_{0m}. (6.9)

Esli obratit~sØ k sootnoxeni¸ (3.13) i uqest~, qto v rassmatrivaemom sluqae H = 1, to

A_2 = −2ρG^{mi ∘}Φ_{0m}^∘Φ_{0i} ∂ψ_1 ∂q^ℓ dq^ℓ ds ℓ = 1, 2. (6.10)

O RASPROSTRANENII VOLN SOSKAL^ZYVANI˚ 21 (Zdes~ uqteno, qto ψ_1 zavisit lix~ ot q^1, q^2.) Ravenstvo (6.10) moßno perepisat~ v vide:

A_2 = −2ρG^{mi ∘}Φ_{0m}^∘Φ_{0i} dψ_1 ds ; (6.11)

zdes~ d ds – differencirovanie vdol~ poverhnostnogo luqa. Veliqina s s toqnost~¸ do postoØnnogo slagaemogo sovpadaet so znaqeniem poverhnostnogo ffækonala.

7. Udovletvorenie kraevym usloviØm Udovletvorenie kraevym usloviØm volnoæ soskal~zyvaniØ (5.1) oznaqaet ravenstvo nul¸ kontrvariantnogo vektora σ^{i3} | |_{q3=0}

= 0. Estestvenno oßidat~, qto k asimptotiqeskomu rexeni¸ (5.1)–(5.3) sleduet dobavit~ “volny sryva”, opredelennye razloßeniØmi, analogiqnymi razloßeniØm rabot [4, 5] i razloßeni¸ Kellera–Fridlendera [14].

φ^β_i = e^{iTβ} Φ^β_i , β = 1, 2, (7.1) gde T_β = ωψ^β_0 (q^1, q^2, q^3) + ω^{1/3}ψ^β_1 (q^1, q^2, q^3)

Φ^β_i ∼= ∞∑ ℓ=0 Φ^β_{iℓ}(q^1, q^2, q^3) ( 1 ω ) ℓ_3 . (7.2)

Zametim, qto kvaziluqevye razloßeniØ nam potrebu¸tsØ lix~ v pervom priblißenii v predelah pograniqnogo sloØ q^3 = n =

O(ω^{−2/3}). Pri podstanovke v uravneniØ dvißeniØ (zavisimost~

ot vremeni opisyvaetsØ tradicionno mnoßitelem e^{−iωt}) my pridem v sluqae obwego poloßeniØ k dvum uravneniØm ffækonala

H^2_β ( ∂ψ^β_0 ∂q^1 , ∂ψ^β_0 ∂q^2 , ∂ψ^β_0 ∂q^3 , q^1, q^2, q^3 ) = 1, β = 1, 2. (7.3)

H^2_β – odnorodnaØ funkciØ vtoroæ stepeni po ∂ψ^β_0 ∂q^j , j = 1, 2, 3. DlØ togo, qtoby byla vozmoßnost~ udovletvorit~ kraevym uslovi- Øm, my predpoloßim, qto pri q^3 = 0

ψ_0(q^1, q^2, q^3) | | q3=0

= ψ^β_0 (q^1, q^2, q^3) | | q3=0

β = 1, 2, (7.4)

22 V. M. BABIQ

ψ_1(q^1, q^2) = ψ^β_1 (q^1, q^2, q^3) | | |_{q3=0} β = 1, 2. (7.5)

Budem rassmatrivat~ (7.3) kak uravnenie dlØ ∂ψ^{β0} ∂q^3 . My predpo-

lagaem, qto pri vypolnenii (6.7) pri q^3 = 0 suwestvuet odno i tol~ko odno rexenie: libo s poloßitel~noe mnimoæ qast~¸ (qto sootvetstvuet ffksponencial~nomu ubyvani¸ sootvetstvu¸- weæ volny pri zaglublenii toqki nabl¸deniØ vnutr~ uprugoæ sredy), libo takoe, qto ∂ 1 2 H^2_β ∂ ∂ψ^β_0 ∂q^3

| | | |_{q3=0} > 0. (7.6)

Neravenstvo (7.6) sootvetstvuet tomu, qto gruppovaØ skorost~ (i znaqit sootvetstvu¸wiæ luq) napravlena vnutr~ uprugoæ sredy. DlØ togo, qtoby naæti v pograniqnom sloe v pervom priblißenii kvaziluqevoe rexenie (7.1)–(7.2) znanie bolee vysokih

proizvodnyh, qem proizvodnaØ ∂ψ^{β0}∂q_3 | | |_{q3=0} ne trebuetsØ.

Postavim teper~ svoeæ cel~¸ udovletvorit~ ravenstvu σ^{i3} | q3=0

= 0 s toqnost~¸ do qlenov porØdka O(ω^{2/3}), t.e., drugimi slovami, potrebuet, qtoby v vyraßenii dlØ σ^{i3} (i = 1, 2, 3) annulirovalis~ qleny porØdka ω. �to trebovanie privodit k sootnoxeni¸:

Υ_0 ∂ψ_0 ∂q^ℓ a^{i3kℓ ∘}Φ_{0k} | | |_{q3=0} + 2∑ β=1 γ^0_β^∘Φ^{(β)}_{0k}

∂ψ^{(β)}_0 ∂q^ℓ a^{i3kℓ} = O, i = 1, 2, 3. (7.7)

Zdes~^∘Φ^β_{0k} k = 1, 2, 3 – analogi vektorov^∘Φ_{0k} k = 1, 2, 3 dlØ “kvaziluqevyh” rexeniæ (7.1). (7.2), γ^0_β na fftom fftape rassmotreniæ proizvol~nye funkcii q^1, q^2. SqitaØ vektory

⃗ℓ_0 := { ∂ψ_0 ∂q^ℓ a^{i3kℓ ∘}Φ_{0k} | | |_{q3=0} } , ⃗ℓ_β := { ∂ψ^3_0 ∂q^ℓ a^{i3kℓ ∘}Φ^β_{0k} } , β = 1, 2 (7.8)

lineæno nezavisimymi (nevyroßdennost~ situacii), my pridem k ravenstvam:

Υ_0 | | |_{ν1=0} = 0, γ^0_β = 0; β = 1, 2, (7.9)

O RASPROSTRANENII VOLN SOSKAL^ZYVANI˚ 23 – ffto vaßnye ravenstva. Iz nego, v qastnosti, sleduet, qto “volny sryva” v glavnom priblißenii ne voznika¸t. Drugoe vaßnoe sledstvie – ffto ravenstvo Υ_0 | |_{ν1=0} = 0. VozvrawaØs~ k uravneni¸

(6.3), poluqim

Υ_0 = χ_0(q^1, q^2)w_1(–_s − ν), (7.10)

gde –s – koren~ funkcii �æri (w1(–s) = 0) s nomerom s,

ν =^3 √ A_1 A_0 ν_1. (7.11)

Podleßawiæ opredeleni¸ faktor χ_0 nazovem kompleksnoæ intensivnost~¸. Iz volny soskal~zyvaniØ, uravneniØ (6.3), vyraßeniæ (6.11) i (7.11) sleduet, qto

–s = −^{A2}_{A1} ( A_0 A_1 )_{2/3} = 2ρG^{mi ∘}Φ_{0m}^∘Φ_{0i} dψ_1 ds ( A_0 A_1 )_{2/3} 1 A_0

. (7.12)

Iz (7.12) s toqnost~¸ do slagaemogo, nezavisØwego ot s, nahoditsØ ψ_1.

Potrebuem vypolneniØ kraevogo usloviØ v sledu¸wem priblißenii: t.e. potrebuem, qtoby v vyraßenii dlØ σ^{i3} uniqtoßalis~ qleny porØdka ω^{2/3}. My poluqim: −i { a^{i3k3 ∘}Φ_{0k} } Υ^′_0 + Υ_1 | |_{ν1=0}⃗ℓ_0 +^2 ∑ β=1 γ^1_β⃗ℓ_β = 0. (7.13)

Vektory ⃗ℓ_0, ⃗ℓ_β opredeleny formulami (7.8). Vektor { a^{i3k3}Υ^′_0^∘Φ_{0k} } i = 1, 2, 3 – izvesten. Na (7.13); moßno smotret~ kak na razloße-

nie fftogo vektora po trem lineæno-nezavisimym vektoram (ili, qto to ße) rexenie treh lineænyh uravneniæ s tremØ neizvestnymi Υ_1 | |_{ν1=0}, γ^1_β (β = 1, 2) i s otliqnym ot nulØ opredelitelem

(qto ffkvivalentno lineænoæ nezavisimosti vektorov (7.8)).

8. Anzac. Qleny porØdka ω.

PriravnØem nakonec nul¸ v levoæ qasti ravenstva (2.3) qleny porØdka ω. My poluqim:

N_0 ⃗Φ_3 + N_1⃗Φ_2 + N_2⃗Φ_1 + N_3 ⃗Φ_0 = 0. (8.1)

Zdes~ N_3 – differencial~nyæ operator pervogo porØdka ( N_3⃗Φ )_m = ( − i 2 ) G^{mr} ∂G_{ij} ∂q^r a^{ijkℓ} ∂ψ_0 ∂q^ℓ Φ_k + i 2 ∂ψ_0 ∂q^j a^{mjkℓ} ∂G_{kℓ} ∂q^r ∘ Φ^r_0+

24 V. M. BABIQ + i √ G G^{rm} ∂ ∂q^j (√ G G_{ir}a^{ijkℓ}Φ_k ∂ψ_0 ∂q^ℓ ) + ia^{mjkℓ} ∂ψ_0 ∂q^ℓ G_{kr} ∂Φ^r ∂q^ℓ . (8.2)

Pri vyqislenii proizvodnyh ot Φ^r, Φ_r ne sleduet differencirovat~ po ν_1 = ω^{2/3}q_3. �to “bystraØ” peremennaØ, zdes~ ße proizvodnye berutsØ lix~ po medlennym peremennym q^1, q^2, q^3.

Uslovie razreximosti sistemy algebraiqeskih uravneniæ (8.1) otnositel~no komponent vektora Φ_3 – ffto uslovie ortogonal~nosti (( N_1⃗Φ_2 + N_2⃗Φ_1 + N_3 ⃗Φ_0 ) ⃗Φ_0 ) = 0. (8.3)

SkalØrnoe proizvedenie beretsØ zdes~ bez kompleksnogo soprØßeniØ.

Vypixem vyraßeniØ dlØ ⃗Φ_2, ⃗Φ_1, ⃗Φ_0, sledu¸wie iz predyduwih postroeniæ (sm. (5.7), (5.13)):

⃗Φ_0 = Υ_0 ⃗Φ_0, ⃗Φ_1 = (−i) ^N^{−1}_0 n_1⃗Φ_0 d dν_1 Υ_0(ν_1) + ⃗∘ Φ_0Υ_1,

(n_1Φ)^i = ( a^{i3kℓ} + a^{ik3ℓ} ) ∂ψ_0 ∂q^k Φ_ℓ, (8.4)

⃗Φ_2 = − ^N^{−1}_0 (N_1⃗Φ_1 + N_2 ⃗Φ_0) + Υ_2 ⃗∘ Φ_0.

Iz ravenstva (5.10) sleduet, qto qlen s Υ_2 ne vhodit v sootnoxenie (8.3). Vydelim te qleny, kuda vhodit Υ_1: { EN_1 ^N^{−1}_0 N_1( ⃗∘ Φ_0Υ_1) + N_2( ⃗∘ Φ_0Υ_1)+

+N_1 ( − ^N^{−1}_0 N_1 [ (−i) ^N^{−1}_0 n_1 ⃗∘ Φ_0 d dν_1 Υ_0(ν_1) ]) + (8.5)

+N_2 [ (−i) ^N^{−1}_0 n_1 ⃗∘ Φ_0 d dν_1 Υ_0(ν_1) ] + N_3Υ_0(ν_1) ⃗∘ Φ_0 }⃗_∘ Φ_0 = 0.

Pervye dva qlena ravenstva (8.5) – ffto operator �æri, primenennyæ k Υ_1 i ravenstvo (8.5) moßno perepisat~ tak (sm. (6.3)):

A_0 d^2Υ_1 dν^2 + (A_1ν_1 + A_2)Υ_1 + Ω = 0. (8.6)

O RASPROSTRANENII VOLN SOSKAL^ZYVANI˚ 25 Ostal~nye qleny, oboznaqennye bukvoæ Ω, v ravenstve (8.6) ne zavisØt ot Υ_1. Kak sleduet iz rassmotreniæ p. 7, znaqenie Υ_1 | |_{ν1=0} “izvestno” – proporcional~no Υ_0 (sm. (7.13)). Ta-

kim obrazom Υ_1 rexenie kraevoæ zadaqi, analogiqnoæ zadaqe Xturma–LiuvillØ: uravnenie (8.6), zadannoe Υ | |_{ν1=0} i fazovyæ

mnoßitel~ “uhodØweæ volny” ∼ e^{i 2}3^{ν3/2} pri ν → +∞. Sootvetstvu¸waØ odnorodnaØ zadaqa imeet netrivial~noe rexenie, pofftomu neodnorodnaØ zadaqa razrexima lix~ togda, kogda vypolneno uslovie, svØzyva¸wee Ω (sm. (8.6)) i kraevoe uslovie pri

ν_1 = 0. Qtoby vyvesti ffto uslovie, umnoßim ravenstvo (8.6) na

z = w_1(–_s − ν) ν =^3 √_{A1} A0 ν_1 i prointegriruem rezul~tat po ν_1

ot 0 do +∞. IntegriruØ po qastØm, perekinem proizvodnye na

z = w_1(–_s − ν). Pol~zuØs~ tem, qto z udovletvorØet uravneni¸

(6.3), pridem k sootnoxeni¸, ØvlØ¸wemusØ fftim (neobhodimym i dostatoqnym) usloviem razreximosti kraevoæ zadaqi dlØ Υ_1:

−A_0^3 √ A_1 A_0

Υ_1 | |_{ν1=0}w^′_1(λs) +^3 √ A_0 A_1 ∞∫ 0 Ωw_1(–_s − ν)dν = 0. (8.7)

Iz ravenstva (7.13) sleduet, qto

Υ_1 | |_{ν1=0} = Bw^′_1(–_s)χ_0(q^1, q^2), (8.8)

gde B vyraßaetsØ qerez “izvestnye” veliqiny a^{ijkℓ},^∘Φ^k_0,^∘Φ^β_k i t.p. i ne zavisit ot χ_0(q^1, q^2).

9. Uravnenie perenosa i faza Berri.

VernemsØ k sootnoxeni¸ (8.5). Zametim, qto operatory ^N^{−1}_0 ,

N_1, N_2 ne soderßat differencirovaniØ po q^j (j = 1, 2, 3), a

(N_3Υ_0(ν_1) ⃗∘ Φ_0, ⃗∘ Φ_0) ØvlØetsØ differencial~nym po q^j operatorom

pervogo porØdka, primenennym k χ_0(q^1, q^2). OkazyvaetsØ, qto formula (8.7) – ffto lineænoe odnorodnoe differencial~noe uravnenie vdol~ poverhnostnogo luqa. V samom dele, iz formuly (8.2) sleduet, qto

χ_0 ( N_3⃗Φ_0, ⃗∘ Φ_0 ) = ( N_3 ⃗Φ_0, ⃗Φ_0 ) = = i √ G G^{rm} ∂ ∂q^j (√ G G_{ir}a^{ijkℓ}Φ_{0k} ∂ψ_0 ∂q^ℓ ) Φ_{0m} + a^{ijkℓ}Φ_{0k} ∂ψ_0 ∂q^j G_{kr} ∂Φ^r_0 ∂q^ℓ Φ_{0m}

26 V. M. BABIQ

Φ_{0k} = χ_0(q^1, q^2)w_1 ( –s −^3 √ A_1 A_0 ν_1 )_∘ Φ_{0k}. (9.1)

(Qleny s i2 (sm. formulu (8.2)) sokrawa¸tsØ.) Vyraßeni¸ (9.1) moßno pridat~ divergentnyæ vid: ( N_3⃗Φ_0, ⃗∘ Φ_0 ) = i √ G ∂ ∂q^j (√ G Φ_{0i}a^{ijkℓ}Φ_{0k} ∂ψ_0 ∂q^ℓ ) (9.2) ili ( N_3 ⃗Φ_0, ⃗Φ_0 ) = = i √ G ∂ ∂q^j (√ G^∘Φ_{0r}a^{ijkℓ ∘}Φ_{0k} ∂ψ_0 ∂q^ℓ χ^2_0(q^1, q^2)w^2_1 ) . (9.3)

Posle integrirovaniØ po ν_1 ot 0 do +∞ poluqim ∞∫ 0 ( N_3⃗Φ_0, ⃗Φ_0 ) dν_1 =

= ∞∫ 0 w^2_1(–_s − ν)dν i √ G ∂ ∂q^j (√ G a^{ijkℓ} ∂ψ_0 ∂q^ℓ χ^{2 3} √ A_0 A_1 χ^2_0^∘Φ_{0i},^∘Φ_{0k} ) . (9.4)

Differencirovanie po q^j i integrirovanie po ν_1 perestanovoqny potomu, qto q^j i ν_1 vystupa¸t zdes~ kak nezavisimye peremennye (medlennye i bystraØ).

UqityvaØ formulu ∞∫ 0 w^2_1(–_s − ν)dν = −w^{′2}_1(–_s), (9.5)

vernu¸, esli w_1(–_s) = 0 i formuly (3.12), (3.13), poluqim: ∞∫ 0 ( N_3⃗Φ_0, ⃗Φ_0 ) dν =

= −iw^{′2}_1(–_s) ∂ ∂q^j ( ρG^{mi ∘}Φ_{0m}^∘Φ_{0i}^3 √ A_0 A_1 dq^j ds χ^2_0(q^1, q^2) ) (9.6)

O RASPROSTRANENII VOLN SOSKAL^ZYVANI˚ 27 ( dq^j ds – kontrvariantnye sostavlØ¸wie gruppovoæ skorosti). Takim obrazom (sm. (9.1)–(9.4)): ∞∫ 0 ( N_3⃗Φ_0, ⃗∘ Φ_0 ) dν = 1 χ_0 ∞∫ 0 ( N_3 ⃗Φ_0, ⃗Φ_0 ) dν_1 =

= −w^{′2}_1(–_s)i [ 2ρG^{mi ∘}Φ_{0m}^∘Φ_{0i}^3 √ A_0 A_1 ∂χ_0 ∂q^j dq^j ds +

+χ_0 ∂ ∂q^j ( ρG^{mi ∘}Φ_m^∘Φ_{0i}^3 √ A_0 A_1 dq^j ds )] . (9.7)

UqityvaØ, qto ∂χ_0 ∂q^j dq^j ds = dχ_0 ds (9.8)

proizvodnaØ vdol~ poverhnostnogo luqa i qto Υ_1 | |_{ν1=0} (sm. (8.7),

(8.8)) i slagaemye, otliqnye ot (N_3 ⃗Φ_0, ⃗Φ_0) i vhodØwie v vyraßenie dlØ Ω (sm. (8.4)–(8.6)) – proporcional~ny χ_0, my poluqim, qto ravenstvo (8.7) ØvlØetsØ uravneniem perenosa dlØ χ_0, t.e. ravenstvu (8.7) moßno pridat~ vid

−w^{′2}_1(–_s)i · 2ρ ( ∘ Φ_{0m}^∘Φ_{0i} G^{mi}

)_3 √ A_0 A_1 dχ_0 ds + Cχ_0 = 0. (9.9)

Vyraßenie (9.9) ØvlØetsØ iskomym uravneniem perenosa dlØ kompleksnoæ intensivnosti luqeæ soskal~zyvaniØ.

Ravenstvo (9.9) pozvolØet naæti vyraßenie dlØ fazy Berri, voznika¸weæ v processe rasprostraneniØ voln soskal~zyvaniØ. ObratimsØ k formulam dlØ slagaemyh, obrazu¸wih C. Iz formul (9.7), (8.5), (8.6) sleduet, qto

C = −w^{′2}(–_s)i ∂ ∂q^j ( ρ G^{mi ∘}Φ_m^∘Φ_{0i}^3 √ A_0 A_1 dq^j ds ) +

+ ∞∫ 0 { N_1 ( − ^N^{−1}_0 N_1 [ (−i) ^N^{−1}n_1 d dν_1 Υ_0(ν_1) ⃗∘ Φ_0 ]) +

+N_2 [ (−i) ^N^{−1}_0 n_1 d dν_1 Υ_0(ν_1) ⃗∘ Φ_0 ]}⃗_∘ Φ_0w_1 ( –s −^3 √ A_1 A_0 ν_1 ) dν_1−

28 V. M. BABIQ

−Bw^{′2}(–_s)χ_0(q^1, q^2)A_0^3 √ A_1 A_0

. (9.10)

Iz vyraßeniæ dlØ operatorov N_1, ^N^{−1}_0 n_1 i N_2 sleduet, qto integral v formule (9.10) ØvlØetsØ qisto mnimym vyraßeniem. Iz

(9.9) vytekaet, qto kofffficient pri dχ^0ds tam imeet vid iw^{′2}(–_s) umnoßennoæ na vewestvennyæ mnoßitel~. Takoæ ße vid imeet integral, vhodØwiæ v formulu (9.10). ObratimsØ k vyraßeni¸ dlØ B (sm. formulu (8.8)). Kak sleduet iz ravenstv (7.13), (8.8),

(9.10) pri vewestvennosti ∂ψ^{β0} ∂q^ℓ takoæ ße vid imeet slagaemoe

Bw^{′2}(–_s), t.e. B – qisto mnimo. Kofffficient B moßet imet~ ne-

nulevu¸ vewestvennu¸ qast~ lix~ v tom sluqae, esli hotØ by

odna iz proizvodnyh ∂ψ^{β0} ∂q^3 nevewestvenna. Vyraßenie dlØ C (sm.

(9.9)) imeet takim obrazom vid:

χ_0 = const · exp s∫ s0 C_1ds · exp i s∫ s0 (− Re B)A_0^3 √_{A1} A0 ds 2ρ(^∘Φ_{0m}^∘Φ_{0i} G^{mi})

. (9.11)

Zdes~ C_1 – nekotoroe vewestvennoe vyraßenie, vid kotorogo moßno “izvleq~” iz formuly (9.10). Posledniæ somnoßitel~ v (9.11) daet vyraßenie dlØ tak nazyvaemoæ fazy Berri.

Iz naxih rassußdeniæ sleduet, qto faza Berri ravna nul¸, esli naædennye iz sootvetstvu¸wih uravneniæ ffækonala po na-

qal~nomu uslovi¸ ψ^β | |_{q3=0} = ψ_0 | |_{q3=0} proizvodnye ∂ψ^β ∂q^3 | | q3=0

vewe-

stvenny. Tak, naprimer, budet v izotropnom sluqae pri rasprostranenii prodol~noæ volny soskal~zyvaniØ.

Literatura

1. V. G. Gracinskiæ, Issledovanie uprugih voln v modeli skvaßiny. — Izv. AN SSSR, ser. geofiz., No. 3 (1964), 322–338.

2. P. V. Krauklis, G. Kovalle, Ob asimptotiqeskom podhode k issledovani¸ voln, difragirovannyh na Ødre Zemli. — V kn.: Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln, 28 (1989), 52–55.

3. N. ˚. Kirpiqnikova, O rasprostranenii sosredotoqennyh vblizi luqeæ poverhnostnyh voln. — Trudy MIAN, 115 (1971).

O RASPROSTRANENII VOLN SOSKAL^ZYVANI˚ 29

4. P. V. Krauklis, N. V. Cepelev, O postroenii vysokoqastotnoæ asimptotiki volnovogo polØ, sosredotoqennogo vblizi granicy uprugoæ sredy. — Zap. nauqn. semin. LOMI 34 (1973), 72–92.

5. P. V. Krauklis, N. V. Cepelev, Pripoverhnostnye volny v neodnorodnom sreze s proizvol~noæ gladkoæ graniceæ. — Izv. AN SSSR, Fizika Zemli

No. 6 (1973), 3–11.

6. V. M. Babiq, N. ˚. Kirpiqnikova, Metod pograniqnogo sloØ v zadaqah difrakcii. LGU, L. (1974).

7. D. Bouche, Etude des ondes rampantes sur un corps convexe vérificant une condition d’impédance par une méthode de développement asymptotique. — Ann. Télécommun 47, No. 9–10 (1992).

8. V. D. Aßotkin, V. M. Babiq, O rasprostranenii voln LØva vdol~ poverhnosti uprugogo tela proizvol~noæ formy. — Zap. nauqn. semin. LOMI 165 (1983), 9–14.

9. Z. A. ˚nson, O rasprostranenii voln ReleØ tipa SV v transversal~- no-izotropnyh uprugih sredah. — Zap. nauqn. semin. POMI 230 (1995), 278–292.

10. Z. A. ˚nson, Vysxie priblißeniØ asimptotiki poverhnostnyh voln LØva SH v transversal~no-izotropnyh uprugih sredah. — Zap. nauqn. semin. POMI 257 (1999), 323–345.

11. N. ˚. Kirpiqnikova, V. B. Filippov, DifrakciØ volny xepquweæ galerei vblizi razryva krivizn. — Zap. nauqn. semin. POMI 239 (1997), 95–109.

12. Dß. Uizem, Lineænye i nelineænye volny. M (1977). 13. V. M. Babiq, V. S. Buldyrev, I. A. Molotkov, Prostranstvenno-vre-mennoæ luqevoæ metod. (Lineænye i nelineænye volny). Izd. LGU, Leningrad (1985).

14. F. G. Friedlander, J. B. Keller, Asymptotic expansion of solution of (r2+k2)u = 0.

— Comm. Pure Appl. Math. 8 (1955), 387–394.

Babich V. M. On propagation of creeping waves along the curvilinear surface of an anisotropic elastic body.

An analytical expression for the wave field of a creeping wave, propagating along the curvilinear surface of an anisotropic elastic body is constructed by the boundary layer method.

Postupilo 10 ØnvarØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN