Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 296, 2003 g.

V. N. KublanovskaØ

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ ALGEBRY. 2. METOD NEPOLNO` OTNOSITEL^NO` FAKTORIZACII I EGO PRIMENENIE

Vvedenie

V stat~e prodolßa¸tsØ issledovaniØ po primeneni¸ metoda “rangovoæ” faktorizacii (sm., napr. [1–3]) k rexeni¸ spektral~nyh zadaq mnogoparametriqeskih polinomial~nyh matric. Rassmatriva¸tsØ matricy polnogo ranga, regulØrnyæ i singulØrnyæ, spektry kotoryh ne ime¸t obwih toqek. PredlagaetsØ obobwenie metoda nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii (metoda NOF) ranee predloßennogo (sm. [2]) dlØ matric, spektr kotoryh ne zavisit po kraæneæ mere ot odnogo iz parametrov. PrivodØtsØ obosnovanie metoda NOF, ego svoæstva i primeneniØ k vyqisleni¸ bazisa nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ F , bazisnaØ matrica kotorogo ne soderßit nuleæ minimal~nogo polinoma, i k vyqisleni¸ nuleæ minimal~nogo polinoma F i im sootvetstvu¸wih sobstvennyh vektorov.

Stat~Ø sostoit iz vvedeniØ i qetyreh paragrafov. V §1 privedeny nekotorye teoretiqeskie predposylki, opredeleniØ i oboznaqeniØ. V §2 rassmatrivaetsØ metod nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii dlØ q-parametriqeskih polinomial~nyh matric polnogo ranga. PrivoditsØ obosnovanie metoda i ego svoæstva dlØ matric, regulØrnyæ i singulØrnyæ spektry kotoroæ ne ime- ¸t obwih toqek. §3 soderßit primenenie metoda NOF k vyqisleni¸ nuleæ minimal~nogo polinoma q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy i im sootvetstvu¸wih sobstvennyh vektorov. §4 posvØwen postroeni¸ bazisov nul~-prostranstv iz polinomial~nyh rexeniæ q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy, regulØrnyæ spektr bazisnyh matric kotoryh ne soder-

Rabota vypolnena pri podderßke grantov RFFI (02-01-00095) i NX- 2268.2003.1. 89

90 V. N. KUBLANOVSKA˚ ßit nuleæ minimal~nogo polinoma.

§1. Teoretiqeskie predposylki

1.1. OpredeleniØ i oboznaqeniØ.

Vvedem nekotorye oboznaqeniØ: F^{m×n}_ρ est~ mnoßestvo q-para-metriqeskih polinomial~nyh m × n matric F := F (μ_1, . . . , μ_q) ranga ρ; f[F ] – harakteristiqeskiæ polinom F , t.e. obwiæ naibol~xiæ delitel~ (OND) vsevozmoßnyh minorov porØdka ρ matricy F ; f_k[F ] est~ OND vsevozmoßnyh minorov porØdka ρ − k matricy F . Pri zapisi matricy i polinomov v vide F := F (λ, μ) = s∑ k=0 C_k(μ)λ^k,

f[F ] = f(λ, μ) = p∑ i=0 a_i(μ)λ^i,

f_k[F ] := f_k(λ, μ) = p_k∑

i=0 b^{(k)}_i (μ)λ^i

parametr λ budem nazyvat~ veduwim, μ est~ mul~tiparametr iz dopolnitel~nyh k λ parametrov. Inogda pri λ = μ_i mul~tiindeks iz dopolnitel~nyh parametrov budem oboznaqat~ μ_{q−i} := {μ_1, . . . , μ_{i−1}, μ_{i+1}, . . . , μ_q}; N [F ] est~ pravoe nul~-prostranstvo matricy F ; N_c[F ] – nul~-prostranstvo iz pravyh polinomial~- nyh rexeniæ F ; N_c[F ]_∗ – nul~-prostranstvo iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy F v fiksirovannoæ toqke; W_0[F ] – bazisnaØ matrica N_c[F ]: N_c[F ] = span W_0[F ]. Qerez W_0[F ] budem oboznaqat~ bazisnu¸ matricu N_c[F ], spektr kotoroæ ne zavisit ot veduwego parametra. Vyqislenie W_0[F ] moßno realizovat~ primeneniem algoritma ΔW -q faktorizacii k matrice F (sm. [1]); σ[F ] – koneqnyæ spektr matricy F , t.e. mnoßestvo rexeniæ sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ F ( i_1 . . . i_ρ j_1 . . . j_p ) = 0, 1 6 i_1 < . . . < i_ρ 6 n, 1 6 j_1 < . . . < j_ρ 6 m,

levye qasti kotoryh sut~ minory matricy F ; σ_r [F ] – koneqnyæ regulØrnyæ spektr F , t.e. mnoßestvo nuleæ f[F ]; σ_s[F ] – koneqnyæ singulØrnyæ spektr F , t.e. dopolnenie σ_r [F ] do σ[F ].

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ...2 91 ε[F ] = ε(λ, μ) = f[F ] f_1[F ]

– minimal~nyæ polinom F , t.e. delitel~

f[F ], nuli kotorogo sut~ toqki σ_r[F ], kaßdoæ iz kotoryh sootvetstvu¸t pravyæ i levyæ nenulevye vektory, ne prinadleßawie nul~-prostranstvam iz polinomial~nyh rexeniæ matricy F , i udovletvorØ¸wie uravneniØm F (λ, μ)x = 0 i F —(λ, μ)y = 0. V dal~neæxem nuli ε[F ] i prinadleßawie im vektory budem nazyvat~ sobstvennymi znaqeniØmi i sobstvennymi vektorami matricy F . Mnoßestvo σ_r[F ] predstavim v vide

σ_r[F ] = σ_{r1}[F ] ∪ σ_{r2}[F ],

gde σ_{r1}[F ] = {(λ, μ) | ε[F ] = 0}, σ_{r2}[F ] dopolnØet σ_{r1}[F ] i σ_r[F ]. Oboznaqim M = σ_r [F ] ∩ σ_s[F ] mnoßestvo toqek, prinadleßawih pereseqeni¸ mnoßestv σ_r[F ] i σ_s[F ]; [F_1, F_2]^β := [_{F1} F2 ] – bloqnoe transponirovanie.

Predstavim polinomy f[F ] i f_k[F ] v vide, tak nazyvaemoæ, nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii:

f[F ] = φ[F ] g[F ]; f_k[F ] = φ_k[F ] g_k[F ], (1.1)

gde g[F ] i g_k[F ] – polinomy ot q peremennyh, kaßdyæ iz kotoryh ØvlØetsØ primitivnym nad kol~com polinomov ot (q − 1) peremennyh iz mnoßestva {μ_1, . . . , μ_q}; φ[F ] i φ_k[F ] – polinomy, nuli kotoryh zavisØt ot (q − 1) parametrov.

1.2. NepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ dlØ skalØrnyh polinomov.

Predstavlenie skalØrnyh polinomov v vide (1.1) moßno realizovat~ algoritmom nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii (NOF). DlØ opredelennosti rassmotrim algoritm dlØ polinoma f[F ]. On sostoit iz tipiqnyh q xagov: naqal~nymi dannymi pervogo xaga ØvlØ¸tsØ λ = μ_1, f^{(1)} := f[F ]. VypolnØ¸tsØ sledu- ¸wie operacii:

(1) polinom f^{(1)} zapisyvaetsØ v vide

f^{(1)}[F ] = p1∑ i=0 a^{(1)}_i (μ_{q−1})λ^i;

(2) nahoditsØ polinom δ_1(μ_{q−1}), t.e. OND posledovatel~nosti {a^{(1)}_i (μ_{q−1})} i = 0, . . . , p_1, i ravenstva

a^{(1)}_i (μ_{q−1}) = δ(μ_{q−1})â^{(1)}_i (μ_{q−1}), i = 0, . . . , p_1.

92 V. N. KUBLANOVSKA˚ Zdes~ {â^{(1)}_i (μ_{q−1})} est~ posledovatel~nost~ vzaimno prostyh polinomov nad kol~com polinomov ot (q − 1) peremennyh μ_2, . . . , μ_q.

Rezul~tatom vypolneniØ operaciæ (1), (2) ØvlØetsØ ravenstvo f[F ] = δ_1(μ_{q−1})f^{(2)}[F ], gde

f^{(2)}[F ] = f^{(2)}(μ_1, . . . , μ_q) = p1∑ i=0 â^{(1)}_i (μ_{q−1})λ^i

est~ polinom ot q peremennyh, primitivnyæ nad kol~com polinomov ot (q − 1) peremennyh μ_{q−1} = μ_2, . . . , μ_q.

(3) OsuwestvlØetsØ perehod k vypolneni¸ vtorogo xaga. V kaqestve naqal~nyh dannyh dlØ vtorogo xaga berutsØ λ = μ_2 i polinom f^{(2)}(μ_1, . . . , μ_q).

V rezul~tate vypolneniØ q xagov budet naædeno razloßenie f[F ] vida (1.1), gde φ[F ] = δ_1(μ_{q−1}), . . . , δ_q(μ_{q−q}); g[F ] := f^{(q)}(μ_1, . . . , μ_q) = ∑ â^{(q)}_i (μ_{q−q} )λ^i, μ_{q−q} := μ_1, . . . , μ_{q−1}. (1.2)

Zametim, qto nekotorye iz polinomov δ_i(μ_{q−i}) v razloßenii (1.2) mogut byt~ konstanty.

Rassmotrennyæ algoritm moßet byt~ primenen dlØ postroeniØ NOF kaßdogo iz polinomov f_k[F ]:

f_k[F ] = δ^{(k)}_1 (μ_{q−1}), . . . , δ^{(k)}_q (μ_{q−q} )g_k[F ] ≡ φ_k[F ]g_k[F ]. (1.3)

Analogiqno ustanavlivaetsØ, qto

φ_k[F ] = δ^{(k)}_1 (μ_{q−1}), . . . , δ^{(k)}_q (μ_{q−q}), g_k(λ, μ) = p_n∑

i=1 b^{(q)}_i (μ_{q−q} )λ^i est~ polinom ot q peremennyh primitivnyæ nad kol~com ot

(q − 1) peremennyh iz mnoßestva {μ_1, . . . , μ_n}. NulØmi polinomov φ[F ] i φ_k[F ] ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno nuli polinomov δ_i(μ_{q−i}) i δ^{(k)}_i (μ_{q−i}), i = 1, . . . , q, kaßdyæ iz kotoryh zavisit ot (q − 1) peremennyh.

Kaßdyæ iz polinomov f^{(i)}[F ], f^{(i)}_k [F ], vyqislØemyh sootvetstvenno v processe NOF polinomov f[F ] i f_k[F ], ØvlØetsØ polinomom ot q peremennyh primitivnym nad kol~com polinomov ot

(q − 1) peremennyh.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ...2 93

1.3. Nasledstvennye polinomy.

Pust~ f[F ] i f_k[F ] predstavleny v vide (1.1), t.e. v vide nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii: f[F ] = φ[F ]g[F ], f_k[F ] = φ_k[F ]g_k[F ], gde dlØ k = 1, . . . , n_1 − 1 (n_1 6 ρ) f_k[F ] ≠ const, f_{n1} [F ] = const. Iz opredeleniæ f[F ] i f_k[F ] ime¸t mesto vkl¸qe- niØ { (λ, μ) | f_{k−1}[F ] = 0 } ⊇ { (λ, μ) | f_k[F ] = 0 } , k = 1, . . . , n_1−1, f_0 ≡ f. Togda iz NOF polinomov f[F ] i f_k[F ] sledu¸t vkl¸qeniØ { (λ, μ) | φ_{k−1}[F ] = 0 } ⊇ { (λ, μ) | φ_k[F ] = 0 } , k = 1, . . . , u_1 − 1, φ_{u1} [F ] = const, u_1 6 n_1; { (λ, μ) | g_{k−1}[F ] = 0 } ⊇ { (λ, μ) | g_k[F ] = 0 } , k = 1, . . . , v_1 − 1, g_{v1} [F ] = const, v_1 6 n_1; φ_0[F ] = φ[F ], g_0[F ] = g[F ].

Vvedem v rassmotrenie polinomy

ψ_k[F ] = φ_{k−1}[F ] φ_k[F ]

, k = 1, . . . , u_1 − 1, φ_0[F ] = φ[F ]. (1.4)

Netrivial~nyæ polinom ψ_k[F ] budem nazyvat~ nasledstvennym polinomom porØdka k. Posledovatel~nost~ {ψ_k[F ]}, k = 1, . . . , u_1− 1, (ψ_{u1} [F ] = const) netrivial~nyh polinomov budem nazyvat~ posledovatel~nost~¸ nasledstvennyh polinomov.

Spravedlivy sledu¸wie ravenstva:

φ_{k−1}[F ] = ψ_k[F ]φ_k[F ], k = 1, . . . , u_1 − 1;

φ[F ] ≡ φ_0[F ] = ψ_1[F ]ψ_2[F ] . . .ψ_{u1−1}[F ]; (1.5)

φ_{k−1}[F ] = ψ_k[F ]ψ_{k+1}[F ] . . .ψ_{u1−1}[F ].

Polinom ψ_1[F ] = φ[F ] φ_1[F ] budem nazyvat~ minimal~nym nasledst-

vennym polinomom. Kaßdoæ toqke μ̄^∗_{q−i} mnoßestv {μ_{q−i} | φ[F ] = 0} sopostavim qislo l = l_∗[F ], ravnoe qislu nasledstvennyh polinomov iz posledovatel~nosti {ψ_k[F ]}, kotorym ffta toqka prinadleßit. Ime¸t mesto sootnoxeniØ: μ̄^∗_{q−i} ∈ q⋂ k=1 {μ | ψ_k[F ] = 0} ; μ̄^∗_{q−i} ∉ {μ | ψ_{l+1}[F ] = 0} . (1.6)

94 V. N. KUBLANOVSKA˚ K qislu l_∗[F ] budem ssylat~sØ kak k urovn¸ nasledstvennosti toqki μ̄^∗_{q−i} ∈ { μ_{q−i} | φ[F ] = 0 } . Oqevidno uroven~ nasledstvennosti l¸bogo nulØ polinoma φ[F ] ne men~xe edinicy; nuli polinoma φ_k[F ] ime¸t uroven~ nasledstvennosti ne men~xe k; nuli polinoma ψ_k[F ] ime¸t uroven~ nasledstvennosti, ravnyæ k.

Predstavim ε[F ] v vide

ε[F ] = f[F ] f_1[F ] = φ[F ] φ_1[F ] g[F ] g_1[F ]

= ψ_1[F ]h_1[F ], (1.7)

gde ψ_1[F ] = φ[F ] φ_1[F ]

, h_1[F ] = g[F ] g_1[F ]

; h_1[F ] est~ polinom, nuli ko-

torogo (μ^∗_1, . . . , μ^∗_q) ∈ σ_r [F ], zavisØt ot q parametrov; ψ_1[F ] est~ polinom, nuli kotorogo μ̄^∗_{q−i} ∈ σ_r[F ], i = 1, . . . , q, zavisØt ot (q−1) parametrov.

Ime¸t mesto sledu¸wie utverßdeniØ.

1) Kaßdomu nul¸ (μ^∗_1, . . . , μ^∗_q ) polinoma h_1[F ] sootvetstvu¸t nenulevye postoØnnye vektory x_∗ i ξ_∗, udovletvorØ¸wie v rassmatrivaemom nule uravneniØm F (λ, μ)x = 0 i F —(λ, μ)ξ = 0. Pri fftom vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ: x_∗ /∈ span W_0[F ]_∗ ≡ N_c[F ]_∗; ξ_∗ /∈ span W_0[F —]_∗ ≡ N_c[F —]_∗, (μ^∗_1, . . . , μ^∗_q) /∈ σ[W_0(F )], (μ^∗_1, . . . , μ^∗_q) /∈ σ[W_0(F —)].

2) Kaßdomu nul¸ μ̄^∗_{q−i} polinoma ψ_1[F ] sootvetstvu¸t nenulevye postoØnnye vektory y_∗ i η_∗, udovletvorØ¸wie v rassmatrivaemom nule uravneniØm F (λ, μ)y = 0 i F —(λ, μ)η = 0. Pri fftom vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ: y_∗ /∈ N_c[F ]_∗; η_∗ /∈ N_c[F —]_∗, (λ, μ̄^∗_{q−i}) /∈ σ[W_0(F )], (λ, μ̄^∗_{q−i}) /∈ σ[W_0(F —)]. Mnoßestvo σ_r[F ] moßet byt~ predstavleno v vide

σ_r[F ] = σ_{r1}[F ] ∪ σ_{r2}[F ] : σ_{r1}[F ] = { (λ, μ) | ε[F ] = 0 } = = { (λ, μ) | h_1[F ] = 0 } ∪ { μ | ψ_1[F ] = 0 } ; σ_{r2}[F ] = { μ | φ_1[F ] = 0 } . (1.8)

§2. NepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ matricy

Nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacieæ (NOF) q-parametri-qeskoæ polinomial~noæ matricy F polnogo ranga (q ¿ 2) nazyva¸tsØ razloßeniØ F vidov

F = ^F P dlØ F ∈ F^{m×n}_n ; (2.1)

F = P F dlØ F ∈ F^{m×n}_m . (2.2)

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ...2 95 Zdes~ kaßdaØ iz matric ^F i F zavisØt ot q parametrov i ØvlØ- ¸tsØ sootvetstvenno polnogo stolbcovogo i polnogo stroqnogo rangov. Matricy P i P sut~ regulrØnye razmerov n × n i m × m sootvetstvenno, kaßdaØ zavisit ot q parametrov. Pri fftom toqki spektrov σ[P ] i σ[P ] zavisØt ot (q − 1) parametrov: P =

∏_1 k=q ∇—_k, P = ∏_q k=1 ∇_k, ∇_k = ∇_k(μ_{q−k}), ∇_k = ∇_k(μ_{q−k}), gde ∇_k i ∇_k sut~ n × n i m × m regulØrnye matricy, kaßdaØ iz kotoryh zavisit ot (q − 1) parametrov.

2.1. Algoritm vyqisleniØ NOF matricy F ∈ F^{m×n}_n .

Algoritm vyqisleniØ (2.1) sostoit iz q tipiqnyh xagov, sootvetstvu¸wih vyboru veduwego parametra λ = μ_k, i naqal~noæ matricy F_k(λ, μ_{q−k}). PorØdok vybora veduwego parametra proizvol~nyæ. DlØ opredelennosti budem vybirat~ λ v posledovatel~nosti μ_1, . . . , μ_q. Rassmotrim pervyæ xag. V kaqestve veduwego parametra vybiraetsØ λ = μ_1, vspomogatel~nymi ØvlØ¸tsØ parametry μ_{q−1} := μ_2, . . . , μ_q. Matrica F_1 := F — predstavlØetsØ v vide F_1 = ∑_{s1} i=0 C^{(1)}_i (μ_{q−1})λ^i. VypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1) FormiruetsØ n × (s_1 + 1)m matrica

A1 := A1(μq−1) =^[C^{(1)}s_1 , C^{(1)}_{si−1}, . . . , C^{(1)}_0^], C^{(1)}_k = C^{(1)}_k (μq−1),

zavisØwaØ ot (q − 1) parametrov.

(2) K matrice A_1 primenØetsØ algoritm ∇V -(q−1)-faktorizacii:

A1 = ∇1V1. Zdes~ ∇1 = ∇1(μq−1) – regulØrnaØ n × n matrica, V =

V (μ_{q−1}) est~ n×(s_1 +1)m matrica, σ_r[∇_1] ⊆ σ_r[A_1], σ^+_s [A_1] = σ^+_s [V_1].

Rezul~tatom vypolneniØ pervogo xaga (operacii (1), (2)) budut poluqeny ravenstva

F_1 = F_1(μ_1, . . . , μ_q) = A_1(μ_{q−1})Λ_1(λ) = ∇_1(μ_{q−1})F_2, F_2 = V_1Λ_1,

gde Λ_1 := [ λ^{s1} I_m, λ^{s1−1}I_m, . . . , λ^0I_m ]_B est~ odnoparametriqeskaØ

(s_1 +1)m×m matrica polnogo stolbcovogo ranga, I_m – ediniqnaØ m × m matrica.

V kaqestve naqal~nyh dannyh dlØ vtorogo xaga berutsØ λ = μ_2, μ_{q−2} := μ_1, μ_3, . . . , μ_q. V rezul~tate vypolneniØ q xagov budet poluqeno razloßenie F — = ∇_1(μ_{q−1})∇_2(μ_{q−1}) . . . ∇_q(μ_{q−1})F_{q+1} ili, tak nazyvaemaØ levaØ nepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ ma-

tricy F vida (2.1), gde ^F = F —_{q+1}, P =^1 ∏ k=q ∇—_k, ∇_k = ∇(μ_{q−1}).

96 V. N. KUBLANOVSKA˚

2.2. Algoritm vyqisleniØ NOF matricy F ∈ F^{m×n}_m .

Algoritm sostoit iz q tipiqnyh xagov. Na pervom xage v kaqestve veduwego parametra vybiraetsØ λ = μ_1, vspomogatel~- nymi ØvlØ¸tsØ parametry μ_{q−1}. Matrica F_1 = F zapisyvaetsØ v vide F_1 = F (λ, μ_{q−1}) = ∑_{t1} i=0 C̄^{(1)}_i (μ_{q−1})λi. VypolnØ¸tsØ sledu-

¸wie operacii.

(1) FormiruetsØ m × (t_1 + 1)n matrica A_1(μ_{q−1}) = [^¯C^{(1)}_{t1} (μ_{q−1}), . . . , C̄^{(1)}_0 (μ_{q−1})].

(2) K A_1 primenØetsØ metod ∇V -(q − 1) faktorizacii

A1 = ∇1V 1,

gde ∇_1 = ∇_1(μ_{q−1}) – regulØrnaØ m × m matrica, V_1 = V_1(μ_{q−1}) − m × (t_1 + 1)n matrica polnogo stroqnogo ranga: σ_r[∇_1] ⊆ σ_r[A_1], σ^+_s [A_1] = σ^+_s [V_1]. Rezul~tatom pervogo xaga budut poluqeny ravenstva F_1 := F_1(μ_1, . . . , μ_q) = A_1(μ_{q−1})Λ_1(λ), F_1 = ∇_1F_2, F_2 = V_1Λ_1, gde Λ_1 = [λ^{t1}I_n, . . . , λ^0I_n]^B est~ odnoparametriqeskaØ polnogo stolbcovogo ranga matrica razmerov (t_1 + 1)n × n.

V kaqestve naqal~nyh dannyh dlØ vtorogo xaga berutsØ λ = μ_2, μ = μ_{q−2}, F_2 = F_2(λ, μ_{q−2}). V rezul~tate vypolneniØ q xagov

budet poluqeno razloßenie (2.2), gde F = F_{q+1}, P =^q ∏ k=1 ∇_k(μ_{q−1}).

2.3. Obosnovanie i svoæstva NOF-metoda.

Teorema. 1) Esli regulØrnyæ i singulØrnyæ spektry q-paramet-

riqeskoæ matricy F ∈ F^{m×n}_n ne ime¸t obwih toqek (M[F ] = ?), to pravaØ nepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ (2.1) matricy F imeet sledu¸wie svoæstva.

•⌋ P :=^1 ∏ k=q ∇—_k(μ_{q−1}) est~ regulØrnaØ q-parametriqeskaØ n × n ma-

trica, sobstvennye znaqeniØ kotoroæ zavisØt ot (q − 1) parametrov: det P = ∏ det ∇_k. Kaßdoæ pravoæ sobstvennoæ pare μ̄^∗_{q−k};

y^{(k)}_∗ matricy ∇—_k sootvetstvuet sobstvennaØ para (λ, μ̄^∗_{q−k}); y^{(k)}_∗ matricy F . Pri fftom toqki spektra matricy P sovpada¸t s nulØmi minimal~nogo nasledstvennogo polinoma ψ_1[F ] matricy F .

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ...2 97 •⌋ ^F est~ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ m × n matrica ranga n, ime¸waØ sledu¸wie spektral~nye svoæstva: σ^−_s [F̂ ] = σ^−_s [F ], mnoßestvo σ_r[ ^F ] est~ ob¨edinenie nuleæ polinomov φ_1[F ] i g[F ].

2) Esli regulØrnyæ i singulØrnyæ spektry q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F ∈ F^{m×n}_m ne ime¸t obwih toqek

{M[F ] = ?}, to levaØ nepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ (2.2)

matricy F imeet sledu¸wie svoæstva. •⌋ P =^q ∏ k=1 ∇_k(μ_{q−1}) est~ regulØrnaØ q-parametriqeskaØ m × m ma-

trica, sobstvennye znaqeniØ kotoroæ zavisØt ot (q −1) parametrov: det P =^q ∏ k=1 det ∇_k = 0. Kaßdoæ levoæ sobstvennoæ pare μ̄^∗_{q−k},

η—_∗ matricy ∇_k sootvetstvuet levaØ sobstvennaØ para (λ, μ̄^∗_{q−k}), η^{(k)}_∗ matricy F (λ, μ). Pri fftom sobstvennye znaqeniØ matricy P sovpada¸t s nulØmi polinoma ψ_1[F ].

•⌋ F est~ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ m×n matrica, ranga m, ime¸waØ sledu¸wie spektral~nye svoæstva σ^+_s [F ] = σ^+_s [F ]; mnoßestvo σ_r[F ] est~ ob¨edinenie nuleæ polinomov φ_1[F ] i g[F ].

Sledstvie. Spektry matric ∇k(μ_{q−k}) (matric ∇k(μ_{q−k})) k =

1, . . . , q ne pereseka¸tsØ. Spektr matricy ∇_k(μ_{q−k}) (matricy ∇_k(μ_{q−k})) ne zavisit ot parametra μ_k i sovpadaet s toqkami cilindriqeskogo mnogoobraziØ regulØrnogo spektra σ_{r1}[F ] matricy F v prostranstve C^q otnositel~no parametra μ_k.

Rassmotrim lemmy, na baze kotoryh budet postroeno dokazatel~stvo teoremy dlØ sluqaØ F ∈ F^{m×n}_n .

Lemma 1^1. 1) Pust~ G = G1G2, gde G, G1 i G2 sut~ q-parametri-

qeskie polinomial~nye matricy rangov ρ, ρ_1 i ρ_2 sootvetstvenno. Togda ime¸t mesto sledu¸wie utverßdeniØ. •⌋ Esli ρ = ρ_1 = ρ_2, to σ_r[G] ⊇ σ_r[G_i], i = 1, 2.

•⌋ Esli, po kraæneæ mere, odna iz matric (skaßem G_1) ØvlØetsØ regulØrnoæ i σ_r[G_1] ∩ σ_r[G_2] = ?, to σ_r[G] est~ ob¨edinenie σ_r[G_1] i σ_r[G_2].

2) Pust~ F est~ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ m × n matrica i N_c[F ] ≠ ?. Togda σ^+_s [F ] = σ^−_s [W_0(F )], W_0(F ) est~ bazisnaØ matrica N_c[F ].

1Dokazatel~stvo lemmy sm. v [4]

98 V. N. KUBLANOVSKA˚

Lemma 2. Pust~ F := F (λ, μ) =^{1∑}_{k=0} λ^kCk(μ) = V (μ)Λ(λ), gde

F ∈ F^{n×m}_n zavisit ot q parametrov, V (μ) = [C_s(μ), . . . , C_0(μ)] ∈ F^{n×N}_n , N = (s + 1)m, V (μ) zavisit ot (q − 1) parametrov Λ(λ) = [λ^sI_m, λ^{s−1}I_m, . . . , I_m]^B ⊂ F^{N×m}_m , Λ(λ) – odnoparametriqeskaØ po-

linomial~naØ matrica. Pust~ U := W_0[F^T ] – bazisnaØ matrica N_c[F^T ], tak qto U ∈ F^{m×n1}_{n1} , n_1 = m − n. Togda ime¸t mesto sledu¸wie utverßdeniØ

σ[W_0(V )] ⊇ σ[ΛU ] ⊇ σ[U ].

Pri fftom σ[U ] = σ[ΛU ], (2.3)

esli toqki mnoßestva σ[U ] ≡ σ[W_0(F —)] ne zavisØt ot parametra λ.

Dokazatel~stvo. Iz ravenstva F U = 0 ili (qto to ße) V (ΛU ) =

0 s uqetom, qto N_c[V ] ⊇ N_c[ΛU ] (dim N_c[V ] = N − n, dim N_c(ΛU ) = n_1) sleduet vkl¸qenie

σ[W_0(V )] ⊇ σ[W_0(ΛU )].

Dokaßem spravedlivost~ vkl¸qeniØ σ[ΛU ] ⊇ σ[U ].

Po opredeleni¸ koneqnogo spektra q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy (q ¿ 1) •⌋ mnoßestvo σ[U ] sostoit iz rexeniØ sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ (SNAU) vida U ( 1 2 . . . n_1 j_1 j_2 . . . j_{n1} ) = 0 1 6 j_1 < · · · < j_{n1} 6 m; (2.4)

•⌋ mnoßestvo σ[ΛU ] sostoit iz rexeniæ SNAU vida ΛU ( 1 2 . . . n_1 k_1 k_2 . . . k_{n1} ) = 0 1 6 k_1 < · · · < k_{n1} 6 N. (2.5)

Iz vida matricy ΛU = [λ^sU, λ^{s−1}U, . . . , U ]^B sleduet, qto rexenie SNAU (2.5) sostoØt iz rexeniæ sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ, zavisØwih ot λ, i rexeniæ SNAU (2.4). Ots¸da σ[ΛU ] ⊇ σ[U ].

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ...2 99 Pri fftom ravenstvo (2.3) budet vypolnØt~sØ, esli bazisnye matricy W_0[F ] i W_0[V ] sootvetstvenno podprostranstv N_c[F ] i N_c[V ] vybira¸tsØ tak, qto toqki ih spektrov σ[W_0(F )] i σ[W_0(V )] ne zavisØt ot parametra λ. Lemma dokazana.

Lemma 3. V usloviØh metoda NOF ime¸t mesto sledu¸wie

utverßdeniØ.

1^∘. σ[∇_i] ∩ σ[∇_j] = ? pri i ≠ j.

2^∘. L¸baØ sobstvennaØ para μ^∗_{q−k}; y^{(k)}_∗ matricy ∇—_k(μ_{q−k}) ØvlØetsØ

sobstvennoæ paroæ matricy P .

3^∘. Spektr matricy ∇_k ne peresekaetsØ so spektrom matricy W_0[F̂ —].

Spravedlivost~ 1^∘ sleduet iz nesovpadeniØ toqek μ̄^∗_{q−i} i μ̄^∗_{q−j} pri i ≠ j. Zdes~ μ̄^∗_{q−i} i μ̄^∗_{q−j} sut~ toqki σ[∇_i] i σ[∇_j] sootvetstvenno.

Dokaßaem spravedlivost~ 2^∘. Pust~ μ̄^∗_{q−k}; y^{(k)}_∗ est~ sobstvennaØ para ∇—_k(μ_{q−k}). Nado dokazat~ spravedlivost~ ravenstva P (μ_k, μ̄^∗_{q−k})y^{(k)}_∗ = 0. UqityvaØ proizvol~nyæ vybor posledovatel~nosti veduwih parametrov pri isqerpyvanii delitelæ ∇_i(μ_{q−i}) iz preobrazuemoæ matricy v metode NOF, moßem dlØ l¸ogo fiksirovannogo xaga k matricu P predstavit~ v vide P (μ_k, μ_{q−k}) = [ ∏ i≠k ∇—_i (μ_{q−i}) ] ∇—_k(μ_{q−k}), tak qto imeem P (μ_k, μ̄^∗_{q−k})y^{(k)}_∗ = [ ∏ i≠k ∇—_i (μ_{q−i}) ] ∇—_k(μ̄^∗_{q−k})y^{(k)}_∗ = 0.

Pri fftom s uqetom svoæstva 1^∘ moßem utverßdat~, qto spektr matricy ∏ i≠k ∇—_i (μ_{q−i}) ne soderßit toqki μ̄^∗_{q−k}. Iz skazannogo sle-

duet spravedlivost~ svoæstva 2^∘.

Pereædem k dokazatel~stvu svoæstva 3^∘. Snaqala dokaßem, qto pri uslovii M[F ] = ? dlØ F ∈ F^{m×n}_n ime¸t mesto sledu¸wie sootnoxeniØ na kaßdom xage k (k = 1, . . . , q) metoda NOF:

N_c[F —] = N_c[F_k] = N_c[F̂ —] (F_1 = F —). (2.6)

σ_r[F_k] ⊇ σ_r[F_{k+1}], σ^+_s [F_k] = σ^+_s [F_{k+1}], (2.7)

100 V. N. KUBLANOVSKA˚

M[Fk] = ?, M[Ak] = ?, (2.8)

σ_r[V_k] = ?, σ_r[A_k] = σ_r[∇_k], σ^+_s [A_k] = σ^+_s [V_k], (2.9)

σ[W_0(F_k)] = σ[W_0(V_kΛ_k)] = σ[W_0(V_k)], (2.10)

σ[∇_k] ∩ σ[W_0(V_k)] = ?. (2.11)

Spravedlivost~ (2.6) i (2.7) sleduet iz lemmy 1 i ravenstv F_k = ∇_kF_{k+1}, F_1 = F —, F —_{q+1} = ^F . Deæstvitel~no, s qetom, qto ∇_k – regulØrnaØ matrica imeem σ_r[F_k] ⊇ σ_r[F_{k+1}]. Dalee N_c[F_k] = N_c[F_{k+1}], tak qto W_0(F_k) = W_0(F_{k+1}), a sledovatel~- no, σ^+_s [W_0(F_k)] = σ^+_s [W_0(F_{k+1})]. Po lemme 1 σ^−_s [W_0(F_k)] = σ^+_s [F_k], σ^−_s [W_0(F_{k+1})] = σ^+_s [F_{k+1}]. Spravedlivost~ M[F_k] = ? sleduet iz usloviØ M[F ] = ? i vkl¸qeniØ M[F_k] ⊆ M[F ], vypolnØemogo v silu (2.7). Dokaßem, qto M[A_k] = ?. S uqetom, qto A_k = ∇_kV_k, gde ∇_k – regulØrnaØ matrica, imeem N_c[A_k] = N_c[V_k], tak qto

σ^+_s [A_k] = σ^+_s [V_k]. (2.12)

Po lemme 1 imeem σ^+_s [V_k] = σ^−_s [W_0(V_k)]. S uqetom F_k = V_kΛ_k po lemme 2 nahodim σ[W_0(V_k)] = σ[W_0(F_k)], tak qto σ^−_s [W_0(V_k)] = σ^−_s [W_0(F_k)]. Ots¸da s uqetom lemmy 1 imeem

σ^−_s [W_0(V_k)] = σ^+_s [V_k] = σ^−_s [W_0(F_k)] = σ^+_s [F_k]. (2.13)

Iz (2.9) i (2.10) imeem

σ^+_s [A_k] = σ^+_s [F_k]. (2.14)

Dalee iz ravenstva F_k = A_kΛ_k, gde rank [F_k] = rank [A_k], po lemme 1 imeem σ_r[A_k] ⊆ σ_r[F_k]. Ots¸da s uqetom (2.7) imeem

M[Ak] ⊆ M[Fk], gde M[Fk] = ?, tak qto M[Ak] = ? i spra-

vedlivost~ (2.8) ustanovlena. Spravedlivost~ (2.9) sleduet iz svoæstv ∇V -faktorizacii i M[A_k] = ?. Soglasno svoæstv ∇V - faktorizacii matricy A_k imeem σ_r[A_k] = σ[∇_k], σ_r[V_k] = ?. Ravenstvo σ^+_s [A_k] = σ^+_s [V_k] sleduet iz sovpadeniØ N_c[A_k] i N_c[V_k]. Tak qto σ^−_s [W_0(A_k)] = σ^−_s [W_0(V_k)]. Togda po lemme 1 imeem σ^+_s [A_k] = σ^+_s [V_k]. Spravedlivost~ (2.9) ustanlvlena. Spravedlivost~ (2.10) sleduet iz (2.6), lemmy 2 i ravenstva F_k = ∇_kV_kΛ_k. DlØ dokazatel~stva (2.11) dostatoqno ustanovit~ spravedlivost~ ravenstv σ[∇_k] ∩ σ^−_s [W_0(V_k)] = ? (2.15)

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ...2 101

σ[∇_k] ∩ σ_r[W_0(V_k)] = ?. (2.16)

Rassmotrim sledu¸wu¸ cepoqku ravenstv, poluqennyh s uqetom (2.8), (2.9), ravenstva W_0[A_k] = W_0[V_k] i lemmy 1

? = σr[Ak] ∩ σ^+_s [Ak] = σ[∇k] ∩ σ^+_s [Vk] = σ[∇k] ∩ σ^−_s [W0(Vk)].

Ots¸da sleduet spravedlivost~ (2.15). Pereædem k dokazatel~- stvu (2.16). Iz (2.9) nahodim σ_r[A_k] = σ[∇_k], gde ∇_k = ∇_k(μ_{q−k}) est~ regulØrnaØ matrica ot (q − 1) parametrov μ_{q−k}. Kaßdoæ toqke μ̄^∗_{q−k} ∈ σ[∇_k] sootvetstvuet nenulevoæ postoØnnyæ vektor y^{(k)}_∗ : ∇—_k(μ̄^∗_{q−k})y^{(k)}_∗ = 0. Pri fftom po postroeni¸ spektr matricy ∇_k ne zavisit ot toqek spektra matricy W_0[V_k] = W_0[A_k], tak qto σ[∇_k] ∩ σ[W_0(V_k)] = ?, a sledovatel~no σ[∇_k] ∩ σ_r[W_0(V_k)] = ?. Spravedlivost~ (2.16) ustanovlena.

VernemsØ k dokazatel~stvu svoæstva 3^∘ lemmy 3. Iz (2.6) imeem W_0[F_k] = W_0(F_1) ≡ W_0(F —), tak qto σ[W_0(F_k)] = σ[W_0(F —)]. Ots¸da s uqetom (2.15) i (2.16) sleduet

σ[∇_k] ∩ σ[W_0(F —)] = ?.

Lemma dokazana.

Pereædem k dokazatel~stvu teoremy. Po postroeni¸ P = 1∏ k=q ∇—_k, ∇_k := ∇_k(μ_{q−k}) – regulØrnaØ polinomial~naØ matrica

ot (q − 1) parametrov μ_{q−k}. Pri fftom σ[P ] sostoit iz nuleæ μ̄^∗_{q−k} polinomov det ∇_k = 0, k = 1, . . . , q.

Dokaßem spravedlivost~ ravenstva { μ | det P = 0 } = { μ | ψ_1[F ] = 0 } . (2.17)

Pust~ (λ, μ̄^∗) ∈ σ[P ], t.e. imeet mesto ravenstvo

P (λ, μ̄^∗)y_∗ = 0 y_∗ ≠ 0 : (2.18)

(λ, μ̄^∗); y_∗ est~ sobstvennaØ para matricy P . Dokaßem, qto μ_∗

est~ nul~ polinoma ψ_1[F ], t.e. ime¸t mesto sootnoxeniØ

F (λ, μ_∗)y_∗ = 0, y_∗ ≠ 0 y_∗ /∈ N_c[F —]_∗, (λ, μ_∗) /∈ σ[W_0(F —)].

S uqetom lemmy 3, gde svoæstvo 3^∘ spravedlivo dlØ l¸bogo k =

1, . . . , q, imeem σ[∇_k]∩σ[W_0(F —)] = ?. Ots¸da σ[P ]∩σ[W_0(F —)] = ?,

qto s uqetom (2.18) i ravenstva F = ^F P daet F (λ, μ_∗)y_∗ = 0,

102 V. N. KUBLANOVSKA˚ y_∗ ≠ 0, (λ, μ_∗) /∈ σ_r[ ^F ], y_∗ /∈ N_c[F —]_∗. Iz skazannogo sleduet qto μ = μ_∗ est~ nul~ polinoma ψ_1[F ], tak qto imeet mesto vkl¸qenie

σ[P ] ⊆ {μ | ψ_1[F ] = 0}. (2.19)

Dokaßem obratnoe vkl¸qenie

{μ | ψ_1[F ] = 0} ⊆ σ[P ]. (2.20)

Pust~ μ_∗ est~ nul~ polinoma ψ_1[F ]. Nado dokazat~, qto (λ, μ_∗) est~ nul~ polinoma det P . DlØ fftogo dostatoqno ustanovit~, qto (λ, μ_∗) /∈ σ[ ^F ]. Dokazatel~stvo ot protivnogo. Dopustim (λ, μ_∗) ∈ σ[ ^F ]. Myslimy dve situacii: (a) (λ, μ_∗) ∈ σ_{r1}[ ^F ] i (b) (λ, μ_∗) ∈ σ_{r2}[ ^F ]. Rassmotrim situaci¸ (a). Po uslovi¸, s uqetom svoæstv minimal~nogo nasledstvennogo polinoma ψ_1[F ], imeem

F (λ, μ_∗)x_∗ = 0 x_∗ ≠ 0, x_∗ /∈ N_c[F —]_∗, (λ, μ_∗) /∈ σ[W_0(F —)]. (2.21)

Togda spravedlivo ravenstvo

^F (λ, μ_∗)P (λ, μ_∗)x_∗ = 0, priqem z(λ) := P (λ, μ_∗)x_∗ ≠ 0.

Ots¸da (λ, μ_∗) /∈ σ_{r1}[ ^F ], tak kak z(λ) est~ polinomial~nyæ vektor, tak qto situaciØ (a) ne vypolnima.

Rassmotrim situaci¸ (b). Pust~ (λ, μ_∗) ∈ σ_{r2}[ ^F ], t.e. (λ, μ_∗) prinadleßit mnoßestvu σ_r[ ^F ] ∩ σ[W_0(^^F —)]. No togda (λ, μ_∗) est~ obwaØ toqka σ[W_0(^^F —)] i σ[W_0(F —)], tak kak N_c[^^F —] = N_c[F —]. Poslednee protivoreqit uslovi¸ (2.21). Protivoreqie dokazyvaet spravedlivost~ vkl¸qeniØ (2.20).

Pereædem k dokazatel~stvu spektral~nyh svoæstv matricy ^F . Spravedlivost~ ravenstva σ^−_s [ ^F ] = σ^−_s [F ] sleduet iz lemmy 3 s uqetom, qto ^F := F —_{q+1}. Spravedlivost~ σ_r[ ^F ] ∩ σ[P ] = ? sleduet iz dokazannogo vyxe sovpadeniØ nuleæ polinomov ψ_1[F ] i det P i sootnoxeniØ σ_r[ ^F ] ∩ {μ | ψ_1[F ] = 0} = ?, ustanovlennogo pri dokazatel~stve pervogo punkta teoremy. Iz skazannogo, s uqetom lemmy 1, zakl¸qaem, qto σ_r[ ^F ] dopolnØet σ[P ] do koneqnogo regulØrnogo spektra σ_r[F ] matricy F . Ots¸da σ_r[ ^F ] sostoit iz ob¨edineniØ nuleæ polinomov φ_1[F ] i g[F ]. Spravedlivost~ teoremy dlØ F ∈ F^{m×n}_n ustanovlena.

Dokazatel~stvo svoæstv NOF matricy F ∈ F^{m×n}_m provoditsØ analogiqno.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ...2 103

§3. Vyqislenie sobstvennyh znaqeniæ i sobstvennyh vektorov Pod sobstvennymi znaqeniØmi q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F ponima¸tsØ nuli ee minimal~nogo polinoma ε[F ]: ε[F ] = f[F ] f_1[F ] = φ[F ]g(F ) φ_1[F ]g_1[F ]

= ψ_1[F ]h_1[F ],

gde ψ_1[F ] =^{φ[F ]}_{φ1[F ]} – minimal~nyæ nasledstvennyæ polinom matri-

cy F , h_1[F ] = g[F ] g_1[F ]

; f[F ] = φ[F ]g[F ] i f_1[F ] = φ_1[F ]g_1[F ] est~ ne-

polnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ sootvetstvenno polinomov f[F ] i f_1[F ]. Zadaqa sostoit v vyqislenii nuleæ polinoma ε[F ] i im sootvetstvu¸wih sobstvennyh vektorov, ispol~zuØ metod NOF. DlØ opredelennosti budem predpolagat~ F ∈ F^{m×n}_n . Nuli ε[F ] predstavim v vide 3-h grupp: nuli ψ_1[F ], nuli sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ (SNAU) { ψ_1[F ] = 0,

h_1[F ] = 0,

(3.1)

i nuli h_1[F ], ne prinadleßawie SNAU (3.1). Rexenie zadaqi budem provodit~ v tri stadii, sootvetstvu¸wie ukazannym vyxe gruppam.

PervaØ stadiØ opredelØet nuli ψ_1[F ] = 0 primeneniem k matrice F pravoæ nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii F = ^F P ,

P =^1 ∏ k=q ∇—_k, gde ∇_k = ∇_k(μ_{q−k}) – regulØrnye matricy, spektr

kotoryh ne zavisit ot parametra μ_k. Soglasno teoreme iz §2 sobstvennye pary μ̄^∗_{q−k}; y^{(k)}_∗ matric ∇—_k, k = 1, . . . , q, obrazu- ¸t iskomye na pervoæ stadii sobstvennye pary matricy F : F (λ, μ̄^∗_{q−k})y^{(k)}_∗ = 0, y^{(k)}_∗ ≠ 0, y^{(k)}_∗ /∈ N_c[F —]_∗.

VtoraØ stadiØ vyqislØet rexeniØ SNAU (3.1), t.e. sobstvennye znaqeniØ (λ_{ki}, μ̄^∗_{q−k}) odnoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy ^F (λ, μ̄^∗_{q−k}) dlØ kaßdogo fiksirovannogo nulØ μ̄^∗_{q−k} polinoma ψ_1[F ], vyqislennogo na pervoæ stadii. Zadaqa rexaetsØ l¸bym iz metodov vyqisleniØ sobstvennyh znaqeniæ odnoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy. Sobstvennye vektory x_∗ i y_∗, sootvetstvu¸wie fiksirovannomu sobstvennomu zna-

104 V. N. KUBLANOVSKA˚ qeni¸ (λ_{ki}, μ̄^∗_{q−k}) ≡ (μ^∗_1, . . . , μ^∗_q ) matric F i F — nahodØtsØ primeneniem algoritma ΔW -0 razloßeniØ k postoØnnym matricam F (μ^∗_1, . . . , μ^∗_q ) i F —(μ^∗_1, . . . , μ^∗_q ):

F (μ^∗_1, . . . , μ^∗_q)W^{(1)} = [Δ^{(1)}, 0],

F —(μ^∗_1, . . . , μ^∗_q )W^{(2)} = [Δ^{(2)}, 0].

Posledniæ stolbec ortogonal~noæ matricy W^{(1)} ØvlØetsØ iskomym pravym sobstvennym vektorom x_∗; posledniæ stolbec ortogonal~noæ matricy W^{(2)} ØvlØetsØ iskomym levym sobstvennym vektorom matricy F .

DlØ realizacii tret~eæ stadii sleduet predvaritel~no isqerpat~ iz regulØrnogo spektra σ_r[ ^F ] matricy ^F , naædennye spektral~nye harakteristiki na vtoroæ stadii. DlØ fftogo vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii dlØ kaßdogo fiksirovannogo sobstvennogo znaqeniØ (λ_{ik}, μ̄^∗_{q−k}).

(1) NahoditsØ ΔW -0 razloßenie postoØnnoæ matricy ^F (λ_{ik}, μ̄∗_{q−k}): ^F (λ_{ik}, μ̄^∗_{q−k})W = [Δ, 0], gde W – ortogonal~naØ matrica, Δ – matrica polnogo stolbcovogo ranga, 0 – nulevoæ stobec.

(2) VyqislØetsØ polinomial~naØ matrica Φ_k := ^F_k(λ, μ)W, ^F_1 = ^F . (3) VyqislØetsØ polinom δ_k, t.e. OND poslednego stolbca matricy Φ_k.

(4) FormiruetsØ matrica ^F_{k+1} = Φ_kblock diag{I_{n−1}, δ^{−1}_k e_n}. Vypolnenie operaciæ (1)–(4) zakanqivaetsØ na koneqnom xage, kogda vse sobstvennye znaqeniØ (λ_{ik}, μ̄^∗_{q−k}), naædennye na vtoroæ stadii, budut isqerpany iz spektra matricy ^F . Rezul~- tiru¸wu¸ matricu oboznaqim ~F . Oqevidno regulØrnyæ spektr matricy ~F sovpadaet s nulØmi polinoma h_1[F ], podleßawimi vyqisleni¸ na tret~eæ stadii.

DlØ vypolneniØ tret~eæ stadii predlaga¸tsØ dva sposoba vyqisleniØ iskomyh nuleæ polinoma h_1[F ].

Pervyæ sposob trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ...2 105 (1) VyqislØetsØ ΔW -q faktorizaciØ matricy^~F — :^~F —~W =

[ ~Δ, 0], gde ~W = [~W_1, ~W_0], ~W_0 = N_c[F̃ —]; ~Δ = F̃ —~W_1 – regulØrnaØ

matrica.

(2) VyqislØetsØ det ~Δ i nahoditsØ ego nepolnaØ otnositel~- naØ faktorizaciØ

det ~Δ = p_1(μ)p_2(λ, μ).

(3) FormiruetsØ matrica Φ := [p_1I, ~Δ] i nahoditsØ ∇V - faktorizaciØ Φ:

Φ = ∇V, V = [V_1, V_2], tak qto ~Δ = ∇V_2, p_1I = ∇V_1.

Ots¸da s uqetom, qto σ_r[Φ] = σ_r[∇] i {μ | p_1(μ) = 0} = σ_r[W_1], sleduet, qto σ_r[V_2] dopolnØet σ_r[Φ] do σ_r[ ~Δ]. PrinimaØ vo vnimanie, qto σ_r[ ~F ] ne soderßit sobstvennyh znaqeniæ μ̄^∗_{q−k}, ne zavisØwih ot μ_k, k = 1, . . . , q, imeem σ_r[V_2] = σ_r[ ~F ]. Drugimi slovami, regulØrnyæ spektr matricy V_2 dopolnØet regulØrnyæ spektr matricy ~W_1 do regulØrnogo spektra matricy ~Δ =^~F —~W_1. Ots¸da nuli det V_2 = 0 da¸t iskomye rexeniØ tret~eæ siadii.

Vtoroæ sposob trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ. (1) NahoditsØ polinom p_3(μ), t.e. l¸boæ minor matricy ~W_1. (2) FormiruetsØ matrica ~Φ := [p_3I, ~Δ] i vyqislØetsØ ee ∇V - faktorizaciØ

~Φ = ∇V, V = [V_1, V_2], tak qto p_3I = ∇V_1, ~Δ = ∇V_2.

Zdes~ mnoßestvo σ_r[~Φ] sovpadaet s nulØmi harakteristiqeskogo polinoma f[~W_1] matricy ~W .

(3) VyqislØ¸tsØ nuli det V_2 = 0, kotorye sut~ iskomye sobstvennye znaqeniØ tret~eæ stadii.

Vyqislenie sobstvennyh vektorov matric F i F —, sootvetstvu¸wih nulØm polinoma h_1[F ], poluqennym na tret~eæ stadii, provoditsØ primeneniem ΔW -0 razloßeniØ k matricam F (μ^∗_1, . . . , μ^∗_q ) i F —(μ^∗_1, . . . , μ^∗_q ) analogiqno tomu, kak ffto sdelano vyxe na vtoroæ stadii.

§4. Postroenie bazisov Pust~ F ∈ F^{m×n}_ρ , N_c[F ] i N_c[F —] sut~ pravoe i levoe nul~- prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matricy F . DlØ opredelennosti rassmotrim zadaqu postroeniØ bazisa N_c[F ], spektr

106 V. N. KUBLANOVSKA˚ bazisnoæ matricy ^W_0 := ^W_0[F ] kotorogo ne imeet sobstvennyh znaqeniæ ili, drugimi slovami, ne soderßit nuleæ minimal~- nogo polinoma (ε[^W_0] = const).

Algoritm vyqisleniØ ^W_0 sosoit iz dvuh stadiæ. Na pervoæ stadii nahoditsØ bazisnaØ matrica W_0 = W_0[F ], spektr kotoroæ ne zavisit, po kraæneæ mere, ot odnogo parametra λ, vybrannogo v kaqestve veduwego pri zapisi F v vide matriqnogo polinoma. Matrica W_0 nahoditsØ primeneniem k F algoritma ΔW -q-razloßeniØ [1]:

F W = [Δ, 0],

gde 0-nulevaØ m × (n − ρ) matrica, W := [W_1, W_0] – regulØrnaØ matrica, poslednie (n − ρ) stolbcy kotoroæ obrazu¸t matricu W_0.

Na vtoroæ stadii matrica W_0 preobrazuetsØ v matricu ^W_0. Zadaqa rexaetsØ primeneniem metoda nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii k matrice W_0:

W_0 = ^W_0 ^P .

V usloviØh metoda NOF stol¸cy matricy ^W_0 obrazu¸t iskomyæ bazis N_c[F ].

Literatura

1. V. N. KublanovskaØ, Nekotoryæ podhod k rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq. — Zap. nauqn. semin. POMI 229 (2002), 191–246.

2. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry. 1.

Metody vyqisleniØ nasledstvennyh polinomov i ih primeneniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 284 (2002), 143–162.

3. V. N. KublanovskaØ, Metody i algority rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. PO- MI 238 (1997), 7–329.

4. V. B. Hazanov, O sobstvennyh poroßda¸wih vektorah mnogoparametriqeskoæ matricy. — Zap. nauqn. semin. POMI 245 (1998), 165–186.

Kublanovskaya V. N. To solving multiparameter problems of algebra. 2. The method of partial relative factorization and its applications.

For a q-parameter (q ¿ 2) polynomial matrix of full rank whose regular and singular spectra have no points in common, a method for computing its partial relative factorization into a product of two matrices with disjoint spectra is suggested. One of the factors is regular and is represented

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ...2 107 as a product of q matrices with disjoint spectra. The spectrum of each of the factors is independent of one of the parameters and forms in the space

C^q a cylindrical manifold w.r.t. this parameter. The method is applied

to computing zeros of the minimal polynomial with the corresponding eigenvectors. An application of the method to computing a basis of the null-space of polynomial solutions of the matrix that contains no zeros of its minimal polynomial is considered.

Postupilo 27 fevralØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN