Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 296, 2003 g.

L. ı. Kolotilina

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ NEOTRICATEL^NO` MATRICY. II. KONTURNYE OCENKI I NERAVENSTVA

§1. Vvedenie

V pervoæ qasti stat~i [3] mnogoqislennye ocenki i neravenstva dlØ perronovskogo kornØ ρ(A) neotricatel~noæ matricy A byli ustanovleny na osnove sledu¸wego prostogo, no ves~ma suwestvennogo svoæstva monotonnosti.

Teorema 1.1. Pust~ A = (aij) i B = (bij) – neotricatel~nye ma-

tricy porØdka n > 1 i pust~ A > B, t.e. a_{ij} > b_{ij}, i, j = 1, . . ., n. Togda ρ(A) > ρ(B), priqem esli matrica A neprivodima i B ≠ A, to ρ(A) > ρ(B). V fftoæ vtoroæ qasti raboty my vyvodim ocenki i neravenstva dlØ perronovskogo kornØ ρ(A), zavisØwie ot mnoßestva konturov C(A) v orientirovannom grafe D(A) matricy A. Zametim, qto bol~xinstvo privodimyh niße rezul~tatov budet bazirovat~sØ na obobwenii teoremy 1.1 v terminah tak nazyvaemyh konturnyh proizvedeniæ fflementov A, predloßennom Fidlerom i Ptakom [6] (sm. teoremu 1.2 niße).

V §2 budut predstavleny dvustoronnie konturnye ocenki i neravenstva, obobwa¸wie, v qastnosti, izvestnye teoremy Al~- pina [1] i Brual~di [5].

Na zakl¸qitel~nom fftape rabota byla podderßana grantami RFFI, 03-01-00349 i NX-2268.2003.1. 60

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 61

V §3 rassmatriva¸tsØ verhnie konturnye ocenki, kotorye v prosteæxem sluqae svodØtsØ k “smexannym” verhnim ocenkam Ostrovskogo ρ(A) 6 max_16_i6_n{r_i(A)^αc_i(A)^{1−α}} i ρ(A) 6 max_16_i6_n{a_{ii} + r^′_i(A)^αc^′_i(A)^{1−α}},

gde 0 6 α 6 1, a stroqnye i stolbcovye summy r_i(A), c_i(A), r^′_i(A) i c^′_i(A) opredeleny v konce §1.

V §4 poluqeno konturnoe obobwenie nißneæ ocenki Frobeni- usa ρ(A) > max_16_i6_n a_{ii},

iz kotorogo, v qastnosti, legko sledu¸t dve nißnie ocenki, predloßennye Brauffrom i Dßentri [4].

Napomnim nekotorye ponØtiØ, opredeleniØ i oboznaqeniØ, ispol~zuemye v fftoæ stat~e. Pust~ G – orientirovannyæ graf s mnoßestvom verxin {1, . . ., n} = ⟨n⟩, n > 1. Konturom v G dliny k, k > 1, nazyvaetsØ uporØdoqennaØ posledovatel~nost~ ego verxin γ = (i_1, . . . , i_k, i_{k+1}), gde i_1, . . . , i_k ∈ ⟨n⟩ vse razliqny, i_{k+1} = i_1 i dlØ kaßdogo j = 1, . . . , k v G suwestvuet duga, iduwaØ iz i_j v i_{j+1}. Mnoßestvo {i_1, . . . , i_k} razliqnyh verxin v γ nazyvaetsØ nositelem γ i oboznaqaetsØ qerez γ. Dlina k kontura γ takße oboznaqaetsØ qerez |γ|.

Qerez C_n my oboznaqaem mnoßestvo vseh konturov v orientirovannom grafe G^∗_n s mnoßestvom verxin ⟨n⟩, n > 1, i polnym mnoßestvom dug, tak qto dlØ l¸byh i, j ∈ ⟨n⟩ v grafe G^∗_n suwestvuet duga iz i v j.

Esli D(A) – orientirovannyæ graf, associirovannyæ s matriceæ A porØdka n, to mnoßestvo vseh konturov v D(A) oboznaqaetsØ qerez C(A).

DlØ proizvol~nogo γ ∈ C_n, γ = (i_1, . . . , i_k, i_{k+1}), i_{k+1} = i_1, konturnoe proizvedenie Π_γ (A) opredelØetsØ po formule

Π_γ (A) = a_{i1i2} a_{i2i3} · · · a_{ikik+1} = |γ|∏ j=1 a_{ij ij+1} . ˚sno, qto Π_γ (A) ≠ 0, gde γ ∈ C_n, togda i tol~ko togda, kogda γ ∈ C(A).

62 L. ı. KOLOTILINA

Sledu¸wee utverßdenie ob invariantnosti konturnyh proizvedeniæ otnositel~no diagonal~nogo soprØßeniØ trivial~no, no vaßno.

Lemma 1.1. Pust~ A ∈ C^{n×n} , n > 1, i pust~ D = diag(d_1, . . ., d_n), d_i ≠ 0, i = 1, . . . , n. Togda Π_γ (A) = Π_γ (D^{−1}AD), γ ∈ C_n.

Pust~ A, B ∈ C^{n×n} , n > 1. V sootvetstvii s [6] my govorim, qto A bol~xe libo ravna B v slabom smysle, i ispol~zuem oboznaqenie A^w> B, esli vse konturnye proizvedeniØ Π_γ (A) i Π_γ (B), gde γ ∈ C_n, vewestvenny i spravedlivy neravenstva

Π_γ (A) > Π_γ (B), γ ∈ C_n.

V qastnosti, dannoe opredelenie trebuet, qtoby vse diagonal~- nye fflementy a_{ii} i b_{ii}, i = 1, . . . , n, matric A i B byli vewestvennymi i udovletvorØli sootnoxeniØm a_{ii} > b_{ii}, i = 1, . . ., n. Esli obe matricy A i B neotricatel~ny i A > B, to, oqevid- no, Π_γ (A) > Π_γ (B), γ ∈ C_n,

a znaqit A^w> B. Takim obrazom, uslovie A^w> B ØvlØetsØ bolee slabym, qem uslovie A > B.

Sleduet takße otmetit~, qto esli matricy A i B iz C^{n×n} ime- ¸t odinakovyæ xablon razreßennosti, to ih orientirovannye grafy D(A) i D(B) sovpada¸t, tak qto, v qastnosti, C(A) = C(B). Sledovatel~no, dlØ takih matric neravenstvo A^w> B spravedlivo togda i tol~ko togda, kogda

Π_γ (A) > Π_γ (B), γ ∈ C(A).

Teper~ my gotovy sformulirovat~ uße upominavxeesØ obobwenie teoremy 1.1, kotoroe vytekaet iz bolee obwih rezul~tatov Fidlera i Ptaka [6, utverßdeniØ (3.8) i (4.1)] i na kotorom baziru¸tsØ rezul~taty §2 i §3 dannoæ raboty.

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 63

Teorema 1.2. Pust~ A i B – neotricatel~nye matricy porØdka n > 1 i pust~ A^w> B. Togda ρ(A) > ρ(B), priqem esli matrica B neprivodima, to ravenstvo ρ(A) = ρ(B) spravedlivo togda i tol~ko togda, kogda B = D^{−1}AD, gde D – ffto diagonal~naØ matrica porØdka n s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami.

V zakl¸qenie fftogo vvodnogo paragrafa my privodim oboznaqeniØ, ispol~zuemye v rabote.

• I_n – ediniqnaØ matrica porØdka n. • e = [1, . . .1]^T ∈ R^n – ediniqnyæ vektor. • ⟨n⟩ = {1, 2, . . ., n}. • Pust~ A = (a_{ij}) ∈ C^{n×n} . Togda

r_i(A) = n∑ j=1 |a_{ij}|, c_i(A) = n∑ j=1 |a_{ji}|, i = 1, . . . , n; r^′_i(A) = r_i(A) − |a_{ii}|, c^′_i(A) = c_i(A) − |a_{ii}|, i = 1, . . ., n, a vektory r(A), c(A), r^′(A) i c^′(A) opredelØ¸tsØ sledu¸wim obrazom:

r(A) = (r_i(A))^n_{i=1}, c(A) = (c_i(A))^n_{i=1}, r^′(A) = (r^′_i(A))^n_{i=1}, c^′(A) = (c^′_i(A))^n_{i=1}.

• Esli A = (a_{ij}) ∈ C^{n×n} , to D_A = diag(a_{11}, . . . , a_{nn}) – diagonal~- naØ qast~ matricy A.

• Esli A = (a_{ij} ) ∈ C^{n×n} i J ⊆ ⟨n⟩, to A[J] = (a_{ij})_{i,j∈J} – glavnaØ podmatrica matricy A, specificiruemaØ mnoßestvom J.

• Esli x = (x_i)^n_{i=1}, to D_x = diag(x_1, . . . , x_n).

64 L. ı. KOLOTILINA

§2. Dvustoronnie ocenki i neravenstva Bazovym rezul~tatom fftogo paragrafa ØvlØetsØ sledu¸wiæ konturnyæ analog teoremy 3.1 iz [3].

Teorema 2.1. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1

i pust~ Δ = diag(δ_1, . . . , δ_n), δ_i > 0, i = 1, . . . , n. Togda min γ∈C(A) ( ∏ i∈γ δ_i )_{1/|γ|} ρ(Δ^{−1}A) 6 ρ(A) 6 max_{γ∈} C(A) ( ∏ i∈γ δ_i )_{1/|γ|} ρ(Δ^{−1}A), (2.1) priqem esli matrica A neprivodima, to libo oba neravenstva v (2.1) strogie, libo oba oni ØvlØ¸tsØ ravenstvami.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim B = Δ^{−1}A. Togda A = ΔB, i my

imeem:

Π_γ (A) = ( ∏ i∈γ δ_i ) Π_γ (B) 6 max_{γ∈} C(A) ( ∏ i∈γ δ_i ) Π_γ (B) = Π_γ (αB),

γ ∈ C(A), (2.2) gde my ispol~zuem oboznaqenie

α = max γ∈C(A) ( ∏ i∈γ δ_i )_{1/|γ|} . (2.3)

SootnoxeniØ (2.2) oznaqa¸t, qto A^w6 αB, tak qto po teoreme 1.2 my imeem ρ(A) 6 ρ(αB) = αρ(Δ^{−1}A), qto i dokazyvaet verhn¸¸ ocenku v (2.1). NißnØØ ocenka iz (2.1) ustanavlivaetsØ analogiqno.

Pust~ teper~ matrica A neprivodima. Predpoloßim, qto ρ(A) = αρ(Δ^{−1}A) = ρ(αB),

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 65

gde α opredelØetsØ v (2.3). V fftom sluqae teorema 1.2 garantiruet nam, qto αB = αΔ^{−1}A = D^{−1}AD, (2.4)

gde D – nekotoraØ diagonal~naØ matrica s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. PrinimaØ vo vnimanie (2.4) i ispol~- zuØ lemmu 1.1, my vyvodim:

Π_γ (A) = Π_γ (D^{−1}AD) = Π_γ (αΔ^{−1}A) = α^{|γ|} Π_{i∈γ}δ_i Π_γ (A), γ ∈ C(A). Iz fftih ravenstv oqevidno sleduet, qto ( ∏ i∈γ δ_i )_{1/|γ|} = α dlØ kaßdogo γ ∈ C(A).

V qastnosti, min γ∈C(A) ( ∏ i∈γ δ_i )_{1/|γ|} = α, tak qto levoe neravenstvo v (2.1) takße vypolnØetsØ s ravenstvom.

Sluqaæ, kogda levoe neravenstvo v (2.1) ØvlØetsØ ravenstvom, rassmatrivaetsØ analogiqno. �

Zameqanie 2.1. V tom sluqae, kogda a_{ii} > 0, i = 1, . . ., n, to est~ (i, i) ∈ C(A), i = 1, . . . , n, my, oqevidno, imeem: max γ∈C(A) ( ∏ i∈γ δ_i )_{1/|γ|} = max i∈⟨n⟩ δ_i i min γ∈C(A) ( ∏ i∈γ δ_i )_{1/|γ|} = min i∈⟨n⟩ δ_i, tak qto neravenstva (2.1) svodØtsØ k ocenkam min i∈⟨n⟩ δ_iρ(Δ^{−1}A) 6 ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩} δ_iρ(Δ^{−1}A), (2.5)

66 L. ı. KOLOTILINA

ustanovlennym v [3]. Odnako, v l¸bom sluqae ocenki (2.1) po kraæneæ mere ne huße, qem ocenki (2.5), i deæstvitel~no uluqxa¸t poslednie dlØ nekotoryh matric, ime¸wih nulevye diagonal~nye fflementy.

Zameqanie 2.2. Kak netrudno ubedit~sØ, ocenki (2.1), voobwe

govorØ, uluqxa¸t tak nazyvaemye putevye ocenki (sm. teoremu 6.1 v [3], gde α = 1/2) min (i1,...,i_k,i_k+1)∈P_k(A) (δ^{1/2}_{i1} δ_{i2} · · · δ_{ik} δ^{1/2}_{ik+1} )^{1/k}ρ(Δ^{−1}A) 6 ρ(A)

6 max

(i1,··· ,i_k,i_k+1)∈P_k(A) (δ^{1/2}_{i1} δ_{i2} · · · δ_{ik} δ^{1/2}_{ik+1} )^{1/k}ρ(Δ^{−1}A), (2.6)

gde k > 1 – fiksirovannoe natural~noe qislo i P_k(A) – mnoßestvo vseh (neobØzatel~no prostyh) puteæ v D(A) dliny k. V qastnosti, pri k = 1 ocenki (2.6) svodØtsØ k tak nazyvaemym dugovym ocenkam (sm. teoremu 5.1 v [3], gde α = 1/2) min i,j:a_{ij} ≠0 (δ_iδ_j )^{1/2}ρ(Δ^{−1}A) 6 ρ(A) 6 max_{i,j:aij ≠0}(δ_iδ_j )^{1/2}ρ(Δ^{−1}A). (2.7)

Legko ponØt~, qto dlØ strukturno simmetriqnoæ matricy A, dlØ kotoroæ a_{ij} ≠ 0 ⇔ a_{ji} ≠ 0, i, j = 1, . . . , n, ocenki (2.1) sovpada¸t s ocenkami (2.7). Krome togo, dlØ takoæ matricy iz vkl¸qeniØ

(i_1, . . . , i_k, i_{k+1}) ∈ P_k(A)

sleduet, qto (i_j , i_{j+1}, i_j ) ∈ C(A), j = 1, . . . , k, a znaqit

(δ_{ij} δ_{ij+1} )^{1/2} 6 max_{γ∈} C(A) ( ∏ i∈γ δ_i )_{1/|γ|} , j = 1, . . ., k, otkuda sleduet, qto

(δ^{1/2}_{i1} δ_{i2} · · · δ_{ik} δ^{1/2}_{ik+1} )^{1/k} = [_k∏ j=1 (δ_{ij} δ_{ij+1} )^{1/2} ]_{1/k}

6 max_{γ∈C(A)}^{( ∏}_{i∈γ} δi^{)1/|γ|},

(i_1, . . . , i_k, i_{k+1}) ∈ P_k(A).

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 67

Analogiqno ustanavlivaetsØ neravenstvo

(δ^{1/2}_{i1} δ_{i2} · · · δ_{ik} δ^{1/2}_{ik+1} )^{1/k} > min_{γ∈} C(A) ( ∏ i∈γ δ_i )_{1/|γ|} , (i_1, . . . , i_k, i_{k+1}) ∈ P_k(A). Poslednie dva neravenstva pokazyva¸t, qto dlØ l¸boæ strukturno simmetriqnoæ matricy A i dlØ proizvol~nogo k > 1 putevye ocenki (2.6) ne huße, qem konturnye ocenki (2.1). Takim obrazom, v rassmatrivaemom sluqae konturnye ocenki (2.1) sovpada¸t s putevymi ocenkami (2.6) pri l¸bom k > 1. V qastnosti, putevye ocenki (2.6) pri vseh k > 1 odinakovy.

ZamenØØ v (2.1) matricu A na ΔA, my nemedlenno poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Sledstvie 2.1. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1 i pust~ Δ = diag(δ_1, . . . , δ_n), δ_i > 0, i = 1, . . . , n. Togda min γ∈C(A) ( ∏ i∈γ δ_i )_{1/|γ|} ρ(A) 6 ρ(ΔA) 6 max_{γ∈} C(A) ( ∏ i∈γ δ_i )_{1/|γ|} ρ(A). (2.8)

Sledstvie 2.1 daet dvustoronnie ocenki dlØ perronovskogo kornØ proizvedeniØ ΔA. �ti ocenki netrivial~ny dlØ matric A, ime¸wih nulevye diagonal~nye fflementy, i ØvlØ¸tsØ al~- ternativnymi po otnoxeni¸ k nißneæ ocenke

ρ(ΔA) > n∏ i=1 δ^{uivi/(vT u)} i ρ(A), (2.9)

gde u i v – ffto pravyæ i levyæ perronovskie vektory matricy A, kotoraØ byla ustanovlena v [7] v neprivodimom sluqae i obobwena na neotricatel~nye matricy A, takie qto v^T u > 0, v [2].

Drugoe sledstvie teoremy 2.1 daet konturnye analogi obobwennyh dvustoronnih ocenok Frobeniusa (sm., naprimer, sledstvie 3.1 v [3]) min i∈⟨n⟩ r_i(D^{−1}AD) 6 ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩} r_i(D^{−1}AD), (2.10)

68 L. ı. KOLOTILINA

gde D – proizvol~naØ diagonal~naØ matrica s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. V dokazatel~stve fftogo rezul~tata, tak ße kak i v drugih dokazatel~stvah, privodimyh niße, budet ispol~zovat~sØ sledu¸waØ trivial~naØ lemma (sm., naprimer, lemmu 3.1 v [3]).

Lemma 2.1. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1 i

pust~ D – proizvol~naØ diagonal~naØ matrica s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. Esli r_i(A) > 0, i = 1, . . ., n, to ρ(D^{−1}_{r(D−1 AD)}A) = 1, a esli c_i(A) > 0, i = 1, . . . , n, to ρ(D^{−1}_{c(D−1AD)}A) = 1. Sledstvie 2.2. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1 bez nulevyh strok i pust~ D – diagonal~naØ matrica po-

rØdka n s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. Togda min γ∈C(A) [ ∏ i∈γ r_i(D^{−1}AD) ]_{1/|γ|}

6 ρ(A) 6 max_{γ∈C(A)}^{[ ∏}_{i∈γ} ri(D^{−1}AD)^{]1/|γ|},

(2.11) priqem esli matrica A neprivodima, to libo oba neravenstva v (2.11) strogie, libo oba ØvlØ¸tsØ ravenstvami.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku A ne imeet nulevyh strok, matrica

Δ = D_{r(D}−1_{AD)}

nevyroßdena, i utverßdeniØ sledstviØ 2.2 nemedlenno sledu¸t iz teoremy 2.2 i lemmy 2.1. �

Koneqno ße, dlØ neotricatel~noæ matricy A, ne ime¸weæ nulevyh stolbcov, spravedlivy stolbcovye analogi ocenok (2.11), to est~ ocenki min γ∈C(A) [ ∏ i∈γ c_i(D^{−1}AD) ]_{1/|γ|}

6 ρ(A) 6 max_{γ∈C(A)}^{[ ∏}_{i∈γ} ci(D^{−1}AD)^{]1/|γ|}.

(2.12) Zametim, qto dlØ D = I_n ocenki (2.11) i analiz sluqaØ ravenstva v nih dlØ neprivodimoæ matricy A vpervye byli predstavleny Al~pinym v rabote [1], gde ispol~zovalsØ soverxenno

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 69

inoæ podhod. ˚sno, qto perehod ot sluqaØ D = I_n k proizvol~- noæ diagonal~noæ matrice D s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami trivialen, poskol~ku ρ(A) = ρ(D^{−1}AD).

Esli matrica A ne imeet nulevyh strok, to, kak legko ubedit~sØ, vse stroki matric A^k, k > 0, takße nenulevye. Sledovatel~no, vektory r(A^k) vse poloßitel~ny, i diagonal~nye matricy D_k = D_{r(A}k_)

nevyroßdeny. PrinimaØ vo vnimanie, qto

r_i(D^{−1}_k A^sD_k) = r_i[A^sD_{r(A}k_)] r_i(A^k) = r_i(A^{k+s}) r_i(A^k) , s > 1, k > 0, i = 1, . . . , n, i primenØØ sledstvie 2.2 s takimi D_k k matrice A^s, my prihodim k sledu¸wim dvustoronnim ocenkam.

Sledstvie 2.3. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1 bez nulevyh strok. Togda min γ∈C(A) [ ∏ i∈γ r_i(A^{k+s}) r_i(A^k) ] 1_{s|γ|}

6 ρ(A) 6 max_{γ∈C(A)}^{[ ∏}_{i∈γ}^{ri(Ak+s)}_{ri(Ak)}^]

1_{s|γ|} , k > 0, s > 1, (2.13)

priqem esli matrica A neprivodima, to libo oba neravenstva v (2.13) strogie, libo oba oni ØvlØ¸tsØ ravenstvami.

Zametim, qto ocenki (2.13) ØvlØ¸tsØ konturnymi analogami ocenok [9] (sm. takße [3]) min i∈⟨n⟩ [ r_i(A^{k+s}) r_i(A^k) ]_{1/s}

6 ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩}^{[ ri(Ak+s)}_{ri(Ak)}^{]1/s}. (2.14)

Predpoloßim teper~, qto oba vektora r(A) i c(A) poloßitel~- ny i poloßim D = D_{c(A}k_), k > 0.

Ispol~zuØ sootnoxeniØ

r_i[D^{−1}_{c(Ak)}A^sD_{c(A}k_)] = r_i(A^sA^{T k} ) c_i(A^k) , i = 1, . . ., n, s > 1,

70 L. ı. KOLOTILINA

i primenØØ sledstvie 2.2 k matrice A^s, my poluqaem konturnye ocenki min γ∈C(A) [ ∏ i∈γ r_i(A^sA^{T k} )

c_i(A^k) ] 1_{s|γ|}

6 ρ(A) 6 max_{γ∈C(A)}^{[ ∏}_{i∈γ}^{ri(AsAT k )}_{ci(Ak)}^]

1_{s|γ|} . (2.15) Primeniv ocenki (2.15) k matrice A^T , my pridem k stroqnym analogam neravenstv (2.15): min γ∈C(A) [ ∏ i∈γ r_i(A^{T s} A^k)

r_i(A^k) ] 1_{s|γ|}

6 ρ(A) 6 max_{γ∈C(A)}^{[ ∏}_{i∈γ}^{ri(AT s Ak)}_{ri(Ak)}^]

1_{s|γ|} . (2.16) Tem samym nami ustanovlen sledu¸wiæ rezul~tat.

Sledstvie 2.4. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1 s nenulevymi strokami i stolbcami. Togda dlØ proizvol~-

nyh s > 1 i k > 0 perronovskiæ koren~ ρ(A) udovletvorØet dvustoronnim ocenkam (2.15) i (2.16). Krome togo, esli matrica A neprivodima, to libo oba neravenstva v (2.15) (ili (2.16)) strogie, libo oba oni ØvlØ¸tsØ ravenstvami.

Oqevidno, qto iz sledstviØ 2.4 vytekaet, qto ρ(A) takße udovletvorØet ocenkam tipa Frobeniusa min i∈⟨n⟩ [ r_i(A^{T s} A^k) r_i(A^k) ]_{1/s}

6 ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩}^{[ri(AT s Ak)}_{ri(Ak)}^{]1/s} (2.17)

i min i∈⟨n⟩ [ r_i(A^sA^{T k} ) c_i(A^k) ]_{1/s}

6 ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩}^{[ ri(AsAT k )}_{ci(Ak)}^{]1/s}. (2.18)

V dal~neæxem nam ponadobØtsØ sledu¸wie dve prostye lem- my. Lemma 2.2 [3]. Pust~ A = (aij) = DA + P – neotricatel~naØ

matrica porØdka n > 2, takaØ qto ρ(A) > max_{i∈⟨n⟩} a_{ii}. Togda ρ([ρ(A)I_n − D_A]^{−1}P ) = 1.

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 71

Napomnim, qto n×n matrica A nazyvaetsØ slabo neprivodimoæ, esli dlØ kaßdogo i, 1 6 i 6 n, v C(A) soderßitsØ kontur γ_i dliny |γ_i| > 2, takoæ qto i ∈ γ_i. Iz fftogo opredeleniØ oqevidno sleduet, qto dlØ slabo neprivodimoæ matricy A oba vektora r^′(A) i c^′(A) poloßitel~ny.

Lemma 2.3. Pust~ A = (aij) – slabo neprivodimaØ neotricatel~-

naØ matrica porØdka n > 2. Togda ρ(A) > max_{i∈⟨n⟩} a_{ii}. Dokazatel~stvo. Pust~ indeks i, 1 6 i 6 n, fiksirovan i pust~

J ⊆ ⟨n⟩ – takoe podmnoßestvo indeksnogo mnoßestva ⟨n⟩, qto i ∈ J i A[J] – neprivodimaØ komponenta matricy A. Kak horoxo izvestno (sm. [8, §6.4, upr. 5]), iz slaboæ neprivodimosti A sleduet, qto |J| > 2. Sledovatel~no, a_{ii} – ffto sobstvennaØ podmatrica neprivodimoæ matricy A[J], tak qto po svoæstvu monotonnosti perronovskogo kornØ my imeem ρ(A) > ρ(A[J]) > a_{ii}.

�

Sledu¸waØ teorema ØvlØetsØ analogom teoremy 2.1 dlØ togo sluqaØ, kogda matrica A predstavlena v vide summy A = D_A +P .

Teorema 2.2. Pust~ A = (aij ) = DA + P – slabo neprivodimaØ

neotricatel~naØ matrica porØdka n > 2 i pust~ Δ = diag(δ_1, . . . , δ_n), δ_i > 0, i = 1, . . . , n. Togda neravenstva ∏ i∈γ1 [ρ(A) − a_{ii}] 6 ∏ i∈γ1 δ_iρ(Δ^{−1}P )^{|γ1|} (2.19) i ∏ i∈γ2 [ρ(A) − a_{ii}] > ∏ i∈γ2 δ_iρ(Δ^{−1}P )^{|γ2|} (2.20)

spravedlivy dlØ nekotoryh konturov γ_1, γ_2 ∈ C(A) dliny ne men~- xeæ, qem 2. Krome togo, esli matrica A neprivodima, to libo suwestvu¸t takie kontury γ_1 i γ_2, qto oba neravenstva (2.19)

72 L. ı. KOLOTILINA

i (2.20) ØvlØ¸tsØ strogimi, libo dlØ l¸bogo γ ∈ C(A), |γ| > 2, spravedlivo ravenstvo ∏ i∈γ ρ(A) − a_{ii} δ_i = ρ(Δ^{−1}P )^{|γ|}. (2.21)

Dokazatel~stvo. Po lemme 2.3 matrica D = ρ(A)I_n − D_A imeet poloßitel~nye diagonal~nye fflementy. Sledovatel~no, po lemme 2.2 ρ(D^{−1}P ) = 1. (2.22)

PrimenØØ teoremu 2.1 k matrice D^{−1}P , gde v kaqestve Δ beretsØ matrica D^{−1}Δ, i ispol~zuØ (2.22), my prihodim k sootnoxeniØm min γ∈C(P ) [ ∏ i∈γ δ_i ρ(A) − a_{ii} ]_{1/|γ|} ρ(Δ^{−1}P ) 6 1

6 max_{γ∈C(P )}^{[ ∏}_{i∈γ}^{δi}_{ρ(A) − aii}^{]1/|γ|}ρ(Δ^{−1}P ), (2.23)

iz kotoryh sleduet, qto neravenstva (2.19) i (2.20) spravedlivy dlØ nekotoryh γ_1 i γ_2 iz C(A), priqem |γ_1| > 2 i |γ_2| > 2.

Dalee, esli matrica A neprivodima, to, v silu teoremy 2.1, libo oba neravenstva v (2.23) ØvlØ¸tsØ strogimi, libo oba oni ØvlØ¸tsØ ravenstvami. V pervom sluqae neravenstva (2.19) i (2.20) ØvlØ¸tsØ strogimi dlØ nekotoryh γ_1 i γ_2, togda kak v poslednem sluqae my imeem: min γ∈C(P ) [ ∏ i∈γ δ_i ρ(A) − a_{ii} ]_{1/|γ|} = max γ∈C(P ) [ ∏ i∈γ δ_i ρ(A) − a_{ii} ]_{1/|γ|} = ρ(Δ^{−1}P )^{−1},

qto i dokazyvaet (2.21). �

Esli A – slabo neprivodimaØ matrica, to dlØ l¸boæ diagonal~noæ matricy D s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami matrica D^{−1}AD takße slabo neprivodima, a sledovatel~no, kak bylo otmeqeno vyxe, r^′_i(D^{−1}AD) > 0, i = 1, . . ., n.

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 73

Takim obrazom, matrica

Δ = D_r′_{(D}−1_{AD)}

imeet poloßitel~nye diagonal~nye fflementy. PrimenØØ teoremu 2.2 s fftoæ matriceæ Δ i ispol~zuØ lemmu 2.1, my prihodim k sledu¸wemu rezul~tatu.

Sledstvie 2.5. Pust~ A – slabo neprivodimaØ neotricatel~naØ

matrica porØdka n > 2 i pust~ D – diagonal~naØ matrica s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. Togda suwestvu¸t takie kontury γ_i ∈ C(A), |γ_i| > 2, i = 1, 2, qto ∏ i∈γ1 [ρ(A) − a_{ii}] 6 ∏ i∈γ1 r^′_i(D^{−1}AD) (2.24) i ∏ i∈γ2 [ρ(A) − a_{ii}] > ∏ i∈γ2 r^′_i(D^{−1}AD). (2.25)

Krome togo, esli matrica A neprivodima, to libo dlØ nekotoryh γ_1 i γ_2 oba neravenstva (2.24) i (2.25) ØvlØ¸tsØ strogimi, libo ∏ i∈γ [ρ(A) − a_{ii}] = ∏ i∈γ r^′_i(D^{−1}AD)

dlØ vseh γ ∈ C(A), takih qto |γ| > 2.

Zametim, qto dlØ D = I_n neravenstva (2.24) i (2.25) vpervye byli ustanovleny Brual~di [5], priqem neravenstvo (2.24) bylo dokazano dlØ slabo neprivodimyh matric, a neravenstvo (2.25) – dlØ neprivodimyh matric.

Esli v sledstvii 2.5 poloßit~

D = D_{r(A}k_), k > 0,

i vospol~zovat~sØ sootnoxeniØmi

r^′_i(D^{−1}_{r(Ak)}AD_{r(A}k_)) = r_i(A^{k+1}) r_i(A^k) − a_{ii}, i = 1, . . ., n, to my pridem k sledu¸wemu rezul~tatu.

74 L. ı. KOLOTILINA

Sledstvie 2.6. Pust~ A – slabo neprivodimaØ matrica porØdka n > 2. Togda dlØ l¸bogo k > 0 naædutsØ takie kontury γi ∈ C(A),

|γ_i| > 2, i = 1, 2, qto ∏ i∈γ1 [ρ(A) − a_{ii}] 6 ∏ i∈γ1 [ r_i(A^{k+1}) r_i(A^k) − a_{ii} ] (2.26) i ∏ i∈γ2 [ρ(A) − a_{ii}] > ∏ i∈γ2 [ r_i(A^{k+1}) r_i(A^k) − a_{ii} ] . (2.27)

Krome togo, esli matrica A neprivodima, to libo oba neravenstva (2.26) i (2.27) ØvlØ¸tsØ strogimi dlØ nekotoryh γ_1 i γ_2, libo ∏ i∈γ [ρ(A) − a_{ii}] = ∏ i∈γ [ r_i(A^{k+1}) r_i(A^k) − a_{ii} ]

dlØ vseh γ ∈ C(A), takih qto |γ| > 2.

Sledu¸wiæ rezul~tat vytekaet iz sledstviØ 2.5, esli poloßit~ D = D_{c(A}k_), k > 0.

Sledstvie 2.7. Pust~ A – slabo neprivodimaØ neotricatel~naØ

matrica porØdka n > 2. Togda dlØ l¸bogo k > 0 naædutsØ takie kontury γ_i ∈ C(A), |γ_i| > 2, i = 1, 2, qto ∏ i∈γ1 [ρ(A) − a_{ii}] 6 ∏ i∈γ1 [ r_i(AA^{T k} ) c_i(A^k) − a_{ii} ] (2.28) i ∏ i∈γ2 [ρ(A) − a_{ii}] > ∏ i∈γ2 [ r_i(AA^{T k} ) c_i(A^k) − a_{ii} ] . (2.29)

Krome togo, esli matrica A neprivodima, to libo oba neravenstva (2.28) i (2.29) ØvlØ¸tsØ strogimi dlØ nekotoryh γ_1 i γ_2, libo ∏ i∈γ [ρ(A) − a_{ii}] = ∏ i∈γ [ r_i(AA^{T k} ) c_i(A^k) − a_{ii} ]

dlØ vseh γ ∈ C(A), takih qto |γ| > 2.

˚sno, qto, primeniv neravenstva (2.28) i (2.29) k matrice A^T , moßno poluqit~ analogi neravenstv (2.16) dlØ s = 1.

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 75

Drugimi estestvennymi sposobami vybora matricy D v sledstvii 2.5 ØvlØ¸tsØ, naprimer,

D = D_{r(P} k_) i D = D_{c(P} k_), k > 0, gde P = A − D_A. V zaverxenie fftogo paragrafa my privedem rezul~tat drugogo tipa, takße vyteka¸wiæ iz sledstviØ 2.5.

Sledstvie 2.8. Pust~ A = (aij) – neotricatel~naØ matrica po-

rØdka n > 2, priqem C(A) sostoit iz edinstvennogo kontura γ takogo, qto γ = ⟨n⟩. Togda dlØ l¸boæ diagonal~noæ matricy D s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami spravedlivo ravenstvo_n ∏ i=1 [ρ(A) − a_{ii}] = n∏ i=1 r^′_i(D^{−1}AD). (2.30)

Dokazatel~stvo. Poskol~ku γ = ⟨n⟩, matrica A oqevidno nepri-

vodima, i ravenstvo (2.30) vytekaet iz sledstviØ 2.5, tak kak γ – ffto edinstvennyæ kontur v C(A). �

§3. Verhnie ocenki V fftom paragrafe predstavlena seriØ verhnih konturnyh ocenok dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy.

Vyvod predlagaemyh niße ocenok baziruetsØ na sledu¸wem rezul~tate.

Lemma 3.1 [3, lemma 4.1]. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica

porØdka n > 1 i pust~ Δ_j, j = 1, . . ., k, k > 1, – diagonal~nye matricy s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. Esli k∑ j=1 α_j = 1, 0 6 α_j 6 1, j = 1, . . ., k, to ρ (_k∏ j=1 Δ^{−αj}_j A )

6^{k∏}_{j=1} ρ(Δ^{−1}_j A)^{αj} .

PervaØ teorema fftogo paragrafa obobwaet verhn¸¸ ocenku teoremy 2.1 na tot sluqaæ, kogda zadeæstvovano neskol~ko diagonal~nyh matric.

76 L. ı. KOLOTILINA

Teorema 3.1. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1

i pust~ Δ_j = diag(δ^{(j)}_1 , . . ., δ^{(j)}_n ), j = 1, . . . , k, k > 1, – diagonal~nye matricy s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. Esli k∑ j=1 α_j = 1, 0 6 α_j 6 1, j = 1, . . ., k, to ρ(A) 6 max_{γ∈} C(A) [ ∏ i∈γ k∏ j=1 (δ^{(j)}_i )^{αj} ]_{1/|γ| k}∏ j=1 ρ(Δ^{−1}_j A)^{αj} . (3.1)

Dokazatel~stvo. Oboznaqim Δ = k∏ j=1 Δ^{αj}_j = diag(δ_1, . . .δ_n). (3.2)

Togda po lemme 3.1 my imeem ρ(Δ^{−1}A) 6 k∏ j=1 ρ(Δ^{−1}_j A)^{αj} . (3.3)

Ispol~zuØ teoremu 2.1, opredelenie (3.2) i neravenstvo (3.3), my vyvodim trebuemoe neravenstvo (3.1) sledu¸wim obrazom: ρ(A) 6 max_{γ∈}

C(A) ( ∏ i∈γ δ_i )_{1/|γ|} ρ(Δ^{−1}A)

       6 max_{γ∈C(A)}^{[ ∏}_{i∈γ}^{k∏}_{j=1}(δ^{(j)}_i )^{αj ]1/|γ| k∏}_{j=1} ρ(Δ^{−1}_j A)^{αj} .
�

Iz teoremy 3.1 i lemmy 2.1 vytekaet sledu¸wiæ konturnyæ analog verhneæ ocenki (4.8) iz [3].

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 77

Sledstvie 3.1. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1 bez nulevyh strok i stolbcov i pust~ D_j , j = 1, . . ., k + l, k, l > 0, k + l > 1, – diagonal~nye matricy s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. Esli k+l∑ j=1 α_j = 1, 0 6 α_j 6 1, j = 1, . . ., k + l, to ρ(A) 6 max_{γ∈}

C(A) [ ∏ i∈γ k+l∏ j=1 (v^{(j)}_i )^{αj} ]_{1/|γ|} , (3.4) gde v^{(j)}_i = { r_i(D^{−1}_j AD_j ), j = 1, . . . , k, c_i(D^{−1}_j AD_j ), j = k + 1, . . . , k + l, i = 1, . . ., n. Dokazatel~stvo. Oboznaqim

Δ_j = diag(v^{(j)}_1 , . . . , v^{(j)}_n ), j = 1, . . . , k + l.

Togda_{k+l} ∏ j=1 (δ^{(j)}_i )^{αj} = k+l∏ j=1 (v^{(j)}_i )^{αj} , i = 1, . . ., n, (3.5)

a po lemme 2.1 my imeem ρ(Δ^{−1}_j A) = 1, j = 1, . . . , k + l. (3.6) Ispol~zuØ teoremu 3.1 i sootnoxeniØ (3.5) i (3.6), my vyvodim:

ρ(A) 6 max_{γ∈} C(A) [ ∏ i∈γ k+l∏ j=1 (δ^{(j)}_i )^{αj} ]_{1/|γ| k+l}∏ j=1 ρ(Δ^{−1}_j A)^{αj}

= max γ∈C(A) [ ∏ i∈γ k+l∏ j=1 (v^{(j)}_i )^{αj} ]_{1/|γ|} .

�

PolagaØ v sledstvii 3.1 k = l = 1 i α_1 = α, α_2 = 1 − α, gde

0 6 α 6 1, my prihodim k “smexannomu” analogu verhnih ocenok

iz (2.11) i (2.12).

78 L. ı. KOLOTILINA

Sledstvie 3.2. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1 bez nulevyh strok i stolbcov. Togda dlØ proizvol~nyh diago-

nal~nyh matric D_1 i D_2 s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami i dlØ l¸bogo α, 0 6 α 6 1,

ρ(A) 6 max_{γ∈} C(A) [ ∏ i∈γ r_i(D^{−1}_1 AD_1)^αc_i(D^{−1}_2 AD_2)^{1−α} ]_{1/|γ|} . (3.7)

V qastnosti, vzØv v (3.7) D_1 = D_2 = I_n, my prihodim k konturnomu analogu verhneæ ocenki Ostrovskogo ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩}{r_i(A)^αc_i(A)^{1−α}}, 0 6 α 6 1, a imenno k ocenke

ρ(A) 6 max_{γ∈} C(A) [ ∏ i∈γ r_i(A)^αc_i(A)^{1−α} ]_{1/|γ|} , 0 6 α 6 1. (3.8)

Privodimyæ niße rezul~tat ØvlØetsØ “smexannym” analogom verhneæ ocenki iz sledstviØ 2.3.

Sledstvie 3.3. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1 bez nulevyh strok i stolbcov. Togda dlØ l¸bogo α, 0 6 α 6 1,

i proizvol~nyh k, l > 0 i s > 1, spravedlivo neravenstvo

ρ(A) 6 max_{γ∈}

C(A) [ ∏ i∈γ r_i(A^{k+s})^αc_i(A^{l+s} )^{1−α} r_i(A^k)^αc_i(A^l)^{1−α} ] 1_{s|γ|} . (3.9)

Dokazatel~stvo. Poloßim

D_1 = D_{r(A}k_), D_2 = D^{−1}_{c(Al)}, vospol~zuemsØ sledstviem 3.2 v primenenii k A^s i uqtem sootnoxeniØ

r_i[D^{−1}_{r(Ak)}A^sD_{r(A}k_)] = r_i(A^{k+s}) r_i(A^k) , i = 1, . . . , n; c_i[D_{c(A}l_)A^sD^{−1}_{c(Al)}] = c_i(A^{l+s}) c_i(A^l) , i = 1, . . . , n.

�

“Smexannyæ” analog verhnih ocenok iz sledstviØ 2.4 imeet sledu¸wiæ vid.

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 79

Sledstvie 3.4. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1 bez nulevyh strok i stolbcov. Togda dlØ l¸bogo α, 0 6 α 6 1,

i l¸byh s > 1 i k, l > 0 vypolneno neravenstvo

ρ(A) 6 max_{γ∈} C(A) [ ∏ i∈γ r_i(A^sA^{T k} )^αr_i(A^{T s} A^l)^{1−α} c_i(A^k)^αr_i(A^l)^{1−α} ] 1_{s|γ|} . (3.10)

Dokazatel~stvo. Poloßim

D_1 = D_{c(A}k_), D_2 = D^{−1}_{r(Al)}. Togda, poskol~ku

r_i[D^{−1}_{c(Ak)}A^sD_{c(A}k_)] = r_i(A^sA^{T k} ) c_i(A^k) , i = 1, . . ., n, i c_i[D_{r(A}l_)A^sD^{−1}_{r(Al)}] = c_i(A^{T l} A^s)

r_i(A^l) = r_i(A^{T s} A^l) r_i(A^l) , i = 1, . . ., n, trebuemaØ ocenka (3.10) moßet byt~ poluqena primeneniem sledstviØ 3.2 k matrice A^s. �

Sledu¸waØ teorema ØvlØetsØ analogom teoremy 3.1 dlØ predstavleniØ A v vide A = D_A + P i, odnovremenno, konturnym analogom verhneæ ocenki (4.5) iz [3].

Teorema 3.2. Pust~ A = (aij ) = DA + P – slabo neprivodimaØ

neotricatel~naØ matrica porØdka n > 2 i pust~

Δ_j = diag(δ^{(j)}_1 , . . ., δ^{(j)}_n ), j = 1, . . . , k, k > 1,

– diagonal~nye matricy s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. Esli k∑ j=1 α_j = 1, 0 6 α_j 6 1, j = 1, . . ., k,

to dlØ nekotorogo kontura γ ∈ C(A), |γ| > 2, spravedlivo neravenstvo ∏ i∈γ [ρ(A) − a_{ii}] 6 k∏ j=1 [ ∏ i∈γ δ^{(j)}_i ρ(Δ^{−1}_j P )^{|γ|} ]_{αj} . (3.11)

80 L. ı. KOLOTILINA

Dokazatel~stvo. V silu lemmy 2.3 vypolneno neravenstvo ρ(A) > max_{i∈⟨n⟩} a_{ii}, tak qto matrica D = ρ(A)I_n − D_A nevyroßdena, a togda, po lemme 2.2, ρ(D^{−1}P ) = 1. (3.12) S drugoæ storony, primenØØ teoremu 3.1 k matrice D^{−1}P s zamenoæ Δ_j na D^{−1}Δ_j, j = 1, . . . , k, my prihodim k neravenstvu

ρ(D^{−1}P ) 6 max_{γ∈} C(P ) [ ∏ i∈γ k∏ j=1 ( δ^{(j)}_i ρ(A) − a_{ii} )_{αj} ]_{1/|γ| k}∏ j=1 ρ(Δ^{−1}_j P )^{αj} .

(3.13) Iz sootnoxeniæ (3.12) i (3.13) sleduet, qto dlØ nekotorogo kontura γ ∈ C(A), |γ| > 2, spravedlivo neravenstvo ∏ i∈γ [ρ(A) − a_{ii}] 6 [ ∏ i∈γ k∏ j=1 (δ^{(j)}_i )^{αj} ]_k∏ j=1 ρ(Δ^{−1}_j P )^{αj |γ|}

= k∏ j=1 [ ∏ i∈γ δ^{(j)}_i ρ(Δ^{−1}_j P )^{|γ|} ]_{αj} .

�

Nißesledu¸wiæ rezul~tat ØvlØetsØ konturnym analogom ocenki (4.9) iz [3].

Sledstvie 3.5. Pust~ A = (aij) – slabo neprivodimaØ neotrica-

tel~naØ matrica porØdka n > 2 i pust~ D_j , j = 1, . . . , k + l, k, l > 0, k + l > 1, – diagonal~nye matricy s poloßitel~nymi diagonal~- nymi fflementami. Esli k+l∑ j=1 α_j = 1, 0 6 α_j 6 1, j = 1, . . ., k + l,

to dlØ nekotorogo kontura γ ∈ C(A), |γ| > 2, spravedlivo neravenstvo ∏ i∈γ [ρ(A) − a_{ii}] 6 ∏ i∈γ k+l∏ j=1 (v^{(j)}_i )^{αj} , (3.14)

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 81 gde v^{(j)}_i = { r^′_i(D^{−1}_j AD_j ), j = 1, . . . , k, c^′_i(D^{−1}_j AD_j ), j = k + 1, . . . , k + l, i = 1, . . ., n. Dokazatel~stvo. Poskol~ku matrica A slabo neprivodima, my

imeem v^{(j)}_i > 0, i = 1, . . ., n, j = 1, . . ., k + l, tak qto matricy

Δ_j = diag(v^{(j)}_1 , . . . v^{(j)}_n ), j = 1, . . . , k + l,

ime¸t poloßitel~nye diagonal~nye fflementy.

˚sno, qto k+l∏ j=1 (δ^{(j)}_i )^{αj} = k+l∏ j=1 (v^{(j)}_i )^{αj} , i = 1, . . ., n. (3.15)

Esli ße A = D_A + P , to po lemme 2.1 my imeem ρ(Δ^{−1}_j P ) = 1, j = 1, . . . , k + l. (3.16) Teper~ trebuemyæ rezul~tat vytekaet iz teoremy 3.2 s uqetom sootnoxeniæ (3.15) i (3.16). �

V tom qastnom sluqae, kogda k = l = 1 i α_1 = α, α_2 = 1 − α,

0 6 α 6 1, sledstvie 3.5 daet sledu¸wiæ “smexannyæ” analog

ocenki (2.24).

Sledstvie 3.6. Pust~ A = (aij) – slabo neprivodimaØ neotrica-

tel~naØ matrica porØdka n > 2. Togda dlØ proizvol~nyh diagonal~- nyh matric D_1 i D_2 s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami i dlØ l¸bogo α, 0 6 α 6 1, naædetsØ takoæ kontur γ ∈ C(A),

|γ| > 2, qto_∏ i∈γ [ρ(A) − a_{ii}] 6 ∏ i∈γ r^′_i(D^{−1}_1 AD_1)^αc^′_i(D^{−1}_2 AD_2)^{1−α}. (3.17)

V qastnosti, pri D_1 = D_2 = I_n neravenstvo (3.17) svoditsØ k verhneæ ocenke ∏ i∈γ [ρ(A) − a_{ii}] 6 ∏ i∈γ r^′_i(A)^αc^′_i(A)^{1−α}, (3.18)

82 L. ı. KOLOTILINA

gde γ ∈ C(A), |γ| > 2. �tot rezul~tat ØvlØetsØ konturnym analogom verhneæ ocenki Ostrovskogo ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩}{a_{ii} + r^′_i(A)^αc^′_i(A)^{1−α}} i vytekaet iz bolee obwego rezul~tata Brual~di (sm. [5, sledstvie 2.13]).

Privodimyæ niße “smexannyæ” analog ocenki (2.26) vytekaet iz sledstviØ 3.6, esli poloßit~ v nem D_1 = D_{r(A}k_), D_2 = D^{−1}_{c(Al)}, k, l > 0.

Sledstvie 3.7. Pust~ A = (aij) = DA + P – slabo neprivodimaØ

neotricatel~naØ matrica porØdka n > 2. Togda dlØ proizvol~nyh k, l > 0 i l¸bogo α, 0 6 α 6 1, neravenstvo ∏ i∈γ [ρ(A) − a_{ii}] 6 ∏ i∈γ [ r_i(A^{k+1}) r_i(A^k) − a_{ii} ]_α[ c_i(A^{l+1}) c_i(A^l) − a_{ii} ]_{1−α} (3.19)

spravedlivo dlØ nekotorogo kontura γ ∈ C(A), |γ| > 2.

DlØ togo, qtoby poluqit~ “smexannyæ” analog ocenki (2.28), v sledstvii 3.6 sleduet vzØt~ D_1 = D_{c(A}k_), D_2 = D^{−1}_{r(Al )}, k, l > 0.

Drugie estestvennye sposoby vybora masxtabiru¸wih matric D_1 i D_2 v sledstvii 3.6 – ffto D_1 = D_{r(P} k_), D_2 = D^{−1}_{c(P l)}, k, l > 0, i D_1 = D_{c(P} k_), D_2 = D^{−1}_{r(P l )}, k, l > 0.

§4. Nißnie ocenki V fftom paragrafe my ustanavlivaem konturnu¸ versi¸ nißneæ ocenki Frobeniusa ρ(A) > max_{i∈⟨n⟩} a_{ii}. (4.1)

Vvedem sledu¸wee opredelenie. Pust~ A = (a_{ij} ) – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1 i pust~ γ = (i_1, . . . i_k, i_{k+1}),

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 83 i_{k+1} = i_1, |γ| = k > 1, – kontur iz C(A). Matrica A_γ porØdka |γ| opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: dlØ r, s ∈ γ

(A_γ )_{rs} = { a_{rs}, esli r = i_j i s = i_{j+1}, j = 1, . . . , k, 0 v protivnom sluqae.

Takim obrazom, A_γ – ffto qast~ glavnoæ podmatricy A[γ], sootvetstvu¸waØ ee diagonali, opredelØemoæ konturom γ.

Teorema 4.1. Pust~ A = (aij) – neotricatel~naØ matrica porØd-

ka n > 1. Togda ∏ i∈γ [ρ(A) − a_{ii}] > Π_γ (A − D_A), γ ∈ C(A), |γ| > 1. (4.2)

Dalee, neravenstvo (4.2) dlØ nekotorogo kontura γ obrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(i) ρ(A[γ]) = ρ(A); (ii) esli |γ| > 2, to

(A − D_A)[γ] = A_γ . (4.3)

Zameqanie 4.1. Kontury γ ∈ C(A) dliny |γ| = 1 vkl¸qeny v

formulirovku teoremy 4.1 s cel~¸ poluqit~ obobwenie ocenki (4.1).

Zameqanie 4.2. Vvidu teoremy 1.1, iz usloviØ (i) teoremy 4.1

sleduet, qto A[γ] – neprivodimaØ komponenta matricy A.

Dokazatel~stvo. Pust~ γ ∈ C(A). Esli |γ| = 1, to γ = {i} dlØ

nekotorogo i ∈ ⟨n⟩, i neravenstvo (4.2), prinima¸wee vid ρ(A) > a_{ii}, sleduet iz (4.1). Dalee, poslednee neravenstvo ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda vypolneno uslovie (i).

Pust~ teper~ |γ| > 2. Predpoloßim sperva, qto matrica A neprivodima. V fftom sluqae my imeem Au = ρ(A)u, gde pravyæ perronovskiæ vektor u = (u_i) matricy A poloßitelen. Opredelim matricu

B = D^{−1}_u AD_u, gde D_u = diag(u_1, . . . , u_n).

84 L. ı. KOLOTILINA

Oqevidno, r_i(B) = [D^{−1}_u AD_ue]_i = ρ(A), i = 1, . . ., n, tak qto r^′_i(B) = r_i(B) − b_{ii} = ρ(A) − a_{ii}, i = 1, . . . , n. (4.4) Pust~ γ = (i_1, . . . , i_k, i_{k+1}), i_{k+1} = i_1, k = |γ| > 2. S pomow~¸ lemmy 1.1 i sootnoxeniæ (4.4) my vyvodim:

Π_γ (A − D_A) = Π_γ (A) = Π_γ (B) = k∏ j=1 b_{ij ij+1}

6^{k∏}_{j=1} r^′_{ij} (B[γ]) 6^{k∏}_{j=1} r^′_{ij} (B) =^∏_{i∈γ}[ρ(A) − aii], (4.5)

qto i dokazyvaet neravenstvo (4.2) v neprivodimom sluqae. Krome togo, iz (4.5) sleduet, qto neravenstvo (4.2) ØvlØetsØ ravenstvom v tom i tol~ko tom sluqae, kogda b_{ij ij+1} = r^′_{ij} (B[γ]), j = 1, . . . , k, (4.6) i r^′_i(B[γ]) = r^′_i(B), i ∈ γ. (4.7)

Poskol~ku matrica B neprivodima, iz ravenstv (4.7) sleduet sootnoxenie γ = ⟨n⟩, (4.8) kotoroe, vvidu teoremy 1.1, ravnosil~no (i), poskol~ku A neprivodima. Ravenstva (4.6) s uqetom (4.8) ravnosil~ny ravenstvu B − D_B = B_γ , kotoroe, v svo¸ oqered~, ravnosil~no ravenstvu (4.3), gde γ = ⟨n⟩. Dokazatel~stvo v neprivodimom sluqae na fftom zaverxaet- sØ. Esli ße matrica A privodima, to naædetsØ takoe podmnoßestvo J_γ $ ⟨n⟩, qto γ ⊆ J_γ i podmatrica A[J_γ ] ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ A. Po pervoæ qasti dokazatel~stva my imeem

Π_γ (A − D_A) = Π_γ (A − D_A)[J_γ ] 6 ∏ i∈γ [ρ(A[J_γ ]) − a_{ii}], (4.9)

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 85

togda kak iz monotonnosti perronovskogo kornØ otnositel~no glavnyh podmatric sleduet, qto

ρ(A[J_γ ]) 6 ρ(A). (4.10)

Neravenstva (4.9) i (4.10) dokazyva¸t (4.2) dlØ privodimoæ matricy A.

Dalee, vvidu (4.9) i (4.10), neravenstvo (4.2) obrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda

Π_γ (A − D_A)[J_γ ] = ∏ i∈γ [ρ(A[J_γ ]) − a_{ii}] (4.11) i ρ(A[J_γ ]) = ρ(A). (4.12)

Po pervoæ qasti dokazatel~stva ravenstvo (4.11) ravnosil~no sootnoxeniØm ρ(A[γ]) = ρ(A[J_γ ]) (4.13) i (A − D_A)[γ] = (A[J_γ ])_γ = A_γ . (4.14)

Ravenstvo (4.14) sovpadaet s (4.3). Nakonec, ravenstva (4.12) i (4.13) v toqnosti oznaqa¸t, qto ρ(A[γ]) = ρ(A). Teorema 4.1 dokazana polnost~¸. �

Pust~ S_n – simmetriqeskaØ gruppa porØdka n i pust~ π ∈ S_n – nekotoraØ perestanovka. Kak horoxo izvestno, π moßet byt~ predstavlena v vide proizvedeniØ nezavisimyh ciklov, kotorye moßno otoßdestvit~ s nekotorymi γ_j ∈ C_n, j = 1, . . . , s. Obozna- qim Π_π (A) = n∏ i=1 a_{iπ(i)}, (4.15)

tak qto Π_π(A) – ffto diagonal~noe proizvedenie fflementov A =

(a_{ij}), sootvetstvu¸wee perestanovke π. Oqevidno, qto

Π_π (A − D_A) = Π_{γ1} (A − D_A) · · · Π_{γs} (A − D_A),

86 L. ı. KOLOTILINA

i, v silu teoremy 4.1, dlØ neotricatel~noæ matricy A my imeem neravenstvo n∏ i=1 [ρ(A) − a_{ii}] > max_{π∈Sn} Π_π (A − D_A). (4.16)

˚sno, qto maksimum v pravoæ qasti (4.16) dostigaetsØ na nekotoroæ perestanovke π takoæ, qto π(i) ≠ i, i = 1, . . . , n. DlØ perestanovki, udovletvorØ¸weæ fftim usloviØm, my oqevidno imeem

Π_π (A − D_A) = Π_π (A),

tak qto neravenstvo (4.16) ravnosil~no neravenstvu n∏ i=1 [ρ(A) − a_{ii}] > max_{π∈S} n : π(i)≠i, i=1,...,n Π_π (A). (4.17)

Tem samym nami ustanovlen sledu¸wiæ rezul~tat, obobwa- ¸wiæ teoremu 3 iz [4] na sluqaæ proizvol~nyh (neobØzatel~no neprivodimyh) neotricatel~nyh matric.

Sledstvie 4.1. Neravenstvo (4.17), gde Ππ(A) opredeleno v soot-

vetstvii s (4.15), spravedlivo dlØ l¸boæ neotricatel~noæ matricy A porØdka n > 2.

Sleduet otmetit~, qto iz teoremy 4.1 takße sleduet i drugoæ rezul~tat Brauffra i Dßentri, a imenno teorema 2 iz [4] (sm. takße [3]). Pust~ A = (a_{ij} ) – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 2. Esli a_{ij} a_{ji} > 0 pri nekotoryh i ≠ j, to, primenØØ teoremu 4.1 k A i konturu γ = (i, j, i), my prihodim k neravenstvu [ρ(A) − a_{ii}][ρ(A) − a_{jj}] > a_{ij}a_{ji}, (4.18) kotoroe obrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda ρ(A) = ρ(A[i, j]). V qastnosti, esli A – neprivodimaØ matrica porØdka n > 3 (ffto sluqaæ, rassmotrennyæ v [4]), to ρ(A) > ρ(A[i, j]) = ρ(A[γ]), tak qto v silu teoremy 4.1 neravenstvo (4.18) ØvlØetsØ strogim i ravnosil~no nißneæ ocenke ρ(A) > 1 2 {a_{ii} + a_{jj} + [(a_{ii} − a_{jj})^2 + 4a_{ij}a_{ji}]^{1/2}}, i ≠ j,

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 87

predloßennoæ Brauffrom i Dßentri.

Zameqanie 4.3. Sledstvie 2.5, ustanovlennoe v §2, legko moßet

byt~ vyvedeno i iz teoremy 4.1. Deæstvitel~no, esli γ – edinstvennyæ kontur v C(A) i γ = ⟨n⟩, to

A − D_A = (A − D_A)[γ] = A_γ ,

t.e. vypolneno uslovie (ii) teoremy 4.1, togda kak pri γ = ⟨n⟩ uslovie (i) vypolnØetsØ trivial~nym obrazom. Znaqit, po teoreme 4.1, spravedlivo ravenstvo n∏ i=1 [ρ(A) − a_{ii}] = Π_γ (A − D_A),

i, prinimaØ vo vnimanie, qto

Π_γ (A − D_A) = Π_γ (A) = n∏ i=1 r^′_i(A), my prihodim k sootnoxeni¸ n∏ i=1 [ρ(A) − a_{ii}] = n∏ i=1 r^′_i(A). (4.19)

Nakonec, esli D – proizvol~naØ diagonal~naØ matrica s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami, to, primenØØ (4.19) k matrice B = D^{−1}AD, my poluqaem trebuemoe ravenstvo n∏ i=1 [ρ(A) − a_{ii}] = n∏ i=1 r^′_i(D^{−1}AD).

Literatura

1. ı. A. Al~pin, Granicy dlØ perronova kornØ neotricatel~noæ matricy, uqityva¸wie svoæstva ee grafa. — Mat. zametki, 58 (1995), 635–637.

2. L. ı. Kolotilina, Nißnie ocenki perronovskogo kornØ summy neotricatel~nyh matric.— Zap. nauqn. semin. POMI, 268 (2000), 49–71.

3. L. ı. Kolotilina, Ocenki i neravenstva dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy. — Zap. nauqn. semin. POMI, 284 (2002), 77– 122.

4. A. Brauer, I. C. Gentry, Bounds for the greatest characteristic root of an irreducible nonnegative matrix. II. — Linear Algebra Appl., 13 (1976), 109–114.

88 L. ı. KOLOTILINA 5. R. Brualdi, Matrices, eigenvalues, and directed graphs. — Linear and Multilinear

Algebra, 11 (1982), 143–165.

6. M. Fiedler, V. Pták, Cyclic products and an inequality for determinants. —

Czechoslovak Math. J., 19 (1969), 428–450.

7. S. Friedland, S. Karlin, Some inequalities for the spectral radius of non-negative matrices and applications. — Duke Math. J., 42 (1975), 459–490.

8. R. Horn, C. R. Johnson, Matrix Analysis. — Cambridge University Press (1985). 9. Shu-Lin Liu, Bounds for the greatest characteristic root of a nonnegative matrix.

— Linear Algebra Appl., 239 (1996), 151–160.

Kolotilina L. Yu. Bounds and inequalities for the Perron root of a nonnegative matrix. II. Circuit bounds and inequalities.

The paper suggests two-sided, upper, and lower circuit bounds for the Perron root of a nonnegative matrix, most of which are derived based on an extension of the monotonicity property of the Perron root established by Fiedler and Pták.

Postupilo 17 aprelØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN