Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 296, 2003 g.

L. ı. Kolotilina

OB USILENII ADDITIVNYH I MUL^TIPLIKATIVNYH NERAVENSTV VE`L˚

§1. Vvedenie

Pust~ A i B – kompleksnye m × n matricy i pust~ q = min{m, n}. Kak horoxo izvestno (sm., naprimer, [1, teorema 3.3.16]), singulØrnye qisla matric A + B i AB^∗ udovletvorØ- ¸t sledu¸wim additivnym i mul~tiplikativnym neravenstvam VeælØ:

σ_{i+j−1}(A + B) 6 σ_i(A) + σ_j(B), (1.1)

σ_{i+j−1}(AB^∗) 6 σ_i(A)σ_j (B), (1.2)

gde 1 6 i, j 6 q i i + j − 1 6 q.

Zdes~, kak i v posledu¸wem izloßenii, my predpolagaem, qto singulØrnye qisla, a takße i sobstvennye znaqeniØ matric s vewestvennym spektrom uporØdoqeny v porØdke nevozrastaniØ, t.e.

σ_1(A) > σ_2(A) > · · · > σ_q(A),

esli A – m × n matrica i q = min{m, n}, i

λ_1(A) > λ_2(A) > · · · > λ_n(A),

esli A – n × n matrica s vewestvennymi sobstvennymi znaqeni- Ømi λ_i(A), i = 1, . . . , n.

DlØ ffrmitovyh n × n matric A i B spravedlivy sledu¸wie analogi neravenstv (1.1) i (1.2) (sm., naprimer, [3]):

λ_{i+j−1}(A + B) 6 λ_i(A) + λ_j (B), 1 6 i, j 6 n, i + j − 1 6 n, (1.3)

λ_i(A) + λ_j(B) 6 λ_{i+j−n}(A + B), 1 6 i, j 6 n, i + j − n > 1, (1.4)

i esli matricy A i B poloßitel~no poluopredeleny, to

λ_{i+j−1}(AB) 6 λ_i(A)λ_j (B), 1 6 i, j 6 n, i + j − 1 6 n, (1.5)

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke NWO, Niderlandy (grant 047-008-007). 39

40 L. ı. KOLOTILINA λ_i(A)λ_j (B) 6 λ_{i+j−n}(AB), 1 6 i, j 6 n, i + j − n > 1. (1.6) Zametim, qto sluqaæ ravenstva v neravenstvah (1.3)–(1.6) byl issledovan v stat~e [3].

V fftoæ rabote my ustanavlivaem usilennye varianty additivnyh i mul~tiplikativnyh neravenstv VeælØ dlØ singulØrnyh qisel prØmougol~nyh matric i sobstvennyh znaqeniæ ffrmitovyh matric. Predloßennye uluqxeniØ sostoØt v tom, qto esli pereseqenie podprostranstva, poroßdennogo r > 1 pravymi singulØrnymi vektorami u_1, . . . , u_r matricy A, otveqa¸wimi σ_1(A), . . . , σ_r(A), i podprostranstva, poroßdennogo s > 1 pravymi singulØrnymi vektorami v_1, . . . , v_s matricy B, otveqa¸wimi σ_1(B), . . . , σ_s(B), imeet razmernost~ ne men~xe qem k > 1, t.e. dim ( ⟨ u_1, . . . , u_r ⟩ ∩ ⟨ v_1, . . . , v_s ⟩ ) > k, (1.7)

to spravedlivy utoqnennye neravenstva σ_{i+j−k−1}(A + B) 6 σ_i(A) + σ_j(B), r + 1 6 i 6 q, s + 1 6 j 6 q, i + j − k − 1 6 q,

(1.8) i σ_{i+j−k−1}(AB^∗) 6 σ_i(A)σ_j (B), r + 1 6 i 6 q, s + 1 6 j 6 q, i + j − k − 1 6 q.

(1.9)

Analogiqnye utoqneniØ poluqeny i dlØ neravenstv VeælØ (1.3)–(1.6), otnosØwihsØ k sluqa¸ ffrmitovyh matric. Krome togo, issledovany sluqai ravenstva v usilennyh neravenstvah VeælØ.

Iz usilennyh neravenstv VeælØ v qastnosti sleduet, qto esli dlØ nekotorogo p > 1 spravedlivy ravenstva σ_k(A + B) = σ_k(A) + σ_k(B), k = 1, . . . , p, ili ße ravenstva σ_k(AB^∗) = σ_k(A)σ_k(B), k = 1, . . . , p, priqem v poslednem sluqae n 6 m i hotØ by odna iz matric A i B ne imeet nulevyh singulØrnyh znaqeniæ, to spravedlivy utoqnennye neravenstva σ_{i+j−p−1}(A + B) 6 σ_i(A) + σ_j(B), p + 1 6 i, i 6 q, i + j − p − 1 6 q,

OB USILENII NERAVENSTV VE`L˚ 41 i σ_{i+j−p−1}(AB^∗) 6 σ_i(A)σ_j (B), p + 1 6 i, j 6 q, i + j − p − 1 6 q. Analogiqnye utverßdeniØ ustanovleny i dlØ sobstvennyh znaqeniæ ffrmitovyh matric.

Dokazatel~stva, predstavlennye v fftoæ stat~e, ispol~zu¸t podhod, predloßennyæ v rabote [2] i ispol~zovannyæ v rabote [3], kotoryæ osnovyvaetsØ na oqen~ prostyh soobraßeniØh razmernosti, formalizovannyh v lemme 1 iz §2. V §2 takße privedeny ewe tri fflementarnye lemmy, ispol~zuemye v §3 pri dokazatel~stve osnovnyh rezul~tatov fftoæ raboty.

My zaverxaem ffto vvedenie poØsneniem netradicionnyh oboznaqeniæ, prinØtyh v fftoæ stat~e. S cel~¸ vkl¸qeniØ klassiqeskih neravenstv VeælØ v utoqnennye formulirovki, my dopuskaem poØvlenie podprostranstv vida

⟨ x_1, x_0 ⟩ ili ⟨ x_t, x_{t+1} ⟩,

gde vektory x_0 i x_{t+1} neopredeleny, i sqitaem takie podprostranstva nul~mernymi po opredeleni¸.

§2. Vspomogatel~nye utverßdeniØ

V fftom paragrafe privodØtsØ prostye lemmy, kotorye nam ponadobØtsØ v §3.

Zametim, qto kl¸qevaØ lemma 1 predstavlØet soboæ utoqnennyæ variant neravenstva

dim (S_1 ∩ S_2 ∩ S_3) > 3∑ i=1 dim S_i − 2n,

gde S_i, i = 1, 2, 3, – ffto podprostranstva n-mernogo vektornogo prostranstva, kotoroe bylo ispol~zovano v [2] i [3] dlØ oqen~ korotkogo dokazatel~stva klassiqeskih neravenstv VeælØ i dlØ issledovaniØ sluqaØ ravenstva v nih. Lemma 2 ØvlØetsØ standartnoæ, a ee formulirovka zaimstvovana nami iz [3]. Lemma 3 legko sleduet iz lemmy 2. Lemma 4 ØvlØetsØ prostym sledstviem horoxo izvestnoæ harakterizacii sluqaØ ravenstva v neravenstve Koxi–Xvarca |x^∗y| 6 ‖ ‖x ‖ ‖_2 ‖ ‖y ‖ ‖_2.

42 L. ı. KOLOTILINA

Lemma 1. Esli S1, S2 i S3 – nekotorye podprostranstva n-

mernogo vektornogo prostranstva, to

dim (S_1 ∩ S_2 ∩ S_3) > 3∑ i=1 dim S_i + dim (S^⊥_1 ∩ S^⊥_2 ) − 2n. (2.1)

Dokazatel~stvo. Oboznaqim

S = S_1 ∩ S_2.

Kak horoxo izvestno, dim S = dim S_1 + dim S_2 − dim (S_1 + S_2) i, analogiqno, dim (S ∩ S_3) = dim S + dim S_3 − dim (S + S_3).

Sledovatel~no,

dim (S_1 ∩ S_2 ∩ S_3) = dim (S ∩ S_3) = 3∑ i=1 dim S_i −dim (S_1 +S_2)−dim (S +S_3).

(2.2)

Poskol~ku S_1 = (S^⊥_1 )^⊥ ⊆ (S^⊥_1 ∩ S^⊥_2 )^⊥ i S_2 = (S^⊥_2 )^⊥ ⊆ (S^⊥_1 ∩ S^⊥_2 )^⊥, my imeem vkl¸qenie S_1 + S_2 ⊆ (S^⊥_1 ∩ S^⊥_2 )^⊥, iz kotorogo vytekaet, qto dim (S_1 + S_2) 6 n − dim (S^⊥_1 ∩ S^⊥_2 ). (2.3) Teper~ trebuemoe neravenstvo (2.1) sleduet iz (2.2) s uqetom (2.3) i trivial~nogo neravenstva dim (S + S_3) 6 n. �

OB USILENII NERAVENSTV VE`L˚ 43

Lemma 2. Pust~ H – ffrmitova n × n matrica s sobstvennymi

znaqeniØmi λ_1(H) > · · · > λ_n(H) i im sootvetstvu¸wimi ortogonal~nymi sobstvennymi vektorami { x_i }_n i=1. Esli x ∈ ⟨ x_{i1} , . . . , x_im ⟩, x ≠ 0, gde 1 6 i_1 < · · · < i_m 6 n, to

λ_im (H) 6 x^∗Hx x^∗x 6 λ_{i1} (H), (2.4)

priqem pravoe (levoe) neravenstvo v (2.4) obrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda Hx = λ_{i1} (H)x (Hx = λ_im(H)x).

Lemma 3. Pust~ G – kompleksnaØ m × n matrica s singulØrnymi

qislami σ_1(G) > ··· > σ_q(G), gde q = min{m, n}, i im sootvetstvu- ¸wimi pravymi singulØrnymi vektorami { x_i }_q i=1. Esli x ∈ ⟨ x_{i1} , . . . , x_im ⟩, x ≠ 0, gde 1 6 i_1 < · · · < i_m 6 q, to

σ_im(G) 6 ‖ ‖Gx ‖ ‖_2 ‖ x ‖ 2

6 σi_1 (G). (2.5)

Krome togo, esli ‖ ‖x ‖ ‖_2 = 1, to pravoe (levoe) neravenstvo v (2.5)

obrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda Gx = σ_{i1}(G)y (Gx = σ_im(G)y), gde ‖ ‖y ‖ ‖_2 = 1.

Lemma 4. Pust~ x i y – nenulevye kompleksnye vektory odina-

kovoæ razmernosti. Togda ravenstvo ‖ ‖x + y ‖ ‖_2 = ‖ ‖x ‖ ‖_2 + ‖ ‖y ‖ ‖_2

vypolnØetsØ v tom i tol~ko tom sluqae, kogda y = αx, α > 0. §3. Osnovnye rezul~taty

V fftom paragrafe my dokazyvaem usilennye varianty additivnyh i mul~tiplikativnyh neravenstv VeælØ dlØ singulØrnyh qisel prØmougol~nyh matric i sobstvennyh znaqeniæ ffrmitovyh matric, a takße analiziruem sluqai, kogda ffti neravenstva obrawa¸tsØ v ravenstva.

Sperva my ustanovim additivnye neravenstva dlØ singulØrnyh qisel.

44 L. ı. KOLOTILINA

Teorema 1. Pust~ A i B – m×n matricy s singulØrnymi qislami { σ_i(A) }_q i=1 i { σ_i(B) }_q i=1, gde q = min{m, n}, i pravymi singulØrnymi vektorami { u_i }_n i=1 i { v_i }_n i=1. Esli dlØ nekotoryh r i s, 0 6 r,

s 6 q − 1, vypolneno uslovie dim ( ⟨ u_1, . . . , u_r ⟩ ∩ ⟨ v_1, . . . , v_s ⟩ ) > k, k > 0, (3.1) to σ_{i+j−k−1}(A + B) 6 σ_i(A) + σ_j(B), r + 1 6 i 6 q, s + 1 6 j 6 q, i + j − k − 1 6 q,

(3.2)

priqem neravenstvo (3.2) obrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda usloviØ Ax = σ_i(A)y, Bx = σ_j(B)y, ‖ ‖y ‖ ‖_2 = 1, (A + B)x = σ_{i+j−k−1}(A + B)y, (3.3)

vypolneny dlØ nekotorogo vektora x ∈ ( ⟨ u_1, . . . , u_{i−1} ⟩ + ⟨ v_1, . . . , v_{j−1} ⟩ )_⊥ , ‖ ‖x ‖ ‖_2 = 1. (3.4)

Dokazatel~stvo. Vvedem v rassmotrenie sledu¸wie podpro-

stranstva: S = ⟨ u_1, . . . , u_r ⟩ ∩ ⟨ v_1, . . . , v_s ⟩, S_1 = ⟨ u_n, . . . , u_i ⟩, S_2 = ⟨ v_n, . . . , v_j ⟩, S_3 = ⟨ w_{i+j−k−1}, . . . , w_1 ⟩, gde { w_i }_n i=1 – pravye singulØrnye vektory summy A + B. Oqevidno,_3 ∑ i=1 dim S_i = 2n − k + 1.

Iz fftogo ravenstva i lemmy 1 sleduet, qto

dim (S_1 ∩ S_2 ∩ S_3) > 2n − k + 1 + dim (S^⊥_1 ∩ S^⊥_2 ) − 2n

= dim (S^⊥_1 ∩ S^⊥_2 ) − k + 1.

(3.5)

Poskol~ku S^⊥_1 = ⟨ u_1, . . . , u_{i−1} ⟩ ⊇ ⟨ u_1, . . . , u_r ⟩ ⊇ S

OB USILENII NERAVENSTV VE`L˚ 45 i, analogiqno, S^⊥_2 = ⟨ v_1, . . . , v_{j−1} ⟩ ⊇ ⟨ v_1, . . . , v_s ⟩ ⊇ S, my zakl¸qaem, qto S^⊥_1 ∩ S^⊥_2 ⊇ S.

Sledovatel~no, s uqetom usloviØ (3.1) my imeem

dim (S^⊥_1 ∩ S^⊥_2 ) > dim S > k. (3.6)

Teper~ iz (3.5) i (3.6) sleduet, qto

dim (S_1 ∩ S_2 ∩ S_3) > k − k + 1 = 1.

Takim obrazom, pereseqenie S_1 ∩S_2 ∩S_3 soderßit nekotoryæ vektor x, ‖ ‖x ‖ ‖_2 = 1, priqem x ⊥ ( ⟨ u_1, . . . , u_{i−1} ⟩ + ⟨ v_1, . . . , v_{j−1} ⟩ ) . Ispol~zuØ lemmu 3 i neravenstvo treugol~nika, my vyvodim σ_{i+j−k−1}(A + B) 6 ‖ ‖(A + B)x ‖ ‖_2 6 ‖ ‖Ax ‖ ‖_2 + ‖ ‖Bx ‖ ‖_2

6 σi(A) + σj (B), (3.7)

qto i dokazyvaet (3.2).

Dopustim teper~, qto neravenstvo (3.2) ØvlØetsØ ravenstvom, t.e.

σ_{i+j−k−1}(A + B) = σ_i(A) + σ_j(B). (3.8)

V fftom sluqae cepoqka neravenstv (3.7) ØvlØetsØ cepoqkoæ ravenstv, a lemma 3 garantiruet nam, qto Ax = σ_i(A)y, ‖ ‖y ‖ ‖_2 = 1, Bx = σ_j(B)z, ‖ ‖z ‖ ‖_2 = 1. (3.9)

Iz sootnoxeniæ (3.7), (3.8) i (3.9) vytekaet, qto ‖ ‖σ_i(A)y + σ_j(B)z ‖ ‖_2 = σ_i(A) + σ_j(B) = ‖ ‖σ_i(A)y ‖ ‖_2 + ‖ ‖σ_j (B)z ‖ ‖_2,

tak qto, primenØØ lemmu 4 i ispol~zuØ usloviØ ‖ ‖y ‖ ‖_2 = ‖ ‖z ‖ ‖_2 = 1, pri σ_i(A) > 0 i σ_j(B) > 0 my prihodim k ravenstvu z = y.

46 L. ı. KOLOTILINA Teper~ iz sootnoxeniæ (3.9) i (3.8) sleduet, qto

(A + B)x = [ σ_i(A) + σ_j (B) ] y = σ_{i+j−k−1}(A + B)y, qto i dokazyvaet (3.3) v sluqae, kogda σ_i(A) > 0 i σ_j(B) > 0.Esli ße σ_j(B) = 0, to, v silu (3.9), Bx = 0 = σ_j(B)y. UqityvaØ poslednee ravenstvo, a takße sootnoxeniØ (3.9) i (3.8), my vyvodim:

(A + B)x = [ σ_i(A) + σ_j (B) ] y = σ_{i+j−k−1}(A + B)y. Sluqaæ σ_i(A) = 0 rassmatrivaetsØ analogiqno. Neobhodimost~ sootnoxeniæ (3.3) ustanovlena.

Dostatoqnost~ usloviæ (3.3) dlØ togo, qtoby neravenstvo (3.2) obrawalos~ v ravenstvo, oqevidna. �

Zameqanie 1. Esli r = s = 0, to uslovie (3.1) oqevidno vypolne-

no pri k = 0 dlØ proizvol~nyh m×n matric A i B, a neravenstvo (3.2) v fftom sluqae prinimaet vid

σ_{i+j−1}(A + B) 6 σ_i(A) + σ_j(B), i, j > 1, i + j − 1 6 q.

Takim obrazom, klassiqeskie additivnye neravenstva VeælØ sledu¸t iz teoremy 1, priqem usloviØ (3.3) s k = 0 ØvlØ¸tsØ neobhodimymi i dostatoqnymi dlØ togo, qtoby ffti neravenstva obrawalis~ v ravenstva. Zametim, qto usloviØ (3.3) oznaqa¸t, qto matricy A, B i A + B ime¸t obwu¸ paru singulØrnyh vektorov x i y, associirovannyh s singulØrnymi qislami σ_i(A), σ_j(B) i σ_{i+j−k−1}(A + B) sootvetstvenno.

Zameqanie 2. V teoreme 1 pravye singulØrnye vektory mogut

byt~ zameneny na levye. �to utverßdenie sleduet iz teoremy 1, esli primenit~ ee k matricam A^∗ i B^∗.

Neravenstva (3.2) dlØ singulØrnyh qisel matric A, B i A+B spravedlivy pri opredelennyh predpoloßeniØh na pravye (levye) singulØrnye vektory matric A i B. V rassmatrivaemom niße sluqae usilennyæ variant additivnyh neravenstv VeælØ ustanavlivaetsØ v predpoloßenii, qto nekotorym usloviØm udovletvorØ¸t p (p > 1) starxih singulØrnyh qisel matric A, B i A + B.

OB USILENII NERAVENSTV VE`L˚ 47

Sledstvie 1. Pust~ A i B – m × n matricy s singulØrnymi qi-

slami { σ_i(A) }_q i=1 i { σ_i(B) }_q i=1 sootvetstvenno, gde q = min{m, n}.

Esli dlØ nekotorogo p, 1 6 p 6 q − 1,

σ_k(A + B) = σ_k(A) + σ_k(B), k = 1, . . . , p, (3.10) to σ_{i+j−p−1}(A + B) 6 σ_i(A) + σ_j(B), p + 1 6 i, j 6 q, i + j − p − 1 6 q. (3.11)

Dokazatel~stvo. Iz usloviæ (3.10) sleduet (pri k = 1), qto

σ_1(A + B) = σ_1(A) + σ_1(B), to est~ neravenstvo (3.2) s k = 0 i i = j = 1 obrawaetsØ v ravenstvo. Sledovatel~no, po teoreme 1 my imeem

Ax_1 = σ_1(A)y_1, Bx_1 = σ_1(B)y_1, ‖ ‖x_1 ‖ ‖_2 = ‖ ‖y_1 ‖ ‖_2 = 1,

tak qto v oboznaqeniØh, prinØtyh v teoreme 1, my moßem poloßit~ u_1 = v_1 = x_1.

Teper~ teoremu 1 moßno primenit~ s k = r = s = 1. V fftom sluqae neravenstvo (3.2) s i = j = 2 prinimaet vid σ_2(A + B) 6 σ_2(A) + σ_2(B),

a v silu (3.10) ono vypolnØetsØ s ravenstvom. PrimenØØ teoremu 1 ewe raz, my prihodim k zakl¸qeni¸, qto suwestvuet vektor x_2 ⊥ x_1, ‖ ‖x_2 ‖ ‖_2 = 1, takoæ qto

Ax_2 = σ_2(A)y_2, Bx_2 = σ_2(B)y_2, ‖ ‖y_2 ‖ ‖_2 = 1.

Sledovatel~no, my moßem poloßit~

u_2 = v_2 = x_2.

ProdolßaØ ffti ße rassußdeniØ, my ubeßdaemsØ v tom, qto suwestvu¸t ortogonal~nye normirovannye vektory x_i, i = 1, . . . , p, takie qto Ax_i = σ_i(A)y_i, Bx_i = σ_i(B)y_i, ‖ ‖y_i ‖ ‖_2 = 1, i = 1, . . . , p. Znaqit teorema 1 moßet byt~ primenena s r = s = k = p, a v fftom sluqae neravenstva (3.2) sovpada¸t s neravenstvami (3.11). �

Teper~ my predstavim usilennyæ variant additivnyh neravenstv VeælØ dlØ sobstvennyh znaqeniæ ffrmitovyh matric.

48 L. ı. KOLOTILINA

Teorema 2. Pust~ A i B – ffrmitovy n × n matricy s sobstven-

nymi znaqeniØmi { λ_i(A) }_n i=1 i { λ_i(B) }_n i=1 i sootvetstvu¸wimi ortogonal~nymi sobstvennymi vektorami { u_i }_n i=1 i { v_i }_n i=1. Esli dlØ nekotoryh r i s, 0 6 r, s 6 n − 1, dim ( ⟨ u_1, . . . , u_r ⟩ ∩ ⟨ v_1, . . . , v_s ⟩ ) > k, k > 0, (3.12) to λ_{i+j−k−1}(A + B) 6 λ_i(A) + λ_j(B), r + 1 6 i 6 n, s + 1 6 j 6 n, i + j − k − 1 6 n,

(3.13)

priqem neravenstvo (3.13) obrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet nenulevoæ vektor x ∈ ( ⟨ u_1, . . . , u_{i−1} ⟩ + ⟨ v_1, . . . , v_{j−1} ⟩ )_⊥ , (3.14)

takoæ qto Ax = λ_i(A)x, Bx = λ_j(B)x, (A+B)x = λ_{i+j−k−1}(A+B)x. (3.15) Analogiqno, esli dlØ nekotoryh r i s, 2 6 r, s 6 n + 1, dim ( ⟨ u_n, . . . , u_r ⟩ ∩ ⟨ v_n, . . . , v_s ⟩ ) > k, k > 0, (3.16) to λ_i(A) + λ_j (B) 6 λ_{i+j+k−n}(A + B), 1 6 i 6 r − 1, 1 6 j 6 s − 1, i + j + k − n > 1,^{(3.17)}

priqem neravenstvo (3.17) obrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet nenulevoæ vektor x ∈ ( ⟨ u_{i+1}, . . . , u_n ⟩ + ⟨ v_{j+1}, . . . , v_n ⟩ )_⊥ , (3.18)

takoæ qto Ax = λ_i(A)x, Bx = λ_j(B)x, (A+B)x = λ_{i+j+k−n}(A+B)x. (3.19) Dokazatel~stvo. Poskol~ku matricy A i B ØvlØ¸tsØ ffrmito-

vymi, naædutsØ takie α > 0 i β > 0, qto matricy ^A = A + αI_n i ^B = B + βI_n, gde I_n – ediniqnaØ matrica porØdka n, poloßitel~no opredeleny. Sledovatel~no, σ_i( ^A) = λ_i( ^A) = λ_i(A) + α, i = 1, . . . , n,

OB USILENII NERAVENSTV VE`L˚ 49 i σ_j( ^B) = λ_j ( ^B) = λ_j (B) + β, j = 1, . . . , n. Poskol~ku summa ^A+ ^B takße poloßitel~no opredelena, my imeem i sootnoxeniØ σ_k( ^A + ^B) = λ_k( ^A + ^B) = λ_k(A + B) + α + β, k = 1, . . . , n. Krome togo, singulØrnye vektory matric ^A, ^B i ^A + ^B oqevidno sovpada¸t s sobstvennymi vektorami matric A, B i A + B sootvetstvenno. Takim obrazom, esli uslovie (3.12) teoremy 2 vypolneno dlØ matric A i B, to dlØ matric ^A i ^B vypolneno uslovie (3.1) teoremy 1. Sledovatel~no, v silu neravenstv (3.2) i vyxeprivedennyh sootnoxeniæ dlØ singulØrnyh qisel matric ^A, ^B i ^A + ^B i sobstvennyh znaqeniæ matric A, B i A + B, my imeem λ_{i+j−k−1}(A + B) + α + β = σ_{i+j−k−1}( ^A + ^B)

6 σi(^^A) + σj (^^B) = λi(A) + α + λj(B) + β,

r + 1 6 i 6 n, s + 1 6 j 6 n, i + j − k − 1 6 n,

otkuda i sleduet (3.13).

UsloviØ (3.14) i (3.15), harakterizu¸wie sluqaæ ravenstva, oqevidno sledu¸t iz teoremy 1.

DlØ togo, qtoby dokazat~ neravenstva (3.17) v predpoloßenii, qto vypolneno uslovie (3.16), my zametim, qto dlØ l¸boæ ffrmitovoæ n × n matricy H spravedlivy sootnoxeniØ λ_p(−H) = −λ_{n−p+1}(H), p = 1, . . . , n. (3.20) Vvidu (3.20), neravenstva (3.17) sledu¸t iz neravenstv (3.13), esli poslednie primenit~ k matricam −A i −B. Analogiqno, usloviØ (3.18) i (3.19), harakterizu¸wie sluqaæ ravenstva, sledu¸t iz usloviæ (3.14) i (3.15). �

Sledu¸wiæ rezul~tat ØvlØetsØ analogom sledstviØ 1 dlØ sobstvennyh znaqeniæ ffrmitovyh matric.

Sledstvie 2. Pust~ A i B – ffrmitovy n×n matricy s sobstven-

nymi znaqeniØmi { λ_i(A) }_n i=1 i { λ_i(B) }_n i=1. Esli dlØ nekotorogo p,

1 6 p 6 n − 1,

λ_k(A + B) = λ_k(A) + λ_k(B), k = 1, . . . , p, (3.21)

50 L. ı. KOLOTILINA to λ_{i+j−p−1}(A + B) 6 λ_i(A) + λ_j (B), p + 1 6 i, j 6 n, i + j − p − 1 6 n. (3.22)

Analogiqno, esli dlØ nekotorogo p, 2 6 p 6 n,

λ_k(A + B) = λ_k(A) + λ_k(B), k = n, . . . , p, (3.23) to λ_i(A) + λ_j (B) 6 λ_{i+j−p+1}(A + B),

1 6 i, j 6 p − 1, i + j > p.^{(3.24)}

Dokazatel~stvo. PerehodØ, esli ffto neobhodimo, k poloßitel~-

no opredelennym matricam ^A = A + αI_n i ^B = B + βI_n, α, β > 0, my moßem vyvesti neravenstva (3.22) iz sledstviØ 1 analogiqno tomu, kak teorema 2 byla vyvedena iz teoremy 1.

Esli ße vypolneny usloviØ (3.23), to neravenstva (3.24) sledu¸t iz neravenstv (3.22), esli poslednie primenit~ k matricam −A i −B (sm. sootnoxeniØ (3.20)). �

Usilennye varianty mul~tiplikativnyh neravenstv VeælØ budut ustanovleny sperva dlØ sobstvennyh znaqeniæ ffrmitovyh matric, a sootvetstvu¸wie neravenstva dlØ singulØrnyh qisel prØmougol~nyh matric budut poluqeny kak ih sledstviØ.

Teorema 3. Pust~ A i B – ffrmitovy poloßitel~no poluopre-

delennye n × n matricy s sobstvennymi znaqeniØmi { λ_i(A) }_n i=1 i { λ_i(B) }_n i=1 i im sootvetstvu¸wimi ortogonal~nymi sobstvennymi vektorami { u_i }_n i=1 i { v_i }_n i=1. Esli dlØ nekotoryh r i s, 0 6 r,

s 6 n − 1, dim ( ⟨ u_1, . . . , u_r ⟩ ∩ ⟨ v_1, . . . , v_s ⟩ ) > k, k > 0, (3.25) to λ_{i+j−k−1}(AB) 6 λ_i(A)λ_j (B), r + 1 6 i 6 n, s + 1 6 j 6 n, i + j − k − 1 6 n,

(3.26)

a esli hotØ by odna iz matric A i B poloßitel~no opredelena, to neravenstvo (3.26) obrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet nenulevoæ vektor x ∈ ( ⟨ u_1, . . . , u_{i−1} ⟩ + ⟨ v_1, . . . , v_{j−1} ⟩ )_⊥ (3.27)

OB USILENII NERAVENSTV VE`L˚ 51 takoæ, qto Ax = λ_i(A)x, Bx = λ_j (B)x, ABx = λ_{i+j−k−1}(AB)x. (3.28) Analogiqno, esli dlØ nekotoryh r i s, 2 6 r, s 6 n + 1, dim ( ⟨ u_n, . . . , u_r ⟩ ∩ ⟨ v_n, . . . , v_s ⟩ ) > k, k > 0, (3.29) to λ_i(A)λ_j (B) 6 λ_{i+j+k−n}(AB), 1 6 i 6 r − 1, 1 6 j 6 s − 1, i + j + k − n > 1,^{(3.30)}

a esli hotØ by odna iz matric A i B poloßitel~no opredelena, to neravenstvo (3.30) obrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet nenulevoæ vektor x ∈ ( ⟨ u_n, . . . , u_{i+1} ⟩ + ⟨ v_n, . . . , v_{j+1} ⟩ )_⊥ (3.31) takoæ, qto Ax = λ_i(A)x, Bx = λ_j (B)x, ABx = λ_{i+j+k−n}(AB)x. (3.32) Dokazatel~stvo. Qtoby dokazat~ neravenstva (3.26), my sperva

predpoloßim, qto matrica A poloßitel~no opredelena. Vvedem v rassmotrenie podprostranstva S = ⟨ u_1, . . . , u_r ⟩ ∩ ⟨ v_1, . . . , v_s ⟩, S_1 = ⟨ u_n, . . . , u_i ⟩, S_2 = ⟨ v_n, . . . , v_j ⟩, S_3 = A^{1/2}⟨ z_{i+j−k−1}, . . . , z_1 ⟩, gde { z_i }_n i=1 – ortogonal~nye sobstvennye vektory ffrmitovoæ matricy A^{1/2}BA^{1/2}. PrimenØØ lemmu 1, kak pri dokazatel~stve teoremy 1, my nemedlenno poluqaem, qto dim (S_1 ∩ S_2 ∩ S_3) > 1.

Sledovatel~no, suwestvuet nenulevoæ vektor x ∈ S_1 ∩ S_2 ∩ S_3, oqevidno udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ (3.27).

Poskol~ku x ∈ S_3, my imeem x = A^{1/2}y,

52 L. ı. KOLOTILINA gde y ∈ ⟨ z_{i+j−k−1}, . . . , z_1 ⟩, (3.33) a poskol~ku matrica A obratima, to verno i sootnoxenie y = A^{−1/2}x. UqityvaØ trivial~nye sootnoxeniØ λ^{−1}_p (A^{−1}) = λ_{n−p+1}(A), 1 6 p 6 n, i ispol~zuØ lemmu 2, dlØ x ∈ S_1 ∩ S_2 ∩ S_3 ⊆ S_1 my vyvodim x^∗A^{−1}x x^∗x > λ_{n−i+1}(A^{−1}) = λ^{−1}_i (A), otkuda sleduet, qto x^∗x y^∗y = x^∗x x^∗A^{−1}x 6 λ_i(A). (3.34)

Ispol~zuØ lemmu 2 i sootnoxeniØ (3.33) i (3.34), my vyvodim neravenstva (3.26) sledu¸wim obrazom: λ_{i+j−k−1}(AB) = λ_{i+j−k−1}(A^{1/2}BA^{1/2}) 6 (y^∗A^{1/2})B(A^{1/2}y) y^∗y = x^∗x y^∗y x^∗Bx x^∗x 6 λ_i(A)λ_j (B). Neobhodimost~ usloviæ (3.28) dlØ togo, qtoby vypolnØlos~ ravenstvo λ_{i+j−k−1}(AB) = λ_i(A)λ_j (B) ustanavlivaetsØ s pomow~¸ lemmy 2.

Sluqaæ, kogda matrica B ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ, rassmatrivaetsØ analogiqno.

Spravedlivost~ neravenstv (3.26) v predpoloßenii, qto obe matricy A i B poloßitel~no poluopredeleny, sleduet iz rassmotrennyh sluqaev po nepreryvnosti.

Dostatoqnost~ usloviæ (3.28) dlØ togo, qtoby sootvetstvu¸- wee neravenstvo v (3.26) obrawalos~ v ravenstvo, trivial~na.

Nakonec, neravenstva (3.30) i usloviØ ravenstva (3.31) i (3.32) ustanavliva¸tsØ tak ße, kak neravenstva (3.26) i usloviØ (3.27) i (3.28), esli vvesti v rassmotrenie podprostranstva S = ⟨ u_n, . . . , u_r ⟩ ∩ ⟨ v_n, . . . , v_s ⟩,

OB USILENII NERAVENSTV VE`L˚ 53 S_1 = ⟨ u_i, . . . , u_1 ⟩, S_2 = ⟨ v_j, . . . , v_1 ⟩, S_3 = A^{1/2}⟨ z_n, . . . , z_{i+j+k−n} ⟩.

�

Sledstvie 3. Pust~ A i B – ffrmitovy poloßitel~no poluopre-

delennye n×n matricy i pust~ hotØ by odna iz nih poloßitel~no opredelena. Esli dlØ nekotorogo p, 1 6 p 6 n − 1, λ_k(AB) = λ_k(A)λ_k(B), k = 1, . . . , p, (3.35) to λ_{i+j−p−1}(AB) 6 λ_i(A)λ_j (B), p + 1 6 i, j 6 n, i + j − p − 1 6 n. (3.36) Analogiqno, esli dlØ nekotorogo p, 2 6 p 6 n, λ_k(AB) = λ_k(A)λ_k(B), k = n, . . . , p, (3.37) to λ_i(A)λ_j (B) 6 λ_{i+j−p+1}(AB), 1 6 i, j 6 p − 1, i + j > p. (3.38)

Dokazatel~stvo. Sperva my vyvedem neravenstva (3.36) iz ra-

venstv (3.35). Poskol~ku v silu (3.35) my imeem λ_1(AB) = λ_1(A)λ_1(B), to po teoreme 3 suwestvuet nenulevoæ vektor x_1, takoæ qto Ax_1 = λ_1(A)x_1, Bx_1 = λ_1(B)x_1.

Sledovatel~no, my moßem poloßit~ u_1 = v_1 = x_1 i primenit~ teoremu 3 s k = r = s = 1. Takim obrazom my prihodim k neravenstvu λ_2(AB) 6 λ_2(A)λ_2(B).

Poskol~ku v silu (3.35) ffto neravenstvo ØvlØetsØ ravenstvom, to teorema 3 garantiruet nam suwestvovanie nenulevogo vektora x_2 ⊥ x_1, takogo qto Ax_2 = λ_2(A)x_2, Bx_2 = λ_2(B)x_2.

54 L. ı. KOLOTILINA �ti ravenstva pozvolØ¸t nam poloßit~

u_2 = v_2 = x_2.

ProdolßaØ te ße rassußdeniØ, my ustanovim suwestvovanie nenulevyh ortogonal~nyh vektorov x_1, . . . , x_p, takih qto Ax_i = λ_i(A)x_i, Bx_i = λ_i(B)x_i, i = 1, . . . , p. Teper~, primenØØ teoremu 3 s r = s = k = p, my prihodim k trebuemym neravenstvam (3.36).

Neravenstva (3.38) vyvodØtsØ iz ravenstv (3.37) analogiqno.

�

Teorema 4. Pust~ A i B – m×n matricy s singulØrnymi qislami { σ_i(A) }_q i=1 i { σ_i(B) }_q i=1, q = min{m, n}, i pravymi singulØrnymi vektorami { u_i }_n i=1 i { v_i }_n i=1. Esli dlØ nekotoryh r i s, 0 6 r,

s 6 q − 1, dim ( ⟨ u_1, . . . , u_r ⟩ ∩ ⟨ v_1, . . . , v_s ⟩ ) > k, k > 0, (3.39) to σ_{i+j−k−1}(AB^∗) 6 σ_i(A)σ_j (B), r + 1 6 i 6 q, s + 1 6 j 6 q, i + j − k − 1 6 q,

(3.40)

priqem esli n 6 m i hotØ by odna iz matric A i B ne imeet nulevyh singulØrnyh qisel, to neravenstvo (3.40) obrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda usloviØ Ax = σ_i(A)y, ‖y‖_2 = 1, Bx = σ_j (B)z, ‖z‖_2 = 1, AB^∗z = σ_{i+j−k−1}(AB^∗)y (3.41)

spravedlivy dlØ nekotorogo vektora x ∈ ( ⟨ u_1, . . . , u_{i−1} ⟩ + ⟨ v_1, . . . , v_{j−1} ⟩ )_⊥ , ‖x‖_2 = 1. (3.42)

Analogiqno, esli dlØ nekotoryh r i s, 2 6 r, s 6 q + 1, dim ( ⟨ u_n, . . . , u_r ⟩ ∩ ⟨ v_n, . . . , v_s ⟩ ) > k, k > 0, (3.43) to σ_i(A)σ_j(B) 6 σ_{i+j+k−n}(AB^∗), 1 6 i 6 r − 1, 1 6 j 6 s − 1, i + j + k − n > 1,^{(3.44)}

OB USILENII NERAVENSTV VE`L˚ 55 priqem esli n 6 m i hotØ by odna iz matric A i B ne imeet nulevyh singulØrnyh qisel, to neravenstvo (3.44) obrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda usloviØ Ax = σ_i(A)y, ‖y‖_2 = 1, Bx = σ_j (B)z, ‖z‖_2 = 1, AB^∗z = σ_{i+j+k−n}(AB^∗)y (3.45)

spravedlivy dlØ nekotorogo vektora x ∈ ( ⟨ u_n, . . . , u_{i+1} ⟩ + ⟨ v_n, . . . , v_{j+1} ⟩ )_⊥ , ‖x‖_2 = 1. (3.46)

Dokazatel~stvo. Oqevidno, my imeem σ^2_{i+j−k−1}(AB^∗) = λ_{i+j−k−1}(AB^∗ BA^∗) = λ_{i+j−k−1}(A^∗A B^∗B), 1 6 i + j − k − 1 6 q. (3.47)

Poskol~ku obe n × n matricy A^∗A i B^∗B ffrmitovy i poloßitel~no poluopredeleny, my moßem primenit~ k nim teoremu 3, qto privodit k neravenstvam

λ_{i+j−k−1}(A^∗A B^∗B) 6 λ_i(A^∗A)λ_j (B^∗B) = σ^2_i (A)σ^2_j (B), r + 1 6 i 6 q, s + 1 6 j 6 q, i + j − k − 1 6 q, iz kotoryh sledu¸t neravenstva (3.40), esli uqest~ sootnoxeniØ (3.47).

Predpoloßim, qto σ_{i+j−k−1}(AB^∗) = σ_i(A)σ_j(B). (3.48) Togda vvidu (3.47) my imeem λ_{i+j−k−1}(A^∗AB^∗B) = λ_i(A^∗A)λ_j (B^∗B). (3.49) Esli n 6 m i hotØ by odna iz matric A i B ne imeet nulevyh singulØrnyh qisel, to hotØ by odna iz matric A^∗A, B^∗B ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ. Sledovatel~no, po teoreme 3 iz ravenstva (3.49) sleduet, qto suwestvuet vektor x ∈ ( ⟨ u_{i−1}, . . . , u_1 ⟩ + ⟨ v_{j−1}, . . . , v_1 ⟩ )_⊥ , ‖x‖_2 = 1, (3.50) takoæ qto A^∗Ax = σ^2_i (A)x, B^∗Bx = σ^2_j (B)x. (3.51)

56 L. ı. KOLOTILINA Na osnovanii (3.51) my zakl¸qaem, qto ‖ ‖Ax ‖ ‖_2 = σ_i(A).

Poskol~ku vvidu (3.50) x ∈ ⟨ u_n, . . . , u_i ⟩, to po lemme 3 my imeem Ax = σ_i(A)y, ‖y‖_2 = 1. (3.52) Analogiqno, Bx = σ_j(B)z, ‖z‖_2 = 1. (3.53) Takim obrazom, neobhodimost~ (3.42) i pervyh dvuh usloviæ iz (3.41) ustanovlena.

Iz sootnoxeniæ (3.51) i (3.53) vytekaet, qto σ^2_j (B)x = B^∗Bx = σ_j (B)B^∗z.

Sledovatel~no, esli σ_j(B) > 0, to B^∗z = σ_j(B)x. (3.54) Ispol~zuØ sootnoxeniØ (3.54), (3.52) i (3.48), my vyvodim AB^∗z = σ_j(B)Ax = σ_i(A)σ_j (B)y = σ_{i+j−k−1}(AB^∗)y, qto i dokazyvaet spravedlivost~ tret~ego iz usloviæ (3.41).

Esli ße σ_j(B) = 0, to v silu (3.48) my imeem σ_{i+j−k−1}(AB^∗) = 0, i, vvidu (3.52) i (3.53), usloviØ (3.41) oqevidno spravedlivy dlØ vektorov x, y i ^z, gde ^z – levyæ singulØrnyæ vektor matricy B, otveqa¸wiæ σ_j (B) = 0.

Teper~ my pokaßem, qto ravenstvo (3.48) sleduet iz usloviæ (3.41) i (3.42). Dopustim sperva, qto σ_j (B) > 0. V fftom sluqae, poskol~ku x ∈ ⟨ v_j , . . . , v_n ⟩ i, vvidu (3.41), x^∗B^∗Bx = σ^2_j (B), primenenie lemmy 2 k matrice B^∗B privodit nas k sootnoxeni¸ B^∗Bx = σ^2_j (B)x. Iz fftogo ravenstva i vtorogo sootnoxeniØ iz (3.41) sleduet, qto B^∗z = σ_j(B)x,

OB USILENII NERAVENSTV VE`L˚ 57 tak qto vvidu tret~ego i pervogo ravenstv iz (3.41) my imeem σ_{i+j−k−1}(AB^∗)y = AB^∗z = σ_j(B)Ax = σ_i(A)σ_j (B)y, otkuda oqevidno sleduet ravenstvo (3.48).

Esli ße σ_j(B) = 0, to po predpoloßeni¸ matrica A ne imeet nulevyh singulØrnyh qisel, i, v qastnosti, σ_i(A) ≠ 0. V fftom sluqae, kak i vyxe, my ubeßdaemsØ v spravedlivosti ravenstva A^∗y = σ_i(A)x. Vvidu vtorogo sootnoxeniØ iz (3.41), iz poslednego ravenstva sleduet, qto y^∗AB^∗z = σ_i(A)(Bx)^∗z = σ_i(A)σ_j (B). Poskol~ku v silu poslednego sootnoxeniØ iz (3.41) takße spravedlivo i ravenstvo y^∗AB^∗z = σ_{i+j−k−1}(AB^∗), to spravedlivost~ (3.48) ustanovlena i v fftom sluqae.

OstavxaØsØ qast~ teoremy 4 dokazyvaetsØ analogiqno. �

Zameqanie 3. Pri r = s = 0 v (3.39) my imeem k = 0, i ne-

ravenstva (3.40) svodØtsØ k klassiqeskim mul~tiplikativnym neravenstvam VeælØ (1.2), no harakterizaciØ sluqaØ ravenstva, predloßennaØ v teoreme 4, po-vidimomu ØvlØetsØ novoæ daße i v fftom sluqae.

Zameqanie 4. Analogi neravenstv (3.40) i (3.44) dlØ singulØr-

nyh znaqeniæ proizvedeniØ A^∗B mogut byt~ poluqeny primeneniem teoremy 4 k soprØßennym matricam A^∗ i B^∗. V fftom sluqae usloviØ (3.39) i (3.43) budut formulirovat~sØ v terminah levyh singulØrnyh vektorov matric A i B.

Sledu¸wiæ rezul~tat, kotoryæ legko moßet byt~ poluqen iz sledstviØ 3, ØvlØetsØ mul~tiplikativnym analogom sledstviØ 1.

Sledstvie 4. Pust~ A i B – m × n matricy (n 6 m) s singulØr-

nymi qislami { σ_i(A) }_n i=1 i { σ_i(B) }_n i=1 sootvetstvenno i pust~ hotØ by odna iz nih ne imeet nulevyh singulØrnyh qisel. Esli dlØ nekotorogo p, 1 6 p 6 n − 1,

σ_k(AB^∗) = σ_k(A)σ_k(B), k = 1, . . . , p, (3.55)

58 L. ı. KOLOTILINA to σ_{i+j−p−1}(AB^∗) 6 σ_i(A)σ_j (B), p + 1 6 i, j 6 n, i + j − p − 1 6 n. (3.56)

Analogiqno, esli dlØ nekotorogo p, 2 6 p 6 n, σ_k(AB^∗) = σ_k(A)σ_k(B), k = n, . . . , p, (3.57) to σ_i(A)σ_j (B) 6 σ_{i+j−p+1}(AB^∗), 1 6 i, j 6 p − 1, i + j > p.^{(3.58)}

Dokazatel~stvo. Poskol~ku ravenstva (3.55) oqevidno ravno-

sil~ny ravenstvam λ_k(A^∗A B^∗B) = λ_k(A^∗A)λ_k(B^∗B), k = 1, . . . , p, a n × n matricy A^∗A i B^∗B poloßitel~no poluopredeleny, priqem hotØ by odna iz nih poloßitel~no opredelena, to po sledstvi¸ 3 my imeem neravenstva λ_{i+j−p−1}(A^∗A B^∗B) 6 λ_i(A^∗A)λ_j(B^∗B), p + 1 6 i, j 6 n, i + j − p − 1 6 n, sovpada¸wie s neravenstvami (3.56), vozvedennymi v kvadrat.

Neravenstva (3.58) v predpoloßenii, qto vypolneny usloviØ (3.57), vyvodØtsØ analogiqno. �

Zameqanie 5. UtverßdeniØ sledstviæ 1 i 2 legko sledu¸t iz

poluqennyh v [4] neravenstv, ustanavliva¸wih vzaimootnoxeniØ meßdu special~nogo vida summami singulØrnyh qisel prØmougol~nyh matric A, B i A + B, i poluqennyh v [5] neravenstv, svØzyva¸wih summy sobstvennyh znaqeniæ ffrmitovyh matric A, B i A + B.

Analogiqno, v tom qastnom sluqae, kogda obe matricy A i B ØvlØ¸tsØ kvadratnymi i nevyroßdennymi, utverßdeniØ sledstviØ 4 legko mogut byt~ dokazany na osnove ustanovlennyh v [6] neravenstv, svØzyva¸wih opredelennye proizvedeniØ singulØrnyh qisel matric A, B i AB.

OB USILENII NERAVENSTV VE`L˚ 59

Literatura

1. R. Horn, C. R. Johnson, Topics in Matrix Analysis. Cambridge Univ. Press (1991).

2. Y. Ikebe, T. Inagaki, S. Miyamoto, The monotonicity theorem, Cauchy’s interlace theorem, and the Courant–Fischer theorem. — Amer. Math. Monthly 94 (1987), 352–354.

3. W. So, Commutativity and spectra of Hermitian matrices. — Linear Algebra Appl. 212/213 (1994), 121–129.

4. R. C. Thompson, Singular value inequalities for matrix sums and minors. — Linear Algebra Appl. 11 (1975), 251–269.

5. R. C. Thompson, L. J. Freede, On the eigenvalues of sums of Hermitian matrices.

— Linear Algebra Appl. 4 (1971), 369–376.

6. R. C. Thompson, S. Therianos, On the singular values of matrix products. I. — Scripta Math. XXIX (1973), 99–110.

Kolotilina L. Yu. The strengthened versions of the additive and multiplicative Weyl inequalities.

The strengthened versions of the classical additive and multiplicative Weyl inequalities for the singular values of A + B and AB^∗, where A and B are rectangular matrices, and for the eigenvalues of A + B and AB, where A and B are Hermitian matrices, are established under certain assumptions on the subspaces spanned by some singular vectors or eigenvectors of A and B.

Postupilo 6 sentØbrØ 2002 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN