Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 295, 2003 g.

A. Arhipova

PROBLEMA RAZREXIMOSTI DL˚ NEDIAGONAL^NYH �LLIPTIQESKIH SISTEM S KVADRATIQNO` NELINE`NOST^ı PO GRADIENTU (DVUMERNY` SLUQA`)

PosvØwaetsØ akademiku O. A. Ladyßenskoæ k ee ¸bile¸

Pust~ Ω – ograniqennaØ oblast~ v R^n, n > 2, s gladkoæ graniceæ ∂Ω. Pust~ funkciØ u : Ω → R^N, N > 1, u = (u^1, . . . , u^N ), opredelØet rexenie sistemy − d dx_α a_α(x, u, u_x) + b(x, u, u_x) = 0, x ∈ Ω, (1) u_x = { u^k_{xα} }_k6_N α6n . Budem sqitat~, qto vypolneny sledu¸wie usloviØ. a) Funkcii a_α = { a^k_α }_k6_N

i b = { b^k }_k6_N

opredeleny i ime¸t ukazannye niße nepreryvnye proizvodnye na mnoßestve (x, u, z) ∈ M = Ω ×R^n ×R^{nN}, priqem na M vypolneny sledu¸wie ograniqeniØ: |a_α(x, a, z)| + | |(a_α)^′_x(x, u, z) | | + | |(a_α)^′_u(x, u, z) | | 6 μ1(1 + |z|); ∂a^k_α(x, u, z) ∂z^l_β ξ^k_αξ^l_β > ν|ξ|^2, ξ ∈ R^{nN}; ‖ ‖ ‖ ‖ ∂a(x, u, z) ∂z ‖ ‖ ‖ ‖ 6 μ1;^{(2)} |b(x, u, z)| 6 μ_2|z|^2 + μ_3, | |(b)^′_x(x, u, z) | | + | |(b)^′_u(x, u, z) | | 6 μ4(1 + |z|)^2; (3) |(b)^′_z(x, u, z)| 6 μ_4(1 + |z|); v usloviØh (2) i (3) poloßitel~nye postoØnnye ν, μ_1, . . . , μ_4 fiksirovany proizvol~no.

NastoØwaØ rabota vypolnena v ramkah proektov RFFI, grant 02-01- 00276 i FCP ”IntegraciØ”, gos.kontrakt B0026. 5

6 A. ARHIPOVA

b) Vse funkcii ∂a^k_α ∂z^l_β , ∂a^k_α ∂u^m , ∂a^k_α ∂x_α i b^k ravnomerno nepreryvny

po Gœl~deru po vsem argumentam na l¸bom kompakte mnoßestva M s kakim-libo pokazatelem α_0 ∈ (0, 1), i ∂Ω ∈ C^{2+α0} .

Budem sqitat~, qto rexenie sistemy (1) udovletvorØet nulevomu uslovi¸ Dirihle u | | ∂Ω = 0. (4)

UsloviØ (2), (3) opisyva¸t tak nazyvaemye “estestvennye” porØdki rosta po gradientu funkciæ, obrazu¸wih sistemu.

DlØ sistem (1) s nediagonal~noæ matriceæ {∂a ∂z } i funkcieæ b, ime¸weæ kvadratiqnyæ rost po gradientu, problema razreximosti kraevyh zadaq ostaetsØ otkrytoæ po seæ den~. Primery pokazyva¸t, qto daße pri gladkih dannyh req~ moßet idti tol~- ko ob obobwennoæ razreximosti. Deæstvitel~no, daße v sluqae dvuh prostranstvennyh peremennyh skalØrnoe uravnenie takogo vida (n = 2, N = 1) moßet imet~ neograniqennye rexeniØ iz W^1_2 (Ω), a sistema (n = 2, N > 1) – ograniqennoe, no razryvnoe rexenie iz prostranstva W^1_2 (Ω) ([1], glava II, §3).

Problema razreximosti dlØ sistem (1)–(3) stavilas~, kak pravilo, sledu¸wim obrazom: sformulirovat~ dostatoqnye usloviØ, garantiru¸wie suwestvovanie gladkogo (hotØ by nepreryvnogo) rexeniØ kraevoæ zadaqi. Takogo roda rezul~taty byli poluqeny dlØ sistem s diagonal~noæ glavnoæ matriceæ (sm. [2], glava VIII, [3–5] i ssylki v nih). V rabote [6] rassmatrivalas~ nediagonal~naØ sistema (1) v sluqae dvuh prostranstvennyh peremennyh. V [6] privedeny usloviØ, dopolnitel~nye k usloviØm (2) i (3), pri kotoryh suwestvuet nepreryvnoe po

Gœl~deru v Ω rexenie iz^∘W^1_2(Ω) zadaqi (1), (2).

Izuqenie zadaq o garmoniqeskih otobraßeniØh meßdu rimanovymi mnogoobraziØmi privelo k neobhodimosti dopuweniØ singulØrnyh rexeniæ u diagonal~nyh sistem s kvadratiqnoæ nelineænost~¸ po gradientu. PoØvilas~ problema izuqeniØ haraktera fftih singulØrnosteæ (sm. [7–9]) i ssylki v nih).

V dannoæ rabote izuqaetsØ problema razreximosti zadaqi (1), (4) dlØ dvuh prostranstvennyh peremennyh. My ne stavim cel~¸ vydelit~ klass nepreryvnyh obobwennyh rexeniæ. Naoborot, nas interesu¸t naibolee obwie situacii, pri kotoryh za-

PROBLEMA RAZREXIMOSTI 7

daqa razrexima v^∘W^1_2(Ω). My dokazyvaem suwestvovanie obob-

wennogo rexeniØ v smysle raspredeleniæ iz prostranstv^∘W^1_2(Ω),

Ω ⊂ R^2 i pokazyvaem, qto ffto rexenie ØvlØetsØ gladkim v Ω, za

iskl¸qeniem, byt~ moßet, koneqnogo qisla singulØrnyh toqek.

Ranee avtorom byla ustanovlena razreximost~ zadaqi (1), (4) pri n = 2 v qastnom sluqae, kogda sistema (1) imeet variacionnu¸ strukturu.

Rassmotrim funkcional E[u] = ∫ Ω f(x, u, u_x)dx, u : Ω → R^N, u ∈^∘W^1_2(Ω), (5)

i predpoloßim, qto f(x, u, z) ≈ |z|^2, |z| ≫ 1, a funkcii a^k_α = f_pk_α , b^k = f_uk podqinØ¸tsØ usloviØm (2), (3). Togda sistema uravneniæ �ælera − d dx_α f_pk_α (x, u, u_k) + f_uk (x, u, u_x) = 0, k 6 N, x ∈ Ω, (6) ØvlØetsØ sistemoæ vida (1).

V rabotah avtora [10–13] dokazana global~naØ razreximost~ naqal~no-kraevyh zadaq dlØ paraboliqeskih sil~no nelineænyh sistem variacionnogo tipa pri n = 2. RexeniØ u(x, t), (x, t) ∈ Ω × [0, ∞) fftih zadaq shodØtsØ pri t → +∞ k rexeni¸ u(x) sistemy (6), FunkciØ u prinadleßit prostranstvu W^1_2 (Ω) i ØvlØetsØ gladkoæ v Ω funkcieæ, za iskl¸qeniem, byt~ moßet, koneqnogo qisla singulØrnyh toqek. VariacionnaØ struktura sistemy v rabotah [10–13] byla suwestvenna.

Otmetim, qto rezul~tat o razreximosti zadaqi (1), (4), poluqennyæ v dannoæ rabote (teorema 1) baziruetsØ na primenenii teoremy o “kvaziobratnyh” neravenstvah Gœl~dera (teorema 2), dokazannoæ avtorom v rabote [14].

DlØ dokazatel~stva suwestvovaniØ rexeniØ zadaqi (1), (4), postroim pri proizvol~no fiksirovannom m > 2 semeæstvo zadaq s parametrom ε ∈ (0, 1]: − d dx_α ( a_α(x, u, u_x) + εu_{xα} ( 1 + |u_x|^2 ) m_{2 −1}) + b(x, u, u_x) = 0, x ∈ Ω, u | | |_{∂Ω} = 0. (7)

8 A. ARHIPOVA

Utverßdenie 1. Pri vypolnenii usloviæ a) i b) suwestvuet re-

xenie u^ε ∈ C^{2+α0} (Ω) zadaqi (7) dlØ l¸bogo fiksirovannogo ε ∈ (0, 1].

Dokazatel~stvo. Iz integral~nogo toßdestva dlØ zadaqi (7) s

pomow~¸ usloviæ (2) i (3) legko vyvoditsØ apriornaØ ocenka ‖ ‖u^ε ‖ ‖_{W 1m (Ω)} 6 c_1(ε^{−1}). (8)

V silu teoremy vloßeniØ, ocenka (8) garantiruet, qto ‖ ‖u^ε ‖ ‖ C^β (Ω) 6 c^2(ε^{−1}), β = 1 − 2 m > 0. (9)

Ocenka (9) dalee suwestvenno ispol~zuetsØ, qtoby s pomow~¸ standartnoæ tehniki pokazat~ ograniqennost~ norm ‖ ‖u^ε ‖ ‖_{W 22+δ (Ω)}

pri nekotorom δ > 0, a sledovatel~no i ‖ ‖u^ε_x ‖ ‖ C^γ (Ω), γ = 1− 2 2 + δ

> 0,

postoØnnymi c(ε^{−1}). ApriornaØ ocenka rexeniØ u^ε v prostranstve C^{1+γ} (Ω) pozvolØet pokazat~ razreximost~ zadaqi (7) s prostranstve C^{2+α0} (Ω) (sm., naprimer, [2], glava IV, §10). Suwestvennym dlØ dokazatel~stva razreximosti zadaqi (7) ØvlØetsØ tot fakt, qto pri m > 2 kvadratiqnaØ nelineænost~ po gradientu funkcii b ne ØvlØetsØ predel~noæ dlØ dannoæ sistemy. Takim obrazom utverßdenie 1 moßno sqitat~ dokazannym. �

Sformuliruem teper~ osnovnoæ rezul~tat raboty.

Teorema 1. Pust~ vypolneny sformulirovannye ranee usloviØ a)

i b). Esli dlØ rexeniæ u^ε zadaqi (7), ε ∈ (0, 1], spravedliva ocenka ‖ ‖u^ε_x ‖ ‖^2_{L2(Ω)} + ε ‖ ‖u^ε_x ‖ ‖^m_{Lm(Ω)} 6 e_0, (10)

s postoØnnoæ e_0, ne zavisØweæ ot ε, togda suwestvuet obobwen-

noe rexenie u ∈^∘W^1_2(Ω) zadaqi (1), (4). �to rexenie ØvlØetsØ

C^{2+α0} -gladkoæ funkcieæ v Ω, za iskl¸qeniem, byt~ moßet, koneq-

nogo qisla singulØrnyh toqek.

Zameqanie 1. Ocenka (10) imeet mesto, esli, naprimer, dopol-

nitel~no k usloviØm (2) i (3) predpoloßit~, qto a_α(x, u, z)z_α + b(x, u, z)u > ν_0|z|^2 − μ_0, (x, u, z) ∈ M, (11) s nekotorymi postoØnnymi ν_0 > 0, μ_0 > 0.

PROBLEMA RAZREXIMOSTI 9

Zameqanie 2. V teoreme 1 my ispol~zuem special~nu¸ approk-

simaci¸ zadaqi (1), (4). Kak bylo otmeqeno ranee, v roli regulØrizacii moßet vystupat~ rexenie paraboliqeskoæ zadaqi, esli operator sistemy imeet variacionnu¸ strukturu (6). V fftom sluqae rexenie zadaqi (6), (4) u(x) = lim_{t→+∞} u(x, t), gde u(x, t)

ØvlØetsØ rexeniem paraboliqeskoæ zadaqi v Q = Ω × [0, ∞), i rol~ parametra igraet peremennaØ t → +∞. VariacionnaØ struktura operatora garantiruet ocenku ‖ ‖u_t ‖ ‖^2_{L2(Q)} + sup t∈[0,∞) ‖ ‖u_x( · , t) ‖ ‖^2_{L2(Ω)} 6 e_0,

kotoraØ ØvlØetsØ analogom usloviØ (10). Krome togo, v rabotah [10–13] pokazano, qto moßet suwestvovat~ ne bolee koneqnogo qisla momentov vremeni t ∈ (0, ∞], gde rexenie u( · , ^t_j) ne ØvlØetsØ gladkoæ v Ω funkciæ. Takim obrazom, suwestvuet takoe qislo T > 0, qto paraboliqeskaØ zadaqa predstavlØet pri t > T gladku¸ approksimaci¸ fflliptiqeskoæ zadaqi (6), (4). V fftom sluqae ne nußno ograniqenie vida (11).

Dalee nam potrebu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ.

B_R(x^0) = {x ∈ R^2 | |x − x^0| < R}, Q_R(x^0) = {x ∈ R^2 | |x_i − x^0_i | < R,

i = 1, 2}, Ω_R(x^0) = Ω ∩ B_R(x^0);

|A| = meas_2A – mera Lebega mnoßestva A ⊂ R^2; u_{R,x}0 = 1 |Ω_R| ∫ Ω_R(x^0) u(y)dy = Œ ∫ Ω_R(x^0) u(y)dy; ‖ u ‖ m,A = ‖ u ‖ L_m(A);

L^{2,λ}(D) – prostranstvo Kampanato s normoæ ‖ v ‖ 2,λ;D = ‖ v ‖ 2,D + [ v ] 2,λ;D, gde [ v ] 2,λ;D = ( sup_{y∈D} ρ6diam D 1 ρ^λ ∫ Ω_ρ(y) |v(x) − v_{ρ,y} |^2dx ) 1_2 . Kak bylo otmeqeno ranee, pri dokazatel~stve teoremy 1 budet suwestvenno ispol~zovana teorema o kvazivariacionnyh neravenstvah, dokazannaØ avtorom v rabote [14].

10 A. ARHIPOVA

Teorema 2 [14]. Pust~ fiksirovany qisla s, l > 1 i – > 0. Pust~

z ∈ L_m(Q), z > 0 v Q, m > sl, Q = Q b_R(^x) ⊂ R^2 (^x ∈ R^2 i ^R > 0 fiksirovany proizvol~no). Predpoloßim, qto funkciØ z udovletvorØet v l¸bom xare B_R ⊂ Q neravenstvam

Œ^∫_B R/2 z^sdx 6 c_0 [( Œ^∫_B R zdx )_s + c(l)– ( Œ^∫_B R z^{ls}dx )_{1/l}] , (12)

c_0, c(l) = const > 0.

Togda suwestvuet takoe qislo p_0 > s, p_0 = p_0(s, c_0), qto dlØ p ∈ (q, min{m, p_0}) verno neravenstvo ‖ ‖z ‖ ‖_{p,Qr} 6 c_∗ ‖ ‖z ‖ ‖_{s,Q}, ∀ Q_r b Q, (13) esli l ∈ (1, p/q) i – 6 –^0_{c(l)} (qislo –_0 opredelØetsØ parametrami s, p, l i c_0); postoØnnaØ c_∗ zavisit ot teh ße veliqin, qto i –_0, a takße ot c(l)– i dist (Q_r, ∂Q).

DlØ proizvol~nogo poka qisla θ > 0 opredelim mnoßestvo R_θ sledu¸wim obrazom:

toqka x^0 ∈ R_θ, esli x^0 ∈ Ω i dlØ nee naædutsØ qislo R_0 > 0 i posledovatel~nost~ ε_i → 0 takie, qto ∫ Ω_{R0} (x^0) | |u^εi_x | |^2 + ε_i ( 1 + | |u^εi_x | |^2 )_{m/2} dx < θ^2. (14)

Iz neravenstva Puankare i opredeleniØ mnoßestva R_θ sleduet, qto dlØ toqek y^0 ∈ Ω_{R0/2}(x^0) i radiusov ρ 6 R_0/2 spravedlivy neravenstva ∫ Ω_ρ(y^0) | |u^εi − (u^εi )_{ρ,y0} | |^2 dx 6 c_1ρ^2 ∫ Ω_ρ(y^0) | |u^εi_x | |^2 dx 6

6 c1ρ^{2 ∫}

Ω_{R0 (x}0_) | |u^εi_x | |^2 dx < c_1θ^2ρ^2.

Sledovatel~no, [ u^{εi} ]_2

L^{2,2}(Ω_{R0 /2}(x^0)) 6 c1θ

2. (15)

PROBLEMA RAZREXIMOSTI 11

Krome togo, soglasno teoreme vloßeniØ W^1_2 (Ω_ρ) → L_r(Ω_ρ), ∀ r > 1, verna ocenka ‖ ‖u^εi − (u^εi )_{ρ,y0} ‖ ‖_{r,Ωρ(y0)} 6 c_2ρ^{2/r} ‖ ‖u^εi_x ‖ ‖_{2,Ωρ(y0)}, otkuda poluqaem, qto ( Œ^∫

Ω_ρ(y^0) | |u^εi − (u^εi )_{ρ,y0} | |^r dx )_{1/r}

                6

6 c3^{( ∫}

Ω_ρ(y^0) | |u^εi_x | |^2 dx )_{1/2}

6_{(14)} c3θ,

∀ y^0 ∈ Ω_{R0 /2}(x^0), ρ 6 R_0/2, ∀ r > 1.

(16)

Teper~, s pomow~¸ teoremy 2 my dokaßem sledu¸wee utverßdenie.

Utverßdenie 2. Suwestvu¸t takie qisla θ0 > 0 i p > 2, opre-

delØemye parametrami ν, μ_1, . . . , μ_3 iz usloviæ (2) i (3), qto esli x^0 ∈ R_θ, gde θ 6 θ_0, togda ‖ ‖u^εi_x ‖ ‖_{p,ΩR0/2 (x0)} 6 c_4, (17)

gde qislo R_0 > 0 i posledovatel~nost~ {ε_i} – iz opredeleniØ mnoßestva R_θ, i postoØnnaØ c_4 opredelØetsØ takße parametrami iz usloviæ (2) i (3), a takße postoØnnoæ e_0 iz usloviØ (10).

Dokazatel~stvo. Pust~ x^0 ∈ Rθ, gde θ > 0 fiksirovano poka

proizvol~no. Suwestvu¸t R_0 > 0 i ε_i → 0 takie, qto vypolneno uslovie (14). Zafiksiruem proizvol~no y^0 ∈ Q_{R0/}^√_2 ∩ Ω ⊂ Ω_{R0} (x^0) i xar B_R(y^0) ⊂ Q_{R0/}^√_2(x^0). Pust~ ζ – sreza¸waØ dlØ B_R(y^0) funkciØ, ζ = 1 v B_{R/2}(y^0). Poloßim v integral~nom toßdestve, sootvetstvu¸wem zadaqe (7), probnu¸ funkci¸ h = ( u^{εi} − (u^{εi} )_{R,y}0 ) ζ^m, sqitaØ poka, qto B_R(y^0) ∩ ∂Ω = ?.

Dalee v utverßdenii 2 pixem dlØ kratkosti u vmesto u^{εi} , u_R – vmesto (u^{εi} )_{R,y}0 .

Iz toßdestva s ukazannoæ funkcieæ h legko vyvoditsØ neravenstvo ∫ Ω_R(y^0) ( |u_x|^2 + ε|u_x|^2 ( 1 + |u_x|^2 )_{m/2−1}) ζ^m dx 6

12 A. ARHIPOVA

6 c5^{{ ∫}

Ω_R(y^0) (1 + |u_x|)|u − u_R|ζ^{m−1}|ζ_x| dx+

+ε ∫ Ω_R (y^0) |u_x| ( 1 + |u_x|^2 )_{m/2−1} |u − u_R|ζ^{m−1}|ζx| dx+ (18)

+ ∫ Ω_R(y^0) ( 1 + |u_x| )_2 |u − u_R|ζ^m dx } = c_5{J_1 + J_2 + J_3}.

V neravenstve (18) c_5 = c_5(ν, μ_1, μ_2, μ_3), a qerez J_1, J_2 i J_3 oboznaqeny sootvetstvu¸wie integraly v figurnyh skobkah. Ocenim kaßdyæ integral J_k, k 6 3, otdel~no.

Spravedlivy neravenstva

J_1 6 δ ∫ Ω_R ( 1 + |u_x| )_2 ζ^m dx + c(δ) R^2 ∫ Ω_R |u − u_R|^2 dx 6_{{∗}}

6_{{∗}} δ^∫

Ω_R ( 1 + |u_x| )_2 ζ^m dx + c(δ) R^2 ( ∫ Ω_R |u_x| dx )_2 , ∀ δ > 0. Neravenstvo {∗} imeet mesto v silu teoremy vloßeniØ W^1_1 (Ω_R) → L_2(Ω_R), n = 2.

Dalee,

J_2 6 εc R ∫ Ω_R ( 1 + |u_x| )_{m−1} ζ^m|u − u_R| dx 6

6^c_R^{( ∫}

Ω_R ε ( 1 + |u_x|^2 )_{m/2} ζ^m dx ) m�1_m ( ∫ Ω_R ε|u − u_R|^m dx )_{1/m}

                           6 (19)

6 δ^∫

Ω_R ε ( 1 + |u_x| )_{m/2} ζ^m dx + c(δ) R^m ∫ Ω_R ε|u − u_R|^m dx. DlØ ocenki poslednego integrala v neravenstvah (19) my vospol~zuemsØ teoremoæ vloßeniØ W^1_{m/2}(Ω_R) → L_m(Ω_R), a toqnee neravenstvom ‖v‖_{m,ΩR} 6 cR^{1− 2m} ‖v_x‖_{m/2,ΩR} , v ∈ W^1_{m/2}(Ω_R), ∫ Ω_R v dy = 0,

PROBLEMA RAZREXIMOSTI 13

dlØ funkcii v = u − u_R (c > 0 – absol¸tnaØ postoØnnaØ).

Togda

J_2 6 δ ∫ Ω_R ε ( 1 + |u_x|^2 )_{m/2} dx + c(δ)ε R^2 ( ∫ Ω_R |u_x|^{m/2} dx )_2 .

PolagaØ v ocenkah integralov J_1 i J_2 δ =^1_2 , iz (18) dlØ funkcii g(x) = (| |u^εi_x (x) | | + 1 ) + √ ε_i (| |u^εi_x (x) | | + 1 )_{m/2} vyvodim sledu¸wee neravenstvo: ∫ Ω_{R/2}(y^0)

g^2 dx 6 c_6 R^2 ( ∫ Ω_R(y^0) g dx )_2 + c_7 J_3. (20)

Zafiksiruem poka proizvol~no l > 1 i vospol~zuemsØ neraven-

stvom (16) s r = l l − 1 dlØ ocenki integrala J_3:

J_3 6 ( Œ^∫_Ω R ( 1 + | |u_x | |)^{2l} dx )_{1/l}( Œ^∫_Ω R | |u − u_R | |^{ll}�^1 dx

)^l�^1_l

|Ω_R| 6

6 c8(l)θR^{2(} Œ^∫

Ω_R ( 1 + | |u_x | |)^{2l} dx )_{1/l} . Teper~ iz (20) sleduet, qto

Œ^∫_Ω R/2 g^2 dx 6 c_9 {( Œ^∫_Ω R g dx )_2 + c(l)θ {( Œ^∫_Ω R g^{2l} dx )_{1/l}} , (21)

esli B_R(y^0) = Ω_R(y^0) ⊂ Q R_0p_2 (x^0). V sluqae, kogda y^0 ∈ ∂Ω, ocenka

vida (21) vyvoditsØ analogiqno iz integral~nogo toßdestva s probnoæ funkcieæ h = u^{εi} ζ^m. Iz ocenki (21) dlØ vnutrennih po otnoxeni¸ k Ω xarov i xarov s centrom na ∂Ω, v rezul~tate “sxivaniØ”, poluqaem, qto ffta ocenka spravedliva pri l¸bom raspoloßenii y^0 ∈ Q_{R0/}^√_2(x^0) ∩ Ω.

14 A. ARHIPOVA

Zametim, qto u^ε | | |_{∂Ω} = 0, i v sluqae, kogda BR(y^0) ∩ (R^2 \ Ω) ≠ ?, my sqitaem, qto u^ε = 0 v B_R(y^0) \ Ω_R(y^0). Oqevidno, qto funkciØ g opredelena i summiruema so stepen~¸ ql v okrestnosti oblasti Ω, i neravenstva vida (21) spravedlivy v B_{R/2}(y^0), B_R(y^0) s drugoæ postoØnnoæ c_9.

Neravenstva (21) pri θ = 0 ØvlØ¸tsØ obratnymi neravenstvami Gœl~dera, iz kotoryh, soglasno lemme Geringa (modifikaciØ M. Giaquinta–G. Modica [1, glava 5]) sleduet suwestvovanie qisel p_0 > 2 i c_{10} > 0 takih, qto pri p ∈ [2, p_0) ‖ ‖g ‖ ‖_{p,ΩR0/2(x0)} 6 c_{10} ‖ ‖g ‖ ‖_{2,ΩR0 (x0)}. (22)

PostoØnnye p_0 i c_{10} opredelØ¸tsØ v fftom sluqae postoØnnoæ c_9 iz neravenstv (21) s parametrom θ = 0, a c_{10} zavisit takße ot R_0.

Okazalos~, qto esli θ ≠ 0 v (21), to ocenka vida (22) ostaetsØ spravedlivoæ, esli sqitat~, qto 1 < l < p_0/2 i θ ≪ 1. Deæstvitel~no, dlØ funkcii z = g pri s = 2 iz (21) sleduet ocenka (12) v xarah B_R ⊂ Q_{R0/}^√_2(x^0). Soglasno teoreme 2, suwestvuet takoe qislo p_0 = p_0(c_9) > 2, qto esli zafiksirovat~ p ∈ (2, p_0) i sqitat~, qto l ∈ (1, p/2), a θ < –_0/c(l) ≡ θ_0 s neravenstvah (21), togda verna ocenka (13) dlØ z = g: ‖ ‖g ‖ ‖_{p,QR0 /2(x0)} 6 c_{11}(R_0) ‖ ‖g ‖ ‖_{2,QR} 0/p_{2(x}0_). (23)

Poloßim teper~ p = p_0 + 2 2 , l = p + 2 4 , i otmetim, qto ffti parametry zavisØt tol~ko ot postoØnnoæ c_9. V opredelenii mnoßestva R_θ budem sqitat~, qto θ 6 θ_0, θ_0 = θ_0(c_9), t.e. θ_0 opredelØetsØ parametrami ν, μ_1, μ_2 i μ_3. VspominaØ opredelenie funkcii g, iz (10) i (23) vyvodim ocenku (17). Utverßdenie 2 dokazano. �

Dokazatel~stvo teoremy 1. Soglasno teoreme vloßeniØ, iz

ocenki (17) sleduet, qto ‖ u^{εi} ‖ C^β ( Ω_{R0 /2}(x^0) ) 6 c^{12}, β = 1 − 2 p > 0. (24)

Ocenka (24) pozvolØet ocenit~ ravnomerno po { ε_i }_∞ i=1 vtorye proizvodnye funkcii u^{εi} v normah L_2 i L_{2+δ} , δ > 0, i pokazat~, qto ‖ ‖u^εi_x ‖ ‖ C^γ ( Ω_{R0/2} (x^0) ) 6 c^{13} (25)

PROBLEMA RAZREXIMOSTI 15

dlØ nekotorogo γ ∈ (0, 1).

Vyvod ocenki (25) osuwestvlØetsØ standartnym obrazom, v mestnoæ sisteme koordinat, s pomow~¸ “rasprØmleniØ” qasti ∂Ω. �tot vyvod my opuskaem.

V svo¸ oqered~, ocenka (25) pozvolØet posmotret~ na zadaqu (8) kak na lineænu¸ s nepreryvnymi po Gœl~deru kofffficientami v Ω_{R0/4}(x^0), i vyvesti ocenku ‖ ‖u^εi ‖ ‖ C^{2+α}0 ( Ω_{R0/8} (x^0) ) 6 c^{14}. (26)

OsuwestvlØØ teper~ predel~nyæ perehod po ε_i → 0, poluqaem, qto predel~naØ funkciØ u ∈ C^{2+α0} ( Ω_{R0 /8}(x^0) ). Oqevidno, qto v Ω_{R0/8}(x^0) funkciØ u udovletvorØet sisteme i kraevomu uslovi¸.

Takim obrazom, esli x^0 ∈ R_θ, θ 6 θ_0, togda x^0 – toqka gladkosti funkcii u. Dalee qislo θ 6 θ_0 sqitaem fiksirovannym.

Netrudno videt~, qto R_θ – otkrytoe mnoßestvo. Poloßim Σ_θ = Ω \ R_θ. Oqevidno, qto Σ_θ – zamknutoe mnoßestvo, i esli ^x ∈ Σ_θ, to pri l¸byh R > 0 i posledovatel~nosti ε → 0,

lim_{ε→0} ∫ Ω_R(bx) ( |u^ε_x|^2 + ε(1 + |u^ε_x|^2)^{m/2} ) dx > θ^2. (27)

Zafiksiruem proizvol~no M toqek ^x^1, . . . , ^x^M ∈ Σ_θ, i pust~ R > 0 fiksirovano tak, qtoby B_R(^x^i) ∩ B_R(^x^j) = ?, ∀ i, j 6 M , i ≠ j. Pust~ {ε_k} – proizvol~naØ posledovatel~nost~ qisel, stremØwihsØ k nul¸. Oqevidno, qto suwestvuet k_0 ∈ N takoe, qto

∀ k > k0 i j = 1, . . . , M spravedlivo neravenstvo ∫ Ω_R(bx_j ) ( |u^{εk}_x |^2 + ε_k(1 + |u^{εk}_x |^2)^{m/2} ) dx >^{θ2}_2 .

Otkuda sleduet, qto M · θ^2

2 6^{M∑}_{j=1}^∫

Ω_R(bx_j ) ( |u^{εk}_x |^2 + ε_k(1 + |u^{εk}_x |^2)^{m/2} ) dx 6

6^∫

Ω [ |u^{εk}_x |^2 + ε_k(1 + |u^{εk}_x |^2)^{m/2} ] dx 6 e0. Takim obrazom, koliqestvo vozmoßnyh singulØrnyh toqek ograniqeno i M 6^{2e0}_{θ2} .

16 A. ARHIPOVA

�to oznaqaet, qto u ∈ C^{2+α0} (Ω \ Σ_θ) ∩^∘W^1_2(Ω). Soglasno lemme De-Dßordßi ([1, glava II, lemma 3.1]), u – obobwennoe rexenie zadaqi (1), (4) v smysle raspredeleniæ. Teorema 1 polnost~¸ dokazana. �

Literatura

1. M. Giaquinta, Multiple integrals in the calculus of variations and nonlinear elliptic systems. — Princeton, NJ (1983).

2. O. A. LadyßenskaØ, N. N. Ural~ceva, Lineænye i kvazilineænye uravneniØ fflliptiqeskogo tipa. Nauka, M. (1973).

3. S. Hildebrandt, H. Kaul, K.-O. Widman, An existence theorem for harmonic mappings of Riemannian manifols. — Acta Math. 138 (1977), 1–16.

4. J. Frehse, On a class of nonlinear diagonal elliptic systems with critical growth and Cff -regularity. — Partial differential equations and the calculus of variations 11, 519–540. Progr. Nonlinear Diff. Eq. Appl. 2, Birkhäuser Boston, Boston, MA

(1989).

5. R. Landes, On the existence of weak solutions of perturbed systems with critical growth. — J. Reine Angew. Math. 393 (1989), 21–38.

6. J. Frehse, On two-dimensional quasi-linear elliptic systems. — Manuscripta Math. 28 (1979), 21–49.

7. M. Struwe, Variational Methods. Springer-Verlag (1990).

8. L. C. Evans, Partial regularity for stationary harmonic maps into sphere. — Arch.

Rat. Mech. Anal. 116 (1991), 101–113.

9. T. Rivière, Everywhere discontinuous harmonic maps into spheres. — Acta Math.

175 (1995), 197–226.

10. A. A. Arhipova, O global~noæ razreximosti zadaqi Koxi–Dirihle dlØ nediagonal~nyh paraboliqeskih sistem s variacionnoæ strukturoæ pri dvuh prostranstvennyh peremennyh. — Sb. Problemy matem. analiza, vyp. 16, izd.S.-Peterb. un-ta (1997), 3–40.

11. A. A. Arhipova, Lokal~naØ i global~naØ po vremeni razreximost~ zadaqi Koxi–Dirihle dlØ klassa nelineænyh nediagonal~nyh paraboliqeskih sistem. — Algebra i Analiz 11, 6 (2001), 69–102.

12. A. Arkhipova, Cauchy–Neumann problem for a class of nondiagonal parabolic systems with quadratic growth nonlinearities. I. On the continuability of smooth solutions. — Comment. Math. Univ. Carolonae 41, 4 (2000), 693–718.

13. A. Arkhipova, Cauchy–Neumann problem for a class of nondiagonal parabolic systems with quadratic growth nonlinearities. II. Local and global solvability results. — Comment. Math. Univ. Carolonae 42, 4 (2001), 53–76.

14. A. Arkhipova, Quasireverse Hölder inequalities and a priori estimates for strongly nonlinear systems. v peqati.

PROBLEMA RAZREXIMOSTI 17 Arkhipova A. Solvability of nondiagonal elliptic systems with quadratic growth nonlinearities (two-dimensional case).

Existence of a weak solution of the Dirichlet problem to nondiagonal elliptic systems with quadratic growth nonlinearities is proved in the two-dimensional case. It is established that the solution is smooth in the closure of a given domain with exception of at most finitely many points. The result is essentially based upon the theorem on “quasireverse” Hölder inequalities earlier proved by the author.

Postupilo 10 noØbrØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

e-mail:arina@aa1101.spb.edu