Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 294, 2002 g.

A. V. Qirina

ASIMPTOTIQESKA˚ �FFEKTIVNOST^ I LOKAL^NA˚ OPTIMAL^NOST^ PO BAHADURU KRITERI˚ �KSPONENCIAL^NOSTI, OSNOVANNOGO NA STATISTIKE MORANA

1. Vvedenie

Pust~ X_1,. . . ,X_n – neotricatel~nye nezavisimye odinakovo raspredelennye sluqaænye veliqiny (n. o. r. s. v.), X – ih vyboroqnoe srednee. Pust~ trebuetsØ proverit~ gipotezu H_0 : X_i ffksponencial~no raspredeleny, t.e. ime¸t funkci¸ raspredeleniØ F (x) = 1 − e^{−λx}, x ≥ 0 s nekotorym poloßitel~nym λ, protiv al~ternativy H_1: X_i ime¸t neffksponencial~noe raspredelenie, sosredotoqennoe na poloßitel~noæ poluosi. DlØ proverki H_0 protiv H_1 predlagaetsØ statistika

T_n = | | | |C + 1 n n∑ i=1 ln X_i X | | | | , a takße ee odnostoronnie varianty

T^+_n = C + 1 n n∑ i=1 ln X_i X , i T^−_n = −(C + 1 n n∑ i=1 ln X_i X ), gde C –postoØnnaØ �ælera.

Oqevidno, raspredeleniØ statistik T_n, T^+_n , T^−_n pri H_0 ne zavisØt ot parametra λ. �ti statistiki obyqno nazyva¸t statistikami Morana, tak kak kriteriæ, osnovannyæ na statistike T^+_n , postroen v [7] kak lokal~no asimptotiqeski naibolee mownyæ dlØ proverki ffksponencial~nosti protiv gammaal~ternativy s poloßitel~nym parametrom. V [6] dokazano, qto

Rabota podderßana grantom RFFI 00-15-96019. 245

246 A. V. QIRINA fftot kriteriæ ØvlØetsØ ravnomerno naibolee mownym svobodnym ot parametra masxtaba , a takße ravnomerno naibolee mownym nesmewennym kriteriem dlØ proverki ffksponencial~nosti protiv gamma-al~ternativy.

My predlagaem primenØt~ T_n i ee odnostoronnie varianty dlØ proverki H_0 protiv bolee xirokogo klassa al~ternativ. V qastnosti, T^+_n sostoØtel~na v klasse al~ternativ s vozrasta¸- weæ funkcieæ intensivnosti otkazov (VFI), T^−_n – v klasse al~- ternativ s ubyva¸weæ funkcieæ intensivnosti otkazov (UFI), i T_n – v klasse al~ternativ s monotonnoæ funkcieæ intensivnosti otkazov. AsimptotiqeskaØ normal~nost~ i sostoØtel~nost~ izuqaemyh statistik obsußda¸tsØ v razdele 2.

Cel~¸ nastoØweæ stat~i ØvlØetsØ vyqislenie lokal~noæ asimptotiqeskoæ ffffektivnosti (LA�) po Bahaduru statistik

T_n, T^+_n , T^−_n i vyØsnenie usloviæ ih lokal~noæ asimptotiqeskoæ

optimal~nosti.

V razdele 3 naædena grubaØ asimptotika veroØtnosteæ bol~- xih ukloneniæ T_n , T^+_n , T^−_n pri H_0, neobhodimaØ dlØ vyqisleniØ toqnyh naklonov. Poluqennyæ rezul~tat opisyvaet takße asimptotiqeskoe povedenie statistiki Darlinga dlØ proverki ravnomernosti(sm. [5]) pri nulevoæ gipoteze. V razdele 4 vyvedeny obwie formuly dlØ glavnyh qasteæ toqnyh naklonov i dlØ LA� po Bahaduru (a dlØ gamma-al~ternativ – toqnye znaqeniØ toqnogo naklona i asimptotiqeskoæ ffffektivnosti). Privedeny qislennye rezul~taty dlØ sledu¸wih al~ternativnyh plotnosteæ: plotnost~ s lineænoæ intensivnost~¸ otkazov, plotnost~ Makegama, plotnost~ Veæbulla, gamma-plotnost~. V razdele 5 naædeny usloviØ lokal~noæ asimptotiqeskoæ optimal~nosti.

2. AsimptotiqeskaØ normal~nost~ i sostoØtel~nost~

Vvedem oboznaqeniØ:

m = EX_1, l = E ln X_1, σ^2 = D ( X_1 m − ln X_1 ) . Teorema 1. Pust~ m, |l|, σ^2 < +∞, i, krome togo, σ^2 > 0 i 0 <

DX_1 < + ∞.

Togda spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

ASIMPTOTIQESKA˚ �FFEKTIVNOST^ 247 1. Posledovatel~nost~ sluqaænyh veliqin √ n(T^+_n − C − l + ln m) shoditsØ po raspredeleni¸ k N (0, σ^2).

V qastnosti, esli X_1 imeet ffksponencial~noe raspredelenie, to √ n T^+_n^d−→ N ( 0, π^2 6 − 1). 2. Esli pri nekotoroæ al~ternative C + l − ln m ≠ 0 (> 0, <

0), to statistika, otverga¸waØ H_0 pri bol~xih poloßitel~nyh znaqeniØh √ n T_n (sootvetstvenno √ n T^+_n , √ n T^−_n ), sostoØtel~na dlØ fftoæ al~ternativy.

3. Pust~ pri al~ternative H_1 sluqaænaØ veliqina X_1 imeet monotonnu¸ funkci¸ intensivnosti otkazov (VFI, UFI). Togda statistika √ n T_n (sootvetstvenno √ n T^+_n , √ n T^−_n ) sostoØtel~- na dlØ proverki H_0 protiv H_1.

Dokazatel~stvo.

1. Zametim, qto

T^+_n − C − l + ln m = 1 n n∑ i=1 ( ln X_i m − l − X_i m + 1 ) + ( X m − 1 − ln X m )

=: S_{n1} + S_{n2}. (2.1)

Po CPT poluqaem, qto √ nS_{n1}^d−→ N (0, σ^2) (2.2) i √ n(X/m − 1)^d−→ N (0, m^{−2} DX_1) (2.3)

Iz (2.3) legko poluqit~, qto √ nS_{n2} → 0 po veroØtnosti, a ffto v

soqetanii s (2.2) i dokazyvaet p. 1 Teoremy 1.

2. Oqevidno, qto iz p. 1 vytekaet p. 2.

3. Pust~ G(x) = P(X_1 < x), G(x) = 1 − G(x). V usloviØh Teoremy 1

248 A. V. QIRINA

C + l − ln m = ∫ ln x m dG(x) − ∫ ln x m d(1 − e^{−x/m}) = (G(x) − 1 + e^{−x/m}) ln x m | | | | +∞ 0 − ∫ 1 x (G(x) − (1 − e^{−x/m}))dx = ∫ G(x) − e^{−x/m} x dx (Zdes~ i na protØßenii vseæ stat~i vse integraly berutsØ po poloßitel~noæ poluosi, pofftomu my opuskaem predely integrirovaniØ.)

Tak kak 1/x ubyvaet na R^+, imeem, rassußdaØ tak ße, kak pri dokazatel~stve Teoremy 4.8 Gl. 2 v [1]:

C + l − ln m ≥ 0 dlØ VFI-raspredeleniæ i C + l − ln m ≤ 0

dlØ UFI-raspredeleniæ, priqem ravenstvo dostigaetsØ lix~ dlØ ffksponencial~nogo raspredeleniØ. Ots¸da, s uqetom p. 2, poluqaem p. 3.

3. Vyqislenie asimptotiki veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ pri H0 Opredelim funkcii k(t), f^+(a), f^−(a), f(a) sledu¸wim obrazom:

k(t) = Ct + t + ln Γ(1 + t) − (1 + t) ln (1 + t), t > −1,

f^+(a) = inf_{t≥0} [−at + k(t)], a > 0, f^−(a) = inf_{t≥0} [−at + k(−t)], a > 0, f(a) = max (f^+(a), f^−(a)), a > 0.

Teper~ moßem sformulirovat~ osnovnoæ rezul~tat.

Teorema 2. Pri nulevoæ gipoteze

lim_{n→∞} n^{−1} ln P(T^+_n > a) = { f^+(a), esli 0 < a ≤ C; −∞, esli a > C, (3.1)

lim_{n→∞} n^{−1} ln P(T^−_n > a) = f^−(a), a > 0, (3.2)

ASIMPTOTIQESKA˚ �FFEKTIVNOST^ 249

lim_{n→∞} n^{−1} ln P(T_n > a) = f(a), a > 0, (3.3)

priqem funkcii f^+ (a), f^−(a), f(a) predstavimy v vide rØdov, shodØwihsØ pri dostatoqno malyh a:

f(a) = ∞∑ j=2 c_j a^j, f^+(a) = ∞∑ j=2 c^+_j a^j , f^−(a) = ∞∑ j=2 c^−_j a^j, gde c_2 = c^+_2 = c^−_2 = − ( 2 ( π^2 6 − 1 ))_{−1} . Dokazatel~stvo. Preßde vsego napomnim dva izvestnyh fakta,

kotorye budut ispol~zovany pri dokazatel~stve Teoremy 2.

Utverßdenie 1 (sm. [9]). Pust~ {Wn}n=1,2... – posledovatel~-

nost~ vewestvennoznaqnyh sluqaænyh veliqin na veroØtnostnom prostranstve s meroæ P, udovletvorØ¸wih sledu¸wim usloviØm:

(i) m_n(t) = ∫ e^{tW}n dP < ∞ dlØ ∀t ∈ [0, T_1), T_1 > 0 (ii) Ψ_n(t)/n → c_0(t) ∈ R dlØ ∀t ∈ (T_0, T_1), 0 ≤ T_0 < T_1, gde Ψ_n(t) = ln m_n(t).

Togda dlØ l¸boæ posledovatel~nosti {a_n}, a_n ∈ R, n = 1, 2 . . . , gde a_n → a ∈ A = {c^′_0(h) | c^′_0(h) suwestvuet, nepreryvna sprava i strogo monotonna pri h ∈ (T_0, T_1)}, vypolneno [P(W_n > na_n)]^{1/n} → inf_{t≥0} {exp[c_0(t) − ta]}.^1

Utverßdenie 2. Esli X1, . . . , Xn – n.o.r.s.v., ime¸wie gamma-

raspredelenie (v qastnosti, ffksponencial~noe) i X – ih vyboroqnoe srednee, a p(x) i q(x_1, . . . , x_n) – qislovye funkcii, to p(X) i q(X_1/X, . . . , X_n/X) nezavisimy.

Posledniæ fakt xiroko izvesten i legko vyvoditsØ iz vida sovmestnoæ plotnosti.

Ne umalØØ obwnosti, moßem sqitat~, qto vse X_i ime¸t plotnost~ e^{−x}, t.e. X_i ∼ E(1), i = 1, . . . , n. Vvedem v rassmotrenie sluqaænye veliqiny U_n i V_n:

U_n = C + 1 n n∑ i=1 ln X_i − X + 1 = 1 n n∑ i=1 (C + ln X_i − X_i + 1),

1Sohraneny oboznaqeniØ originala, nikak ne svØzannye s oboznaqeniØmi nastoØweæ stat~i.

250 A. V. QIRINA V_n = ln X − (X − 1).

Pust~ φ_n(t), ψ_n(t), ξ_n(t) – proizvodØwie funkcii momentov (p.f.m.) dlØ T^+_n , U_n, V_n sootvetstvenno. Nesloßno ubedit~sØ v tom, qto vse p.f.m. koneqny pri t ∈ [0, +∞). Zametim, qto

U_n = T^+_n + V_n, priqem T^+_n est~ funkciØ ot sluqaænogo vekto-

ra (X_1/X, . . . , X_n/X), a V_n – funkciØ ot X. Pofftomu, soglasno Utverßdeni¸ 2, T^+_n i V_n nezavisimy. Sledovatel~no, ψ_n(t) =

φ_n(t) · ξ_n(t). Imeem

n^{−1} ln ψ_n(nt) = n^{−1} ln φ_n(nt) + n^{−1} ln ξ_n(nt). (3.4)

Poskol~ku U_n est~ normirovannaØ summa n.o.r.s.v., funkciØ

n^{−1} ln ψ_n(nt) ne zavisit ot n i ravna

ln E exp[t(C + ln X_i − X_i + 1)] =

= Ct + t + ln ∫ exp(t(ln x − x))e^{−x}dx = Ct + t + ln ∫ x^te^{−(1+t)x}dx = = Ct + t + ln Γ(1 + t) − (1 + t) ln(1 + t).

Okonqatel~no,

n^{−1} ln ψ_n(nt) = Ct + t + ln Γ(1 + t) − (1 + t) ln(1 + t) (3.5)

Dalee, uqityvaØ, qto nX imeet plotnost~ x^{n−1}e^{−x}/Γ(n), x > 0, vyqislim n^{−1} ln ξ_n(nt). Imeem ξ_n(nt) = ∫ exp [ nt ( ln x n − x n + 1 )] · x^{n−1}e^{−x} Γ(n) dx = e^{nt} n^{nt}Γ(n) ∫ x^{nt+n−1}e^{−x(1+t)}dt = e^{nt}Γ(nt + n) n^{nt}(1 + t)^{n+nt}Γ(n) . Posle preobrazovaniØ poluqaem

n^{−1} ln ξ_n(nt) = t − t ln n − (1 + t) ln(1 + t) + n^{−1}(ln Γ(nt + n) − ln Γ(n)).

Zafiksiruem t i pereædem k predelu po n, ispol~zuØ formulu Stirlinga

ln Γ(n) = ln √ 2π + (n − 1 2 ) ln n − n + θ 12n , (0 < θ < 1). Okonqatel~no, lim_{n→∞} n^{−1} ln ξ_n(nt) = 0.

ASIMPTOTIQESKA˚ �FFEKTIVNOST^ 251 KombiniruØ poslednee ravenstvo s (3.4) i (3.5), poluqaem

lim_{n→∞}n^{−1} ln φ_n(nt) = t(1+C)+ln Γ(1+t)−(1+t) ln(1+t) ≡ k(t).

Tak kak funkciØ k(x) ØvlØetsØ p.f.m. sluqaænoæ veliqiny C+1+

ln X_1 − X_1, ee proizvodnaØ k^′(x) nepreryvna i strogo vozrastaet

na [0, +∞). UqityvaØ povedenie proizvodnoæ gamma-funkcii v edinice i na +∞ (sm. [3], Gl. XIV, §5), imeem lim t→+∞ k^′(t) = C + lim_{t→+∞} ( Γ^′(1 + t) Γ(1 + t)

− ln(1 + t) ) = C i k^′(0) = 0,

pofftomu k^′(x) prinimaet vse znaqeniØ iz promeßutka [0, C). Takim obrazom, pri a ∈ [0, C) vypolneny usloviØ UtverßdeniØ 1 i, sledovatel~no,

lim_{n→∞} n^{−1} ln P(T^+_n > a) = inf_{t≥0}[−at + k(t)] ≡ f^+(t) pri 0 < a < C.

Soglasno neravenstvu o srednem geometriqeskom i srednem arifmetiqeskom, n^{−1} ∑ ln X_i ≤ ln X i, sledovatel~no, P(T^+_n > a) = 0, esli a ≥ C. Takim obrazom, ravenstvo (3.1) polnost~¸

dokazano.

FunkciØ k(t) analitiqna v okrestnosti nulØ, k^′(0) = 0 i

k^{′′}(0) = π^2/6 − 1. PrimenØØ formulu obraweniØ Lagranßa, po-

luqaem dlØ a > 0

f^+(a) = − a^2 2(π^2/6 − 1) + ∞∑ j=3 c^+_j a^j , gde rØd shoditsØ pri malyh a.

Vyvod formuly (3.2) analogiqen vyvodu (3.1), s temi ogovorkami, qto E exp(ntT^−_n ) koneqno lix~ pri t < 1 i oblast~ znaqeniæ

(k(−t))^′ pri 0 < t < 1 sovpadaet s R^+.

Poskol~ku T_n = max( T^+_n , T^−_n ) i neravenstva T^+_n ≥ a i T^−_n ≥ a vypolnØ¸tsØ odnovremenno lix~ s veroØtnost~¸ 0, verna cepoqka ravenstv:

lim_{n→∞} n^{−1} ln P(T^+_n ≥ a) = lim_{n→∞} n^{−1} ln P(max( T^+_n , T^−_n ) ≥ a)

= lim_{n→∞} n^{−1} ln P ( ( T^+_n ≥ a) ∪ (T^−_n ≥ a) ) = lim_{n→∞} n^{−1} ln P ( ( T^+_n ≥ a) + P(T^−_n ≥ a) )

= lim_{n→∞} [ ln ( 1 + min(P^+_n (a), P^−_n (a))

max(P^+_n (a), P^−_n (a)) ) + ln max(P^+_n (a), P^−_n (a)) ]

= lim_{n→∞} ln max(P^+_n (a), P^−_n (a)) = max(f^+(a), f^−(a)),

252 A. V. QIRINA gde P^+_n (a) := P(T^+_n ≥ a), P^−_n (a) := P(T^−_n ≥ a).

Zametim, qto iz dokazatel~stva sleduet nepreryvnost~ f(a),

f^+(a), f^−(a) vo vseh toqkah a > 0, v kotoryh ffti funkcii koneqny.

Poluqennyæ rezul~tat moßno primenit~ takße k odnoæ statistike dlØ proverki ravnomernosti na otrezke.

Pust~ Z_1, . . . , Z_{n−1} – n.o.r.s.v., P(0 ≤ Z_j ≤ 1) = 1, j = 1, . . . , n. Pust~ 0 = Z_{(0)} ≤ Z_{(1)} ≤ . . . ≤ Z_{(n−1)} ≤ Z_{(n)} = 1 – sootvetstvu- ¸wie porØdkovye statistiki, a Y_j = Z_{(j)} − Z_{(j−1)}, j = 1, . . . , n – speæsingi. V [5] predlagaetsØ statistika L_n dlØ proverki ravnomernosti na [0, 1]:

L_n = n^{−1} n∑ j=1 ln(nY_j ).

Izvestno, qto raspredelenie sluqaænogo vektora {nY_j }^n_{j=1} pri

Z_j , ravnomerno raspredelennyh na [0, 1], sovpadaet s raspre-

deleniem sluqaænogo vektora {X_j /X}^n_{j=1}, gde X_j – nezavisimye sluqaænye veliqiny, ime¸wie odno i to ße ffksponencial~noe raspredelenie. Pofftomu Teorema 2 pozvolØet vyqislit~ grubu¸ asimptotiku bol~xih ukloneniæ statistiki L_n pri nulevoæ gipoteze, preßde neizvestnu¸, a imenno:

lim_{n→∞} n^{−1} ln P(C + L_n > a) = { f^+(a), esli 0 < a ≤ C; −∞, esli a > C, (3.6)

gde f^+ (t) – funkciØ, opredelennaØ v naqale fftogo razdela.

4. Vyqislenie toqnyh naklonov i LA� po Bahaduru

Pust~ pri al~ternative sluqaænye veliqiny X_i ime¸t funkci¸ raspredeleniØ G(x, θ), θ ∈ Θ ⊂ R, gde Θ – interval, soderßawiæ 0, priqem G(x, θ) = 0 pri x < 0, G(x, 0) ≡ 1 − e^{−x} i suwestvuet proizvodnaØ G^′_x(x, θ) = g(x, θ), poqti vs¸du nepreryvnaØ po x. Budem takße predpolagat~, qto pri l¸bom θ ∈ Θ ∫ x^2g(x, θ)dx < +∞ i ∫ (ln x)^2g(x, θ)dx < +∞. Togda po UZBQ imeet mesto shodimost~ P_θ-poqti navernoe: |T_n| −→_{n→∞} b(θ) := | | | | C + ∫ ln x · g(x, θ)dx − ln ∫ xg(x, θ)dx | | | | .

ASIMPTOTIQESKA˚ �FFEKTIVNOST^ 253 (Analogiqnye rassußdeniØ dlØ odnostoronnih statistik zdes~ i dalee opuskaem).

Poskol~ku po Teoreme 2 funkciØ

f(a) = lim_{n→∞} n^{−1} ln P(T_n > a)

suwestvuet i nepreryvna pri ∀ a > 0, toqnyæ naklon c_T (θ) statistiki T_n pri al~ternative G(x, θ), po teoreme 7.2 iz [4] , moßet byt~ vyqislen po formule cT (θ) = −2f(b(θ)) = −2f (| |C + ∫ ln x · g(x, θ)dx − ln ∫ xg(x, θ)dx | | | ) . Soglasno neravenstvu Bahadura–Ragavaqari [10],

cT (θ) ≤ 2Q(θ) = 2 inf_{λ≥0} ∫ ln g(x, θ) λe^{−λx} g(x, θ)dx. (4.1) LA� po Bahaduru opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: eB, loc T = lim_{θ→0}^{cT} (θ) 2Q(θ) . My budem vyqislØt~ LA� v terminah funkciæ h(x) i H(x), kotorye opredelim tak: h(x) = ∂g(x, θ) ∂θ | | | |_{θ=0}, H(x) = ∂G(x, θ) ∂θ | | | |_{θ=0}. Predpoloßim, qto vypolneny sledu¸wie usloviØ regulØrnosti:

h(x) = H^′(x), ∀x ≥, 0 (4.2) ∫ h^2(x)e^xdx < +∞, (4.3) ∂ ∂θ | | | |_{θ=0} ∫ xg(x, θ)dx = ∫ xh(x)dx, (4.4) ∂ ∂θ | | | |_{θ=0} ∫ ln xg(x, θ)dx = ∫ ln xh(x)dx. (4.5) (Koneqnost~ integralov v pravyh qastØh (4.4) i (4.5) vytekaet iz (4.3) i neravenstva Koxi – BunØkovskogo).

254 A. V. QIRINA

Togda moßem vydelit~ glavnu¸ qast~ toqnogo naklona pri θ → 0: cT (θ) ∼ ( π^2 6 − 1 )_{−1}(∫ (ln x − x) h(x) dx )_2

· θ^2. (4.6)

GlavnaØ qast~ 2Q(θ) vyqislena v [8] i dlØ plotnosteæ g(x, θ), udovletvorØ¸wih usloviØm (4.2)–(4.4), vyglØdit tak: 2Q(θ) ∼ [∫ h^2(x)e^xdx − (∫ x h(x) dx )_2 ] θ^2, θ → 0, esli tol~ko kofffficient v pravoæ qasti ne raven nul¸. Pust~ β = ∫ xh(x)dx. Iz (4.2) i opredeleniØ h(x) Øsno, qto ∫ h(x)dx = 0. Pofftomu poslednee ravenstvo moßno perepisat~ v vide 2Q(θ) ∼ ∫ ( e^xh(x) − β(x − 1) )_2 e^{−x}dx · θ^2, θ → 0. (4.7) Oqevidno, ∫ ( e^xh(x) − β(x − 1) )_2

e^{−x}dx = 0 togda i tol~ko togda,

kogda h(x) = β(x − 1)e^{−x} dlØ kakogo-to β ∈ R. Pri vypolnenii fftogo usloviØ (naprimer, pri g(x, θ) = (e^{−x} + (1+θ)e^{−(1+θ)x} )/2 ) kofffficient pri θ^2 v (4.6) takße raven nul¸, t.e. 2Q(θ) i c_T (θ) ime¸t porØdok malosti vyxe 2 pri θ → 0. Tak kak fftot sluqaæ netipiqen, a vyqisleniØ dlØ nego qrezvyqaæno gromozdki, my ne budem ego zdes~ rassmatrivat~.

Itak, esli dlØ h(x), opredelennogo po g(x, θ), vypolneny usloviØ (4.2)–(4.5) i verno (4.7), to eB, loc T = (∫ (ln x − x)h(x)dx )_2 ∫ h^2(x)e^xdx − (∫ x h(x) dx )_2 · ( π^2 6 − 1 )_{−1} . (4.8)

Vyqislim teper~ LA� po Bahaduru statistiki T_n dlØ qetyreh standartnyh semeæstv plotnosteæ: plotnost~ Makegama, plotnost~ s lineænoæ intensivnost~¸ otkazov (l.i.o.), plotnost~ Veæbulla i gamma-plotnost~, poloßitel~nye pri x > 0 i ravnye 0 pri x ≤ 0. Vse ffti plotnosti opredeleny i ime¸t VFI pri θ > 0, a plotnost~ Makegama, plotnost~ Veæbulla i gammaplotnost~ opredeleny takße pri −1 < θ < 0 i v fftom sluqae ime¸t UFI. Pri θ = 0 kaßdaØ iz fftih plotnosteæ sovpadaet so standartnoæ ffksponencial~noæ plotnost~¸. DlØ kratkosti opustim

ASIMPTOTIQESKA˚ �FFEKTIVNOST^ 255

Vyqislenie LA� po Bahaduru.

Nazvanie Plotnost~ Plotnost~ Plotnost~ Gamma- Makegama s l.i.o. Veæbulla plotnost~

Plotnost~ (1+θ(1−e�^x))· (1+θx)· (1 + θ)x^θ· x^θe�^x· exp (−x− exp (−x− θx 2 2 ) exp (−x

1+θ) 1 Γ(1+θ) θ[x−(1−e�^x)]) e^xh(x) 2(1−e�^x)−x x−x2/2 1+ln x−x ln x ln x + C

2Q(θ)/θ2, 1/12 1 π2/6 π2/6 − 1 θ → 0 b(θ)/θ, ln 2 − 1/2 1/2 1 π2/6 − 1 θ → 0

e B, loc T 18(2 ln 2�1)2

π2�6^32(π^2�6)^1_( ß^2_{6 (} ß^2_{6 ))} 1

≈ 0, 6941 ≈ 0, 3876 ≈ 0.9426

dokazatel~stvo togo, qto vo vseh qetyreh sluqaØh vypolneny (4.2)–(4.5). Rezul~taty vyqisleniæ privedeny v Tablice 1.

Iz tablicy vidno, qto statistika T_n imeet nevysoku¸ ffffektivnost~ dlØ al~ternativy s l.i.o. (v qastnosti, suwestvenno ustupaet statistike Dßini [8]), dovol~no vysoku¸ – dlØ al~- ternativy Veæbulla i ØvlØetsØ lokal~no asimptotiqeski optimal~noæ (LAO) po Bahaduru dlØ gamma-al~ternativ, qto soglasuetsØ s rezul~tatami [6] i [7]. Soglasno p. 3 Teoremy 1, odnostoronnie statistiki T^+_n i T^−_n ØvlØ¸tsØ sostoØtel~nymi protiv gamma-al~ternativ s θ > 0 i θ < 0 sootvetstvenno. Ih LA� dlØ fftih al~ternativ takße ravna 1.

Vyqislim toqnye znaqeniØ 2Q(θ) i c_T + (θ) pri θ > 0 (analogiqnye vyqisleniØ dlØ T^−_n i otricatel~nogo θ opustim dlØ kratkosti).

2Q(θ) = inf_{λ>0} ∫ x^θe^{−x} Γ(1 + θ) ln x^θe^{−x} Γ(1 + θ) · λ exp(−λx) dx

256 A. V. QIRINA

= inf_{λ>0} { θΓ^′(1 + θ) Γ(1 + θ)

− ln Γ(1+ θ) − ln λ + (1+θ)(λ−1) } . Infimum dostigaetsØ pri λ = (1+θ)^{−1} i raven

θ Γ^′(1 + θ) Γ(1 + θ)

− ln Γ(1+ θ) + ln(1+θ) − θ.

Takim obrazom,

b(θ) = C + ∫ ln x x^θe^{−x} Γ(1 + θ) dx − ln ∫ x x^θe^{−x} Γ(1 + θ) dx = C +

Γ^′(1 + θ) Γ(1 + θ)

− ln(1+θ),

t.e. b(θ) = k^′(θ), gde k(θ) – funkciØ, opredelennaØ v razdele 3. Po teoreme 7.2 iz [4] i teoreme 2 nastoØweæ stat~i,

cT + (θ) = −2f(b(θ)) = − inf t>0 (−tk^′(θ) + k(t)). Oqevidno, infimum dostigaetsØ pri t = θ i raven k(θ) − θk^′(θ) = − θ Γ^′(1 + θ) Γ(1 + θ)

+ ln Γ(1+ θ) − ln(1+θ) + θ = −2Q(θ).

Takim obrazom, c_T + (θ) sovpadaet s 2Q(θ) pri l¸bom θ > 0, t.e. statistika T^+_n ØvlØetsØ asimptotiqeski optimal~noæ po Bahaduru dlØ gamma-al~ternativ s poloßitel~nym parametrom.

Toqno tak ße statistika T^−_n asimptotiqeski optimal~na po Bahaduru dlØ gamma-al~ternativ s otricatel~nym parametrom.

�ti rezul~taty ne ØvlØ¸tsØ neoßidannymi, tak kak T^+_n i T^−_n – statistiki otnoxeniØ pravdopodobiØ dlØ sootvetstvu¸wih gamma-al~ternativ pri l¸byh razrexennyh θ (kak izvestno, statistiki otnoxeniØ pravdopodobiØ ØvlØ¸tsØ asimptotiqeski optimal~nymi po Bahaduru).

5. Oblast~ lokal~noæ asimptotiqeskoæ optimal~nosti

V predyduwem razdele my dokazali, qto izuqaemye statistiki lokal~no asimptotiqeski optimal~ny dlØ gamma-al~ternativ. Opixem vse al~ternativy, oblada¸wie fftim svoæstvom i otveqa¸wie usloviØm regulØrnosti (4.2)–(4.5) i (4.7). Podobnye zadaqi dlØ klassiqeskih neparametriqeskih kriteriev izuqalis~ v [2], a dlØ kriteriØ ffksponencial~nosti, osnovannogo

ASIMPTOTIQESKA˚ �FFEKTIVNOST^ 257 na statistike Dßini – v [8]. V fftih rabotah ispol~zovalis~ metody variacionnogo isqisleniØ, no v naxem sluqae moßno naæti bolee prostoe rexenie.

Pust~ plotnost~ g(x, θ) i funkciØ h(x) opredelØ¸tsØ tak ße, kak v predyduwem razdele, priqem vypolneny (4.2)–(4.5) i h(x) ne ravna βe^{−x}(x − 1) ni pri kakom β ∈ R. Ne umalØØ obwnosti, moßem sqitat~, qto θ > 0. Togda iz (4.7) i (4.8) Øsno, qto uslovie LAO ffkvivalentno uslovi¸ (∫ (ln x − x)h(x)dx )_2

= ∫ ( e^xh(x) − μ(x − 1) )_2 e^{−x}dx · ( π^2 6 − 1 ) , (5.1)

gde μ = ∫ xh(x)dx = ∫ (x − 1)h(x)dx. Pol~zuØs~ tem, qto ∫ h(x)dx = ∫ (x − 1)e^{−x}dx = 0 i ∫ (ln x − x)(x − 1)e^{−x}dx = 0, perepixem levu¸

qast~ (5.1) v vide ∫ (ln x − x) ( h(x) − μ(x−1)e^{−x} ) dx = ∫ ( ln x−x +1+C )( e^xh(x) − μ(x−1) ) e^{−x}dx (5.2) Po neravenstvu Koxi–BunØkovskogo, (∫ (ln x−x+1+C)(h(x) − μ(x−1)e^{−x})dx )_2

≤ ∫ ( ln x−x +1+C

)_2 e^{−x}dx · ∫ ( e^xh(x) − μ(x − 1) )_2 e^{−x}dx, priqem ravenstvo dostigaetsØ lix~ pri e^xh(x) − μ(x−1) = η(ln x−

x +1+C), η ∈ R. Tak kak ∫ (ln x−x+1+C)^2 e^{−x}dx = π^2 6 − 1, uslovie (5.1) ffkvivalentno uslovi¸ h(x) = ( μ(x−1) + η(ln x−x +1+C) ) e^{−x}, gde μ, η ∈ R. (5.3)

Krome togo, b(θ) pri malyh θ > 0 imeet tot ße znak, qto i η, dlØ T^+_n i protivopoloßnyæ – dlØ T^−_n , pofftomu, po p. 2 teoremy 1, sostoØtel~nost~ odnostoronnih statistik pri malyh θ > 0 opredelØetsØ znakom η.

Sformuliruem okonqatel~nyæ rezul~tat.

258 A. V. QIRINA

Teorema 3. Pust~ pri al~ternative sluqaænye veliqiny ime¸t

plotnost~ g(x, θ), i pust~ funkciØ h(x) postroena po g(x, θ) tak ße, kak v razdele 4. Predpoloßim takße, qto vypolneny usloviØ (4.2)–(4.5) i e^xh(x) ≠ β(x − 1), ∀β ∈ R. Togda statistika T_n (T^+_n , T^−_n ) ØvlØetsØ LAO po Bahaduru dlØ g(x, θ) v tom i tol~ko tom sluqae, esli h(x) udovletvorØet uslovi¸ (5.3) pri nekotoryh vewestvennyh μ i η, η ≠ 0 (η > 0, η < 0 sootvetstvenno).

Avtor blagodarit ˚. ı. Nikitina za pomow~ v rabote nad stat~eæ.

Literatura 1. R. Barlou, F. Proxan, MatematiqeskaØ teoriØ nadeßnosti. M., ”Sovetskoe radio”, 1969.

2. ˚. ı. Nikitin, AsimptotiqeskaØ ffffektivnost~ neparametriqeskih

kriteriev. M., ”Nauka”, 1995.

3. G. M. Fihtengol~c, Kurs differencial~nogo i integral~nogo isqisleniØ,

Tom II. M., Fizmatgiz, 1962.

4. R. R. Bahadur, Some limit theorem in statistics. SIAM, Philadelphia, 1971. 5. D. A. Darling, On a class of problems related to the random division of an interval.

— Ann. Math. Stat. 24 (1953), 239–253.

6. G. R. Shorack, The best test of exponentiality against gamma alternatives. — Journal of the American Statistical Association 67 no. 337 (1972), 213–214.

7. P. Moran, The random division of an interval– Part II. — Journal of the Royal Statistical Society, Ser. B 13 no. 1 (1951), 147–150.

8. Ya. Yu. Nikitin, A. V. Tchirina, Bahadur efficiency and local optimality of a test for the exponential distribution based on the Gini statistic. — J. Ital. Statist. Soc. 5 no. 1 (1996), 163–175.

9. D. Plachky, J. Steinebach, A theorem about probabilities of large deviations with an application to queuing theory. — Periodica Mathematica Hungarica 6 no. 4 (1975), 343–345.

10. M. Raghavachari, On a theorem of Bahadur on the rate of convergence of test statistics. — Ann. Math. Stat. 41 no. 4 (1970), 1695–1699.

Tchirina A. V. Bahadur efficiency and local optimality of a test for the exponentiality based on the Moran statistics.

The scale-free test for exponentiality introduced by Moran is under study. It had been constructed as an optimal test of exponentiality against the gamma alternatives but may also be used to test exponentiality against IFR and DFR classes of alternatives. We obtain the rough large deviations asymptotics of the test under the null hypothesis and find its Bahadur efficiency values for most commonly used alternatives to the exponentiality. We also describe the local Bahadur optimality domain of

ASIMPTOTIQESKA˚ �FFEKTIVNOST^ 259 the test. The large deviations theorem describes as well the asymptotic behaviour of a spacings-based Darling test for the uniformity under the null hypothesis.

Postupilo 10 i¸nØ 2002g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

anna@ at2706.spb.edu, antch@ mail.ru