Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 294, 2002 g.

A. N. Frolov

O VERO˚TNOST˚H UMERENNYH UKLONENI` SUMM NEZAVISIMYH SLUQA`NYH VELIQIN

Vvedenie

Pust~ {X_{nk}, k = 1, 2, . . ., k_n, n = 1, 2, . . .} – posledovatel~nost~ seriæ nezavisimyh v kaßdoæ serii sluqaænyh veliqin s nulevymi srednimi i koneqnymi dispersiØmi, S_n = X_{n1} + X_{n2} + · · · +

X_{nk}n, B_n = ES^2_n. VeroØtnostØmi umerennyh ukloneniæ budem na-

zyvat~ veroØtnosti P (S_n ≥ x √ B_n), gde x = O( √ log B_n).

Asimptotiqeskoe povedenie veroØtnosteæ umerennyh ukloneniæ issledovalos~ Linnikom [1], Ibragimovym i Linnikom [2], Nagaevym S. V. [3], Amosovoæ [4], Rozovskim [5] v sluqae odinakovo raspredelennyh slagaemyh i Rubinom i Seturamanom [6], Amosovoæ [7], Slastnikovym [8], Amosovoæ [9] dlØ shemy seriæ. V rabotah upomØnutyh avtorov naædeny usloviØ, neobhodimye i (ili) dostatoqnye dlØ togo, qtoby veroØtnosti umerennyh ukloneniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin byli ffkvivalentny sootvetstvu¸wim normal~nym ukloneniØm ravnomerno po x iz oblasti 0 ≤ x ≤ c √ log B_n. V qastnosti, v rezul~tatah Rubina i

Seturamana [6] i Slastnikova [8] dostatoqnye dlØ normal~noæ shodimosti usloviØ sformulirovany v terminah summ absol¸tnyh momentov rassmatrivaemyh sluqaænyh veliqin. V odnostoronnih rezul~tatah Amosovoæ [7, 9] takie usloviØ sformulirovany libo v terminah summ momentov poloßitel~nyh qasteæ, libo v terminah summ pravyh hvostov raspredeleniæ rassmatrivaemyh sluqaænyh veliqin. Pri fftom takße predpolagaetsØ vypolnennym nekotoroe dopolnitel~noe uslovie na urezannye vtorye momenty tipa usloviØ Lindeberga.

Predel~noe povedenie veroØtnosteæ P (S_n ≥ x_n √ B_n), x_n → ∞

pri n → ∞, izuqalos~ Nagaevym A. V. [10], Mihelem [11], Frolovym [12] dlØ odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke Rossiæskogo Fonda fundamental~nyh issledovaniæ, grant 02-01-00779 i granta veduwih nauqnyh xkol 00-15-96019. 200

O VERO˚TNOST˚H UMERENNYH UKLONENI` SUMM 201 i Ryhlikom [13] i Petrovym [14] dlØ posledovatel~nosti nezavisimyh neodinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin. V qastnosti, v dvuh poslednih rabotah granica zony normal~noæ shodimosti veroØtnosteæ umerennyh ukloneniæ vyraßaetsØ qerez drob~ LØpunova. Otmetim, qto v [11, 12] poluqeny takße ocenki skorosti ubyvaniØ P (S_n ≥ x_n √ B_n) vne oblasti normal~-

noæ shodimosti. Takie ocenki dlØ raspredeleniæ s pravil~no menØ¸wimisØ hvostami poluqeny v [10].

Takim obrazom, v teorii umerennyh ukloneniæ vydelØ¸tsØ dva napravleniØ issledovaniæ. Zadaqa pervogo napravleniØ sostoit v otyskanii usloviæ (obyqno vyraßa¸wihsØ v terminah momentov), neobhodimyh i (ili) dostatoqnyh dlØ togo, qtoby veroØtnosti umerennyh ukloneniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin byli ffkvivalentny sootvetstvu¸wim normal~nym ukloneniØm ravnomerno po x iz nekotoroæ zadannoæ oblasti. Zadaqa vtorogo napravleniØ sostoit v tom, qtoby pri zadannyh momentnyh ograniqeniØh, vo-pervyh, ukazat~ zonu normal~noæ shodimosti, vo-vtoryh, poluqit~ ocenki dlØ veroØtnosteæ umerennyh ukloneniæ za predelami fftoæ zony. Pri fftom v pervom napravlenii polnost~¸ otsutstvu¸t rezul~taty, v kotoryh zona normal~noæ shodimosti vyraßalas~ by v terminah drobeæ LØpunova ili ih analogov. Vo vtorom napravlenii ne rassmotren sluqaæ shemy seriæ. Zdes~ takße ostavalsØ otkrytym vopros o toqnom razmere zony normal~noæ shodimosti, tak kak ffta zona dolßna v bol~xeæ stepeni zaviset~ ot pravyh hvostov raspredeleniæ slagaemyh, a drob~ LØpunova v fftom smysle simmetriqna. Zametim takße, qto rezul~taty vtorogo tipa mogut byt~ poleznee v priloßeniØh, zaqastu¸ ne trebu¸wih ravnomernyh ocenok. Naprimer, oni pozvolØ¸t poluqat~ optimal~nye rezul~taty, obobwa¸wie sil~nye predel~nye teoremy tipa zakonov Qërgë–Revesa dlØ priraweniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin (sm. [12]). Krome togo, predstavlØet interes vopros o logarifmiqeskoæ asimptotike veroØtnosteæ umerennyh ukloneniæ.

V nastoØweæ rabote issledovano asimptotiqeskoe povedenie veroØtnosteæ umerennyh ukloneniæ summ i logarifmov fftih veroØtnosteæ v sheme seriæ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. Pri fftom sdelany bolee slabye momentnye predpoloßeniØ o levyh hvostah raspredeleniæ slagaemyh. Pokazano, qto xirina zony

202 A. N. FROLOV normal~noæ shodimosti vyraßaetsØ qerez drobi LØpunova, postroennye tol~ko po poloßitel~nym qastØm rassmatrivaemyh sluqaænyh veliqin. V nastoØweæ rabote poluqeny kak ravnomernye, tak i neravnomernye ocenki.

Ostal~naØ qast~ stat~i organizovana sledu¸wim obrazom. V §1 rassmotren sluqaæ posledovatel~nosti seriæ nezavisimyh v kaßdoæ serii sluqaænyh veliqin. DlØ odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin udaetsØ dokazat~ bolee sil~nye rezul~- taty, kotorye privedeny v §2. Dokazatel~stva soderßatsØ v §3.

Vs¸du, gde ispol~zovany simvoly ∼, o, O, →, lim sup i lim inf sqitaem, qto n → ∞, esli ne ogovoreno protivnoe.

§1. Predel~nye teoremy v sheme seriæ

Pust~ {X_{nk}, k = 1, 2, . . ., k_n, n = 1, 2, . . .} – posledovatel~nost~ seriæ nezavisimyh v kaßdoæ serii sluqaænyh veliqin s F_{nk}(y) = P (X_{nk} < y), EX_{nk} = 0, EX^2_{nk} = σ^2_{nk} < ∞ (k = 1, 2, . . ., k_n, n = 1, 2, . . .). Oboznaqim

S_n = kn∑ k=1 X_{nk}, B_n = kn∑ k=1 σ^2_{nk}. Predpoloßim, qto B_n → ∞. Pust~ dlØ nekotorogo p > 2 β_{pnk} = ∞∫ 0 y^pdF_{nk}(y) < ∞ (k = 1, 2, . . ., k_n, n = 1, 2, . . .). Poloßim M_{pn} = kn∑ k=1 β_{pnk}, L_{pn} = 1 B^{p/2}_n M_{pn},

Λ_n(t, s, ε) = t B_n kn∑ k=1

−ε √ Bn/s ∫ −∞ y^2dF_{nk}(y),

M_{pn}(t, ε) = 1 M_{pn} kn∑ k=1 ∞∫ εt √ Bn y^pdF_{nk}(y). Vs¸du v dal~neæxem budem predpolagat~, qto L_{pn} → 0.

O VERO˚TNOST˚H UMERENNYH UKLONENI` SUMM 203 Oboznaqim

Φ(x) = 1 √ 2π x∫ −∞ e^{−t2/2}dt. Sformulirem snaqala rezul~taty, soderßawie neravnomernye ocenki veroØtnosteæ umerennyh ukloneniæ.

Teorema 1.1. Pust~ vypolneno uslovie (1.1). Pust~ x = xn, xn →

∞, udovletvorØet uslovi¸

Λ_n(x^4, x^5, ε) → 0 dlØ l¸bogo ε > 0. (1.2)

Esli x^2 − 2 log(1/L_{pn}) − (p − 1) log log(1/L_{pn}) → −∞, to P (S_n ≥ x √ B_n) = (1 − Φ(x))(1 + o(1)). (1.3)

Esli x^2 = 2 log(1/L_{pn}) + (p − 1) log log(1/L_{pn}) + M , M = const, to P (S_n ≥ x √ B_n) = (1 − Φ(x))(1 + o(1)) + α_n, (1.4)

gde 0 ≤ α_n ≤ A(1 − Φ(x)), A – nekotoraØ postoØnnaØ. Esli dopolnitel~no predpoloßit~, qto

M_{pn}(x, ε) → 0 dlØ l¸bogo ε > 0, (1.5)

to imeet mesto sootnoxenie (1.3).

Esli x^2 − 2 log(1/L_{pn}) − (p − 1) log log(1/L_{pn}) → ∞, to P (S_n ≥ x √ B_n) = O(x^{−p}L_{pn}). (1.6)

Esli lim inf x^2/ log(1/L_{pn}) > 2, to sootnoxenie (1.6) vypolneno bez predpoloßeniØ (1.2). Esli dopolnitel~no vypolneno uslovie (1.5), to v sootnoxenii (1.6) moßno zamenit~ O na o.

Teorema 1.1 predstavlØet soboæ usilenie teorem 5 i 6 iz [13]. Podqerknem, qto L_{pn} moßet imet~ soverxenno inoæ porØdok ubyvaniØ, qem drob~ LØpunova, a ffto daet bolee xiroku¸ zonu normal~noæ shodimosti.

Otmetim, qto uslovie (1.2) moßno rassmatrivat~ i kak uslovie na raspredeleniØ slagaemyh. �to uslovie tem bolee ograniqitel~no, qem bystree vozrastaet x_n. Tak, naprimer, esli L^−_{qn} = 1 B^{q/2}n kn∑ k=1 0∫ −∞ |y|^qdF_{nk}(y) < ∞

204 A. N. FROLOV dlØ nekotorogo q > 2, to dostatoqnym dlØ (1.2) usloviem budet

x^{5q−6}L^−_{qn} → 0. Tak kak x^2 = O(log(1/L_{pn})), to poslednee uslovie

budet vypolneno dlØ dostatoqno xirokogo klassa raspredeleniæ.

Iz dokazatel~stva teoremy 1.1 moßno vypisat~ sledu¸wu¸ ocenku dlØ α_n.

Zameqanie 1.1. V usloviØh teoremy 1.1 α_n ≤ kn∑ k=1 P (X_{nk} ≥ dx √ B_n), gde d < 1 – nekotoraØ poloßitel~naØ postoØnnaØ, zavisØwaØ ot p. Dokazatel~stvo teoremy 1.1 daet neskol~ko bol~xe, qem (1.4) i (1.6).

Zameqanie 1.2. Pust~ vypolneny usloviØ Teoremy 1.1. Pust~

x^2 −2 log(1/L_{pn})−(p−1) log log(1/L_{pn}) → ∞, x^2 = O(log(1/L_{pn})). To-

gda ime¸t mesto sootnoxeniØ (1.4) i (1.6), a esli dopolnitel~no vypolneno uslovie (1.5), to v sootnoxenii (1.6) moßno zamenit~ O na o.

Pereædem teper~ k teoremam o gruboæ asimptotike veroØtnosteæ umerennyh ukloneniæ.

Teorema 1.2. Pust~ vypolneno uslovie (1.1). Pust~ x = xn, xn →

∞, udovletvorØet uslovi¸

Λ_n(x^2, x^3, ε) → 0 dlØ l¸bogo ε > 0. (1.7)

Esli lim sup x^2/ log(1/L_{pn}) ≤ 2, to

log P (S_n ≥ x √ B_n) = − x^2 2 (1 + o(1)). (1.8)

Zameqanie 1.3. Esli vypolneny usloviØ teoremy t3 i x^2 =

O(log(1/L_{pn})), to P (S_n ≥ x √ B_n) = exp{− x^2 2 (1 + o(1))} + α_n,

a dlØ α_n, α_n ≥ 0, spravedliva ocenka iz zameqaniØ 1.1.

Sformuliruem teper~ rezul~taty, soderßawie ravnomernye po x ocenki.

V sledu¸wih dvuh teoremah sqitaem x ≥ 0.

O VERO˚TNOST˚H UMERENNYH UKLONENI` SUMM 205

Teorema 1.3. Pust~ vypolneny usloviØ (1.1) i

Λ_n((log(1/L_{pn}))^2, (log(1/L_{pn}))^{5/2}, ε) → 0 dlØ l¸bogo ε > 0. (1.9)

Togda sootnoxenie (1.3) imeet mesto ravnomerno otnositel~no x v oblasti x^2 ≤ 2 log(1/L_{pn}) + (p − 1) log log(1/L_{pn}) − γ_n, gde {γ_n} – posledovatel~nost~ poloßitel~nyh qisel takaØ, qto γ_n → ∞, 2 log(1/L_{pn}) + (p − 1) log log(1/L_{pn}) − γ_n → ∞. Esli dopolnitel~no predpoloßit~, qto

M_{pn}(1, ε) → 0 dlØ l¸bogo ε > 0, (1.10)

to sootnoxenie (1.3) vypolneno ravnomerno otnositel~no x v oblasti x^2 ≤ 2 log(1/L_{pn}) + (p − 1) log log(1/L_{pn}) + M , M = const.

Teorema 1.3 ØvlØetsØ usileniem rezul~tatov rabot [6, 8], poluqennyh pri dvustoronnih momentnyh ograniqeniØh, i rabot [7, 9], v kotoryh predloßeny bolee ßestkie qem (1.1) ograniqeniØ na pravye hvosty raspredeleniæ slagaemyh.

V zakl¸qenii, sformuliruem analog teoremy 1.2.

Teorema 1.4. Pust~ vypolneny usloviØ (1.1) i

Λ_n(log(1/L_{pn}), (log(1/L_{pn}))^{3/2}, ε) → 0 dlØ l¸bogo ε > 0. (1.11)

Togda sootnoxenie (1.8) vypolneno ravnomerno otnositel~no x v oblasti x^2 ≤ 2(1 + θ_n) log(1/L_{pn}), gde {θ_n} – posledovatel~nost~ poloßitel~nyh qisel takaØ, qto θ_n → 0.

§2. Predel~nye teoremy dlØ odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin Pust~ {X_k} – posledovatel~nost~ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin s EX_1 = 0, EX^2_1 = σ^2 < ∞,

F (y) = P (X_1 < y), ∞∫ 0 y^pdF (y) < ∞ dlØ nekotorogo p > 2. (2.1)

Pust~ S_n = X_1 + X_2 + · · · + X_n.

206 A. N. FROLOV

Teorema 2.1. Pust~ x = xn, xn → ∞, udovletvorØet uslovi¸

x^2 −ε √ n/x3 ∫ −∞ y^2dF (y) → 0 dlØ l¸bogo ε > 0. (2.2)

Esli x^2 ≤ (p − 2) log n + (p − 1) log log n + M , M = const, to P (S_n ≥ σx √ n) = (1 − Φ(x))(1 + o(1)). (2.3)

Esli x^2 − (p − 2) log n − (p − 1) log log n → ∞, to P (S_n ≥ σx √ n) = o(x^{−p}n^{−(p−2)/2}). (2.4)

Esli lim inf x^2/ log n > p − 2, to sootnoxenie (2.4) vypolneno bez predpoloßeniØ (2.2).

�ta teorema ne ØvlØetsØ sledstviem teoremy 1.1, tak kak uslovie (2.2) poluqaetsØ v sluqae odinakovo raspredelennyh slagaemyh iz usloviØ (1.7), a ne iz (1.2).

Teorema 2.2. Pust~ x = xn, xn → ∞, lim sup x^2/ log n ≤ p − 2. Togda log P (S_n ≥ σx √ n) = − x^2 2 (1 + o(1)). (2.5)

Analogiqno sluqa¸ raznoraspredelennyh sluqaænyh veliqin imeet mesto sledu¸wee utverßdenie.

Zameqanie 2.1. V usloviØh teorem 2.1 i 2.2 verny analogi za-

meqaniæ 1.1. 1.2 i 1.3.

Pereædem k teoremam, soderßawim ravnomernye ocenki. V sledu¸wih dvuh teoremah sqitaem, qto x ≥ 0.

Teorema 2.3. Pust~ vypolneno uslovie

(log z) −z∫ −∞ y^2 dF (y) → 0 pri z → ∞. (2.6)

Togda sootnoxenie (2.3) vypolneno ravnomerno otnositel~no x v oblasti x^2 ≤ (p − 2) log n + (p − 1) log log n + M , M = const.

Otmetim, qto uslovie (2.6) ØvlØetsØ neobhodimym, a uslovie

(2.1) blizko k neobhodimomu dlØ togo, qtoby (2.3) vypolnØlos~ v

oblasti x^2 ≤ (p − 2) log n (sm. [4]).

O VERO˚TNOST˚H UMERENNYH UKLONENI` SUMM 207

Teorema 2.4. Sootnoxenie (2.5) imeet mesto ravnomerno otno-

sitel~no x v oblasti x^2 ≤ (p − 2)(1 + θ_n) log n, gde {θ_n} – posledovatel~nost~ poloßitel~nyh qisel takaØ, qto θ_n → 0.

§3. Dokazatel~stva

Dokazatel~stvo teoremy 1.1. Predpoloßim, qto x^2 ≤ c log(1/Lpn)

dlØ vseh dostatoqno bol~xih n. Iz usloviØ (1.1) sleduet, qto

L_{pn} = o(x^q) (3.1)

dlØ l¸bogo deæstvitel~nogo q.

Pust~ d ∈ (0, 1) – fiksirovannoe qislo, vyborom kotorogo my rasporØdimsØ v dal~neæxem. Poloßim l_n = dx √ B_n, Y_{nk} = X_{nk}I{X_{nk} ≤ l_n}, gde I{·} – indikator sobytiØ, ukazannogo v fi-

gurnyh skobkah. Pust~ φ_{nk} = Ee^{xY}nk^{/√B}n, φ_{nk}m_{nk} = EY_{nk}e^{xY}nk^{/√B}n , (σ^2_{nk} + m^2_{nk})φ_{nk} = EY^2_{nk}e^{xY}nk^{/√B}n , ~m_{nk} = EY_{nk}, ~σ^2_{nk} = EY^2_{nk}. Pust~ {Y_{nk}, k = 1, 2, . . ., k_n, n = 1, 2, . . .} – posledovatel~nost~ seriæ nezavisimyh v kaßdoæ serii sluqaænyh veliqin s funkciØmi raspredeleniØ P (Y_{nk} < z) = 1 φ_{nk} z∫ −∞ e^{xy/√B}ndP (Y_{nk} < y). Togda m_{nk} = EY_{nk}, σ^2_{nk} = DY_{nk}.

Oboznaqim

M_n = kn∑ k=1 m_{nk}, B_n = kn∑ k=1 σ^2_{nk}, z_n = x √ B_n − M_n √ B_n . Ispol~zuØ razloßenie Teælora, imeem

φ_{nk} = 1 + x √ B_n ~m_{nk} + 1 2 x^2 B_n ~σ^2_{nk} + A^′_{nk} x^2 B_n δ_{nk}, m_{nk}φ_{nk} = ~m_{nk} + x √ B_n ~σ^2_{nk} + A^{′′}_{nk} x √ B_n δ_{nk},

208 A. N. FROLOV (σ^2_{nk} + m^2_{nk})φ_{nk} = ~σ^2_{nk} + A^{′′′}_{nk}δ_{nk}, gde δ_{nk} = x √ B_n ln∫ 0 y^3 e^{xy/√B}n dF_{nk}(y) + 0∫ −∞ y^2(1 − e^{xy/√B}n)dF_{nk}(y),

A^′_{nk}, A^{′′}_{nk}, A^{′′′}_{nk} – nekotorye ograniqennye veliqiny.

UqityvaØ (3.1), nahodim, qto − kn∑ k=1 ~m_{nk} = kn∑ k=1 ∞∫ ln ydF_{nk}(y) ≤ l^{−(p−1)}_n kn∑ k=1 ∞∫ ln y^pdF_{nk}(y) = o(x^{−3} √ B_n),

kn∑ k=1 ~σ^2_{nk} = B_n − kn∑ k=1 ∞∫ ln y^2dF_{nk}(y) = B_n(1 + O(x^{−(p−2)}L_{pn}))

= B_n(1 + o(x^{−2})). (3.3)

Dalee,

σ^2_{nk} = ∞∫ −∞ y^2 dF_{nk}(y) = −ε √ Bn/x^5 ∫ −∞ y^2dF_{nk}(y) + 0∫ −ε √ Bn/x^5 y^2dF_{nk}(y)

+ ln∫ 0 y^2dF_{nk}(y) + ∞∫ ln y^2dF_{nk}(y) = I_1 + I_2 + I_3 + I_4.

V silu usloviØ (1.2) i (3.1) imeem

I_1 = o(x^{−4}B_n), I_2 ≤ 0∫ −ε √ Bn/x^5 y^2 dF_{nk}(y) ≤ ε^2 B_n x^{10}

= o(x^{−4}B_n),

I_4 ≤ l^{−(p−2)} n kn∑ k=1 ∞∫ ln y^pdF_{nk}(y) = o(x^{−4}B_n). PrimenØØ neravenstvo LØpunova, poluqim I_3 = EY^2_{nk}I{Y_{nk} ≥ 0} ≤ (EY^p_{nk}I{Y_{nk} ≥ 0})^{2/p} ≤ (β_{pnk})^{2/p} ≤ B_nL^{2/p}_{pn} .

O VERO˚TNOST˚H UMERENNYH UKLONENI` SUMM 209 Ots¸da i iz (3.1) sleduet, qto

I_3 = o(x^{−4}B_n).

Poluqennye dlØ I_1–I_4 ocenki vlekut sootnoxenie

σ^2_{nk} = o(x^{−4}B_n). (3.4)

Pust~ p < 3. V silu usloviØ (1.2) dlØ l¸bogo ε > 0 imeem kn∑ k=1 δ_{nk} ≤ kn∑ k=1 ( x √ B_n e^{dx2} ln∫ 0 y^3dF_{nk}(y) + −ε √ Bn/x^5 ∫ −∞ y^2dF_{nk}(y)+

+ 0∫ −ε √ Bn/x^5 y^2 (1 − e^{xy/√B}n )dF_{nk}(y) ) ≤ x √ B_n e^{dx2} l^{3−p}_n kn∑ k=1 ln∫ 0 y^pdF_{nk}(y)+

+εx^{−4}B_n + (1 − e^{−ε/x4} ) kn∑ k=1 0∫ −ε √ Bn/x^5 y^2 dF_{nk}(y)

≤ d^{3−p}x^{4−p}e^{dx2} L_{pn}B_n + 2εx^{−4}B_n ≤ d^{3−p}x^{4−p}L^{1−cd}_{pn} B_n + 2εx^{−4}B_n ≤ 3εx^{−4}B_n, pri dostatoqno bol~xih n, esli vybrat~ d < 1/c.

Pust~ p ≥ 3. Poloßim V (y) =

∑_kn

k=1 F_{nk}(y). Po neravenstvu

Gël~dera kn∑ k=1 ln∫ 0 y^3dF_{nk}(y) = ln∫ 0 y^3 dV (y)

≤ (^ln∫ 0 y^pdV (y) )_{1/(p−2)}(^ln∫ 0 y^2 dV (y) )_{(p−3)/(p−2)} ≤ L^{1/(p−2)} pn B^{3/2}_n . Sledovatel~no,_{kn} ∑ k=1 δ_{nk} = o(x^{−4}B_n). (3.5)

210 A. N. FROLOV Iz sootnoxeniæ (3.2)–(3.5) vyteka¸t sledu¸wie ocenki:

φ_{nk} = 1 + 1 2 x^2 B_n σ^2_{nk} + o(x^{−2}) = 1 + o(x^{−2}), (3.6) kn∑ k=1 (φ_{nk} − 1) = x^2 2 + o(1), (3.7) m_{nk} = o(x^{−3} √ B_n), (3.8)

B_n = B_n(1 + o(x^{−2})), (3.9)

M_n = x √ B_n(1 + o(x^{−2})), (3.10)

z_n = o(x^{−1}). (3.11)

Poloßim T_n =

∑_kn

k=1 Y_{nk}, T_n =

∑_kn k=1 Y_{nk}. Imeem P (T_n ≥ x √ B_n) = (^kn∏ k=1 φ_{nk} )^∞∫ x √ Bn e^{−xy/√B}ndP (T_n < y)

= (^kn∏ k=1 φ_{nk} ) e^{−xM}n^{/√B}n ∞∫ zn e^{−xy} √_B n/Bn dG_n(y), (3.12)

gde G_n(y) = P (T_n < y √ B_n + M_n).

Vospol~zuemsØ tem, qto log(1 + z) = z + θz^2 pri z ≤ 1/2, gde

|θ| ≤ 1. V silu (3.6) i (3.7) kn∑ k=1 log φ_{nk} = kn∑ k=1 ((φ_{nk} − 1) + θ_{nk}(φ_{nk} − 1)^2)

= (1 + o(x^{−2})) kn∑ k=1 (φ_{nk} − 1) = x^2 2 + o(1).

S uqetom (3.10) poluqaem (^kn∏ k=1 φ_{nk} ) e^{−xM}n^{/√B}n = e^{−x2/2}(1 + o(1)). (3.13)

Poloßim r_n(y) = G_n(y) − Φ(y), Δ = sup_y |r_n(y)|.

O VERO˚TNOST˚H UMERENNYH UKLONENI` SUMM 211 V silu neravenstva �sseena i izvestnyh sootnoxeniæ meßdu absol¸tnym i absol¸tnym central~nym momentami tret~ego porØdka spravedlivo neravenstvo Δ ≤ CB^{−3/2}_n kn∑ k=1 E|Y_{nk}|^3. (3.14)

UqityvaØ (3.6), poluqim kn∑ k=1 E|Y_{nk}|^3 = kn∑ k=1 1 φ_{nk} ln∫ −∞ |y|^3e^{xy/√B}ndF_{nk}(y)

= (1 + o(x^{−2})) (^kn∑ k=1

−ε √ Bn/x^5 ∫ −∞ |y|^3e^{xy/√B}ndF_{nk}(y)+

+ kn∑ k=1 0∫ −ε √ Bn/x^5 |y|^3e^{xy/√B}n dF_{nk}(y) + kn∑ k=1 ln∫ 0 y^3e^{xy/√B}ndF_{nk}(y) )

= (1 + o(x^{−2}))(R_1 + R_2 + R_3).

FunkciØ f(y) = |y|e^{xy/√Bn}, y < 0, dostigaet maksimuma v toqke − √ B_n/x. Pofftomu, prinimaØ vo vnimanie uslovie (1.2), zakl¸-

qaem, qto R_1 = o(x^{−4}B^{3/2}n ). ˚sno takße, qto R_2 ≤ εx^{−4}B^{3/2}n dlØ l¸bogo ε > 0. DeæstvuØ tak ße, kak pri poluqenii ocenki (3.5), poluqim R_3 = o(x^{−4}B^{3/2}n ). Takim obrazom, kn∑ k=1 E|Y_{nk}|^3 = o(x^{−4}B^{3/2}_n ).

PodstavlØØ posledn¸¸ ocenku v (3.14), nahodim, qto

Δ = o(x^{−4}). (3.15)

Poloßim y_n = √ B_n/B_n. UqityvaØ (3.9), (3.11), a takße 1 − Φ(t) ∼ (2π)^{−1/2}t^{−1}e^{−t2/2} pri t → ∞, imeem ∞∫ zn e^{−xyy}ndG_n(y)

212 A. N. FROLOV = ∞∫ zn e^{−xyy}n dΦ(y) + ∞∫ zn e^{−xyy}ndr_n(y)

= exp{y^2_n/2}(1 − Φ(z_n + xy_n)) − e^{−xz}n^yn r_n(z_n) + xy_n ∞∫ zn r_n(y)e^{−xyy}n dy

≤ exp{y^2_n/2}(1 − Φ(z_n + xy_n)) + Δ(e^{−xz}n^yn + xy_n ∞∫ zn e^{−xyy}n dy)

= 1 √ 2πx (1 + o(1)). (3.16)

Podstanovka posledneæ ocenki i (3.13) v (3.12) daet P (T_n ≥ x √ B_n) = 1 √ 2πx e^{−x2/2}(1 + o(1)). (3.17)

Tak kak {T_n ≥ x √ B_n} ⊂ {S_n ≥ x √ B_n} i {S_n ≥ x √ B_n, T_n < x √ B_n} ⊂ ∪^kn_{k=1}{X_{nk} ≥ l_n}, spravedlivo neravenstvo P (T_n ≥ x √ B_n) ≤ P (S_n ≥ x √ B_n) ≤ P (T_n ≥ x √ B_n) + kn∑ k=1 P (X_{nk} ≥ l_n). (3.18)

Poloßim α_n = P (S_n ≥ x √ B_n) − P (T_n ≥ x √ B_n). V silu (3.18) i

neravenstva Qebyxeva α_n ≤ kn∑ k=1 P (X_{nk} ≥ l_n) ≤ l^{−p}_n kn∑ k=1 ∞∫ ln y^pdF_{nk}(y) ≤ d^{−p}x^{−p}L_{pn}. (3.19) Zametim, qto funkciØ f(y) = y^{−(p−1)} e^{y2/2} strogo vozrastaet pri y > (p − 1)^{1/2}. Pofftomu, esli x^2 ≤ log(1/L_{pn}), to f(x) ≤ (log(1/L_{pn}))^{−(p−1)/2}L^{−1/2}_{pn} . Esli x^2 ≥ log(1/L_{pn}), to

f(x) ≤ (log(1/L_{pn}))^{−(p−1)/2}e^{x2/2} = L^{−1}_{pn} e^Mn,

O VERO˚TNOST˚H UMERENNYH UKLONENI` SUMM 213 gde M_n = x^2 − 2 log(1/L_{pn}) − (p − 1) log log(1/L_{pn}). Znaqit, esli M_n → −∞, to f(x) = o(L^{−1}_{pn} ). (3.20)

Sledovatel~no,

α_nxe^{x2/2} = o(1). (3.21)

Poslednee neravenstvo i (3.17) vlekut (1.3).

Esli x^2 = 2 log(1/L_{pn}) + (p − 1) log log(1/L_{pn}) + M , M = const, to v (3.20) i (3.21) vmesto o budet O, i my poluqim (1.4). Esli dopolnitel~no vypolnØetsØ uslovie (1.5), to vmesto (3.19) budet imet~ mesto ocenka

α_n = o(x^{−p}L_{pn}). (3.22)

V fftom sluqae opØt~ budet verna ocenka (3.21), i my snova pridem k (1.3).

Pust~ teper~ x^2 − 2 log(1/L_{pn}) − (p − 1) log log(1/L_{pn}) → ∞. Esli x^2 ≤ c log(1/L_{pn}), to iz (3.19) i (3.17) poluqim (1.6), a pri vypolnenii usloviØ (1.5) v (1.6) moßno zamenit~ O na o. Ots¸da vytekaet utverßdenie zameqaniØ 1.2, a takße ocenka (1.6) pri

x^2 ≤ c log(1/L_{pn}), gde c – proizvol~naØ poloßitel~naØ postoØn-

naØ.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy ostalos~ dokazat~

(1.6) v sluqae lim inf x^2/ log(1/L_{pn}) = L > 2.

V neravestve (21) iz raboty [15] poloßim x = x √ B_n, y_j = dx √ B_n, t = p, α = a, β = 2d, c = log b. Poluqim P (S_n ≥ x √ B_n) < kn∑ k=1 P (X_{nk} ≥ dx √ B_n)+

+A_1 exp{− a 2b x^2} + A_2x^{−2p}L^2_{pn} = J_1 + J_2 + J_3,

gde a ∈ (0, 1), b > 1, a d, A_1, A_2 – poloßitel~nye postoØnnye, zavisØwie tol~ko ot a i b.

Voz~mem ε > 0 takim, qtoby L > 2(1 + ε). Togda x^2 > 2(1 +

ε)(log(1/L_{pn}) + p log x) dlØ vseh dostatoqno bol~xih n. Vyberem

teper~ a i b stol~ blizkimi k 1, qtoby a(1 + ε)/b > 1. Togda J_2 =

o(x^{−p}L_{pn}). ˚sno, qto i J_3 = o(x^{−p}L_{pn}). Ocenku J_1 = O(x^{−p}L_{pn})

poluqaem tak ße, kak (3.19). Iz poluqennyh ocenok sleduet (1.6).

214 A. N. FROLOV

Dokazatel~stvo teoremy 1.2 praktiqeski ne otliqaetsØ ot dokazatel~stva teoremy 1.1. Zamena usloviØ (1.2) usloviem (1.7) izmenit toqnost~ poluqennyh v hode dokazatel~stva teoremy 1.1 ocenok, qto i privedet k bolee grubym rezul~tatam.

Dokazatel~stva teorem 1.3 i 1.4 pri x ≥ A otliqa¸tsØ ot dokazatel~stv teorem 1.1 i 2.1 tol~ko ispol~zovaniem ravnomernyh usloviæ (1.9) i (1.11) vmesto (1.2) i (1.7) sootvetstvenno. Pri 0 ≤ x ≤ A utverßdeniØ teorem 1.3 i 1.4 sledu¸t iz teoremy Lindeberga.

Dokazatel~stva teorem 2.1–2.4 provodØtsØ po toæ ße sheme qto dokazatel~stva teorem 1.1–1.4. Oslablenie usloviæ dostigaetsØ za sqet togo, qto v sluqae odinakovo raspredelennyh slagaemyh ne trebuetsØ ocenivat~ σ^2_{nk} dlØ poluqeniØ nußnoæ toqnosti v ocenke φ_{nk}.

UqityvaØ ffto, my opuskaem dokazatel~stva teorem 1.2–2.4.

Literatura 1. ı. V. Linnik , Predel~nye teoremy dlØ summ nezavisimyh sluqaænyh

veliqin, I, II, III. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 6, No. 2, (1961),

145–163; 6, No. 4, (1961), 377–391; 7, No. 2 (1962), 121–134 . 2. I. A. Ibragimov, ı. V. Linnik , Nezavisimye i stacionarno svØzannye

sluqaænye veliqiny. Nauka, M. (1965) .

3. S. V. Nagaev , Nekotorye predel~nye teoremy dlØ bol~xih ukloneniæ.

— TeoriØ veroØtn. i ee primen. 10, No. 2 (1965), 231–254 . 4. N. N. Amosova , O veroØtnostØh umerennyh ukloneniæ summ nezavisimyh

sluqaænyh veliqin. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 24, No. 4 (1979),

858–865 .

5. L. V. Rozovskiæ , O predel~nyh teoremah dlØ bol~xih ukloneniæ v uzkih

zonah. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 26, No. 4 (1981), 847–857 .

5. H. Rubin, J. Sethuraman , Probabilities of moderate deviations. — Sankhya, Ser.

A 27, Nos. 2–4 (1965), 325–346 .

6. N. N. Amosova , O predel~nyh teoremah dlØ veroØtnosteæ umerennyh

ukloneniæ. — Vestn. LGU No. 13 (1972), 5–14 .

7. A. D. Slastnikov , Predel~nye teoremy dlØ veroØtnosteæ umerennyh

ukloneniæ. TeoriØ veroØtn. i ee primen. 23, No. 2 (1978), 340–357 .

9. N. N. Amosova , Ob uzkih zonah integral~noæ normal~noæ shodimosti. — Zap. nauqn. semin. LOMI 97 (1980), 4–14 .

10. A. V. Nagaev , Predel~nye teoremy, uqityva¸wie bol~xie ukloneniØ,

pri naruxenii usloviØ Kramera. — Izv. AN UzSSR, seriØ fiz.-mat.

nauk No. 6 (1969), 17–22 .

11. R. Michel R. , Nonuniform central limit bounds with applications to probabilities of deviations. — Ann. Probab. 4, No. 1 (1976), 102–106 .

12. A. N. Frolov , On one-sided strong laws for large increments of sums. — Statist.

and Probab. Lett. 37 (1998), 155–165 .

O VERO˚TNOST˚H UMERENNYH UKLONENI` SUMM 215

13. Z. Rychlik , Nonuniform central limit bounds with applications to probabilities of deviations. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 28, No. 4 (1983), 646–652 .

14. V. V. Petrov , O veroØtnostØh umerennyh ukloneniæ. — Zap. nauqn.

semin. POMI 260 (1999), 214–217 .

15. S. V. Nagaev , Nekotorye utoqneniØ veroØtnostnyh i momentnyh ne-

ravenstv. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 42, No. 4 (1997), 832–838

._{16.} A. D. Slastnikov , Uzkie zony normal~noæ shodimosti dlØ summ neodina-

kovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 29, No. 3 (1984), 551–554 .

Frolov A. N. On probabilities of moderate deviations of sums of independent random variables.

The asymptotics of probabilities of moderate deviations and their logarithm are investigated for an array of row-wise independent random variables with finite variations and finite one-sided moments of order p > 2. The range of a zone of normal convergence is calculated in terms of Lyapunov ratios constructed from positive parts of the random variables. Bounds for probabilities of moderate deviations are also derived when the normal convergence fails.

Postupilo 10 i¸lØ 2002 g.