Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 294, 2002 g.

ı. I. Ingster, I. A. Suslina

OB OBNARUȷENII SIGNALA IZVESTNO` FORMY V MNOGOKANAL^NO` SISTEME

1. Postanovka zadaqi

V fftoæ stat~e my izuqaem zadaqu obnarußeniØ signala v mnogokanal~noæ sisteme, kaßdyæ iz kanalov kotoroæ moßet soderßat~ ili ne soderßat~ signal f(t), t ∈ (0, 1), nabl¸daemyæ v gaussovskom belom xume. Zadaqa sostoit v obnarußenii fakta naliqiØ signala v nabl¸daemyh dannyh.

Zadaqi takogo tipa voznika¸t pri razrabotke i issledovanii razliqnyh sistem tehniqeskoæ ili medicinskoæ diagnostiki, radiolokacionnyh sistem, sistem peredaqi informacii i t.d.

Nas interesuet sluqaæ, kogda qislo kanalov n veliko i my rassmatrivaem asimptotiku pri n → ∞.

ToqnaØ postanovka zadaqi sostoit v sledu¸wem. Budem rassmatrivat~ model~ gaussovskogo belogo xuma, t.e. nabl¸da¸tsØ n nezavisimyh sluqaænyh processov X_i(t), t ∈ (0, 1), kaßdyæ iz kotoryh sootvetstvuet i-mu kanalu sistemy i udovletvorØet stohastiqeskomu differencial~nomu uravneni¸ dX_i(t) = ξ_if(t) + εdW_i(t), t ∈ (0, 1), i = 1, ..., n. W_i(t) – nezavisimye vinerovskie processy, ε = ε_n > 0 – izvestnyæ uroven~ xuma, ξ_i ∈ {0, 1} – parametry, sootvetstvu¸wie naliqi¸ signala f ∈ L_2(0, 1) v i-om kanale (ξ_i = 1), ili otsutstvi¸ signala (ξ_i = 0). My rassmatrivaem sluqaæ signala izvestnoæ formy f(t) = cϕ(t), ϕ ∈ L_2(0, 1), ‖ϕ‖ = 1; zdes~ ϕ – izvestnaØ funkciØ, opredelØ¸waØ formu signala, a veliqina c = c_n = ‖f‖ > 0 opredelØet uroven~ signala.

Oboznaqim f̄ = (ξ_1f, ..., ξ_nf) ∈ L^n_2 (0, 1) nabor funkciæ, harakterizu¸wih naliqie ili otsutstvie signala f v kanalah. Veli-

Rabota podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ, granty 02-01-00262, 00-15-96019, 02-01-04001. 88

OB OBNARUȷENII SIGNALA 89 qina K(ξ̄) = ∑_n i=1 ξ_i est~ qislo kanalov, soderßawih signaly; 0 ≤ K(ξ̄) ≤ n. Pust~ F_n = {f̄} ⊂ L^n_2 (0, 1) – zadannoe mnoßestvo naborov signalov v kanalah. Zadaqu obnarußeniØ signala moßno rassmatrivat~ kak zadaqu proverki gipotezy H_0 : f̄ = 0 protiv al~- ternativy H_{1,Fn} : f̄ ∈ F_n.

My izuqaem fftu zadaqu s toqki zreniØ minimaksnogo podhoda v ego asimptotiqeskom variante pri n → ∞. Imenno, pust~ ψ_n = ψ_n(X_1, ..., X_n) – test, t.e. izmerimaØ funkciØ ot nabl¸deniæ so znaqeniØmi v intervale [0, 1]. Pust~ α_n(ψ_n) = E_{n,0}(ψ_n) est~ veroØtnost~ oxibok I roda i β_n(ψ_n, f̄) = E_{n,}¯_f (1 − ψ_n) est~ vero- Øtnost~ oxibok II roda testa ψ_n (zdes~ i niße E_{n,}¯_f est~ matematiqeskoe oßidanie po mere P_{n,}¯_f , sootvetstvu¸weæ nabl¸deniØm (1.1); mera P_{n,0} sootvetstvuet otsutstvi¸ signalov v sisteme). Oboznaqim γ_n(ψ_n, F_n) summu veroØtnosti oxibok I roda i maksimal~noæ veroØtnosti oxibok II roda

γ_n(ψ_n, F_n) = α_n(ψ_n) + max_{f̄∈Fn} β_n(ψ_n, f̄ ).

Poloßim γ_n = γ_n(F_n) = inf_{ψn} γ_n(ψ_n, F_n).

Veliqinu γ_n(F_n) budem nazyvat~ minimaksnoæ oxibkoæ obnarußeniØ dlØ al~ternativy H_1 = H_{1,Fn} . Legko videt~, qto 0 ≤ γ_n ≤ 1. Budem govorit~, qto test ψ_n ØvlØetsØ minimaksnym dlØ al~- ternativy H_{1,Fn} , esli γ_n(ψ_n, F_n) = γ_n(F_n). Budem govorit~, qto posledovatel~nost~ testov ψ_n ØvlØetsØ asimptotiqeski minimaksnoæ dlØ al~ternativy H_{1,Fn} , esli γ_n(ψ_n, F_n) = γ_n(F_n) + o(1), i sostoØtel~noæ dlØ al~ternativy H_{1,Fn} , esli γ_n(ψ_n, F_n) → 0. Zdes~ i dalee predely rassmatriva¸tsØ pri n → ∞.

Rassmatrivaemu¸ zadaqu moßno predstavit~ v neskol~ko drugoæ forme. Rassmotrim statistiki

x_i = ε^{−1} 1∫ 0 ϕ(t)dX_i(t), i = 1, ..., n. (1.2) Legko videt~, qto ffto dostatoqnye statistiki v rassmatrivaemoæ zadaqe, i oni nezavisimy kak pri gipoteze, tak i pri al~-

90 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA ternative, sootvetstvu¸weæ l¸bomu naboru ξ̄_n = (ξ_1, ..., ξ_n). Perehod k statistikam x_i vida (1.2) v radiotehnike qasto nazyva¸t fil~tracieæ signalov v kanalah, soglasovannoæ s izvestnoæ formoæ signala. Pri gipoteze H_0 statistiki x_i ime¸t standartnoe gaussovskoe raspredelenie N (0, 1). Pust~ b_n = c_n/ε est~ otnoxenie ”signal-xum”. Togda pri al~ternative, sootvetstvu- ¸weæ naboru ξ̄_n = (ξ_1, ..., ξ_n), statistiki x_i ime¸t gaussovskoe raspredelenie N (v_i, 1), v_i = b_nξ_i. PerehodØ k statistikam (1.2), my poluqaem vektor nabl¸deniæ vida

x = v + η, v ∈ R^n, (1.3)

gde η = (η_1, ..., η_n) – standartnyæ n-mernyæ normal~nyæ vektor, a v = (b_nξ_1, ..., b_nξ_n) – n-mernyæ vektor, sootvetstvu¸wiæ naliqi¸ ili otsutstvi¸ signala urovnØ c_n v kanalah. My poluqaem ffkvivalentnu¸ zadaqu proverki gipotez o srednem n-mernogo normal~nogo raspredeleniØ:

H_0 : v = 0, H_{1,Vn} : v ∈ V_n,

gde V_n ⊂ R^n – mnoßestvo, sootvetstvu¸wee mnoßestvu F_n ⊂ L^n_2 (0, 1). Veliqiny α_n(ψ_n), β_n(ψ_n, v), γ_n(ψ_n) = γ_n(ψ_n, V_n), γ_n = γ_n(V_n) v fftoæ zadaqe opredelØ¸tsØ analogiqno.

2. Osnovnye rezul~taty

2.1. Izvestnoe qislo kanalov, soderßawih signaly. Pust~

qislo kanalov, soderßawih signaly i otnoxenie signal-xum b_n > 0 izvestny. Imenno, pust~ k_n - zadannaØ posledovatel~- nost~, 1 ≤ k_n ≤ n. Poloßim V_n(b, k) = {v = (ξ_1b, ..., ξ_nb), ξ_i ∈ {0, 1}, n∑ i=1 ξ_i = k} (2.1)

i budem rassmatrivat~ ffkvivalentnu¸ zadaqu proverki gipotez o srednem n-mernogo normal~nogo raspredeleniØ H_0 : v = 0 protiv al~ternativy H_{1,Vn(bn,kn)} : v ∈ V_n(b_n, k_n).

Nas interesu¸t sledu¸wie voprosy:

1) kakoæ vid ime¸t usloviØ razliqimosti v zadaqe, t.e. naskol~ko bol~ximi dolßny byt~ otnoxeniØ signal-xum b_n v zavisimosti ot obwego qisla kanalov n i qisla kanalov k_n, soderßawih signaly, qtoby minimaksnye oxibki obnarußeniØ γ_n stremilis~ k 0?

OB OBNARUȷENII SIGNALA 91 2) kak postroit~ asimptotiqeski minimaksnye i sostoØtel~- nye testy ψ_n pri vypolnenii sootvetstvu¸wih usloviæ razliqimosti, i kak ih struktura zavisit ot parametrov b_n, k_n?

Zadaqi proverki gipotez analogiqnogo vida izuqalis~ v rabotah [2–4] (razliqie sostoit v tom, qto v fftih rabotah rassmatrivalsØ sluqaæ ξ_i ∈ {0, ±1}). My rasprostranØem metody [2–4] na al~ternativy vida (2.1) i privodim rezul~taty neskol~ko drugogo vida.

Vvedem veliqinu δ_n = (log k_n)/(log n) ∈ [0, 1], t.e. k_n = n^{δn} . Poloßim

u^2_n = u_n(k_n, b_n) = n^{−1}k^2_n(e^{b2n} − 1),

ũ_n = ũ_n(k_n, b_n) = n^{−1/2}k_nb_n, T_n = √ 2 log n. (2.2)

Budem oboznaqat~ Φ(t) funkci¸ raspredeleniØ standartnogo normal~nogo zakona.

Teorema 2.1. Pust~ Vn = Vn(bn, kn) – mnoßestva vida (2.1) i

liminf δ_n > 1/4. Togda spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

1. Spravedlivo neravenstvo: γ_n ≥ 2Φ(−u_n/2) + o(1). 2. Rassmotrim testy vida ψ̂_{n,bn} = ψ̂_{n,bn,Hn} =max(ψ_{n,bn,Hn} , ψ^{thr}_n ).

Zdes~ ψ_{n,bn,Hn} = 1_{tn,bn >Hn} est~ testy, osnovannye na statisti- kah t_{n,bn} = A_n n∑ i=1 ν(x_i, b_n), A_n = (n(e^{b2n} − 1))^{−1/2}, ν(t, b) = (e^{−b2/2+tb} − 1), (2.3) i poroge H_n = u_n/2, a ψ^{thr}_n est~ testy porogovogo tipa

ψ^{thr}_n = 1_{Xn} , X_n = {x ∈ R^n : max_{1≤i≤n} x_i > T_n}. (2.4)

Togda γ_n ≤ γ_n(ψ̂_{n,bn,Hn} ) ≤ 2Φ(−u_n/2) + o(1). 3. Rassmotrim testy, osnovannye na lineænyh statistikah ψ^{lin}_n = 1_tlin_{n >Hn} , t^{lin}_n = n^{−1/2} n∑ i=1 x_i,

92 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA i pust~ H_n = ũ_n/2. Togda

γ_n ≤ γ_n(ψ^{lin}_n ) = 2Φ(−ũ_n/2).

Krome togo γ_n(ψ^{lin}_n ) → pri ũ_n → ∞ i takih H_n → ∞, qto ũ_n − H_n → ∞. Teorema 2.1 opisyvaet toqnu¸ asimptotiku gaussovskogo tipa minimaksnyh veroØtnosteæ oxibok v rassmatrivaemoæ zadaqe. UtverßdeniØ pp. 1,2 oznaqa¸t, qto esli liminf δ_n > 1/4, to testy ψ̂_{n,bn,Hn} ØvlØ¸tsØ asimptotiqeski minimaksnymi.

Zametim takße, qto ũ_n ≤ u_n, i pri uslovii nk^{−2}_n = O(1) sootnoxenie ũ_n → ∞ imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda u_n → ∞; krome togo, pri usloviØh nk^{−2}_n = o(1) i u_n = O(1) my imeem b_n = o(1) i, sledovatel~no, ũ_n ∼ u_n v fftom sluqae. Pofftomu utverßdenie p. 3 oznaqaet, qto testy ψ^{lin}_n takße ØvlØ- ¸tsØ asimptotiqeski minimaksnymi v sluqae nk^{−2}_n = o(1), a pri nk^{−2}_n = O(1) oni obespeqiva¸t sostoØtel~nu¸ razliqimost~, esli sostoØtel~nye testy suwestvu¸t, t.e. pri u_n → ∞. Krome togo netrudno videt~, qto esli k_n = n, to testy ψ^{lin}_n ØvlØ¸tsØ minimaksnymi (ne asimptotiqeski). Statistiki testov ψ^{lin}_n , ne zavisØt ot parametrov b_n i k_n.

Ispol~zuØ teoremu 2.1 i ffti zameqaniØ, my poluqaem prostye usloviØ razliqimosti i nerazliqimosti v zadaqe (t.e. usloviØ togo, qto γ_n → 0 ili γ_n → 1).

Sledstvie 2.1.

1. Pust~ nk^{−2}_n = O(1). Togda γ_n → 1 pri ũ_n → 0 i γ_n(ψ^{lin}_n ) → 0 pri ũ_n → ∞.

2. Pust~ k_n = n^δ_n, nk^{−2}_n → ∞ i δ_n → δ ∈ (1/4, 1/2]. Poloßim

b^∗_n(k_n) = √ log(nk^{−2}n ) = √ (1 − 2δ_n) log n. (2.5)

Togda, esli limsup b_n/b^∗_n(k_n) < 1, to γ_n → 1. Esli ße

liminf b_n/b^∗_n(k_n) > 1, to γ_n(ψ̂_{n,bn,Hn} ) → 0. Esli δ_n → δ ∈ (0, 1/4), to toqnaØ asimptotika minimaksnyh veroØtnosteæ oxibok v zadaqe opisyvaetsØ v terminah special~nyh bezgraniqno delimyh raspredeleniæ bez gaussovskoæ komponenty (sm. [2]). Odnako moßno poluqit~ drugu¸ toqnu¸

OB OBNARUȷENII SIGNALA 93 granicu meßdu usloviØmi razliqimosti i nerazliqimosti pri liminf δ_n ≤ 1/4.

Poloßim pri δ_n ∈ [0, 1/4]

b^∗_n(k_n) = (1 − δ^{1/2}_n ) √ 2 log n. (2.6)

Teorema 2.2. Pust~ δn → δ ∈ [0, 1/4]. Togda spravedlivy utver-

ßdeniØ.

1. Esli limsup b_n/b^∗_n(k_n) < 1, to γ_n → 1.

2. Esli liminf b_n/b^∗_n(k_n) > 1, to γ_n(ψ^{thr}_n ) → 0, gde testy ψ^{thr}_n opredeleny (2.4). Bolee togo, ffto spravedlivo pri δ_n → δ dlØ l¸- bogo δ ∈ [0, 1/2).

Zametim, qto testy ψ^{thr}_n , ØvlØ¸wiesØ sostoØtel~nymi pri usloviØh liminf b_n/b^∗_n(k_n) > 1 i liminf δ_n < 1/2, gde b^∗_n(k_n) opredeleny ravenstvami (2.5), (2.6), ne zavisØt ot parametrov b_n i k_n.

Dokazatel~stvo teorem 2.1 i 2.2 privedeno v razdele 3.

2.2. AdaptaciØ po qislu kanalov, soderßawih signaly.

Pust~ qislo kanalov k_n = K(ξ̄), soderßawih signal, i uroven~ signala c_n (ili otnoxenie signal-xum b_n) neizvestny. V fftom sluqae my rassmotrim sledu¸wiæ variant postanovki zadaqi obnarußeniØ, kotoryæ my sformuliruem dlØ modeli nabl¸deniæ (1.3).

Pust~ zadana posledovatel~nost~ intervalov K_n = [k_{n,1}, k_{n,2}], 1 ≤ k_{n,1} ≤ k_{n,2} ≤ n, i izvestno, qto k_n = K(ξ̄) ∈ K_n. Iz teorem 2.1 i 2.2 sleduet, qto dlØ l¸bogo k_n ∈ K_n sostoØtel~noe obnarußenie vozmoßno lix~ pri otnoxeniØh signal-xum b_n, dostatoqno bol~xih po sravneni¸ s veliqinami b^∗_n(k_n), kotorye zavisØt ot k_n. Pofftomu zadadimsØ funkcieæ b_n(k_n), k_n ∈ K_n i, polagaØ V_{Kn} = ⋃ k_n∈K_n V_n(b_n(k_n), k_n), (2.7)

rassmotrim zadaqu proverki gipotez dlØ ”ob¨edinennoæ” al~- ternativy (2.7):

H_0 : v = 0, H_{1,Kn} : v ∈ V_{Kn} .

94 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA Nas interesuet asimptotika veliqin γ_n = γ_n(V_{Kn} ), a takße usloviØ minimaksnoæ razliqimosti i nerazliqimosti v zadaqe, t.e. usloviØ, pri kotoryh γ_n → 0 i γ_n → 1, a takße struktura testov ψ_n, kotorye ØvlØ¸tsØ asimptotiqeski minimaksnymi ili sostoØtel~nymi pri vypolnenii usloviæ razliqimosti dlØ al~- ternativ vida (2.7).

Zametim, qto iz vkl¸qeniæ V_n(b_n(k_n), k_n) ⊂ V_{Kn} oqevidnym obrazom vyteka¸t nißnie granicy

γ_n(V_{Kn} ) ≥ inf_{kn∈Kn} γ_n(V_n(b_n(k_n), k_n)). (2.8)

Problema sostoit v tom, dostiga¸tsØ li ffti granicy?

AdaptivnaØ postanovka v minimaksnyh zadaqah ocenivaniØ izuqalas~ v [5–7]; adaptivnye zadaqi proverki gipotez rassmatrivalis~ v [8], [9]. V fftih rabotah pokazano, qto qasto adaptaciØ vedet k nekotorym poterØm (logarifmiqeskogo tipa) v porØdkah toqnosti ocenivaniØ ili v porØdkah veliqin, harakterizu¸wih neobhodimu¸ dlØ razliqimosti otdelennost~ al~- ternativy ot nulevoæ gipotezy.

ToqnaØ asimptotika minimaksnyh veroØtnosteæ oxibok i voznika¸wie poteri ffffektivnosti v adaptivnyh zadaqah proverki gipotez, analogiqnyh rassmatrivaemoæ v dannoæ rabote, izuqalas~ v [3], [4]. My pokaßem, qto granicy meßdu usloviØmi minimaksnoæ razliqimosti i nerazliqimosti v rassmatrivaemoæ zadaqe, vyteka¸wie iz ocenok, privedennyh v razdele 2.1 pri izvestnyh k_n, b_n, sohranØ¸tsØ i dlØ adaptivnogo varianta zadaqi.

Budem govorit~, qto posledovatel~nost~ intervalov K_n sootvetstvuet bol~xim k_n esli nk^{−2}_{n,1} = o(1); malym k_n esli k_{n,2} = O(n^{1/4}); umerennym k_n esli nk^{−2}_{n,2} → ∞ i nk^{−4}_{n,1} = O(1); umerennym ili malym k_n esli nk^{−2}_{n,2} → ∞.

Naibolee xirokaØ al~ternativa, sootvetstvu¸waØ vsem vozmoßnym k_n, imeet mesto pri K_n = [1, n]. Poloßim

ũ_n(K_n) = inf_{kn∈Kn} ũ_n(k_n, b_n(k_n)),

u_n(K_n) = inf_{kn∈Kn} u_n(k_n, b_n(k_n)), λ(K_n) = inf_{kn∈Kn} b_n(k_n)/b^∗_n(k_n), (2.9)

gde veliqiny u_n(k_n, b_n), ũ_n(k_n, b_n) opredeleny v (2.2), a b^∗_n(k_n) opredeleny sootnoxeniem (2.5) pri k_n > n^{1/4} i sootnoxeniem

OB OBNARUȷENII SIGNALA 95 (2.6) pri k_n ≤ n^{1/4}.

Teorema 2.3.

1. Pust~ posledovatel~nost~ K_n sootvetstvuet bol~xim k_n. Togda spravedlivo neravenstvo

γ_n(V_{Kn} ) ≥ 2Φ(−ũ_n(K_n)/2) + o(1).

Krome togo, dlØ l¸boæ posledovatel~nosti K_n pri H_n = ũ_n(K_n)/2,

γ_n(V_{Kn} ) ≤ γ_n(ψ^{lin}_n , V_{Kn} ) = 2Φ(−ũ_n(K_n)/2).

2. Pust~ posledovatel~nost~ K_n sootvetstvuet malym k_n. Togda γ_n(V_{Kn} ) → 1 pri limsup λ(K_n) < 1 i γ_n(ψ^{thr}_n , V_{Kn} ) → 0 pri liminf λ(K_n) > 1.

3. Pust~ posledovatel~nost~ K_n sootvetstvuet umerennym ili malym k_n. Togda γ_n(V_{Kn} ) → 1 pri limsup λ(K_n) < 1. Bolee togo, vvedem posledovatel~nost~ testov vida ψ^{ad}_n = 1_{Xn} , gde

X_n = {x ∈ R^n : max J_{n,}0≤j≤J_{n,}1 t_{n,j}/T_j > 1} ∪ {x ∈ R^n : max_{1≤i≤n} x_i > T_n}, (2.10) zdes~ T_j = √ 2(log j + log log j); t_{n,j} - statistiki vida (2.3) pri b_n = j, J_{n,1} ≫ J_{n,0} → ∞ – takie celoqislennye posledovatel~nosti, qto

log(n/k^2_{n,2}) > J^2_{n,0}, J_{n,1} = T_n/2 − √ B_n log log n, B_n ∼ 1.

Togda γ_n(ψ^{ad}_n , V_{Kn} ) → 0 pri liminf λ(K_n) > 1.

4. Pust~ K_n = [1, n]. DlØ zadannoæ posledovatel~nosti c_n > 0 rassmotrim razbienie K_n na intervaly K^L_{n,cn} = [n^{1/2}c_n, n] i K^S_{n,cn} = [1, n^{1/2}c_n), a takße veliqiny u_n(K^L_{n,cn} ), λ(K^S_{n,cn} ), opredelennye (2.9).

Pust~ suwestvuet posledovatel~nost~ c_n → 0, takaØ qto c_nn^η → ∞ pri nekotorom η < 1/4, i vypolneno odno iz dvuh sootnoxenii:

u_n(K^L_{n,cn} ) = o(1), limsup λ(K^S_{n,cn} ) < 1. (2.11)

Togda γ_n → 1.

Naprotiv, pust~ dlØ l¸boæ posledovatel~nosti c_n → 0, takoæ qto c_nn^η → ∞, η < 1/4, spravedlivy sootnoxeniØ:

u_n(K^L_{n,cn} ) → ∞, liminf λ(K^S_{n,cn} ) > 1. (2.12)

96 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA Pust~ mnoßestvo X_n opredeleno v p. 3 i sootvetstvuet nekotoroæ posledovatel~nosti J_{n,0} i X^{lin}_n = {x ∈ R^n : t^{lin}_n > H_n}. Rassmotrim posledovatel~nost~ testov ψ^{ad}_{n,1} = 1_{Xn∪X} lin_n . Togda suwestvu¸t takie posledovatel~nosti J_{n,0} → ∞ i H_n → ∞, qto γ_n(ψ^{ad}_{n,1}, V_{Kn} ) → 0. Dokazatel~stvo teoremy 2.3. Neravenstvo (2.8) vmeste s teore-

mami 2.1, 2.2 i sledstviem 2.1 daet nißnie granicy dlØ γ_n(V_{Kn} ) i usloviØ nerazliqimosti teoremy.

V usloviØh pp. 1 i 2 teoremy verhnie granicy dlØ γ_n(V_{Kn} ) neposredstvenno cledu¸t iz verhnih granic teorem 2.1 i 2.2, poskol~ku testy ψ^{lin}_n i ψ^{thr}_n , obespeqiva¸wie trebuemye granicy dlØ bol~xih i malyh k_n sootvetstvenno, ne zavisØt ot parametrov b_n, k_n.

Verhnie granicy dlØ veliqin γ_n(V_{Kn} ) i svoæstva testov ψ^{ad}_n v usloviØh p. 3 teoremy vyteka¸t iz sledu¸wego utverßdeniØ.

Predloßenie 2.1. Pust~ posledovatel~nost~ Kn sootvetstvu-

et umerennym ili malym k_n. Togda dlØ testov ψ^{ad}_n = 1_{Xn} , gde mnoßestvo X_n opredeleno vyraßeniem (2.10), imeem 1. α(ψ^{ad}_n ) → 0.

2. Pust~ zadany posledovatel~nosti k_n, b_n(k_n), takie qto 1 ≤ k_n ≤ k_{n,2} i liminf b_n(k_n)/b^∗_n(k_n) > 1. Togda dlØ l¸boæ posledovatel~- nosti v_n ∈ V_n(b_n(k_n), k_n) spravedlivo sootnoxenie β_n(ψ^{ad}_n , v_n) → 0. Dokazatel~stvo predloßeniØ 2.1 privedeno v razdele 3.3. V usloviØh p. 4 teoremy nußno zametit~, qto esli dlØ l¸- boæ posledovatel~nosti c_n → 0 vypolneno pervoe sootnoxenie (2.12), to moßno naæti taku¸ posledovatel~nost~ c_{n,1} → 0, c_{n,1} ≥ c_n, qto ũ_n(K^L_{n,cn,1}) → ∞. Deæstvitel~no, kak otmeqalos~ v razdele 2.1, ũ_n(k_n, b_n) ≤ u_n(k_n, b_n) i, esli nk^{−2}_n = O(1), to ũ_n → ∞ i u_n → ∞ odnovremenno pri l¸byh b_n; esli ße nk^{−2}_n → ∞, nk^{−2}_n ≤ c^{−2}_n i u^2_n(k_n, b_n) ≥ B_n → ∞, to pri bol~xih n imeem

ũ^2_n(k_n, b_n) = n^{−1}k^2_nb^2_n > n^{−1}k^2_n(log B_n+log(nk^{−2}_n )) > n^{−1}k^2_n log B_n → ∞

pri n^{−1}k^2_n > c^2_{n,1} = (log B_n)^{−1/2}.

Poloßim J^2_{n,0} = log c^{−1}_{n,1}, H_n = ũ_n(K^L_{n,cn,1}). Togda utverßdenie p. 4, kasa¸weesØ testov ψ^{ad}_{n,1}, budet sledovat~ iz utverßdeniæ pp. 1, 3, kasa¸wihsØ testov ψ^{ad}_n i ψ^{lin}_n .

OB OBNARUȷENII SIGNALA 97 Zametim, qto iz teorem 2.1 i 2.2 neposredstvenno vytekaet sledu¸wee sledstvie dlØ adaptivnoæ zadaqi.

Sledstvie 2.2. Pust~ posledovatel~nost~ Kn sootvetstvuet

umerennym ili malym k_n, priqem k_{n,2} ≤ n^δ, δ ∈ [0, 1/2). Poloßim

λ̃(K_n) = inf_k n∈K_n b_n(k_n)/T_n, T_n = √ 2 log n.

Togda suwestvu¸t postoØnnye 0 < c_0 ≤ c_1 < ∞; c_0 = c_0(δ), takie qto esli limsup λ̃(K_n) < c_0, to γ_n(V_{Kn} ) → 1, i esli liminf λ̃(K_n) > c_1, to γ_n(ψ^{thr}_n , V_{Kn} ) → 0.

Takim obrazom, terØØ konstantu v dopustimyh skorostØh rosta otnoxeniØ signal-xum, my moßem ispol~zovat~ porogovye testy dlØ malyh i umerennyh k_n ≤ k_{n,2} ≤ n^δ, δ ∈ [0, 1/2), v to vremØ, kak pri bol~xih k_n testy, osnovannye na lineænyh statistikah, ØvlØ¸tsØ asimptotiqeski minimaksnymi dlØ al~ternativ vida (2.7). �ti testy zavisØt lix~ ot formy ϕ signala f_n = c_nϕ.

3. Dokazatel~stvo teorem 2.1, 2.2 i predloßeniØ 2.1

3.1. Nißnie granicy teorem 2.1, 2.2. Zamenim mnoßestva

V_n(b, k) na bolee xirokie mnoßestva V^+_n (b, k) vida V^+_n (b, k) = {v = (ξ_1b, ..., ξ_nb), ξ_i ∈ {0, 1}, n∑ i=1 ξ_i ≥ k}. (3.1) Predloßenie 3.1. γ(V^+_n (b, k)) = γ(V_n(b, k)). Dokazatel~stvo. Tak kak Vn(b, k) ⊂ V^+_n (b, k), my imeem neraven-

stvo γ(V_n(b, k)) ≤ γ(V^+_n (b, k)). Pust~ π – ravnomernoe apriornoe raspredelenie na diskretnom mnoßestve V_n(b, k):

π(v) = M^{−1} ∀v ∈ V^n_k ; M = #(V_n(b, k)) = C^k_n.

Rassmotrim baæesovsku¸ zadaqu proverki gipotezy H_0 : P = P_{n,0} protiv al~ternativy H_1 : P = P_π o raspredelenii P nabl¸deniæ x; zdes~ P_π = ∫ R^n Pn,vπ(dv) – smes~ po apriornomu ras-

predeleni¸ π. Pust~ ψ_π – baæesovskiæ test, minimiziru¸wiæ

98 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA γ(ψ, P_π ) = E_{n,0}ψ + E_{Pπ} (1 − ψ). Po lemme Neæmana–Pirsona on imeet vid ψ_π = 1_{{L(x)>1}}, gde L(x) est~ baæesovskoe otnoxenie pravdopodobiØ: L(x) = dP_π dP_{n,0} (x) = ∫ exp(−|v|^2/2 + (x, v))π(dv). (3.2)

Iz soobraßeniæ invariantnosti sleduet, qto ψ_π est~ minimaksnyæ test dlØ al~ternativy V_n(b, k), t.e. γ(V_n(b, k)) = γ(ψ_π , V_n(b, k)). Dostatoqno proverit~, qto γ(ψ_π , V^+_n (b, k)) ≤ ≤ γ(ψ_π , V_n(b, k)), qto ffkvivalentno neravenstvu sup v∈V +_n (b,k) P_{n,v}(X̄) ≤ sup_{v∈Vn(b,k)} P_{n,v}(X̄); X̄ = {x ∈ R^n : L(x) ≤ 1}. (3.3) Vvedem qastiqnu¸ uporØdoqennost~ v R^n: budem govorit~, qto y ⪯ x, x, y ∈ R^n, esli y_i ≤ x_i ∀i = 1, ..., n. Nazovem mnoßestvo X ⊂ R^n uglovym, esli iz sootnoxeniæ x ∈ X, y ⪯ x sleduet, qto y ∈ X. Oboznaqim R^n_+ = {x ∈ R^n : x_i ≥ 0 ∀i} poloßitel~nyæ oktant v R^n.

Tak kak π(R^n_+) = 1, to X̄ = {x ∈ R^n : L(x) ≤ 1} – uglovoe mnoßestvo. �to vytekaet iz togo, qto podyntegral~naØ funkciØ v (3.2) ne ubyvaet po x_i, i = 1, ..., n dlØ poqti vseh v otnositel~no raspredeleniØ π.

Lemma 3.1. Pust~ X – uglovoe mnoßestvo v R^n; u ⪯ v, u, v ∈ R^n. Togda P_{n,u}(X) ≥ P_{n,v}(X). Dokazatel~stvo. Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ vi = ui, i = 1, ..., n−1; u_n ≤ v_n. PolagaØ w = (v_1, ..., v_{n−1}) ∈ R^{n−1}, x = (z, t); z ∈ R^{n−1}, t, y ∈ R^1, my imeem P_{n,(w,y)}(dx) = P_{n−1,w}(dz)P_{1,y}(dt); zdes~ P_{n−1,w} i P_{1,y} est~ (n − 1)-mernye i 1-mernye gaussovskie mery so srednimi w ∈ R^{n−1}, y ∈ R^1, ediniqnoæ matriceæ kovariaciæ i dispersieæ. DlØ l¸bogo z ∈ R^{n−1} oboznaqim X̄_z odnomernoe seqenie mnoßestva X̄ prØmoæ ℓ_z = {(z, t) ∈ R^n : t ∈ R^1}, t.e. X̄_z = {x = (z, t) ∈ X̄; t ∈ R1}. Tak kak X̄ – uglovoe mnoßestvo, to vse nepustye mnoßestva X̄_z ime¸t vid X̄_z = {(z, t) ∈ R^n : t ≤ c}, c = c(z) ≤ ∞.

OB OBNARUȷENII SIGNALA 99 Ispol~zuØ teoremu Fubini i strukturu mery P_{n,v}, my poluqaem P_{n,u}(X̄) = ∫ R^n�1 P_{1,un} (X̄_z )P_{n−1,w}(dz),

P_{n,v}(X̄) = ∫ R^n�1 P_{1,vn} (X̄_z)P_{n−1,w}(dz). Utverßdenie lemmy vytekaet iz neravenstva

P_{1,un} (X̄_z ) = Φ(c − u_n) ≥ P_{1,vn} (X̄_z ) = Φ(c − v_n), pri u_n ≤ v_n.

Tak kak dlØ l¸bogo u ∈ V^+_n (b, k) moßno naæti v ∈ V_n(b, k), v ⪯ u, to neravenstvo (3.3) neposredstvenno sleduet iz lemmy 3.1.

VernemsØ k dokazatel~stvu nißnih granic teorem. V silu predloßeniØ 3.1 moßno zamenit~ al~ternativy V_n(b, k) na V^+_n (b, k). Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ k = k_n → ∞ v teoreme 2.2. Deæstvitel~no, γ_n(V^+_n (b, k_1)) ≥ γ_n(V^+_n (b, k_2)) dlØ k_1 ≤ k_2, i esli k_n = O(1), to, vybiraØ posledovatel~nost~ k_{n,1} = n^{δn} → ∞, δ_n = o(1), my poluqaem te ße nißnie granicy v teoreme 2.2 dlØ posledovatel~nosti k_{n,1}.

Poloßim h_n = min(1, (1 + η_n)k_n/n), gde η_n → 0 – takaØ posledovatel~nost~, qto η^2_nk_n → ∞. Pust~ P (ξ_i = 1) = h_n, P (ξ_i = 0) = 1 − h_n. �to sootvetstvuet apriornomu raspredeleni¸ vida π^n(dv) = n∏ i=1 π_{bn,hn} (dv_i), π_{b,h} = (1 − h)δ_0 + hδ_b, gde δ_b est~ mera, sosredotoqennaØ v toqke b ∈ R^1.

Predloßenie 3.2._{πn(V +n (bn, kn)) → 1.}

Dokazatel~stvo. . Poloßim Sn =^{∑n}_{i=1} ξi. Zametim, qto E_πn S_n = nh_n, D_πn S_n = nh_n(1 − h_n). Esli h_n < 1, to, ispol~zuØ neravenstvo Qebyxeva, poluqim

1 − π^n(V^+_n (b_n, k_n)) = π^n(S_n < k) = π^n(nh_n − S_n > nh_n − k) ≤ D_πn (S_n)/(nh_n − k)^2 ≤ nh_n/(kη_n)^2 ≍ 1/(kη^2_n) → 0;

100 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA esli h_n = 1, to π^n(V^+_n (b_n, k_n)) = 1.

Pust~ γ(P_πn ) – minimum summy veroØtnosteæ oxibok pervogo i vtorogo roda v baæesovskoæ zadaqe proverki gipotezy H_0 : P = P_{n,0} protiv al~ternativy H_1 : P = P_πn . V silu neravenstva γ_n(V^+_n (b_n, k_n)) ≥ γ(P_πn ) + o(1), (3.4) kotoroe sleduet iz [1], p. 4.1 i iz predloßeniØ 3.2, dostatoqno izuqit~ veliqiny γ(P_πn ) v baæesovskoæ zadaqe proverki gipotez. Rassmotrim logarifm otnoxeniØ pravdopodobiØ

l_n(x) = log ( dP_{πn} dP_{n,0} (x) ) = n∑ i=1 log(1 + z_n(x_i)), (3.5)

gde my oboznaqaem z_n(t) = h_nν(t, b_n), ν(t, b) = exp(−b^2/2 + tb) − 1. Pust~ k_n = n^{δn} , 0 < δ_n ≤ 1. Qtoby poluqit~ usloviØ nerazliqimosti teoremy 2.1, dostatoqno pokazat~, qto esli liminf δ_n > 1/4 i u_n = O(1), to statistika l_n(x) asimptotiqeski normal~na s parametrami (−u^2_n/2, u^2_n) otnositel~no P_{n,0}-veroØtnosti. Qtoby poluqit~ nißnie granicy teoremy 2.2, dostatoqno pokazat~, qto esli limsup δ_n ≤ 1/4, b^2_n = y^2_n log n, limsup y_n/ √ 2(1 − √ δ_n) < 1, (3.6) to l_n(x) → 0 otnositel~no P_{n,0}-veroØtnosti (sm. [1], p. 4.2).

Ispol~zuØ horoxo izvestnoe sootnoxenie Φ(−x) ∼ e^{−x2/2}/x √ 2π, x → ∞, (3.7) legko videt~, qto

P_{n,0}( max_{1≤i≤n} |x_i| ≤ T_n) ≥ 1 − 2nΦ(−T_n) = 1 − o(1).

Pofftomu moßno pereæti k T_n-useqeniØm slagaemyh v (3.5), t.e. zamenit~ statistiku l_n na

l̂_n(x) =^n ∑ i=1 log(1 + z_{n,T} (x_i)); z_{n,T} (t) = h_nν_T (t, b_n); ν_T (t, b) = ν(t, b)1_{t≤Tn} . (3.8)

OB OBNARUȷENII SIGNALA 101

Predloßenie 3.3. Pust~ ili 1) un = O(1), hn → 0 i liminf δn >

1/4, ili 2) vypolneno sootnoxenie (3.6). Togda sup_t |z_{n,T} (t)| = o(1).

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto sup_t |zn,T (t)| ≤ max(hn, zn,T (T ))) i do-

statoqno pokazat~, qto z_{n,T} (T ) = o(1). Pust~ u_n = O(1), h_n → 0. Snaqala, pust~ k_n > cn^{1/2}, c > 0. Togda veliqiny nh^2_n ∼ k^2_n/n otdeleny ot 0 i b_n = O(1), u^2_n ≍ n^{−1}k^2_nb^2_n pri u_n = O(1). Esli ße k_n > n^{2/3}, to b_n = O(n^{−1/6}), otkuda sleduet, qto |z_{n,T} (T )| ≤ |ν_T (T, b_n)| = o(n^{−τ} ) dlØ vseh τ < 1/6. Esli k_n ≤ n^{2/3}, to |z_{n,T} (T )| ≤ n^{−1/3}ν(T_n, b_n) = o(n^{−τ} ) dlØ vseh τ < 1/3.

Pust~ teper~ k_n = o(n^{1/2}) i liminf δ_n > 1/4. Poloßim b^2_n = y^2_n log n. Togda ili b_n → 0, ili pri b_n > C > 0 imeem

h_n = o(n^{−1/2}), u^2_n ≍ n^{−1}k^2_n exp(b^2_n) = n^{2δn−1+y2n} ,

otkuda sleduet, qto y^2_n + 2δ_n − 1 ≤ o(1). S drugoæ storony, |z_{n,T} (T )| ≤ h_n exp(−b^2_n/2 + T_nb_n) = n^{δn−1−y2n/2+√2yn+o(1)} → 0, (3.9) tak kak libo y_n → 0 pri b_n → 0, libo, esli b_n > C > 0, to y^2_n ≤ 1 − 2δ_n + o(1) < 1/2 i

δ_n − 1 − y^2_n/2 + √ 2y_n ≤ −(y_n − 1/ √ 2)^2 + o(1) < 0. (3.10)

Ots¸da sleduet utverßdenie predloßeniØ v usloviØh 1). V usloviØh 2) zametim, qto sootnoxenie (3.6) vleqet

limsup 2δ_n/(y_n − √ 2)^2 < 1, (3.11)

i my poluqaem poslednee sootnoxenie (3.9) neposredstvenno.

Poloßim

t_{n,1}(x) = n∑ i=1 z_{n,T} (x_i), t_{n,2}(x) = n∑ i=1 z^2_{n,T} (x_i). Ispol~zuØ predloßenie 3.3 i sootnoxenie log(1 + z) = z − z^2/2 + o(z^2) pri z → 0, my poluqim

l̂_n = t_{n,1} − t_{n,2}/2 + o(t_{n,2}).

Qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo nißnih granic teoremy 2.1, dostatoqno proverit~, qto statistiki t_{n,1} asimptotiqeski normal~ny s parametrami (0, u^2_n) i t_{n,2} = u^2_n+o(1) po P_{n,0}-veroØtnosti pri vypolnenii usloviæ 1) predloßeniØ 3.3.

102 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA

Pust~ k_n ≥ cn^{1/2}. Moßno vernut~sØ k neuseqennym statisti- kam t_{n,3}(x) = n∑ i=1 z_n(x_i), t_{n,4} = n∑ i=1 z^2_n(x_i).

Pust~ P_{1,0} – standartnaØ gaussovskaØ mera na R^1. PrØmoe vyqislenie daet ravenstva

E_{1,0}ν(t, b) = 0, E_{1,0}ν^2(t, b) = e^{b2} − 1, (3.12)

E_{1,0}ν^4(t, b) = (e^{b2} − 1)^2(e^{4b2} + 2e^{3b2} + 3e^{2b2} − 3). (3.13)

Tak kak b = O(1) v rassmatrivaemom sluqae, iz fftih sootnoxeniæ sleduet, qto t_{n,3}/u_n → η ∼ N (0, 1), t_{n,4} − u^2_n → 0 po P_{n,0}- veroØtnosti.

Pust~ k_n = o(n^{1/2}); togda h_n → 0. Ocenim momenty useqennyh slagaemyh z_{n,T} v summah dlØ t_{n,1}, t_{n,2}. Ispol~zuØ ravenstva

E_{1,0}ν_T (t, b) = Φ(T_n − b) − Φ(T_n), (3.14)

E_{1,0}ν^2_T (t, b) = e^{b2} Φ(T_n − 2b) − 2Φ(T_n − b) + Φ(T_n), (3.15)

s uqetom (3.7) i (3.14), poluqim −E_{n,0}t_{n,1} = −nh_nE_{1,0}ν_T (t, b_n) = nh_n ( Φ(b_n − T_n) − Φ(−T_n) ) ∼ k_nΦ(b_n − T_n) = o(k_n exp(−(T_n − b_n)^2/2)). (3.16) Oboznaqim k_n exp(−(T_n − b_n)^2/2) = n^{Cn} . Nußno proverit~ sootnoxenie limsup C_n ≤ 0. Analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 3.3 pri liminf δ_n > 1/4, poloßim b^2_n = y^2_n log n. Togda (sr. s (3.10))

C_n = δ_n − ( √ 2 − y_n)^2/2 = δ_n − 1 − y^2_n/2 + √ 2y_n ≤ 0. Zametim, qto pri vypolnenii (3.6) my poluqaet sootnoxenie limsup C_n ≤ 0 iz (3.11) neposredstvenno.

DlØ momentov vtorogo porØdka v silu (3.15) imeem

E_{n,0}t_{n,2} = nh^2_nE_{1,0}ν^2_T (t, b_n)

= nh^2_n ( e^{b2n} Φ(T_n − 2b_n) − 2Φ(T_n − b_n) + Φ(T_n) ) . (3.17)

OB OBNARUȷENII SIGNALA 103 Tak kak T_n − 2b_n → ∞ pri vypolnenii 1), to spravedlivy sootnoxeniØ E_{n,0}t_{n,2} ∼ u^2_n, D_{n,0}t_{n,2} ≤ nh^4_nE_{1,0}ν^4_T (t, b) ≤ nh^4_n sup_t ν^2_T (t, b))E_{1,0}ν^2_T (t, b)) = o(u^2_n);

te ße ocenki spravedlivy i dlØ D_{n,0}t_{n,1} i dlØ summy qetvertyh momentov slagaemyh v summe t_{n,1}. Ispol~zuØ ffti ocenki, predloßenie (3.3), central~nu¸ predel~nu¸ teoremu i neravenstvo Qebyxeva, my legko poluqaem trebuemye sootnoxeniØ. Nißnie granicy teoremy 2.1 dokazany.

Qtoby poluqit~ usloviØ nerazliqimosti teoremy 2.2, dostatoqno proverit~, qto t_{n,1} → 0, t_{n,2} → 0 po P_{n,0}-veroØtnosti pri vypolnenii usloviØ (3.6). Imeem

E_{n,0}t_{n,2} = n^{−1}k^2_ne^{b2} Φ(T_n − 2b_n)(1 + o(1)) + o(1).

Pust~ δ_n → δ = 1/4. Iz (3.6) sleduet, qto limsup y_n √ 2 < 1, T_n − 2b_n → ∞ i

E_{n,0}t_{n,2} ∼ n^{−1}k^2_ne^{b2} = n^{Dn} , limsup D_n = limsup(2δ_n − 1 + y^2_n) < 0.

Pust~ δ_n → δ < 1/4. Esli limsup y_n √ 2 ≤ 1, to, analogiqno,

E_{n,0}t_{n,2} = O(n^{−1}k^2_ne^{b2} ) = O(n^{Dn} ), limsup D_n < 0.

Esli limsup y_n √ 2 > 1, to 2b_n−T_n ≍ √ log n, E_{n,0}t_{n,2} ≍ n^{Dn} / √ log n, gde D_n = 2δ_n − 1 + y^2_n − ( √ 2 − 2y_n)^2/2 = 2δ_n − (y_n − √ 2)^2

i limsup D_n ≤ 0 v silu (3.11). UsloviØ nerazliqimosti teoremy 2.2 dokazany.

3.2. Verhnie granicy teorem 2.1, 2.2. 3.2.1. Verhnie granicy dlØ teoremy 2.2.

Nußno pokazat~, qto α_n(ψ^{thr}_n ) = o(1), sup_{v∈Vn(bn,kn)} β_n(ψ^{thr}_n , v) = o(1). (3.18) Pervoe sootnoxenie (3.18) sleduet iz neravenstva

P_{n,0}( max_{1≤i≤n} x_i ≥ T_n) ≤ nΦ(−T_n) → 0

104 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA s uqetom (3.7). Dalee, dlØ l¸byh v ∈ V_n(b_n, k_n) imeem

β_n(ψ^{thr}_n , v) = P_{n,v}( max_{1≤i≤n} x_i ≤ T_n) = (Φ(T_n))^{n−kn} (Φ(T_n − b_n))^{kn}

≤ (Φ(T_n − b_n))^{kn} = R_n. Pust~ k_n = n^{δn} , b_n = y_n √ log n. Esli δ_n → 0, to v predpoloßeniØh p. 2 teoremy 2.2 imeem b^∗_n(δ_n) ∼ T_n i b_n−T_n → ∞; pofftomu R_n → 0.

Pust~ δ_n → δ > 0. Togda k_n → ∞, i, esli limsup(T_n − b_n) < ∞, to takße R_n → 0. Pust~ T_n − b_n → ∞. V predpoloßeniØh p. 2 teoremy 2.2 my imeem δ_n − (y_n − √ 2)^2/2 > ζ > 0 dlØ nekotorogo ζ > 0 pri dostatoqno bol~xih n. Ispol~zuØ sootnoxenie (3.7) i neravenstvo 1 − x ≤ e^{−x}, imeem

R_n = (1 − Φ(b_n − T_n))^{kn} ≤ exp(−k_nΦ(b_n − T_n));

k_nΦ(b_n − T_n) ≍ (T_n − b_n)^{−1}n^{δn −(yn−√2)2/2} ≥ (T_n − b_n)^{−1}n^ζ → ∞, otkuda sleduet R_n → 0 i vtoroe sootnoxenie (3.18).

3.2.2. Verhnie granicy dlØ teoremy 2.1. DlØ dokazatel~stva

verhnih granic p. 2 nußno proverit~ sootnoxenie

γ(ψ̂_{n,bn,Hn} , V_n(b_n, k_n)) ≤ 2Φ(−u_n/2) + o(1); H_n = u_n/2. (3.19) Pri fftom dostatoqno rassmotret~ sluqaæ liminf u_n > 0. Deæstvitel~no, esli u_n → 0, to (3.19) vytekaet iz neravenstva γ(ψ̂_{n,bn,Hn} , V_n(b_n, k_n)) ≤ 1, kotoroe ØvlØetsØ sledstviem neravenstva P_{n,0}(X_n) ≥ P_{n,v}(X_n), X_n = {x ∈ R^n : t_{n,bn} (x) ≤ H_n, max_{1≤i≤n} x_i ≤ T_n}. (3.20) Zametim, qto statistika t_{n,bn} (x), kak funkciØ ot x = (x_1, ..., x_n) ne ubyvaet po kaßdomu argumentu x_i, i pofftomu X_n ØvlØetsØ uglovym mnoßestvom (sm. razdel 3.1). S uqetom fftogo neravenstvo (3.20) sleduet iz lemmy 3.1.

Legko videt~ s uqetom (3.18), qto α_n(ψ̂_{n,bn,Hn} ) ≤ α_n(ψ_{n,bn,Hn} ) + α_n(ψ^{thr}_n ) = α_n(ψ_{n,bn,Hn} ) + o(1), β_n(ψ̂_{n,bn,Hn} , v) ≤ min( β_n(ψ_{n,bn,Hn} , v), β_n(ψ^{thr}_n , v) ).

OB OBNARUȷENII SIGNALA 105 Pofftomu dostatoqno pokazat~, qto α_n(ψ_{n,bn,Hn} ) ≤ Φ(−u_n/2) + o(1), (3.21) sup v∈V_n(b_n,k_n) min( β_n(ψ_{n,bn,Hn} , v), β_n(ψ^{thr}_n , v) ) ≤ Φ(−u_n/2) + o(1). (3.22) Pust~ u_n → ∞. S uqetom teoremy 2.2 sootnoxeniØ (3.21), (3.22) vyteka¸t iz sledu¸wih: P_{n,0}(t_{n,bn} ≥ H_n) → 0, sup v∈V_n(b_n,k_n) P_{n,v}(t_{n,bn} ≤ H_n) → 0 pri b_n < (1 − δ^{1/2}_n + ζ)T_n (3.23)

dlØ l¸bogo ζ > 0. V usloviØh teoremy ots¸da sleduet, qto dostatoqno rassmatrivat~ b_n < T_n/(2 + κ) pri dostatoqno bol~xih n i dostatoqno malom κ = κ(δ) > 0 pri δ = liminf δ_n > 1/4.

Tak kak E_{n,0}(t_{n,bn} ) = 0, D_{n,0}(t_{n,bn} ) = 1 v silu (3.12), to pervoe sootnoxenie (3.23) vytekaet iz neravenstva Qebyxeva.

DlØ poluqeniØ vtorogo sootnoxeniØ (3.23) rassmotrim vnaqale sluqaæ e^{b2n} = o(k_n). Vyqislim P_{n,vn} -srednee i dispersi¸ statistik t_{n,bn} . Pust~ P_{1,t} – odnomernaØ gaussovskaØ mera s parametrami (t, 1), t ∈ R^1. Netrudno poluqit~ ravenstva E_{1,t}ν(x, b) = e^{bt} − 1, D_{1,t}ν(x, b) = e^{2bt}(e^{b2} − 1). (3.24) Ispol~zuØ ravenstva (3.24), imeem pri v_n ∈ V_n(k_n, b_n): E_{n,vn} t_{n,bn} = A_n n∑ i=1 (e^{bnvn,i} − 1) = n^{−1/2}k_n(e^{b2n} − 1)^{1/2} = u_n; (3.25) D_{n,vn} t_{n,bn} = n^{−1} n∑ i=1 e^{2bnvn,i} = 1 + k_nn^{−1}(e^{2b2n} − 1). (3.26)

Iz (3.26) i usloviØ e^{b2n} = o(k_n) sleduet, qto u^{−2}_n D_{n,vn} t_{n,bn} = u^{−2}_n + k^{−1}_n (e^{b2n} + 1) → 0. (3.27) Pofftomu vtoroe sootnoxenie (3.23) takße sleduet iz sootnoxeniæ (3.25), (3.26), (3.27) i neravenstva Qebyxeva: P_{n,v}(t_{n,bn} ≤ u_n/2)= P_{n,v}(u_n −t_{n,bn} ≥ u_n/2) ≤ 4D_{n,vn} (t_{n,bn} )u^{−2}_n → 0. (3.28)

106 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA

Pust~ k_ne^{−b2n} = O(1), u_n → ∞. DlØ dostatoqno bol~xih n pri zadannyh usloviØh na b_n imeem T_n/(2 + κ) > b_n > cT_n, c > 1/3. (3.29) Oboznaqim qerez t̂_{n,bn} summu T_n-useqennyh slagaemyh: t̂_{n,bn} (x) = n∑ i=1 w_{n,T} (x_i, b_n), w_{n,T} (x, b_n) = A_nν_T (x, b_n). (3.30)

˚sno, qto P_{n,v}(t_{n,bn} ≤ H_n) ≤ P_{n,v}(t̂_{n,bn} ≤ H_n), tak qto vo vtorom sootnoxenii (3.23) statistiki t_{n,bn} moßno zamenit~ na ih useqennyæ variant t̂_{n,bn} . Ocenim P_{n,v}-srednee i dispersi¸ statistik t̂_{n,bn} . Ispol~zuØ ravenstva E_{1,t}ν_T (x, b) = e^{bt}Φ(T_n − t − b) − Φ(T_n − t), (3.31) E_{1,t}ν^2_T (x, b) = e^{2bt+b2} Φ(T_n − t − 2b) − 2e^{bt}Φ(T_n − t − b_n) + Φ(T_n − t), (3.32) i sootnoxeniØ (3.7), moßno poluqit~, qto v usloviØh (3.29) ravnomerno po v ∈ V_n(k_n, b_n),

E_vt̂_{n,bn} ∼ A_nk_ne^{b2n} Φ(T_n − 2b_n) ∼ k_nn^{−1/2}e^{b2n/2} ∼ u_n. (3.33) Analogiqno, ravnomerno po v ∈ V_n(k_n, b_n), D_vt̂_{n,bn} ≤ 1 + A^2_nk_ne^{3b2n} Φ(T_n − 3b_n) ∼ 1 + n^{−1}k_ne^{2b2n} Φ(T_n − 3b_n) = o((E_vt̂_{n,bn} )^2).

(3.34)

V proverke nußdaetsØ poslednee ravenstvo v (3.34). Poskol~ku 3b_n − T_n → ∞, to Φ(T_n − 3b_n) = o(exp(−(T_n − 3b_n)/2)) i terebuemoe ravenstvo sleduet iz sootnoxeniØ

k^{−1}_n exp(b^2_n − (T_n − 3b_n)/2) = O(1) pri k_n = n^{δn} , δ_n → δ > 1/4. (3.35) PolagaØ b_n = y_n √ log n i uqityvaØ, qto δ_n > 1/2 − y^2_n/2, tak kak u_n > 1, vidim, qto (3.35) vytekaet iz neravenstva

3y^2_n/2 − ( √ 2 − 3y_n)^2/2 − 1/2 = −3(y_n − √ 2/2)^2 ≤ 0. (3.36) Ispol~zuØ predyduwie ocenki i neravenstvo Qebyxeva, poluqim, analogiqno (3.28), qto P_{n,v}(t̂_{n,bn} ≤ u_n/2) → 0 ravnomerno po v ∈ V_n(k_n, b_n).

OB OBNARUȷENII SIGNALA 107 Pust~ u_n ≍ 1. Tak kak δ_n → δ ∈ (1/4, 1], to v fftom sluqae spravedlivy sootnoxeniØ (sravni s ocenkami v dokazatel~stve predloßeniØ (3.3)):

b_n = y_n √ log n, y^2_n < 1/2; T_n − 2b_n → ∞ (3.37)

Togda sootnoxeniØ (3.21), (3.22) vyteka¸t iz ocenok, kotorye my ustanovim niße: P_{n,0}(t_{n,bn} ≥ u_n/2) = Φ(−u_n/2) + o(1), P_{n,v}(t_{n,bn} ≤ u_n/2) ≤ Φ(−u_n/2) + o(1), (3.38)

gde vtoroe sootnoxenie ravnomerno po v ∈ V_n(k_n, b_n).

Pervoe ravenstvo v (3.38) ØvlØetsØ sledstviem togo, qto statistiki t_{n,bn} asimptotiqeski normal~ny s parametrami (0, 1) po P_{n,0}-veroØtnosti. �to sleduet iz sootnoxeniæ (3.12), (3.13) i iz central~noæ predel~noæ teoremy.

Qtoby ustanovit~ vtoroe sootnoxenie (3.38), rassmotrim vnaqale sluqaæ e^{b2n} = o(k_n). Pokaßem, qto statistiki t_{n,bn} moßno predstavit~ v vide t_{n,bn} = u_n +t^v_{n,bn} +r^v_n, gde sluqaænye veliqiny t^v_{n,bn} asimptotiqeski normal~ny s parametrami (0, 1) i r^v_n = o(1) po P_{n,v}-veroØtnosti ravnomerno po v ∈ V_n(b_n, k_n). Vospol~zuemsØ predstavleniem ν(t + η, b) = e^{tb} − 1 + ν(η, b) + r_ν (η; b, t), r_ν (η; b, t) = (e^{bt} − 1)ν(η, b), kotoroe privodit k ravenstvu t_{n,bn} = u_n + t^v_{n,bn} + r^v_n, gde t^v_{n,bn} = A_n n∑ i=1 ν(x_i − v_i, b_n), r^v_n = A_n n∑ i=1 (e^{bn vi} − 1)ν(x_i − v_i, b_n). Togda ravnomerno po v = v_n ∈ V_n(b_n, k_n) imeem

E_{n,v}r^v_n = 0, E_{n,v}(r^v_n)^2 = A^2_n n∑ i=1 (e^{bnvi} − 1)^2(e^{b2n} − 1)

n^{−1}k_n(e^{b2n} − 1)^2 ≤ e^{b2n} k^{−1}_n u^2_n = o(1).

Takim obrazom, r^v_n → 0 po P_{n,v}-veroØtnosti, a P_{n,v}-raspredelenie t^v_{n,bn} ne zavisit ot v i sovpadaet s P_{n,0}-raspredeleniem t_{n,bn} . Ots¸da vytekaet vtoroe neravenstvo v (3.38).

108 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA

Pust~ k_ne^{−b2n} = O(1), u_n ≍ 1, δ_n → δ > 1/4. Ots¸da pri dostatoqno bol~xih n s uqetom (3.37) imeem

T_n/(2 + κ) > b_n > cT_n, 1/2 > c > 1/3; k_n = O(n^{1/3}). (3.39)

˚sno, qto vo vtorom neravenstve (3.38) moßno zamenit~ statistiki t_{n,bn} na t̂_{n,bn} (sm. (3.30)). V usloviØh (3.39), ispol~zuØ sootnoxeniØ (3.31), (3.32) analogiqno (3.33), (3.34) moßno poluqit~ E_vt̂_{n,bn} ∼ u_n, D_vt̂_{n,bn} = 1 + o(1). (3.40)

Zametim teper~, qto uslovie u_n ≍ 1 vleqet sootnoxenie A_n ≍ k_n/n ∼ h_n, tak qto useqennye slagaemye v sootnoxeniØh (3.8) i (3.30) ffkvivalentny po porØdku: w_{n,T} (x) ≍ z_{n,T} (x). V silu predloßeniØ 3.3 ots¸da sleduet sup_x |w_{n,T} (x)| = o(1), tak qto dlØ summ (3.30) moßno ispol~zovat~ central~nu¸ predel~nu¸ teoremu. V silu (3.40) ffto vleqet sootnoxenie t̂_{n,bn} = u_n + η_n, η_n → η ∼ N (0, 1) po P_{n,v}-veroØtnosti, otkuda sleduet, qto P_{n,v}(t̂_{n,bn} ≤ u_n/2) = Φ(−u_n/2)+o(1) ravnomerno po v ∈ V_n(b_n, k_n). Utverßdenie p. 2 dokazano.

ObratimsØ k p. 3 teoremy. Lineænye statistiki t^{lin}_n normal~- ny s parametrami (0, 1) po P_{n,0}-veroØtnosti i s parametrami (ũ_n, 1) po P_{n,v}-veroØtnosti, v ∈ V_n(b_n, k_n). �to vleqet sootnoxe- niØ α_n(ψ^{lin}_n ) = Φ(−H_n), β_n(v, ψ^{lin}_n ) = Φ(H_n − ũ_n); v ∈ V_n(b_n, k_n),

iz kotoryh sleduet utverßdenie p. 3.

3.3. Dokazatel~stvo predloßeniØ 2.1.

Dokazatel~stvo p. 1 predloßeniØ. Legko videt~, qto

α_n(ψ^{ad}_n ) = P_{n,0}(X_n) ≤ nΦ(−T_n) + ∑ J_{n,}0≤j≤J_{n,}1 P_{n,0}(t̂_{n,j} > T_j), (3.41)

gde t̂_{n,j} est~ summa T_n-useqennyh slagaemyh: t̂_{n,j} = n∑ i=1 z_{n,T} (x_i, j), z_{n,T} (x, j) = A_{n,j}ν(x, j)1_{x≤Tn} , A_{n,j} = (n(e^{j2} − 1))^{−1/2}.

OB OBNARUȷENII SIGNALA 109 Napomnim, qto nΦ(−T_n) = o(1) v silu (3.7). Pokaßem, qto P_{n,0}(t̂_{n,j} > T_j ) = Φ(−T_j ) + O((log n)^{−Bn} ), B_n ∼ 1 (3.42) ravnomerno po J_{n,0} ≤ j ≤ J_{n,1}. Tak kak J_{n,1}(log n)^{−Bn} = o(1) i, v silu (3.7), ∑ J_{n,}0≤j≤J_{n,}1 Φ(−T_j ) ≍ ∑ J_{n,}0≤j≤J_{n,}1 j^{−1}(log j)^{−3/2} → 0,

to sootnoxeniØ (3.41), (3.42) vlekut utverßdenie p. 1.

DlØ dokazatel~stva (3.42) zametim, qto, analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 3.3 v usloviØh 2), imeem pri J_{n,0} ≤ j ≤ J_{n,1}: sup_x |z_{n,T} (x, j)| = A_{n,j}ν_T (T_n, j) ∼ n^{−1/2}e^{−j2+Tnj} exp(−(T_n/2 − j)^2) ≤ exp(−(T_n/2 − J_{n,1})^2) = (log n)^{−Bn} .

Analogiqno (3.16), (3.17), ispol~zuØ (3.14), (3.15) i (3.7), poluqim: E_{n,0}t̂_{n,j} = n∑ i=1 E_{n,0}z_{n,T} (x_i, j) = −nA_{n,j}(Φ(j − T_n) − Φ(−T_n)) ∼ − exp(−(T_n/2 − j)^2) T_n − j = o((log n)^{−Bn} );

E_{n,0}t̂^2_{n,j} = n∑ i=1 E_{n,0}z^2_{n,T} (x_i, j)

= e^{j2} Φ(T_n − 2j) − 2Φ(T_n − j) + Φ(T_n) e^{j2} − 1 =1 − e^{j2} Φ(2j − T_n) − 2Φ(j − T_n) + Φ(−T_n) e^{j2} − 1

=1+o((log n)^{−Bn} ), otkuda sleduet, qto n∑ i=1 D_{n,0}z_{n,T} (x_i, j) = 1 + o((log n)^{−Bn} ), D_{n,0}t̂_{n,j} = 1 + o((log n)^{−Bn} ).

110 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA Pofftomu otnoxenie LØpunova dlØ summ t̂_{n,j} nezavisimyh sluqaænyh veliqin z_{n,T} (x_i, j) ocenivaetsØ veliqinoæ

L_n(j) = ∑_n i=1 E_{n,0}|z_{n,T} (x_i, j) − E_{n,0}z_{n,T} (x_i, j)|^3 ( ∑_n i=1 D_{n,0}z_{n,T} (x_i, j) )_{3/2}

≤ sup_x |z_{n,T} (x, j)| ( ∑_n i=1 D_{n,0}z_{n,T} (x_i, j) )_{1/2} = O((log n)^{−Bn} ).

Privedennye vyxe ocenki ravnomerny po j, J_{n,0} ≤ j ≤ J_{n,1}. �ti ocenki i neravenstvo Berri–�sseena vlekut sootnoxenie (3.42).

3.3.2. Dokazatel~stvo p. 2 predloßeniØ. Ne ograniqivaØ obw-

nosti moßno sqitat~, qto k_n = n^{δn} , δ_n → δ ∈ [0, 1/2].

Pust~ δ_n → δ ∈ [0, 1/4]. Tak kak liminf b_n(k_n)/b^∗_n(k_n) > 1, to iz teoremy 2.2, p. 2 sleduet, qto β_n(ψ^{thr}_n , v_n) → 0. Po postroeni¸ testov ψ^{ad}_n , ih kritiqeskoe mnoßestvo X_n = {x : ψ^{ad}_n (x) = 1} soderßit kritiqeskoe mnoßestvo testov ψ^{thr}_n , tak qto

β_n(ψ^{ad}_n , v_n) = P_{n,vn} (X_n) ≤ β_n(ψ^{thr}_n , v_n) → 0;

zdes~ i niße X est~ dopolnenie mnoßestva X v R^n.

Pust~ δ_n → δ ∈ (1/4, 1/2]. Preßde vsego, moßno sqitat~, qto

b_n(k_n) = b^∗_n(k_n)(1 + ζ) = (1 + ζ) √ (1 − 2δ_n) log n < T_n/(2 + τ ) (3.43)

dlØ dostatoqno malyh ζ = ζ(δ) > 0, τ = τ (δ) > 0 i bol~xih n. Deæstvitel~no, v usloviØh predloßeniØ moßno sqitat~, qto b^∗_n(k_n)(1 + ζ) ≤ b_n dlØ dostatoqno malyh ζ > 0; veroØtnosti P_{n,v}(X_n) ne zavisØt ot v ∈ V_n(b_n, k_n), poskol~ku mnoßestvo X_n invariantno otnositel~no perestanovok koordinat, a iz lemmy 3.1 sleduet neravenstvo

P_{n,v}(X_n) ≤ P_{n,v}�(X_n) pri v ∈ V_n(b_n, k_n), v^∗ ∈ V_n(b^∗_n(1 + ζ), k_n),

poskol~ku X_n est~ uglovoe mnoßestvo i moßno sqitat~, qto v^∗ ⪯ v. Dostatoqno pokazat~, qto naædetsØ takaØ posledovatel~nost~ j_n, J_{n,0} ≤ j_n ≤ J_{n,1}, qto

P_{n,vn} (t̂_{n,jn} ≤ T_{jn} ) → 0 pri v_n ∈ V_n(b_n, k_n). (3.44)

OB OBNARUȷENII SIGNALA 111 Poloßim j_n = max{j : b_n(k_n) ≥ j_n}. Tak kak

b_n(k_n) = (1 + ζ) √ (1 − 2δ_n) log n → (1 + ζ) √ (1 − 2δ) log n = cT_n, c < 1/2, to j_n < J_{n,1} pri dostatoqno bol~xih n i dostatoqno malyh ζ > 0. Krome togo, po postroeni¸ veliqin J_{n,0}, imeem

b^∗_n(k_n) = √ log(n/k^2_n) ≥ √ log(n/k^2_{n,2}) > J_{n,0}, tak qto j_n ≥ J_{n,0}; pri fftom j_n + 1 ≥ b_n(k_n) ≥ j_n.

Vyqislim P_{n,vn} -srednee i dispersi¸ statistik t̂_{n,jn} . Ispol~- zuØ ravenstva (3.31), (3.32), analogiqno (3.33), (3.34) s uqetom (3.43) i usloviæ na j_n imeem E_{n,vn}t̂_{n,jn} = A_{n,j} ( (n − k_n)(Φ(T_n − j_n) − Φ(T_n))

+k_n(e^{jnbn} Φ(T_n − b_n − j_n) − Φ(T_n − b_n) ) ∼ n^{−1/2}k_ne^{b2n/2−(jn−bn)2/2} ≍ n^{−1/2}k_ne^{b2n/2} = e^{(ζ/2+ζ2/4)(b} �_{n(kn))}2 ; (3.45)

D_{n,vn}t̂_{n,jn} ≤ A^2_{n,j} ( ne^{j2n} Φ(T_n − 2j_n)

+k_n(e^{2jnbn+j2n} Φ(T_n − 2j_n − b_n)) + O(1) ) ∼ n^{−1}k_ne^{2jnbn} Φ(T_n − 2j_n − b_n) = o((E_{n,vn}t̂_{n,jn} )^2). (3.46)

Poslednee ravenstvo v (3.46) sleduet iz sootnoxeniØ e^{2bnjn} Φ(T_n− 2j_n − b_n)) = o(k_ne^{b2n} ) pri δ > 1/4, kotoroe proverØetsØ v usloviØh (3.43) na osnove (3.7) analogiqno (3.35).

Iz sootnoxeniØ (3.45) sleduet, qto

E_{n,vn}t̂_{n,jn} /T_{jn} ≍ exp((ζ/2 + ζ^2/4))(b^∗_n(k_n))^2)(log(b^∗_n(k_n)))^{−1/2} → ∞.

S uqetom (3.46) i neravenstva Qebyxeva, ots¸da, analogiqno (3.28), sleduet trebuemoe sootnoxenie (3.44).

Literatura

1. Yu. I. Ingster, Asymptotically minimax hypothesis testing for nonparametric alternatives. I, II, III. — Mathematical Methods of Statistics 2 (1993), 85–114, 171–189, 249–268.

112 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA

2. Yu. I. Ingster, Minimax detection of a signal for ln-balls. — Mathematical Methods of Statistics 7 no. 4 (1998), 401–428.

3. Yu. I. Ingster, Adaptive detection of a signal of growing dimension. I. — Mathematical Methods of Statistics 10 no. 4 (2001), 395–421.

4. Yu. I. Ingster, Adaptive detection of a signal of growing dimension. II. — Mathematical Methods of Statistics, (to appear) (2002).

5. O. V. Lepski, One problem of adaptive estimation in Gaussian white noise. — Theory Probab. Appl. 35 (1990), 459–470.

6. O. V. Lepski, Asymptotic minimax adaptive estimation. 1. — Upper bounds.

Theory Probab. Appl. 36 (1991), 654–659.

7. O. V. Lepski, Asymptotic minimax adaptive estimation. 2. — Statistical model without optimal adaptation. Adaptive estimators. Theory Probab. Appl. 37 (1992), 468–481.

8. V. G. Spokoiny, Adaptive hypothesis testing using wavelets. — Ann. Stat. 24 no. 6 (1996), 2477–2498.

9. V. G. Spokoiny, Adaptive and spatially adaptive testing of nonparametric hypothesis. — Mathematical Methods of Statistics 7 no. 3 (1998), 245–273.

Ingster Yu. I., Suslina I. A. On detection of a signal of known shape in multi-channel system.

The problem of detection of a signal in n-channel system is considered. A signal of known shape is observed in the background Gaussian white noise. Minimax asymptotics depending on asymptotics of number k of channels and on the signal-to-noise ratio are studied.

Postupilo 10 i¸nØ 2002 g. Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet puteæ soobweniØ S.Peterburgskiæ gosudarstvennyæ institut toqnoæ mehaniki i optiki