Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 294, 2002 g.

A. N. Borodin

O DIFFUZIONNYH PROCESSAH S ODINAKOVYMI MOSTAMI

1. Vvedenie. V rabote vydelØ¸tsØ klassy diffuzionnyh pro-

cessov, dlØ kotoryh izvestnyæ rezul~tat Feænmana–Kaca, o raspredelenii integral~nyh funkcionalov, privoditsØ k identiqnoæ forme. �to oznaqaet, qto dlØ takih processov vopros o raspredelenii funkcionalov, po–suwestvu, rexaetsØ odinakovo. �ti klassy processov, kak vyØsnilos~, moßno oharakterizovat~ i drugim sposobom. Rassmotrim diffuzionnye processsy, u kotoryh sovpada¸t uslovnye koneqnomernye raspredeleniØ, pri uslovii, qto v tot ili inoæ moment vremeni konec traektorii fiksirovan. Processy, poluqennye iz ishodnyh naloßeniem usloviØ na konec traektorii, qasto nazyva¸t mostami. Klassy processov s odinakovymi mostami – ffto te ße klassy, dlØ kotoryh rezul~tat Feænmana–Kaca privoditsØ k identiqnoæ forme. Takie ße klassy processov daet i h - preobrazovanie Duba (sm. [1]).

Horoxo izvestno, naprimer, qto mosty u brounovskogo dvißeniØ i brounovskogo dvißeniØ s lineænym snosom sovpada¸t. �to vleqet, qto uslovnye raspredeleniØ razliqnyh funkcionalov ot fftih processov, pri uslovii, qto konec traektorii fiksirovan, toße sovpada¸t. PonØtno, qto opredelennoe vli- Ønie ffto okazyvaet i na bezuslovnye raspredeleniØ funkcionalov ot processov. DlØ raspredeleniæ mnogih funkcionalov ot brounovskogo dvißeniØ suwestvu¸t Øvnye formuly. Lix~ neznaqitel~no uße klass funkcionalov ot brounovskogo dvißeniØ s lineænym snosom, oblada¸wih fftim svoæstvom. Znaqitel~- nyæ interes, s toqki zreniØ vyqisleniØ Øvnyh formul dlØ raspredeleniØ funkcionalov, predstavlØ¸t besselevskie processy, process Ornxteæna–Ulenbeka, radial~nyæ process Ornxteæna– Ulenbeka. Bol~xoe koliqestvo formul, otnosØwihsØ k fftim pro-

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke grantov RFFI No. 02-01- 00265, No. 00-15-96019, RFFI–NIIO No. 99-01-04027. 29

30 A. N. BORODIN cessam, soderßitsØ v spravoqnike [1]. K processam s horoxo vyqislØemymi raspredeleniØmi sleduet otnesti i processy, u kotoryh mosty sovpada¸t s mostami pereqislennyh vyxe processov. DlØ brounovskogo processa opisanie klassa diffuzionnyh processov, mosty kotoryh sovpada¸t s brounovskimi, bylo dano v rabote [2]. DlØ dostatoqno obwih diffuziæ takie klassy privedeny v [3].

2. Diffuzionnye processy s odinakovymi mostami. Pust~

W (s), s ∈ (0, ∞), – process brounovskogo dvißeniØ. Rassmotim

process ξ, kotoryæ ØvlØetsØ rexeniem stohastiqeskogo differencial~nogo uravneniØ dξ(t) = a(ξ(t))dt + dW (t), ξ(0) = x. (2.1) DlØ l¸boæ sluqaænoæ veliqiny μ i proizvol~nogo sobytiØ Q oboznaqenie E{μ; Q} slußit kompaktnoæ zapis~¸ dlØ E{μ1I_Q}. Dalee qerez E_x i P_x oboznaqa¸tsØ sootvetstvenno matematiqeskoe oßidanie i veroØtnost~ po processu pri naqal~nom znaqenii processa ravnym x. Pust~ τ – nezavisØwiæ ot processa brounovskogo dvißeniØ W , a, sledovatel~no, i ot processa ξ, ffksponencial~no raspredelennyæ s parametrom λ > 0 moment ostanovki. Takomu momentu sootvetstvuet preobrazovanie Laplasa po parametru vremeni processa. Sledovatel~no, obrawenie preobrazovaniØ Laplasa po λ daet sootvetstvu¸wee raspredelenie v fiksirovannyæ moment vremeni t.

Sledu¸wiæ rezul~tat pozvolØet vyqislØt~ raspredeleniØ integral~nyh funkcionalov ot processa ξ. On ØvlØetsØ sledstviem horoxo izvestnogo analogiqnogo rezul~tata dlØ bolee obwih diffuzionnyh processov.

Soglasno rezul~tatu Feænmana–Kaca [4], dlØ ograniqennoæ funkcii Φ(x) i neotricatel~noæ f(x), pri γ ¿ 0 funkciØ

M (x) =^1λ E_x { Φ(ξ(τ )) exp ( − γ τ∫ 0 f(ξ(s))ds )} (2.2)

ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym rexeniem uravneniØ 1 2 M^{′′}(x) + a(x)M^′(x) − (λ + γf(x))M (x) = −Φ(x), (2.3)

udovletvorØ¸wim, vozmoßno, dopolnitel~nym graniqnym usloviØm v zavisimosti ot osobyh toqek (pol¸sov) funkcii a(x).

O PROCESSAH S ODINAKOVYMI MOSTAMI 31

Zamena D(x) = exp ( ∫_x a(y)dy ) M (x) privodit k uravneni¸, nor-

mal~nogo vida, ne soderßawemu pervu¸ proizvodnu¸ 1 2 D^{′′}(x) − (λ + γf(x) +^1_2 a^′(x) +^1_2 a^2(x))D(x) = − exp (^x∫ a(y)dy ) Φ(x). (2.4) Raspredelenie integral~nogo funkcionala v moment τ moßno poluqit~, obrativ preobrazovanie Laplasa po parametru γ: Px^{( τ∫}_0 f(ξ(s))ds ∈ dy^) = L^{−1}_γ^(M (x)^|_{Φ=1}^), gde L^{−1}_γ oboznaqaet operator obratnogo preobrazovaniØ Laplasa po γ. Raspredelenie integral~nogo funkcionala v fiksirovannyæ moment t opredelØetsØ formuloæ Px^{( t∫}_0 f(ξ(s))ds ∈ dy^) = L^{−1}_λ^(L^{−1}_γ^(M (x)^|_{Φ=1}^{))}. V fftom sostoit obwiæ podhod k vyqisleni¸ raspredeleniæ funkcionalov, v kotorom vaßnu¸ rol~ igraet uravnenie (2.4).

Rassmotim teper~ drugoæ process η, kotoryæ ØvlØetsØ rexeniem stohastiqeskogo differencial~nogo uravneniØ dη(t) = b(η(t))dt + dW (t), η(0) = x, (2.5) i otliqaetsØ ot processa ξ(t) tol~ko kofffficientom snosa.

Analogiqno predyduwemu, funkciØ

~D(x) =^1

λ exp (^x∫ b(y)dy ) Ex^{{~}Φ(η(τ )) exp^( − γ^{τ∫}_0 f(η(s))ds^{)}} (2.6)

ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ 1 2 ~D^{′′}(x) − (λ + γf(x) +^1_2 b^′(x) +^1_2 b^2(x)) ~D(x) = − exp (^x∫ b(y)dy ) ~Φ(x). (2.7) Pust~, pri zadannom a(x), kofffficient snosa b(x) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ

b^′(x) + b^2(x) = ρ^2 + a^′(x) + a^2(x), (2.8)

32 A. N. BORODIN gde ρ ¿ 0 – proizvol~nyæ parametr. Togda levye qasti uravneniæ (2.4) i (2.7) sovpada¸t s toqnost~¸ do zameny λ na λ + ρ^2/2. Iz (2.8) sleduet, qto

b(x) = a(x) +

θ0_{(x)}

θ(x) , (2.9)

gde θ(x) udovletvorØet uravneni¸ 1 2 θ^{′′}(x) + a(x)θ^′(x) − ρ^2

2 θ(x) = 0. (2.10)

Kak uße otmeqalos~, v silu vozmoßnogo naliqiØ osobyh toqek u snosa a(x) process ξ budet opredelen lix~ v nekotoroæ oblasti, a, sledovatel~no, i uravneniØ (2.3), (2.4) nußno rassmatrivat~ lix~ v fftoæ oblasti. V silu fftogo vybor θ(x) dolßen byt~ takim, qtoby sootnoxenie (2.9) sohranØlo by dlØ b(x) te ße osobennosti, qto est~ u a(x).

UbedimsØ v tom, qto mosty u processov ξ i η sovpada¸t. V silu (2.8) zadaqa (2.7), s uqetom vozmoßnyh graniqnyh usloviæ, sovpadaet s zadaqeæ (2.4), s toæ lix~ razniceæ, qto vmesto λ beretsØ λ +^{ρ2}_2 , a v kaqestve funkcii Φ(x) vystupaet funkciØ exp ( ∫_x (b(y) − a(y))dy ) ~Φ(x) = θ(x)~Φ(x). Sledovatel~no, soglasno

(2.2) funkci¸ ~D(x) moßno predstavit~ v vide

~D(x) =^{exp} ( ∫_x a(y)dy ) λ + ρ^2/2 Ex { θ(ξ(~τ ))~Φ(ξ(~τ )) exp ( − eτ∫

0 f(ξ(s))ds )} , gde ~τ – nezavisØwiæ ot processa ξ, ffksponencial~no raspredelennyæ s parametrom λ + ρ^2/2 moment ostanovki. Poskol~ku takomu momentu sootvetstvuet preobrazovanie Laplasa po parametru vremeni processa, to obrawenie preobrazovaniØ Laplasa po λ, s uqetom (2.6), privodit k sootnoxeni¸

Ex^{{~}Φ(η(t)) exp^( −^{t∫}_0 f(η(s))ds^{)}} = = e�ρ^2 t/2 θ(x) Ex { θ(ξ(t))~Φ(ξ(t)) exp ( − t∫ 0 f(ξ(s))ds )} .

O PROCESSAH S ODINAKOVYMI MOSTAMI 33 �to vleqet, qto dlØ xirokogo klassa funkcionalov f ot processov spravedlivo sootnoxenie Ex^{f(η(s), s 6 t); η(t) ∈ dz^} = = e�ρ^2t/2_{θ(z)} θ(x) Ex {_f (ξ(s), s 6 t); ξ(t) ∈ dz } . (2.11)

Podeliv ffto sootnoxenie na analogiqnoe pri f = 1, poluqim

Ex^{f(η(s), s 6 t)^|η(t) = z^} = Ex^{f(ξ(s), s 6 t)^|ξ(t) = z^}.

Takim obrazom, u processov η i ξ mosty sovpada¸t po raspredeleni¸.

Iz sovpadeniØ zadaq (2.7) i (2.4) sleduet, qto vopros o raspredelenii funkcionalov ot processov η i ξ rexaetsØ odinako- vo. 3. Processy s mostami kak u brounovskogo dvißeniØ. Pri

a(x) = 0 process ξ(t), opredelennyæ (2.1), budet processom bro-

unovskogo dvißeniØ. Uravnenie (2.10) pri fftom imeet rexenie

θ(x) = ρ ch(ρ(x − α)), kotoroe ne obrawaetsØ v nol~ na vseæ prØ-

moæ. Iz (2.9) sleduet, qto kofffficient snosa ρ th(ρ(x − α)) pri

ρ ¿ 0 i α ∈ R opredelØet klass processov (2.5), u kotoryh mosty

sovpada¸t s mostami brounovskogo dvißeniØ.

Znaqenie α privodit lix~ k sdvigu processa η, i znaqeni¸

α = ±∞ sootvetstvuet postoØnnoe rexenie ±ρ. �to privodit k

horoxo izuqennomu brounovskomu dvißeni¸ s lineænym snosom.

Iz sootnoxeniØ (2.11), f = 1, sleduet, qto perehodnaØ plotnost~ processa η imeet vid Px(η(t) ∈ dz) =^{ch(ρ(z − α))} √ 2πt ch(ρ(x − α)) e^{−ρ2t/2}e^{−(z−x)2/2t}dz. (3.1) Sootvetstvu¸waØ eæ funkciØ Grina ravna Px(η(τ ) ∈ dz) =^{λ ch(ρ(z − α))} √ 2λ + ρ2 ch(ρ(x − α)) e^{−|z−x|} √_{2λ+ρ2} dz. (3.2) Sledu¸waØ teorema pozvolØet vyqislØt~ raspredeleniØ integral~nyh funkcionalov ot processa η.

Teorema 3.1. Pust~ Φ(x), f(x), x ∈ R, – kusoqno-nepreryvnye funk-

cii i Φ(x) ograniqenna. Togda funkciØ

M (x) =^{ch(} ρ(x − α)) λ Ex^{Φ(η(τ )) exp^( −^{τ∫}_0 f(η(s))ds^{)}}

34 A. N. BORODIN

ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym, rastuwim na ±∞ ne bystree e^{ρ|x|}, rexeniem zadaqi 1 2 M^{′′}(x)−(λ+ ρ^2

2 +f(x))M (x) = − ch(ρ(x−α))Φ(x), x ∈ R. (3.3)

V kaqestve priloßeniØ teoremy, rassmotrim vopros o raspredelenii vremeni prebyvaniØ processa η(s) vyxe ili niße fiksirovannogo urovnØ r. DlØ brounovskogo dvißeniØ s lineænym snosom fftot rezul~tat byl poluqen L. Takaqem [5], i on obobwaet izvestnyæ zakon arksinusa P. Levi [6] dlØ brounovskogo dvißeniØ. DlØ processa η(s) budet poluqeno raspredelenie vremeni prebyvaniØ, kotoroe ne namnogo sloßnee qem raspredelenie Takaqa, i ffto podtverßdaet tezis o tom, qto process

η(s) stol~ ße horoxo vyqislØemyæ process kak i brounovskoe

dvißenie.

Ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto α = 0, poskol~ku v protivnom sluqae nußno lix~ sdvinut~ peremennye x, r na α. Primenim teoremu 3.1. Soglasno fftoæ teoreme funkciØ

M (x) =^{ch(} ρx) λ Ex exp^(−^{τ∫}_0^(p1I(−∞,r)^(η(s)^) + q1I[r,∞)^(η(s)^{))}ds^) ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym, rastuwim ne bystree e^{ρ|x|}, rexeniem uravneniØ 1 2 M^{′′}(x)−(λ+ ρ^2 2 +p1I_{(−∞,r)}(x)+q1I_{[r,∞)}(x))M (x) = − ch(ρx), x ∈ R. Nepreryvnoe rexenie sleduet iskat~ v vide: pri x 6 r

M (x) =^{ch(} ρx) λ + p − ch(ρr) λ + p e −(r−x)( √_{2λ+2p+ρ2} + Ae^{−(r−x)(} √_{2λ+2p+ρ2} , pri r 6 x

M (x) =^{ch(} ρx) λ + q − ch(ρr) λ + q e −(x−r)( √_{2λ+2q+ρ2} + Ae^{−(x−r)(} √_{2λ+2q+ρ2} . Konstanta A vyqislØetsØ iz usloviØ nepreryvnosti proizvodnoæ fftoæ funkcii v nule. Zadaqa sostoit v tom, qtoby poluqit~ dlØ A vyraßenie, dlØ kotorogo moßno primenit~ formuly obraweniØ preobrazovaniØ Laplasa. DlØ A moßno poluqit~ sledu- ¸wee vyraßenie e^{ρr} ( √ 2λ + 2p + ρ2 + ρ)( √ 2λ + 2q + ρ2 − ρ) + e�ρr ( √ 2λ + 2p + ρ2 − ρ)( √ 2λ + 2q + ρ2 + ρ)

O PROCESSAH S ODINAKOVYMI MOSTAMI 35 Oboznaqim b(α, β, x) := L^{−1}_γ ( √_2 √ 2γ + β2 + β e^{−|α|} √_{2γ+β2} ) = = e�α^2 /2x�β^2 x/2 √ πx − β√_2 e^{|α|β} Erfc ( |α| √ 2x + β √ x √ 2 ) , gde L^{−1}_γ – operator obratnogo preobrazovaniØ Laplasa po parametru γ, Erfc x =^2√_π ∫_∞ x e^{−v2} dv. Poloßim dlØ kratkosti B^−_r (α, β, u, v) = e^{βr} b(α, β, u)b(0, −β, v) + e^{−βr} b(α, −β, u)b(0, β, v), B^+_r (α, β, u, v) = e^{βr} b(0, β, u)b(α, −β, v) + e^{−βr} b(0, −β, u)b(α, β, v), ObrawaØ preobrazovanie Laplasa po p i q v vyraßenii dlØ funkcii M (x), poluqim, qto Px^{( τ∫}_0 1I(−∞,r)^(η(s)^)ds ∈ du,^{τ∫}_0 1I[r,∞)^(η(s)^)ds ∈ dv^) = = λe�λ(u+v) 2 ch(ρx) B − r (r − x, ρ, u, v) dudv, pri x 6 r, λe�λ(u+v) 2 ch(ρx) B + r (x − r, ρ, u, v) dudv, pri r 6 x. ObrawaØ preobrazovanie Laplasa po λ, nahodim, qto Px^{( t∫}_0^(p1I(−∞,r)^(η(s)^) + q1I[r,∞)^(η(s)^{))}ds ∈ dv,^) = = 1 2 ch(ρx) B − r ( r − x, ρ, |qt − v| |p − q| , |pt − v| |p − q| ) 1I_{((q∧p)t,(q∨p)t)}(v) dv, x 6 r, 1 2 ch(ρx) B + r ( x − r, ρ, |qt − v| |p − q| , |pt − v| |p − q| ) 1I_{((q∧p)t,(q∨p)t)}(v) dv, r 6 x. VyraßeniØ dlØ sootvetstvu¸wih nagruzok raspredeleniØ sledu¸wie: pri x 6 r Px^{( t∫}_0^(p1I(−∞,r)^(η(s)^) + q1I[r,∞)^(η(s)^{))}ds = pt^) = = 1 −

e^{ρ(x}�^{r)} ch(ρr)

2 ch(ρx) Erfc (r − x √ 2u − ρ √ u √ 2 ) − e^{ρ(r} �x)_{ch(ρr)}

2 ch(ρx) Erfc ( r − x √ 2u + ρ √ u √ 2 )

36 A. N. BORODIN pri r 6 x Px^{( t∫}_0^(p1I(−∞,r)^(η(s)^) + q1I[r,∞)^(η(s)^{))}ds = qt^) = = 1 −

e^{ρ(x}�^{r)} ch(ρr) 2 ch(ρx) Erfc (x − r √ 2u + ρ √ u √ 2 ) − e^{ρ(r} �x)_{ch(ρr)}

2 ch(ρx) Erfc ( x − r √ 2u − ρ √ u √ 2 ) Raspredelenie dlØ brounovskogo dvißeniØ s lineænym snosom poluqaetsØ iz fftogo, esli x i r zamenit~ na x − α i r − α, a zatem α ustremit~ k ±∞ v sootvetstvii so znakom lineænogo snosa. Zakon arksinusa P. Levi poluqaetsØ pri ρ = 0 i x = r.

Interesnyæ klass funkcionalov ot processa sostavlØ¸t funkcionaly ot lokal~nyh vremen. PonØtie lokal~nogo vremeni processa bylo vvedeno P. Levi [6]. DlØ togo qtoby razliqat~ lokal~nye vremena dlØ raznyh processov, budem snabßat~ ih dopolnitel~nymi nißnimi indeksami v vide samogo processa. Tak lokal~noe vremØ ℓ_η (t, x) processa η opredelØetsØ ravenstvom

ℓ_η(t, x) = lim_{ε↓0}^1ε t∫ 0 1I_{[x,x+ε)}(η(s))ds. Sledu¸wiæ rezul~tat utverßdaet, qto raspredeleniØ integral~nyh funkcionalov po peremennoæ x ot lokalnogo vremeni processa η, opredelennogo ravenstvom (2.5), sovpada¸t s raspredeleniØmi sootvetsvu¸wih funkcionalov ot lokol~nogo vremeni brounovskogo processa s lineænym snosom ρ.

Teorema 3.2. Pust~ f(x), x ∈ [0, h) – kusoqno-nepreryvnaØ neotri-

catel~naØ funkciØ, f(0) = 0. Togda

Ex^( exp^( −^{+∞∫}_{−∞} f(ℓη (τ, y)) dy^); sup_{y∈}Rℓη(τ, y) < h^) = = λ h∫ 0 R(t)(Q_ρ(t) + Q_{−ρ}(t))dt, gde R ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym rexeniem zadaqi 2x R^{′′}(x) − ( λx + ρ^2x

2 + f(x) ) R(x) = 0, x ∈ (0, h), (3.4)

R(0) = 1, R(h) = 0, (3.5)

O PROCESSAH S ODINAKOVYMI MOSTAMI 37

a Q_ρ pri x ∈ (0, h) ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym nepreryvnym rexeniem zadaqi 2xQ^{′′}_ρ(x) + 2Q^′_ρ(x) − ( λx + ρ^2x

2 + ρ + f(x) ) Q_ρ(x) = −R(x), (3.6)

Q_ρ(h) = 0. (3.7)

Dokazatel~stvo. My budem razliqat~ nezavisØwie ot proces-

sa W ffksponencial~no raspredelennye s parametrom λ momenty ostanovki pri raznyh λ, dlØ fftogo budem snabßat~ ih sootvetstvu¸wim indeksom. VzØv preobrazovanie Laplasa ot obeih qasteæ sootnoxeniØ (2.11) i podeliv ravenstvo na (3.2), poluqim Ex^{f(η(s), s 6 τλ)^|η(τλ)=z^}=Ex^{f(W (s), s 6 τλ+ρ2/2)^|W (τλ+ρ2/2)=z^}. �to ravenstvo pozvolØet primenit~ uße izvestnyæ rezul~tat dlØ processa brounovskogo dvißeniØ (sm. [7], gl. 2, §5). Rassmotrim snaqala sluqaæ h = ∞. Imeem Ex exp^( −^{+∞∫}_{−∞} f(ℓη (τ, y)) dy^) =^{∞∫}_{−∞} Px^(η(τλ) ∈ dz^) = ×Ex^{ exp^( −^{∞∫}_{−∞} f(ℓW (τλ+ρ2/2, y)) dy^{)|}W (τλ+ρ2/2) = z^} = = ∞∫ −∞ λ ch(ρ(z − α)) ch(ρ(x − α)) e −|z−x| √_{2λ+ρ2}^∞∫ 0 R(t)q(|z − x|, t)dtdz, gde R i q ØvlØ¸tsØ rexeniØmi zadaqi 2t R^{′′}(t) − ( λt + ρ^2t

2 + f(t) ) R(t) = 0, R(0) = 1, ∂ ∂z q(z, t) = 2t ∂^2 ∂t^2 q(z, t) + 2 ∂ ∂tq(z, t) − ( λt + ρ^2t 2 − √ 2λ + ρ^2 + f(t) ) q(z, t), q(0, t) = R(t). Poloßim

Q_ρ(t) = ∞∫ 0 e^{−v(} √_{2λ+ρ2+ρ)} q(v, t)dv.

38 A. N. BORODIN Togda, oqevidno, Q_ρ(t) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (3.6), i

Ex exp^(−^{+∞∫}_{−∞} f(ℓη (τ, y)) dy^) =^λ_{ch(ρ(x − α))}^{∞∫}_{−∞} (ch(ρ(z−x)) ch(ρ(x−α))+ + sh(ρ(z − x)) sh(ρ(x − α)))e^{−|z−x|} √_{2λ+ρ2}^∞∫ 0 R(t)q(|z − x|, t)dtdz =

= 2λ ∞∫ 0 R(t) ∞∫ 0 ch(ρv)e^{−v} √_{2λ+ρ2} q(v, t)dvdt = λ ∞∫ 0 R(t)(Q_ρ(t) + Q_{−ρ}(t))dt. DlØ koneqeyh h teorema dokazyvaetsØ s pomow~¸ predel~nogo perehoda, analogiqnogo dokazatel~stvu teoremy 2.2 iz [7].

4. Processy s mostami kak u besselevskogo d-mernogo processa. ProizvodØwiæ operator besselevskogo d-mernogo proces-

sa R_d(s) imeet vid Gf =^1_2^{d2f}_{dx2} +^{d − 1}_{2x}^{df}_{dx} , x > 0, pofftomu process ØvlØetsØ rexeniem sledu¸wego stohastiqeskogo differencial~nogo uravneniØ dR_d(t) = d − 1 2R_d(t) dt + dW (t), Rd(0) = x. Kofffficient snosa a(x) =^{d − 1}_{2x} imeet osobennost~ v nule, i pri

d ¿ 2, naqavxis~ v neotricatel~noæ naqal~noæ toqke, besselev-

skiæ process v nol~ uße ne vozvrawaetsØ. DlØ celyh d bol~xe libo ravnyh dvum, besselevskiæ process R_d(s), s ¿ 0, ØvlØetsØ radial~noæ qast~¸ d-mernogo brounovskogo dvißeniØ.

Uravnenie (2.10) pri a(x) =^{d − 1}_{2x} imeet dva lineæno nezavisimyh rexeniØ θ(x) = x^{1−d/2}I_{d/2−1}(ρx) i x^{1−d/2}K_{d/2−1}(ρx), gde I i K – modificirovannye funkcii BesselØ. Poskol~ku nußno, qtoby osobennost~ funkcii b(x) v nule sovpadala by s osobennost~¸ funkcii^{d − 1}_{2x} , to podhodit tol~ko pervoe fundamental~noe rexenie. V rezul~tate imeem, qto kofffficient snosa b(x) = d − 1 2x + ρI_{d/2}(ρx) I_{d/2}�_1(ρx) (4.1)

opredelØet klass processov (2.5), u kotoryh mosty sovpada¸t s mostami besselevskogo d-mernogo processa.

O PROCESSAH S ODINAKOVYMI MOSTAMI 39

Zameqanie 4.1. V vaßnom qastnom sluqae d = 3 kofffficient

snosa b(x) prinimaet vid b(x) = ρ cth(ρx).

DlØ trehmernogo besselevskogo processa sootnoxenie (2.11) prevrawaetsØ v sledu¸wee Ex^{f(η(s), s 6 t); η(t) ∈ dz^} = = x sh(ρz) z sh(ρx) e −ρ2t/2E x {_f (R_3(s), s 6 t); R_3(t) ∈ dz } . (4.2)

Sledu¸wiæ rezul~tat pozvolØet vyqislØt~ raspredeleniØ integral~nyh funkcionalov po peremennoæ x ot lokalnogo vremeni processa η, d = 3.

Teorema 4.1. Pust~ f(x), x ∈ [0, h) – kusoqno-nepreryvnaØ neotri-

catel~naØ funkciØ, f(0) = 0. Togda

E0^( exp^( − βη(τ ) −^{∞∫}_0 f(ℓη (τ, y)) dy^); sup_{y∈}Rℓη(τ, y) < h^) = = λ 2ρ h∫ 0 R(t)(Q_{β−ρ}(t) − Q_{β+ρ}(t))dt, gde R ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym rexeniem zadaqi 2x R^{′′}(x) − ( λx + ρ^2x

2 + f(x) ) R(x) = 0, x ∈ (0, h), (4.3)

R(0) = 1, R(h) = 0, (4.4)

a Q_μ pri x ∈ (0, h) ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym rexeniem zadaqi 2xQ^{′′}_μ(x) + 2Q^′_μ(x) − ( λx + ρ^2x

2 + μ + f(x) ) Q_μ(x) = 0, (4.5)

Q_μ(h) = 0, lim_{t↓0} Q_μ(x)/ ln x = −1. (4.6)

Dokazatel~stvo. Iz (4.2) imeem Ex^{f(η(s), s 6 τλ)^|η(τλ) = z^} = = Ex^{f(R3(s), s 6 τλ+ρ2/2)^|R3(τλ+ρ2/2) = z^}. (4.7)

40 A. N. BORODIN �to ravenstvo pozvolØet primenit~ uße izvestnyæ rezul~tat dlØ besselevskogo processa tret~ego porØdka (sm. [8]). Rassmotrim snaqala sluqaæ h = ∞ Imeem

E0 exp^( − βη(τ ) −^{∞∫}_0 f(ℓη (τ, y)) dy^) =^{∞∫}_0^{2λ sh(ρz)}_ρ e^{−z√2λ+ρ2} e^{−βz} × ×E0^{ exp^( −^{∞∫}_0 f(ℓR_3 (τλ+ρ2/2, y)) dy^{)|}R3(τλ+ρ2/2) = z^}dz = = ∞∫ 0 λ sh(ρz) ρ e^{−zβ} ∞∫ 0 R(t)q(z, t)dtdz, gde R i q ØvlØ¸tsØ rexeniØmi zadaqi 2t R^{′′}(t) − ( λt + ρ^2t

2 + f(t) ) R(t) = 0, R(0) = 1, ∂ ∂z q(z, t) = 2t ∂^2 ∂t^2 q(z, t) + 2 ∂ ∂tq(z, t) − ( (λ + ρ^2/2)t + f(t) ) q(z, t), q(0, t) = R(t). Poloßim

Q_μ(t) = ∞∫ 0 e^{−vμ}q(v, t)dv. Togda oqevidno Q_μ(t) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (4.5) i E0 exp^( − βη(τ ) −^{∞∫}_0 f(ℓη (τ, y)) dy^) =^λ_{2ρ}^{∞∫}_0 R(t)(Qβ−ρ(t) − Qβ+ρ(t))dt. DlØ koneqeyh h teorema dokazyvaetsØ s pomow~¸ predel~nogo perehoda, analogiqnogo dokazatel~stvu teoremy 2.2 iz [7]. Zametim, qto pri ρ → 0 teorema 4.2 prevrawaetsØ v sootvetstvu¸wee utverßdenie dlØ besselevskogo processa tret~ego porØdka (sm. teoremu 2.1 iz [8]). Tak pri h = ∞ imeem

E0 exp^( − βR3(τ ) −^{∞∫}_0 f(ℓR_3 (τ, y)) dy^) = −λ^{∞∫}_0 R(t)^∂_{∂β} Qβ(t)dt.

O PROCESSAH S ODINAKOVYMI MOSTAMI 41

5. Process Ornxteæna–Ulenbeka, radial~nyæ process Ornxteæna–Ulenbeka i processy s analogiqnymi mostami.

ProizvodØwiæ operator processa Ornxteæna–Ulenbeka U (s),

s ¿ 0, imeet vid Gf =^1_2^{d2f}_{dx2} −θx^{df}_{dx} , x ∈ R, pofftomu process ØvlØ-

etsØ rexeniem sledu¸wego stohastiqeskogo differencial~nogo uravneniØ dU (t) = −θU (t)dt + dW (t), U (0) = x. Uravnenie (2.10) pri a(x) = −θx imeet dva lineæno nezavisimyh rexeniØ e^{θx2/2}D_{−ρ}2_{/2θ}(−x √ 2θ) i e^{θx2/2}D_{−ρ}2_{/2θ}(x √ 2θ), gde D_ν – funkcii paraboliqeskogo cilindra. V dannoæ situacii v kaqestve θ(x) moßet vystupat~ l¸baØ lineænaØ kombinaciØ s neotricatel~nymi kofffficientami iz fftih fundamental~nyh rexeniæ, poskol~ku ona ne budet obrawat~sØ v nol~ na vseæ prØmoæ. V rezul~tate imeem, qto pri β ¿ 0 kofffficient snosa b(x) = −θx + ρ^2 ( D�1�ρ^2/2θ^{(−x√2θ) − βD}�1�ρ^2/2θ^{(x√2θ))} √ 2θ ( D�ρ^2/2θ^{(−x√2θ) + βD}�ρ^2/2θ^{(x√2θ))} , (5.1)

opredelØet klass processov (2.5), u kotoryh mosty sovpada¸t s mostami processa Ornxteæna–Ulenbeka.

ProizvodØwiæ operator radial~nogo processa Ornxteæna– Ulenbeka imeet vid Gf =^1_2^{d2f}_{dx2} + (d −_1 2x − θx ) df dx , x > 0, pofftomu process ØvlØetsØ rexeniem sledu¸wego stohastiqeskogo differencial~nogo uravneniØ dQ(t) = ( d −_1 2Q(t) − θQ(t) ) dt + dW (t), Q(0) = x. DlØ celyh d bol~xe libo ravnyh dvum radial~nyæ process Ornxteæna–Ulenbeka Q(s), s ¿ 0, ØvlØetsØ radial~noæ qast~¸ d-mernogo processa Ornxteæna–Ulenbeka. Kofffficient snosa a(x) = d − 1 2x − θx imeet osobennost~ v nule, i pri d ¿ 2, naqav-

xis~ v neotricatel~noæ naqal~noæ toqke, process v nol~ uße ne vozvrawaetsØ.

Uravnenie (2.10) pri a(x) =^{d − 1}_{2x} − θx imeet dva lineæno neza-

visimyh rexeniØ θ(x) = M ( ρ2 4θ , d 2 , θx^2 ) i U ( ρ2 4θ , d 2 , θx^2 ) , gde M i U – funkcii Kummera. Poskol~ku nußno, qtoby osobennost~ funkcii b(x) v nule sovpadala by s osobennost~¸ funkcii^{d − 1}_{2x} − θx,

42 A. N. BORODIN to podhodit tol~ko pervoe fundamental~noe rexenie. V rezul~- tate imeem, qto kofffficient snosa b(x) = d − 1 2x − θx + xρ^2M (_ρ2

4θ + 1,^d2 + 1, θx 2) dM (_ρ2 4θ ,^d_2 , θx^2

) (5.2)

opredelØet klass processov (2.5), u kotoryh mosty sovpada¸t s mostami d-mernogo radial~nogo processa Ornxteæna–Ulenbeka.

Literatura

1. A. N. Borodin, P. Salminen, Handbook of Brownian Motion – Facts and Formulae, Second Edition. Basel–Boston–Berlin, Birkhäuser, 2002.

2. I. Benjamini, S. Lee, Conditioned diffusions which are Brownian motions. — J.

Theor. Probab. 10 (1997), 733–736.

3. P. J. Fitzsimmons, Markov processes with identical bridges. — Electronic J.

Probab. 3 (1998), 1–12.

4. M. Kac, On distribution of certain Wiener functionals. — Trans. Amer. Math.

Soc. 65 no. 1 (1949), 1–13.

5. L. Takács, On the generalization of the arc-sine law. — Ann. Appl. Probab. 6 (1996), 1035–1039.

6. P. Lévy, Sur certains processus stochastiques homogènes. — Compositio Math. 7 (1939), 283–339.

7. A. N. Borodin, I. A. Ibragimov, Predel~nye teoremy dlØ sluqaænyh blußdaniæ. S.-Peterburg, Trudy Matematiqeskogo in-ta im. V. A. Steklova RAN, t. 195, Nauka, 1994.

8. A. N. Borodin, Raspredelenie integral~nyh funkcionalov ot lokal~nogo vremeni besselevskogo processa. — Zap. nauqn. semin. LOMI 177 (1989), 8–26.

Borodin A. N. On diffusions with identical bridges.

It is showed that the diffusions with identical bridges compose the classes of stochastic processes for which methods of calculation of distributions of functionals are also identical. Some particular classes of such processes are considered.

Postupilo 28 noØbrØ 2002 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN