Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 293, 2002 g.

B. ı. Konev, T. ȷebelean

METOD POD˙EMA REXENI` DL˚ RABOTY S METAPEREMENNYMI V SISTEME TH∃OREM∀

1. Vvedenie

V poslednee vremØ vozobnovilsØ interes k zadaqe avtomatiqeskogo poroßdeniØ dokazatel~stv, kotorye mogli by qitat~ ne tol~ko ffksperty v oblasti avtomatiqeskogo dokazatel~stva teorem (sm., naprimer, [8, 14, 6, 24]). Odnim iz osnovnyh preimuwestv poiska “estestvenno vyglØdØwih” dokazatel~stv ØvlØetsØ to, qto v podobnye procedury moßno integrirovat~ metody, ispol~zuemye matematikami v rabote, a takße primenØt~ metody, specifiqeskie dlØ razliqnyh oblasteæ matematiki, formalizovannye v vide special~nyh pravil vyvoda.

OgraniqeniØ na vid poluqennogo dokazatel~stva, a takße neobhodimost~ obespeqit~ vozmoßnost~ dinamiqeskogo rasxireniØ procedury poiska vyvoda specifiqeskimi pravilami i razrexa¸wimi procedurami dlØ konkretnyh oblasteæ, qasto predstavlennymi v vide “qernyh Øwikov”, zatrudnØet ispol~zovanie izvestnyh ffffektivnyh metodov takih, kak rezol¸ciØ, tabliqnyæ metod i metod svØzok (sm., naprimer, obzor [18]). Pofftomu qasto prihoditsØ primenØt~ isqisleniØ sekvencial~nogo tipa, q~im osnovnym nedostatkom ØvlØetsØ nedeterminizm v vybore sobstvennyh termov nekotoryh kvantornyh pravil (vvedeniØ ∀ v posylki i ∃ v zakl¸qenie). V isqislenii “estestvennogo vida” analogom takim pravilam slußit poisk “svideteleæ” dlØ kvantornyh pravil, osobenno dlØ ffkzistencional~nyh zakl¸qeniæ.

V dokazatel~stvah, zapisannyh qelovekom, podobnye termy zaqastu¸ oboznaqa¸tsØ peremennoæ na meta-urovne, zatem zna-

Pri qastiqnoæ podderßke granta #1 6-go konkursa-ffkspertizy nauqnyh proektov molodyh uqenyh RAN (1999). The research described in this publica-

tion was made possible in part by Award No. RM1-2409-ST-02 of the U.S. Civilian Research & Development Foundation for the Independent States of the Former Soviet Union (CRDF).

Supported by Austrian Science Foundation (FWF), SFB project F1302.

94

METOD POD˙EMA REXENI` 95 qeniØ fftih metaperemennyh utoqnØ¸tsØ na osnove poluqennoæ v dal~neæxem informacii. V teorii avtomatiqeskogo dokazatel~stva teorem takoæ podhod poluqil nazvanie metoda metaperemennyh (takße nazyvaemyh parametrami ili svobodnymi peremennymi – sm. [26, 28, 21, 10, 9, 17]) i ispol~zuetsØ poqti vo vseh sistemah avtomatiqeskogo poiska dokazatel~stv dlØ isqisleniæ sekvencial~nogo i tabliqnogo tipa naqinaØ s 80-h godov XX veka (sm. [27]).

L¸baØ realizaciØ metoda metaperemennyh sostoit iz dvuh faz: snaqala stroitsØ (qastiqnoe) derevo dokazatel~stva, soderßawee metaperemennye, nazyvaemoe preddokazatel~stvom (v literature takße vstreqaetsØ termin skelet dokazatel~stva). Zatem preddokazatel~stvo prevrawaetsØ v dokazatel~stvo podstanovkoæ konkretnyh termov vmesto metaperemennyh. Grubo govorØ, poisk dokazatel~stva raspadaetsØ na propozicional~nu¸ qast~ i udaqnyæ vybor nußnyh termov. DlØ logiki predikatov pervogo porØdka znaqeniØ metaperemennyh moßno opredelit~ pri pomowi unifikacii, no zadaqa udaqnogo vybora vse ravno ostaetsØ. Moßno pokazat~, qto poisk korrektnoæ podstanovki dlØ dannogo preddokazatel~stva ØvlØetsØ N P -trudnym.

DannaØ stat~Ø imeet dve celi. Naxeæ pervoæ cel~¸ ØvlØetsØ opisanie novogo metoda raboty s metaperemennymi, kotoryæ my nazyvaem metodom pod¨ema rexeniæ. Vmesto xiroko izvestnogo perebora vozmoßnyh derev~ev vyvoda, my dopuskaem AND - i ORuzly v samo derevo vyvoda. Kaßdomu uzlu my stavim v sootvetstvie podstanovku, kotoraØ otobraßaet sootvetstvu¸wee fftomu uzlu podderevo v nastoØwee dokazatel~stvo. Zatem my “podnimaem” podstanovki snizu vverh. Esli dlØ nekotorogo uzla podstanovki, naznaqennye ego potomkam, ne ØvlØ¸tsØ sovmestimymi, preddokazatel~stvo neobhodimo rasxirit~ (i v kakom-to liste, potomke dannogo uzla). Esli nam udaetsØ podnØt~ podstanovku do kornØ dereva, poisk dokazatel~stva (uspexno) zaverxaetsØ.

PoluqennaØ procedura delaet tol~ko ograniqennye vozvraty: my nikogda ne udalØem uzly iz dereva vyvoda, vmesto fftogo perebira¸tsØ razliqnye podstanovki. Perebor podstanovok neizbeßen pri uslovii qto P ≠ N P .

VtoraØ cel~ dannoæ stat~i sostoit v tom, qtoby dat~ predstavlenie o realizacii dannogo metoda v sisteme TH∃OREM∀ [11, 14, 12]. Naxa realizaciØ ispol~zuet mehanizmy sistemy, izna-

96 B. ı. KONEV, T. ȷEBELEAN qal~no primenØvxiesØ dlØ kombinirovaniØ razliqnyh metodov poiska dokazatel~stv i specifiqeskih algoritmov rexeniØ zadaq, dobavlØØ k nim funkcional~nost~, neobhodimu¸ dlØ raboty s metaperemennymi.

Sistema TH∃OREM∀ ØvlØetsØ rezul~tatom raboty gruppy TH∃OREM∀ group (sm. http://www.theorema.org) i baziruetsØ na bolee rannih rabotah Buhbergera [11]. Metod metaperemennyh byl realizovan pervym avtorom stat~i vo vremØ ego vizita v RISC.

DannaØ rabota ØvlØetsØ rasxirennoæ versieæ [22].

2.Metaperemennye i estestvennye vyvody

�tot razdel posvØwen primeneni¸ metaperemennyh k poisku sobstvennyh termov dlØ isqisleniæ sekvencial~nogo tipa. Osnovnoæ vklad dannoæ raboty sostoit ne v tom fakte, qto my ispol~zuem metaperemennye, a v tom sposobe raboty s nimi, qto predstavlen v razdele 3. PonØtiØ metaperemennoæ, unifikacii, skolemovskih konstant, “oslablennoæ” skolemizacii i razliqnyh variantov uporØdoqiva¸wih ograniqeniæ horoxo izvestny i mogut byt~ naædeny v literature, naprimer, [1, 16, 17, 25, 23, 2]; odnako my privodim ih zdes~ dlØ togo, qtoby izbeßat~ ssylok na bazovye ponØtiØ.

My rassmatrivaem isqislenie, kotoroe my nazyvaem estestvennym vyvodom, osnovnym ob¨ektom kotorogo ØvlØ¸tsØ sekvencii s edinstvennoæ formuloæ v zakl¸qenii (sukcedente) vi- da A_1, A_2, . . . , A_n ⊢ G ili Γ, A ⊢ G, gde A_1, A_2, . . . , A_n, A oboznaqa¸t posylki, Γ – neskol~ko posylok, a G – zakl¸qenie (kotoroe nado dokazat~).

Qtoby postroit~ dokazatel~stvo sekvencii, my rekursivno preobrazuem ee k odnoæ ili neskol~kim sekvenciØm do teh por, poka ne preobrazuem k mnoßestvu oqevidno dokazuemyh sekvenciæ (zakl¸qitel~nyh sekvenciæ). Preobrazovanie osuwestvlØetsØ pri pomowi pravil vyvoda vida S_1; S_2; . . . ; S_n S (sekvenciØ S preobrazuetsØ k sekvenciØm S_1, . . . , S_n). Obyqno dlØ celeæ avtomatiqeskogo poiska dokazatel~stva (i v fftoæ stat~e)

METOD POD˙EMA REXENI` 97 rassmatriva¸tsØ takie pravila vyvoda, qto S vyvodima togda i tol~ko togda kogda vse S_i vyvodimy, sm. razdel 3.1. Dokazatel~stvom sekvencii nazyvaetsØ derevo sekvenciæ, qeæ koren~ pomeqen naqal~noæ (dannoæ) sekvencieæ, list~Ø pomeqeny zakl¸qitel~nymi sekvenciØmi, i vse sekvencii, ne nahodØwiesØ v list~Øh, poluqa¸tsØ primeneniem kakogo-to pravila vyvoda k svoim potomkam.

“Sloßnymi” pravilami ØvlØ¸tsØ pravila vvedeniØ kvantorov (sm. [18]): Γ ⊢ F_{{x→t}} ∨ ∃xF Γ ⊢ ∃xF , Γ, F_{{x→t}} ∧ ∀xF ⊢ G Γ, ∀xF ⊢ G , (1)

gde t ØvlØetsØ osnovnym termom, a F_{{x→t}} oboznaqaet rezul~tat zameny vseh svobodnyh vhoßdeniæ peremennoæ x na term t.

DlØ togo, qtoby primenit~ kakoe-to iz fftih pravil, oqevidno, trebuetsØ podobrat~ podhodØwiæ term t. OsnovnaØ ideØ metoda meteperemennyh sostoit v tom, qtoby otloßit~ postroenie terma t do teh por, poka nakopivxaØsØ informaciØ pozvolit opredelit~ ego znaqenie. �to dostigaetsØ zamenoæ t v (1) na novu¸ metaperemennu¸ ξ, q~e znaqenie nam predstoit opredelit~. Γ ⊢ F_{{x→ξ}} ∨ ∃xF Γ ⊢ ∃xF , Γ, F_{{x→ξ}} ∧ ∀xF ⊢ G Γ, ∀xF ⊢ G . (2)

Dokazatel~stvo, poluqaemoe s ispol~zovaniem pravil (2), nazyvaetsØ preddokazatel~stvom, kotoroe ØvlØetsØ korrektnym, esli suwestvuet korrektnaØ podstanovka termov vmesto metaperemennyh, otobraß¸waØ preddokazatel~stvo v nastoØwee dokazatel~stvo. (My predpolagaem, qto takaØ podstanovka ØvlØetsØ osnovnoæ, t.k. my moßem zamenit~ “nerexennye” metaperemennye na novye konstanty.) Podstanovka ØvlØetsØ korrektnoæ, esli (a) vse promeßutoqnye primeneniØ pravil vyvoda osta¸tsØ korrektnymi; (b) zakl¸qitel~nye sekvencii osta¸tsØ takovymi.

Qto kasaetsØ (a), nekorrektnymi mogut stat~ tol~ko pravila

vida Γ ⊢ F_{{x→c}} Γ ⊢ ∀xF , Γ, F_{{x→c}} ⊢ G Γ, ∃xF ⊢ G , t.k. v klassiqeskoæ formulirovke sekvencial~nogo isqisleniØ [18] trebuetsØ qtoby c byla novoæ svobodnoæ peremennoæ

98 B. ı. KONEV, T. ȷEBELEAN (my takße moßem sqitat~, qto c ØvlØetsØ konstantoæ, takaØ zamena ne portit vyvoda), t.e.

c ne vhodit v Γ, F, i G.

Prostoæ sposob obespeqit~ (4) sostoit v tom, qtoby vvesti ograniqeniØ vida c /∈ ξ dlØ vseh ξ vhodØwih v Γ, F , G, sm. [25, 23]. Odnako ffto dostatoqno sil~noe trebovanie, kotoroe moßet privodit~ k bol~xomu koliqestvu otkatov i/ili bol~xim dokazatel~stvam [2].

My ispol~zuem oslablennu¸ versi¸ ograniqeniæ, kotorye ne obespeqiva¸t (4), no vse ße da¸t korrektnu¸ proceduru. DlØ kaßdoæ metaperemennoæ ξ i dlØ kaßdoæ skolemovskoæ konstanty c, vhodØweæ v F , my hranim ograniqeniØ vida c_1 ≻ ξ, . . . , c_n ≻ ξ i c_1 ≻ c, . . ., c_n ≻ c. Qtoby proverit~, udovletvorØet li podstanovka σ mnoßestvu ograniqeniæ R, my snaqala dlØ kaßdoæ zameny v σ vida ξ → t (gde ξ – metaperemennaØ, t – term), dobavlØem ko mnoßestvu ograniqeniæ ograniqeniØ vida ξ ≻ c i ξ ≻ ζ dlØ kaßdoæ skolemovskoæ konstanty c i dlØ kaßdoæ metaperemennoæ ζ, vhodØwih v t. Zatem my proverØem, qto otnoxenie ≻ ne imeet ciklov.

Takoæ mehanizm obespeqivaet korrektnost~ isqisleniØ, poskol~ku on, v suwnosti, simuliruet metod, predloßennyæ v [2]. Ispol~zovannye nami skolemovskie konstanty sootvetstvu¸t skolemovskim funkciØm; ograniqeniØ sootvetstvu¸t argumentam skolemovskih funkciæ. Zametim, qto otnoxenie ≻ takße ispol~zuetsØ dlØ uluqxeniØ predstavleniØ poroßdennyh dokazatel~stv, kak opisano v razdele 4.

Qto kasaetsØ (b), zakl¸qitel~nye sekvencii ime¸t vid Γ, F ⊢ F, i Γ, A, ¬A ⊢ G, gde F i A atomarnye formuly. List preddokazatel~stva otobrazim v zakl¸qitel~nu¸ sekvenci¸ togda i tol~ko togda, kogda naædetsØ posylka, unificiruemaØ s zakl¸qeniem, ili para takih, posylok, qto odna iz nih unificiruetsØ s otricaniem drugoæ. Takim obrazom, zadaqa o nahoßdenii korrektnoæ podstanovki svoditsØ k zadaqe unifikacii.

METOD POD˙EMA REXENI` 99

3. Metod poiska dokazatel~stv

V naxeæ sisteme i poisk vyvoda i poluqennoe dokazatel~stvo predstavlØetsØ v vide AND/OR-dereva vyvoda. AND -uzly sootvetstvu¸t obyqnym primeneniØm pravila vyvoda (sm. razdel 2), a

OR-uzly predstavlØ¸t al~ternativnye sposoby poiska dokaza-

tel~stva; OR-uzly ne mogut byt~ unarnymi.

Formal~no govorØ, derevo vyvoda, poroßdaemoe sistemoæ, ne ØvlØetsØ dokazatel~stvom: v nem soderßatsØ lixnie vetvi. My nazyvaem derevo vyvoda AND/OR-dokazatel~stvom, esli dlØ kaßdogo OR-uzla naædetsØ naslednik takoæ, qto derevo, poluqennoe rekursivnoæ zamenoæ OR-uzla na vybrannogo naslednika, ØvlØetsØ dokazatel~stvom, kak opredeleno v razdele 2.

Sistema TH∃OREM∀ kombiniruet razliqnye maxiny vyvoda, nazyvaemye bazovymi procedurami, nekotorye iz kotoryh specializirovany dlØ raboty so specifiqeskimi zadaqami matematiqeskih teoriæ. Bazovye procedury vozvrawa¸t podderevo, predstavlØ¸wee odin ili neskol~ko xagov vyvoda. UpravlØ¸waØ procedura vyzyvaet bazovye procedury i kombiniruet rezul~- tat ih raboty v derevo vyvoda. Detal~noe opisanie procedury poiska vyvoda v sisteme TH∃OREM∀ moßet byt~ naædeno v [15].

Kaßdoæ verxine dereva vyvoda prisvaivaetsØ status. Status verxiny moßet byt~ proved, failed ili pending (s oqevidnym smyslom: dokazano, neudaqa ili otloßeno sootvetstvenno). Posle primeneniØ pravila vyvoda, status nekotoryh verxin moßet izmenit~sØ. UpravlØ¸waØ procedura obnovlØet status verxin dereva vyvoda snizu vverh, prevrawaØ pending v proved ili failed, esli ffto vozmoßno.

Mehanizm raboty s metaperemennymi raspadaetsØ na dva urovnØ – uroven~ bazovoæ procedury i uroven~ upravlØ¸weæ procedury. BazovaØ procedura naznaqaet nekotorye znaqeniØ metaperemennym; upravlØ¸waØ procedura obespeqivaet soglasovannost~ znaqeniæ metaperemennyh na raznyh vetkah dereva vyvoda.

3.1. BazovaØ procedura dlØ logiki pervogo porØdka.

V sistema TH∃OREM∀ bazovaØ procedura dlØ logiki pervogo porØdka nazyvaetsØ PND (Proof by Natural Deduction) [13]. V dannom razdele my predstavlØem rasxirenie fftoæ procedury dlØ raboty s metaperemennymi. Procedura realizovana kak (uporØ-

100 B. ı. KONEV, T. ȷEBELEAN doqennoe) mnoßestvo pravil perepisyvaniØ, sootvetstvu¸wih sekvencial~nomu isqisleni¸.

Pervym pravilom ØvlØetsØ pravilo opredeleniØ zakl¸qitel~nyh sekvenciæ. DlØ kaßdoæ sekvencii vida Γ, A ⊢ B, (ili Γ, A, ¬B ⊢ G), gde A i B – para beskvantornyh formul, ne ispol~zovannaØ ran~- xe, proverØetsØ, unificiruemy li A i B. Esli ih naibolee obwiæ unifikator udovletvorØet ograniqeniØm R, postavlennym v sootvetstvie uzlu dereva vyvoda, kak ob¨ØsnØetsØ dalee, procedura poiska sozdaet OR uzel s dvumØ vetvØmi:

• “dokazannaØ” vetv~, sostoØwaØ iz uzla, status kotorogo proved i kotoromu postavleny v sootvetstvie novaØ podstanovka i mnoßestvo ograniqeniæ;

• “otloßennaØ” vetv~ s toæ ße samoæ sekvencieæ, no dlØ kotoroæ dannaØ podstanovka zaprewena na buduwee.

(InformaciØ o zaprewennoæ podstanovke rekursivno peredaetsØ naslednikam uzla.)

GovorØ neformal~no, procedura poiska “probuet” podstanovku i ostavlØet vozmoßnost~ idti dalee, esli ffta podstanovka okaßetsØ nekorrektnoæ.

Esli dannaØ sekvenciØ ne moßet byt~ otobraßena v zakl¸qitel~nu¸ nekotoroæ podstanovkoæ (ili podstanovka nesovmestima s ograniqeniØmi), PND pytaetsØ primenit~ drugie pravila, preobrazu¸wie posylki ili zakl¸qenie estestvennym obrazom.

• Uprowa¸wie i rasweplØ¸wie pravila: Γ, ¬G_2, . . . , ¬G_k ⊢ G_1 Γ ⊢ G_1 ∨ · · · ∨ G_2 ; Γ, G_1 ⊢ G_2 Γ ⊢ G_1 =⇒ G_2 ; Γ, ¬A ∨ B ⊢ G Γ, A =⇒ B ⊢ G ; Γ, A_1, . . . , A_k ⊢ G Γ, A_1 ∧ · · · ∧ A_k ⊢ G ; Γ, G ⊢ false Γ ⊢ ¬G ; Γ, A ⊢ G Γ, ¬¬A ⊢ G ; Γ, ¬A_1 ∨ · · · ∨ ¬A_k ⊢ G Γ, ¬(A_1 ∧ · · · ∧ A_k) ⊢ G ; Γ, ¬A_1 ∧ · · · ∧ ¬A_k ⊢ G Γ, ¬(A_1 ∨ · · · ∨ A_k) ⊢ G ; Γ, A ∧ ¬B ⊢ G Γ, ¬(A =⇒ B) ⊢ G ; Γ, ∀x_1, . . ., x_n¬F ⊢ G Γ, ¬(∃x_1, . . . , x_nF ) ⊢ G ; Γ, ∃x_1, . . . , x_n¬F ⊢ G Γ, ¬(∀x_1, . . ., x_nF ) ⊢ G .

METOD POD˙EMA REXENI` 101 Γ, A_1 ⊢ G; · · ·Γ, A_k ⊢ G Γ, A_1 ∨ · · · ∨ A_k ⊢ G ; Γ ⊢ G_1; · · · Γ ⊢ G_k Γ ⊢ G_1 ∧ · · · ∧ G_k . Osobyæ interes dlØ metoda metaperemennyh predstavlØ¸t sledu¸wie

• Pravila vvedeniØ konstant Γ ⊢ F_{{x1→c1,...,xn→cn}} Γ ⊢ ∀x_1, . . . , x_nF , Γ, F_{{x1→c1,...,xn→cn}} ⊢ G Γ, ∃x_1, . . . , x_nF ⊢ G , gde c_1, . . . c_n novye skolemovskie konstanty^1. DlØ kaßdoæ metaperemennoæ x i kaßdoæ skolemovskoæ konstanty c, vhodØwih v F , my stavim v sootvetstvie uzlu dereva vyvoda nabor ograniqeniæ vida c_1 ≻ ξ, . . . , c_n ≻ ξ i c_1 ≻ c, . . ., c_n ≻ c, kak ob¨ØsnØetsØ v razdele 2; ffti ograniqeniØ rekursivno pereda¸tsØ potomkam uzla.

• Pravila vvedeniØ metaperemennyh: Γ ⊢ G_{{x1→ξ1,...,xn →ξn}} ∨ ∃x_1, . . ., x_nG Γ ⊢ ∃x_1, . . . , x_nG ; Γ, A_{{x1→ξ1,...,xn→ξn }} ∧ ∀x_1, . . . , x_nA ⊢ G Γ, ∀x_1, . . . , x_nA ⊢ G , gde ξ_1, . . . , ξ_n – novye metaperemennye.

3.2. UpravlØ¸waØ procedura.

Rassmotrim, dlØ naqala, sluqaæ determinirovannogo hoda poiska dokazatel~stva, to est~ predpoloßim, qto derevo vyvoda soderßit tol~ko AND -uzly. V processe postroeniØ preddokazatel~stva, kaßdomu uzlu stavitsØ v sootvetstvie mnoßestvo ograniqeniæ R vida a ≻ b, kotoroe zatem rekursivno peredaetsØ sverhu vnih. Kaßdomu zakl¸qitel~nomu uzly naznaqa¸tsØ status proved i podstanovka, dela¸waØ ego zakl¸qitel~nym uzlom. Esli vse potomki AND -uzla dokazany, t.e., ime¸t status proved, my pytaemsØ skombinirovat~ sootvetstvu¸wie podstanovki i

1V klassiqeskoæ formulirovke sekvencial~nogo isqisleniØ [18] vmesto konstant ispol~zu¸tsØ svobodnye peremennye. Zamena fftih svobodnyh peremennyh na konstanty ostavlØet dokazatel~stvo vernym i vyglØdit bolee estestvenno dlØ neprofessionalov.

102 B. ı. KONEV, T. ȷEBELEAN ograniqeniØ kak pokazano niße (sovmestimost~ podstanovok i ograniqeniæ proverØetsØ kak opisano v predyduwem razdele). Esli takoe kombinirovanie udaetsØ, uzel takße stanovitsØ dokazannym. DeæstvuØ po indukcii, procedura zakonqit rabotu, porodiv podstanovku, korrektnu¸ dlØ uzla dereva. Posle fftogo netronutye metaperemennye zamenØ¸tsØ na novye konstanty, qtoby sdelat~ vyvod osnovnym.

OpisannaØ procedura osuwestvlØetsØ pri pomowi funkcii Function Simple_−Combine

Vhod: Nabor par {(λ1, R1), (λ2, R2), . . . , (λn, Rn)} [podstanovki i

ograniqeniØ potomkov].

Vyhod: Para (σN , RN ) ili NULL [podstanovki i ograniqeniØ dlØ

roditel~skogo uzla].

Metod:_• Pust~ λ_i = {ξ_{i,k} → t_{i,k}}_{k=1,...}. • Naæti naibolee obwiæ unifikator σ_N dlØ ⟨ξ_{1,1} . . . ξ_{n,1} . . . ⟩ i ⟨t_{1,1} . . . t_{n,1} . . . ⟩. • Esli σ_N suwestvuet i udovletvorØet ∪_iR_i, vernut~ (σ_N , ∪_iR_i) inaqe vernut~ NULL.

Oqevidno, qto itogovaØ podstanovka λ ØvlØetsØ naibolee obwim unifikatorom, otobraßa¸wim sootvetstvu¸wee podderevo v vernoe dokazatel~stvo. (Zametim, qto sredi naxih uporØdoqiva¸wih ograniqeniæ ne vstreqa¸tsØ uporØdoqivaniØ, gde sleva i sprava ot ≻ stoØt metaperemennye; naibolee obwie unifikatory mogut razliqat~sØ lix~ pereimenovaniem metaperemennyh, pofftomu, l¸boæ naibolee obwiæ unifikator moßet byt~ vybran v dannoæ funkcii.)

Zametim dalee, qto primenØemyæ algoritm unifikacii moßet byt~ prisposoblen dlØ rexeniØ zadaq special~nyh oblasteæ, esli podstanovku moßno stroit~ posledovatel~no, t.e. po dannym rexeniØm dlØ potomkov N_1, N_2, . . . , N_n nekotorogo uzla, dolßna byt~ vozmoßnost~ postroit~ rexenie, kotoroe odnovremenno udovletvorØet vsem fftim uzlam, libo pokazat~, qto takogo rexeniØ net.

Rassmotrim sluqaæ, kogda derevo vyvoda soderßit OR-uzly. Sredi potomkov nekotorogo OR-uzla N mogut vstreqat~sØ pending potomki i proved potomki N_1, . . ., N_n, kotorym postavleny v so-

METOD POD˙EMA REXENI` 103 otvetstvie pary (λ_1, R_1), . . . , (λ_n, R_n). Estestvenno naznaqit~ N mnoßestvo {(λ_1, R_1), . . . , (λ_n, R_n)} “vozmoßnyh” rexeniæ.

pending potomki ne ime¸t naznaqennyh rexeniæ, my hranim spisok ukazateleæ na ffti verxiny, qtoby imet~ vozmoßnost~ prodolßit~ poisk dokazatel~stva v sluqae neudaqi.

Teper~ my gotovy opisat~ obwiæ sluqaæ. Kaßdomu uzlu my stavim v sootvetstvie sistemu rexeniæ – mnoßestvo, q~imi fflementami ØvlØ¸tsØ libo pary vida (σ_N , R_N ), libo ukazateli na uzly dereva vyvoda. Pust~ funkcii Pairs() i Pointers() vybira¸t iz sistemy rexeniæ fflementy pervogo i vtorogo tipov sootvetstvenno. Uzel ØvlØetsØ dokazannym, esli naznaqennaØ emu sistema rexeniæ soderßit paru. Takim obrazom, sistemy rexeniæ igra¸t kl¸qevu¸ rol~ v vyqislenii statusa verxin, v deæstvitel~nosti, my vyqislØem status i stroim sistemy rexeniæ pri pomowi odnoæ funkcii Compute_−Value.

Qtoby opisat~ funkci¸ Compute_−Value, nam potrebuetsØ dve dopolnitel~nye funkcii CombineOR i CombineAND, vyqislØ¸wie sistemy rexeniæ dlØ OR- i AND-uzlov dereva vyvoda.

Sistema rexeniæ OR-uzla predstavlØet soboæ ob¨edinenie sistem rexeniæ ego neposredstvennyh potomkov.

Function CombineOR

Vhod: Nabor sistem rexeniæ {S1, . . . , Sr}. Vyhod: Sistema rexeniæ S. Metod:_•

Vernut~ ob¨edinenie S_1, . . . , S_r.

Esli vse neposredstvennye potomki AND -uzla dokazany, kaßdomu iz nih postavlena v sootvetstvie nekotoraØ sistema rexeniæ, soderßawaØ paru. Oboznaqim ffti sistemy S_1, . . . , S_r. KaßdaØ podstanovka, vhodØwaØ v Pairs(S_i) ØvlØetsØ korrektnoæ dlØ sootvetstvu¸wego poddereva. CombineANDvybiraet po fflementu s_i iz kaßdogo Pairs(S_i) dlØ vseh i : 1 ≤ i ≤ r i peredaet s_1, . . . , s_r funkcii Simple_−Combine . Rezul~tat raboty Simple_−Combine libo soderßit podstanovku, libo est~ NULL .

Esli nikakaØ podstanovka ne moßet byt~ poluqena takim obrazom, funkciØ vozvrawaet ob¨edinenie ukazateleæ, vhodØwih v dannye sistemy rexeniæ. Procedura poiska dokazatel~- stva moßet prodolßit~ postroenie dereva vyvoda, naqinaØ s

104 B. ı. KONEV, T. ȷEBELEAN odnoæ iz fftih verxin, qto moßet privesti k poØvleni¸ novyh dokazannyh verxin.

Esli dannye sistemy rexeniæ ne soderßat ukazateleæ, dokazat~ dannyæ uzel nevozmoßno i funkciØ vozvrawaet NULL .

Function CombineAND

Vhod: Nabor sistem rexeniæ {S1, . . . , Sr}.

Vyhod: Sistema rexeniæ {(σ1, R1), . . . , (σM , RM), p1, . . . , pN }, na-

bor ukazateleæ {p_1, . . . , p_N } ili NULL .

Metod:_•

Pust~ S = ∅.

• Pust~ P = POINTERS (S_1) ∪ · · · ∪ POINTERS (S_r ).

• DlØ vseh naborov (s_1, s_2, . . . , s_r) ∈ Pairs(S_1)×Pairs(S_2)×· · ·×

Pairs(S_r )

– esli Simple_−Combine (s_1, . . ., s_r ) ≠NULL , dobavit~ vyhod Simple_−Combine (s_1, . . . , s_r ) k S.

• Esli S = ∅ i P = ∅, vernut~ NULL , • inaqe esli S = ∅, vernut~ P , • inaqe vernut~ S ∪ P .

FunkciØ Compute_−Value kombiniruet vyqislenie statusa verxin s postroeniem sistem rexeniæ. Krome togo, ona stroit global~nyæ spisok verxin NList.

Function Compute_−Value

Vhod: Uzel N , q~imi neposredstvennymi potomkami ØvlØ¸tsØ N_1, . . . , N_t. Vyhod: Status i sistema rexeniæ, naznaqennye N . Poboqnye ffffekty: IzmenØet global~nyæ spisok NList. Metod:_•

Esli N ØvlØetsØ AND -uzlom - Esli status odnogo iz uzlov N_1, . . . , N_t est~ failed, ustanovit~ status N v failed i vyæti.

– Esli status odnogo iz uzlov N_1, . . . , N_t est~ pending , ustanovit~ status N v pending i vyæti.

– Pust~ S_1, . . . , S_t ØvlØ¸t sistemami rexeniæ, postavlennymi v sootvetstvie N_1, . . . , N_t sootvetstvenno. Pust~ SAND =CombineAND (S_1, . . . , S_t).

METOD POD˙EMA REXENI` 105

∗ Esli Pairs(SAND) = ∅ i POINTERS (SAND) = ∅, ustanovit~ status N v failed i vyæti.

∗ Esli Pairs(SAND) = ∅ i POINTERS (SAND) ≠ ∅, ustanovit~ status N v pending , dobavit~ POINTERS (SAND) k

NList i vyæti.

∗ Esli Pairs(SAND) ≠ ∅, ustanovit~ status N v proved , postavit~ v sootvetstvie N sistemu rexeniæ SAND i vyæti.

• Esli N ØvlØetsØ OR-uzlom – Esli status vseh uzlov N_1, . . . , N_t est~ failed, ustanovit~ status N v failed i vyæti.

– Esli status vseh uzlov N_1, . . . , N_t est~ pending ili failed, ustanovit~ status N v pending i vyæti.

– Esli status odnogo iz N_1, . . . , N_t est~ proved,

∗ Pust~ N^′_{i1} , . . . , N^′_{ij} budut te uzly iz N_1, . . . , N_t, qeæ status est~ proved. Pust~ S_{i1} , . . . , S_{ij} budut sistemy rexeniæ, postavlennye v sootvetstvie N^′_{i1} , . . ., N^′_{ij} sootvetstvenno.

∗ Pust~ N^{′′}_{k1} , . . ., N^{′′}_{kl} budut te uzly iz N_1, . . . , N_t, qeæ status est~ pending. Pust~ p_{k1} , . . .p_{kl} budut ukazateli na uzly N^{′′}_{k1} , . . . , N^{′′}_{kl} sootvetstvenno. Pust~ T budet sistemoæ rexeniæ {p_{k1} , . . . p_{kl} }.

∗ Ustanovit~ status uzla N v proved , postavit~ emu v sootvetstvie sistemu rexeniæ CombineOR (S_{i1} , . . ., S_{ij} , T ) i vyæti.

Zametim, qto nekotorye qasti sistemy mogut stavit~ uzlam v sootvetstvie pustye sistemy rexeniæ E = {ϵ, ∅}, gde ϵ – pustaØ (toßdestvennaØ) podstanovka. PustaØ sistema rexeniæ moßet byt~ skombinirovana s l¸boæ sistemoæ rexeniæ.

Poisk dokazatel~stva osuwestvlØetsØ funkcieæ Proof_−Search (sm. takße obsußdenie strategiæ poiska dalee).

Function Proof_−Search

Vhod: SekvenciØ, kotoru¸ nado dokazat~, Γ ⊢ G. Vyhod: Esli Γ ⊢ G dokazuema, derevo vyvoda T , predstavlØ¸wee

dokazatel~stvo.

Metod:_•

Postroit~ derevo vyvoda T , sostoØwee iz edinstvennogo

AND -uzla, sootvetstvu¸wego dannoæ sekvencii.

106 B. ı. KONEV, T. ȷEBELEAN

• Pust~ NList= ∅.

• Poka status kornØ dereva T est~ pending , povtorØt~ – Vybrat~ (v sootvetstvii so strategieæ poiska) list L dereva T , ime¸wiæ status pending takoæ, qto odno iz usloviæ vypolneno:

1. ni odin iz predkov L ne imeet proved statusa; 2. L – naslednik odnogo iz uzlov, soderßawihsØ v

NList.

– Esli ni odno iz pravil vyvoda ne moßet byt~ primeneno k L, ustanovit~ status L v failed.

– Primenit~ (soglasno strategii poiska) odnoæ iz pravil k L, rezul~tat predstavlØetsØ v vide poddereva dereva vyvoda.

– Obnovit~ status verxin dereva, dvigaØs~ ot list~ev k korn¸, pri pomowi funkcii Compute_−Value. Obnovlenie statusa moßet izmenit~ spisok NList.

– Iskl¸qit~ iz spiska NList vse uzly, u kotoryh net potomkov so statusom pending.

Zametim, qto v AND/OR-vyvode, postroennom opisannoæ funkcieæ poiska, kaßdyæ OR-uzel obladaet sledu¸wim svoæstvom: odin iz dvuh naslednikov ØvlØetsØ zakl¸qitel~nym uzlom, pofftomu, v deæstvitel~nosti, otkaty ne osuwestvlØ¸tsØ. Zametim, qto opisannaØ procedura ne ograniqena fftim sluqaem i moßet primenØt~sØ k isqisleniØm, gde otkaty neizbeßny, takim kak, naprimer, metod svØzok [7].

Strategii poiska vyvoda. Qtoby funkciØ Proof−Search mo-

gla naæti dokazatel~stvo, neobhodimo primenØt~ qestnu¸ strategi¸ vyvoda. StrategiØ ØvlØetsØ qestnoæ, esli na nedokazuemoæ sekvencii pri naliqii neograniqennyh resursov dlØ kaßdoæ vetvi dereva vyvoda verno sledu¸wee: k kaßdoæ formule, vstreqa¸weæsØ v kakoæ-libo sekvencii dannoæ vetvi, nekotoroe pravilo vyvoda budut rano ili pozdno primeneno, i esli formula ØvlØetsØ universal~noæ posylkoæ ili ffkzistencional~nym zakl¸qeniem, metaperemennye vvodØtsØ v nee beskoneqno mnogo raz. (Naxe ponØtie qestnosti strategii sovpadaet s ponØtiem, ispol~zuemym v semantiqeskih tablicah, sm. [8].)

StrategiØ, primenØemaØ v sisteme, takova: my rasxirØem derevo vyvoda metodom poiska v glubinu do teh por, poka ne naædem kandidata na to, qtoby byt~ zakl¸qitel~noæ sekvencieæ.

METOD POD˙EMA REXENI` 107 Kogda vse potomki nekotorogo AND -uzla dokazany, my pytaemsØ skombinirovat~ naznaqennye im sistemy rexeniæ. Esli ffto nevozmoßno, my rasxirØem derevo v liste, blißaæxem k AND -uzlu. Takim obrazom, my kombiniruem poisk v glubinu dlØ postroeniØ dereva i poisk v xirinu dlØ vybora sledu¸wego uzla v sluqae neudaqi.

Ris. 1. Derevo vyvoda dlØ P (a), P (b), Q(c), Q(b) ⊢ ∃x(P (x) ∧ Q(x)).

Ris. 2. Zakonqennoe derevo vyvoda dlØ P (a), P (b), Q(c), Q(b) ⊢ ∃x(P (x) ∧ Q(x)).

108 B. ı. KONEV, T. ȷEBELEAN

Na risunke 1 predstavleno derevo vyvoda, na kotorom pokazany status i sistemy rexeniæ, postavlennye v sootvetstvie verxinam dereva. p_2 i p_3 ØvlØ¸tsØ ukazatelØmi na list~Ø (ii) i (iii) sootvetstvenno. V moment, predstavlennyæ na risunke, spisok NList soderßit uzly (ii) i (iii). Pofftomu, procedura vybiraet v kaqestve L odin iz list~ev (ii) i (iii), naprimer, list (ii). Rasxirennoe derevo vyvoda predstavleno na risunke 2.

Sistema rexeniæ, postavlennaØ v sootvetstvie korn¸ dereva, soderßit korrektnu¸ podstanovku ξ → b. Ukazatel~ p_3 pokazyvaet na mesto, gde vyvod moßet byt~ prodolßen.

4. Primer.

V dannom razdele my opisyvaem naxi ffksperimenty s sistemoæ na dovol~no sloßnom primere. OkazyvaetsØ, qto neograniqennoe vvedenie metaperemennyh (kak opisano v razdele 3.1) privodit k slixkom bol~xim i sloßnym derev~Øm vyvoda, pofftomu, sistema, osnovannaØ lix~ na opisannom metode, ne moßet naæti dokazatel~stvo za razumnoe vremØ. V nastoØwee vremØ my rabotaem nad kombinirovaniem dannogo metoda s nekotorymi bolee special~nymi pravilami (takimi kak instanciirovanie zakl¸qeniØ blagodarØ osnovnoæ posylke), kotorye primenØ¸tsØ do vvedeniØ metaperemennyh. Podobnyæ podhod osobenno horox dlØ sluqaØ, kogda sekvencii sostoØt iz formul special~nogo vida, naprimer, hornovskih formul.

Predstavlennoe dokazatel~stvo bylo polnost~¸ avtomatiqeski poroßdeno sistemoæ pri pomowi sledu¸weæ strategii:

• Poprobovat~ opredelit~ zakl¸qitel~nye sekvencii. • Primenit~ uprowa¸wie i rasweplØ¸wie pravila. • Poiskat~ sootvetstvie meßdu zakl¸qeniem i osnovnoæ posylkoæ (backward reasoning).

• Vvesti metaperemennye v zakl¸qenie. • Poiskat~ sootvetstvie meßdu posylkami Raznica meßdu takoæ strategieæ i strategieæ, opisannoæ v razdele 3.2, sostoit v tom, qto poisk sootvetstviØ meßdu zakl¸qeniem i posylkami osuwestvlØetsØ ran~xe vvedeniØ metaperemennyh v zakl¸qenie i metaperemennye voobwe ne vvodØtsØ v posylki. (Vybor poslednego punkta zavisit ot parametrov sistemy.)

V predstavlennom v priloßenii 1 dokazatel~stve skolemovskie konstanty oboznaqeny bukvami s natural~nym indeksam

METOD POD˙EMA REXENI` 109 (naprimer, N_0), togda kak metaperemennye oboznaqeny bukvami s verhnim indeksom “∗” i nißnim natural~nym indeksom (naprimer, N^∗_0 ). Pokazana tol~ko odna uspexnaØ vetv~ dokazatel~stva (uproweniØ takße sdelany avtomatiqeski). Udalennye al~ternativnye vetvi soderßali dopolnitel~noe ispol~zovanie tranzitivnosti (formuly (>=>)) i al~ternativnye rexeniØ dlØ i^∗_0, j^∗_0 (na al~ternativnoe vetvi takße moßet byt~ naædeno rexenie max(N_2, N_1)).

My upominali v razdele 2, qto uporØdoqiva¸wie ograniqeniØ ime¸t praktiqeskoe znaqenie dlØ predstavleniØ dokazatel~stv, poskol~ku oni mogut interpretirovat~sØ sledu¸wim obrazom: esli ξ ≻ c, (gde ξ – metaperemennaØ, a c – skolemovskaØ konstanta), to xag vyvoda, vvodØwiæ ξ dolßen byt~ posle xaga, vvodØwego c. Pofftomu, ≻ ukazyvaet porØdok, soglasno kotoromu xagi vyvoda dolßny byt~ pereuporØdoqeny, qtoby v poluqennom dokazatel~stve uslovie (4) bylo vernym, qto ØvlØetsØ bolee estestvennym.

V predstavlennom vyvode, otnoxenie ≻ na skolemovskih konstantah i metaperemennyh takovo:

n_0 ≻ N^∗_0 ≻ i^∗_0, j^∗_0 ≻ N_0, N_1 ≻ δ_0 ≻ ϵ_0.

�to pozvolØet pereuporØdoqit~ xagi vyvoda, kak predstavleno v priloßenii 2. (Predstavlena tol~ko qast~ posle stroqki, pomeqennoæ (9).)

Zametim, qto xagi tipa “Because (14), we instantiate (eps) to...” byli zameneny na “We instantiate (eps) to...”, qtoby izbeßat~ ssylok vpered. V ishodnom dokazatel~stve sistema ispol~zuet (14) kak podskazku dlØ (eps), odnako ffta podskazka ne dostupna posle pereuporØdoqivaniØ. �to daet dopolnitel~noe ob¨Øsnenie, poqemu poisk dokazatel~stv s “pravil~nym” porØdkom bolee trudoemok, qem s “nepravil~nym”.

Dokazatel~stvo takße moßet byt~ preobrazovano v korrektnoe dokazatel~stvo (bez metaperemennyh) zamenoæ vseh vhoßdeniæ ostavxihsØ metaperemennyh na konstanty i izmeneniem ob¨- Øsneniæ. Tak izmenennoe dokazatel~stvo predstavleno v priloßenii 3.

5. Zakl¸qenie.

Predstavlennyæ podhod obladaet sledu¸wimi otliqitel~nymi svoæstvami:

110 B. ı. KONEV, T. ȷEBELEAN

• Metod moßet byt~ ispol~zovan sovmestno s l¸bymi pravilami vyvoda, v qastnosti, dlØ raboty so specifiqeskimi oblastØmi matematiki.

• Metod moßet byt~ ispol~zovan sovmestno s razliqnymi algoritmami rexeniØ i sistemami perepisyvaniØ, osnovannymi na sistemah ravenstv, pri uslovii, qto odnovremennoe rexenie moßet byt~ naædeno posledovatel~no.

• Dokazatel~stvo poluqaetsØ srazu, kak tol~ko ffto vozmoßno, nesovmestimye metapodstanovki udalØ¸tsØ srazu, kak obnarußiva¸tsØ.

• Uzly dereva vyvoda nikogda ne udalØ¸tsØ, oni povtorno ispol~zu¸tsØ naskol~ko ffto vozmoßno.

• Metod moßet byt~ ispol~zovan sovmestno s l¸boæ (qestnoæ) strategieæ postroeniØ dereva vyvoda.

• Metod moßet byt~ legko rasparallelen.

Pohoßiæ podhod byl nezavisimo otkryt M. Gize [20, 19] dlØ semantiqeskih tablic. Osnovnoæ cel~¸ ego raboty ØvlØlas~ ffffektivnost~. Qitaemost~ poluqennyh dokazatel~stv praktiqeski ne obsußdalas~.

My kratko opixem drugie metody raboty s metaperemennymi, kotorye nam izvestny.

V tabliqnyh isqisleniØh so svobodnymi peremennymi (sm., naprimer, [4]), vybor podstanovki delaetsØ nedeterminirovanno i podstanovka nemedlenno primenØetsØ ko vsemu preddokazatel~stvu. Nedeterminizm razrexaetsØ pereborom vseh vozmoßnyh podstanovok s pomow~¸ vozvratov. Obyqno dlØ predstavleniØ poiska vyvoda ispol~zuetsØ AND /OR-derevo (dokazatel~stv), sm. [4]. Osnovnym nedostatkom takoæ realizacii ØvlØetsØ to, qto informaciØ o xagah vyvoda moßet byt~ poterØna pri vozvratah, pofftomu, takie metody nazyva¸tsØ destruktivnymi.

Nedestruktivnost~ metoda moßet byt~ obespeqena, naprimer, otkladyvaniem primeneniØ podstanovok do teh por, poka ne budet naædena podstanovka, zakryva¸waØ vse vetvi odnovremenno. �to trebuet global~noæ proverki vozmoßnosti zakryt~ derevo posle kaßdogo xaga vyvoda.

V poslednee vremØ poØvilis~ polnye nedestruktivnye procedury, v kotoryh ne osuwestvlØ¸tsØ vozvraty, [5] (pohoßie idei moßno naæti v [3]). Sut~ metoda sostoit v tom, qto kogda podstanovka primenØetsØ, novoe derevo prisoedinØetsØ ko vsem

METOD POD˙EMA REXENI` 111 zatronutym vetvØm dereva vyvoda. �to derevo “rekonstruiruet” izmenennye formuly. Takim obrazom, vozvraty izbega¸tsØ za sqet uveliqeniØ razmera dereva dokazatel~stva.

Priloßenie 1: Avtomatiqeski poroßdennoe dokazatel~stvo

Prove:

(lim(+)) lim[f, a] ∧ lim[g, b] ⇒ lim[f ⊕ g, a + b], under the assumptions: (lim :) ∀_{a,f} (lim[f, a] :⇔ ∀_ϵ (ϵ > 0 ⇒ ∃_N, ∀_n (n ≥ N ⇒ |f[n]−a < ϵ))), (⊕ :) ∀_{f,g,x}((f ⊕ g)[x] := f[x] + g[x]), (| + +|) ∀_{a,b,x,y,δ,ϵ}(|x − a| < δ ∧ |y − b| < ϵ ⇒ |(x + y) − (a + b)| < δ + ϵ), (max) ∀_{i,j,k}(k ≥ max[i, j] ⇒ k ≥ i ∧ k ≥ j), (eps) ∀_ϵ (ϵ > 0 ⇒ ∃_δ (δ > 0 ∧ (δ + δ = ϵ))), (<=<) ∀_{t,u,v}(u < v ∧ (v = t) ⇒ u < t). We prove (lim +) by the deduction rule. We assume (1) lim[f, a] ∧ lim[g, b] and show (2) lim[f ⊕ g, a + b].

For proving (2), by the definition (lim :), it suffices to prove: (3) ∀_ϵ(ϵ > 0 ⇒ ∃_N ∀_n(n ≥ N ⇒^fi(f ⊕ g)[n] − (a + b)^fi < ϵ)). Using (⊕ :), the goal (3) is transformed into:

(4) ∀_ϵ(ϵ > 0 ⇒ ∃_N ∀_n(n ≥ N ⇒^fi(f[n] + g[n]) − (a + b)^fi < ϵ)). The formula (1.1) is expanded by the definition (lim :) into: (5) ∀_ϵ(ϵ > 0 ⇒ ∃_N ∀_n(n ≥ N ⇒^fif[n] − a^fi < ϵ)). The formula (1.2) is expanded by the definition (lim :) into: (6) ∀_ϵ(ϵ > 0 ⇒ ∃_N ∀_n(n ≥ N ⇒^fig[n] − b^fi < ϵ)).

For proving (4) we take all variables arbitrary but fixed and prove: (7) ϵ_0 > 0 ⇒ ∃_N ∀_n(n ≥ N ⇒^fi(f[n] + g[n]) − (a + b)^fi < ϵ_0). We prove (7) by the deduction rule. We assume (8) ϵ_0 > 0 and show (9) ∃_N ∀_n(n ≥ N ⇒^fi(f[n] + g[n]) − (a + b)^fi < ϵ_0). For proving (9) we have to find N^∗_0 such that: (10) ∀_n(n ≥ N^∗_0 ⇒^fi(f[n] + g[n]) − (a + b)^fi < ϵ_0).

For proving (10) we take all variables arbitrary but fixed and prove: (11) n_0 ≥ N^∗_0 ⇒^fi(f[n_0] + g[n_0]) − (a + b)^fi < ϵ_0.

112 B. ı. KONEV, T. ȷEBELEAN We prove (11) by the deduction rule. We assume (12) n_0 ≥ N^∗_0 and show (13)^fi(f[n_0] + g[n_0]) − (a + b)^fi < ϵ_0.

In order to prove (13), by (<=<), it is sufficient to prove: (14) ∃_v(^fi(f[n_0] + g[n_0]) − (a + b)^fi < v ∧ (v = ϵ_0)). Because (14), we instantiate (eps) to: (15) ϵ_0 > 0 ⇒ ∃_δ(δ > 0 ∧ (δ + δ = ϵ_0). From (8) and (15) we obtain by modus ponens (16) ∃_δ (δ > 0 ∧ (δ + δ = ϵ_0)).

By (16) we can take appropriate values such that: (17) δ_0 > 0 ∧ (δ_0 + δ_0 = ϵ_0).

For proving (14) (using (17.2)) it suffices to prove: (18)^fi(f[n_0] + g[n_0]) − (a + b)^fi < δ_0 + δ_0 ∧ (δ_0 + δ_0 = ϵ_0). Because a part of (18) coincides with (17.2), it is sufficient to prove: (19)^fi(f[n_0] + g[n_0]) − (a + b)^fi < δ_0 + δ_0. For proving (19), by (| + +|) it suffices to prove (20)^fif[n_0] − a^fi < δ_0 ∧^fig[n_0] − b^fi < δ_0. We prove the individual conjunctive parts of (20): Proof of (20.1)^fif[n_0] − a^fi < δ_0: Because (20.1), we instantiate (5) to: (21) δ_0 > 0 ⇒ ∃_N ∀_n (n ≥ N ⇒^fif[n] − a^fi < δ_0). From (17.1) and (21) we obtain by modus ponens (22) ∃_N ∀_n (n ≥ N ⇒^fif[n] − a^fi < δ_0). By (22) we can take appropriate values such that: (23) ∀_n (n ≥ N_0 ⇒^fif[n] − a^fi < δ_0).

In order to prove (20.1), by (23), it is sufficient to prove: (24) n_0 ≥ N_0.

In order to prove (24), by (max), it is sufficient to prove: (29) ∃_j (n_0 ≥ max[N_0, j]).

For proving (29) we have to find j^∗_0 such that: (30) n_0 ≥ max[N_0, j^∗_0 ].

Formula (30) is proved because it is identical to (12) with the substitution {N^∗_0 → max[N_0, j^∗_0 ]}. Proof of (20.2)^fig[n_0] − b^fi < δ_0: Because (20.2), we instantiate (6) to: (25) δ_0 > 0 ⇒ ∃_N ∀_n (n ≥ N ⇒^fig[n] − b^fi < δ_0). From (17.1) and (25) we obtain by modus ponens

METOD POD˙EMA REXENI` 113 (26) ∃_N ∀_n (n ≥ N ⇒^fig[n] − b^fi < δ_0). By (26) we can take appropriate values such that: (27) ∀_n (n ≥ N_1 ⇒^fig[n] − b^fi < δ_0).

In order to prove (20.2), by (27), it is sufficient to prove: (28) n_0 ≥ N_1.

In order to prove (28), by (max), it is sufficient to prove: (31) ∃_i (n_0 ≥ max[i, N_1]).

For proving (31) we have to find i^∗_0 such that: (32) n_0 ≥ max[i^∗_0, N_1].

Formula (32) is proved because it is identical to (12) with the substitution {N^∗_0 → max[i^∗_0, N_1]}.

By combining the resulting substitutions we obtain: {{j^∗_0 → N_1, i^∗_0 → N_0, N^∗_0 → max[N_0, N_1]}}.

Priloßenie 2: Dokazatel~stvo s pereuporØdoqennymi primeneniØmi pravil vyvoda

identiqnaØ qast~ opuwena (9) ∃_N ∀_n (n ≥ N ⇒^fi(f[n] + g[n]) − (a + b)^fi < ϵ_0). We instantiate (eps) to:

(15) ϵ_0 > 0 ⇒ ∃_δ (δ > 0 ∧ (δ + δ = ϵ_0)). From (8) and (15) we obtain by modus ponens (16) ∃_δ (δ > 0 ∧ (δ + δ = ϵ_0)).

By (16) we can take appropriate values such that: (17) δ_0 > 0 ∧ (δ_0 + δ_0 = ϵ_0). We instantiate (5) to:

(21) δ_0 > 0 ⇒ ∃_N ∀_n (n ≥ N ⇒^fif[n] − a^fi < δ_0). From (17.1) and (21) we obtain by modus ponens (22) ∃_N ∀_n (n ≥ N ⇒^fif[n] − a^fi < δ_0). By (22) we can take appropriate values such that: (23) ∀_n (n ≥ N_0 ⇒^fif[n] − a^fi < δ_0). We instantiate (6) to:

(25) δ_0 > 0 ⇒ ∃_N ∀_n (n ≥ N ⇒^fig[n] − b^fi < δ_0). From (17.1) and (25) we obtain by modus ponens (26) ∃_N ∀_n (n ≥ N ⇒^fig[n] − b^fi < δ_0). By (26) we can take appropriate values such that: (27) ∀_n (n ≥ N_1 ⇒^fig[n] − b^fi < δ_0). For proving (9) we have to find N^∗_0 such that: (10) ∀_n (n ≥ N^∗_0 ⇒^fi(f[n] + g[n]) − (a + b)^fi < ϵ_0).

For proving (10) we take all variables arbitrary but fixed and prove:

114 B. ı. KONEV, T. ȷEBELEAN (11) n_0 ≥ N^∗_0 ⇒^fi(f[n_0] + g[n_0]) − (a + b)^fi < ϵ_0. We prove (11) by the deduction rule. We assume (12) n_0 ≥ N^∗_0 and show (13)^fi(f[n_0] + g[n_0]) − (a + b)^fi < ϵ_0.

In order to prove (13), by (<=<), it is sufficient to prove: (14) ∃_v (^fi(f[n_0] + g[n_0]) − (a + b)^fi < v ∧ (v = ϵ_0)). For proving (14) (using (17.2)) it suffices to prove: (18)^fi(f[n_0] + g[n_0]) − (a + b)^fi < δ_0 + δ_0 ∧ (δ_0 + δ_0 = ϵ_0). Because a part of (18) coincides with (17.2), it is sufficient to prove: (19)^fi(f[n_0] + g[n_0]) − (a + b)^fi < δ_0 + δ_0. For proving (19), by (| + +|) it suffices to prove (20)^fif[n_0] − a^fi < δ_0 ∧^fig[n_0] − b^fi < δ_0. We prove the individual conjunctive parts of (20): Proof of (20.1)^fif[n_0] − a^fi < δ_0:

In order to prove (20.1), by (23), it is sufficient to prove: (24) n_0 ≥ N_0.

In order to prove (24), by (max), it is sufficient to prove: (29) ∃_j (n_0 ≥ max[N_0, j]).

For proving (29) we have to find j^∗_0 such that: (30) n_0 ≥ max[N_0, j^∗_0 ].

Formula (30) is proved because it is identical to (12) with the substitution {N^∗_0 → max[N_0, j^∗_0 ]}. Proof of (20.2)^fig[n_0] − b^fi < δ_0:

In order to prove (20.2), by (27), it is sufficient to prove: (28) n_0 ≥ N_1.

In order to prove (28), by (max), it is sufficient to prove: (31) ∃_i (n_0 ≥ max[i, N_1]).

For proving (31) we have to find i^∗_0 such that: (32) n_0 ≥ max[i^∗_0, N_1].

Formula (32) is proved because it is identical to (12) with the substitution {N^∗_0 → max[i^∗_0, N_1]}.

By combining the resulting substitutions we obtain: {{j^∗_0 → N_1, i^∗_0 → N_0, N^∗_0 → max[N_0, N_1]}}.

Priloßenie 3: Dokazatel~stvo bez metaperemennyh

identiqnaØ qast~ opuwena For proving (9) , by taking {N → max[N_0, N_1]}, it suffices to prove:

METOD POD˙EMA REXENI` 115 (10) ∀_n(n ≥ max[N_0, N_1] ⇒^fi(f[n] + g[n]) − (a + b)^fi < ϵ_0). For proving (10) we take all variables arbitrary but fixed and prove: (11) n_0 ≥ max[N_0, N_1] ⇒^fi(f[n_0] + g[n_0]) − (a + b)^fi < ϵ_0. We prove (11) by the deduction rule. We assume (12) n_0 ≥ max[N_0, N_1] identiqnaØ qast~ opuwena For proving (29), by taking {j → N_1}, it suffices to prove: (30) n_0 ≥ max[N_0, N_1].

Formula (30) is proved because it is identical to (12). identiqnaØ qast~ opuwena For proving (31), by taking {i → N_0}, it suffices to prove: (32) n_0 ≥ max[N_0, N_1].

Formula (32) is proved because it is identical to (12).

Literatura

1. G. V. Davydov, S. ı. Maslov, G. E. Minc, V. P. Orevkov, and A. O.

Slisenko, Maxinnyæ algoritm ustanovleniØ vyvodimosti na osnove obratnogo metoda. — Zap. nauqn. semin. LOMI 16 (1969), 8–15.

2. R. Hähnle and P. Schmitt, The liberalized δ-rule in free variable semantic tableaux.

— Journal of Automated Reasonin 13(2) (1994), 211–221.

3. P. Baumgartner, N. Eisinger, and U. Furbach, A confluent connection calculus.

— CADE99 (1999), 329–343.

4. B. Beckert and R. Hähnle, Analytic tableaux. in: Automated Deduction a Bases for Applications W. Bibel and P. Schmitt, eds. 8, in Applied Logic Series, Kluver Academic Publishers (1998), 11–41.

5. Bernhard Beckert, Depth-first proof search without backtracking for free variable semantic tableaux. — in: Position Papers, International Conference on Automated Reasoning with Analytic Tableaux and Related Methods, Saratoga Springs, NY, USA, Neil Murray, editor; Technical Report 99-1. Institute for Programming and Logics, Department of Computer Science, University at Albany–SUNY (1999), pp. 33–54.

6. M. Beeson, Automatic derivation of the irrationality of e. — CALCULEMUS 99, Electronic Notes in Theoretical Computer Science 99; www.elsevier.nl/locate/

entcs.

7. W. Bibel, Automated Theorem Proving. — Vieweg, Braunschweig, second edition (1987).

8. W. Bibel and P. Schmitt, eds, Automated Deduction a Bases for Applications. —

1–3 of Applied Logic Series, Kluver Academic Publishers (1998).

9. K. Broda, The relationship between semantic tableau and resolution theorem proving. in: Proceedings of Workshop on Logic, Debrecen, Hungary (1980). Also published as technical report, Imperial College, Department of Computing, London, UK.

116 B. ı. KONEV, T. ȷEBELEAN

10. F. M. Brown, Toward the automation of set theory and its logic. — Artificial Intelligence 10 1978, 281–316.

11. B. Buchberger, Using Mathematica for doing simple mathematical proofs. in: 4th International Mathematica users’ conference, Tokyo. Wolfram Media Publishing (1996).

12. B. Buchberger, C. Dupre, T. Jebelean, F. Kriftner, K. Nakagawa, D. Vasaru, and W. Windsteiger, Theorema: A progress report. Technical Report 99-42, Research Institute for Symbolic Computation, December (1999).

13. B. Buchberger and T. Jebelean, The predicate logic prover. in: Proceedings of the First International Theorema Workshop, number 97-20 in RISC Linz report series. Research Institute for Symbolic Computation, June (1997).

14. B. Buchberger, T. Jebelean, F. Kriftner, M. Marin, E. Tomuta, and D. Vasaru, A survey of the Theorema project. W. Kuechlin, editor, Proceedings of ISSAC’97 (International Symposium on Symbolic and Algebraic Computation), Maui, Hawaii, July (1997).

15. B. Buchberger and E. Tomuta, Technical report 98-02, Research Institute for Symbolic Computation (1998).

16. A.I. Degtyarev, A.V. Lyaletski, and M.K. Morokhovets, Evidence algorithm and sequent logical inference search. — LPAR 1999 (1999), 44–61.

17. M. Fitting, First-Order Logic and Automated Theorem Proving. Springer, second edition (1996).

18. G. Gentzen, Untersuchungen über das logische schließ. Mathematische Zeitschrift

39 (1934), 176–210, 405–433.

19. Martin Giese, Incremental closure of free variable tableaux. — to appear in LNCS series (2001).

20. Martin Giese, Proof search without backtracking using instance streams, position paper. in: Proc. Int. Workshop on First-Order Theorem Proving, St. Andrews, Scotland (2000).

21. C. Kanger, Computer Programming and Formal Systems/Studies in Logic and Foundations of Mathematics. North-Holland (1963), pp. 87–93.

22. B. Konev and T. Jebelean, Using meta-variables for natural deduction in theorema. M. Kerber and M. Kohlhase, editors, Calculemus 2000: integration of symbolic computation and mechanized reasoning, A. K. Peters, Natik, Massatchussets (2000).

23. J. Krajíček and P. Pudlák, The number of proof lines and size of proofs in first order logic. Arch. Math. Logic 27 (1988), 69–84.

24. E. Melis and V. Sorge, Employing external reasoners in proof planning. in:

CALCULEMUS 99, Electronic Notes in Theoretical Computer Science, 99.

www.elsevier.nl/locate/entcs.

25. V. P. Orevkov, Complexity of Proofs and Their Transformations in Axiomatic Theories. Translations of Mathematical Monographs. American Mathematical Society (1991).

26. D. Prawitz, An improved proof procedure. Theoria 26 (1960). 27. A. Robinson and A. Voronkov, Handbook of Automated Reasoning. Elsevier (2001).

28. H. Wang, Toward mechanical mathematics. IBM J. of Research and Develpment,

4(1) (1960).

METOD POD˙EMA REXENI` 117 Konev B.Yu. , Jebelean T. Solution lifting method for handling Metavariables in the TH∃OREM∀ system.

We approach the problem of finding witnessing terms in proofs by the method of meta-variables. We describe an efficient method for handling meta-variables in natural style proofs and its implementation in the TH∃OREM∀ system. The method is based on a special technique for finding meta-substitutions when the proof search is performed in an

AND/OR deduction tree. The implementation does not depend on the

search strategy and allows easy integration with various special provers as well as with special unification/solving engines. We demonstrate the use of this method in the context of a special forward/backward inference strategy for producing proofs in elementary analysis.

Postupilo 15 dekabrØ 2002 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

konev@pdmi.ras.ru Research Institute for Symbolic Computation, A-4232 Hagenberg, Austria tudor@risc.uni-linz.ac.at