Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 293, 2002 g.

D. V. Karpov

BLOKI V K-SV˚ZNYH GRAFAH

DlØ k-svØznogo grafa qerez lokal~nu¸ svØznost~ verxin opredelØetsØ ponØtie bloka. DokazyvaetsØ rØd svoæstv blokov, obobwa¸wih svoæstva klassiqeskih dvusvØznyh blokov svØznogo grafa. Krome togo, issleduetsØ struktura razbieniØ grafa neskol~kimi razdelØ¸wimi mnoßestvami.

1. Vvedenie

Struktura blokov i toqek soqleneniØ dlØ svØznyh grafov horoxo izvestna i dostatoqno polezna (sm. [1, 2]). Razbienie svØznogo grafa na bloki pomogaet izuqat~ strukturu svØznogo grafa. PonØtie verxinnoæ k-svØznosti moßno rassmatrivat~ kak obobwenie ponØtiØ svØznosti. �to pozvolØet predpoloßit~, qto obobweniØ bloqnoæ struktury svØznogo grafa do razbieniØ ksvØznogo grafa na (k + 1)-svØznye bloki moßet predstavlØt~ interes dlØ issledovaniØ struktury k-svØznyh grafov.

V razliqnyh rabotah delalis~ popytki opredelit~ strukturu razbieniØ grafa na “mnogosvØznye” bloki, pri fftom ispol~- zovalis~ raznye podhody k opredeleni¸ bloka. Tak, blok v svØznom grafe est~ maksimal~nyæ po vkl¸qeni¸ dvusvØznyæ podgraf. V rabotah [3, 4] blok v k-svØznom grafe opredelØetsØ kak maksimal~nyæ po vkl¸qeni¸ (k + 1)-svØznyæ podgraf. Pri vseæ prostote fftogo opredeleniØ i oqevidnyh analogiØh s opredeleniem dvusvØznogo bloka sleduet otmetit~, qto struktura takih blokov znaqitel~no otliqaetsØ ot struktury dvusvØznyh blokov v svØznom grafe.

Drugoæ podhod k opredeleni¸ blokov v svØznom grafe zakl¸- qaetsØ v tom, qto dvusvØznyæ blok est~ koneqnyæ rezul~tat razbieniØ svØznogo grafa ego toqkami soqleneniØ. Takoe opredelenie znaqitel~no sloßnee, no analogiqnyæ podhod dlØ k-svØznogo grafa daet bol~xe vozmoßnosteæ dlØ izuqeniØ ego struktury.

Avtor vyraßaet priznatel~nost~ RFFI za podderßku issledovaniæ. 59

60 D. V. KARPOV

Esli rassmotret~ process razbieniØ k-svØznogo grafa mnoßestvami iz k ego verxin, to pri nekotoryh preobrazovaniØh poluqaemyh pri fftom komponent svØznosti v itoge poluqa¸tsØ

(k + 1)-svØznye grafy (podrobno fftot process opisan v [8, 9]).

Struktura takih blokov imeet znaqitel~noe shodstvo so strukturoæ dvusvØznyh blokov v svØznom grafe. V nekotoryh rabotah (naprimer, [5–7]) avtory izuqa¸t strukturu opredelennyh takim obrazom trehsvØznyh blokov v dvusvØznom grafe (t.e. sluqaæ k = 2). Pervu¸ popytku izuqit~ strukturu razbieniØ na mnogosvØznye bloki sdelal W. Hohberg v rabote [8]. V fftoæ rabote dano opisanie konstrukcii (k + 1)-svØznogo bloka v k-svØznom grafe i issledovany nekotorye svoæstva poluqennoæ struktury. Odnako, ffta konstrukciØ sil~no zavisima ot processa razbieniØ (t.e. ot vybora, po kakim imenno mnoßestvam verxin proizvodit~ razrezy grafa). Otsutstvie edinstvennosti takoæ struktury sozdaet problemy pri primenenii rezul~tatov.

V rabote [9] dano nezavisimoe ot porØdka razbieniØ opredelenie bloka. Glavnym rezul~tatom raboty [9] ØvlØetsØ opredelenie usloviØ, pri kotorom razbienie k-svØznogo grafa na bloki edinstvenno. �to uslovie (nazvannoe slaboæ neraswepimost~¸) dostatoqno prosto formuliruetsØ. V qastnosti, l¸boæ k-svØznyæ graf s minimal~noæ stepen~¸ verxiny^{3k−1}_2 ØvlØetsØ slabo neraswepimym. V [9] postroennaØ struktura blokov primenØetsØ dlØ opisaniØ mnoßestva verxin grafa, udalenie kotoryh ne naruxaet k-svØznosti – ffti verxiny est~ vnutrennie verxiny blokov.

V nastoØweæ rabote my dadim opredelenie bloka dlØ proizvol~nogo k-svØznogo grafa, razbienie na bloki vsegda budet edinstvennym. Naxe opredelenie dostatoqno prosto po sravneni¸ s podhodom iz [8, 9] – my opredelim blok v k-svØznom grafe G ne kak rezul~tat processa razbieniØ grafa, a kak maksimal~noe po vkl¸qeni¸ podmnoßestvo mnoßestva V (G) takoe, qto dlØ razdeleniØ l¸byh dvuh ego verxin nußno udalit~ iz grafa hotØ by k + 1 verxinu. To est~, blok opredelØetsØ kak maksimal~noe po vkl¸qeni¸ lokal~no (k + 1)-svØznoe podmnoßestvo verxin grafa G.

My dokaßem, qto koneqnym rezul~tatom l¸bogo processa posledovatel~nyh razrezov slabo neraswepimogo k-svØznogo grafa G po k-verxinnym mnoßestvam budet razbienie verxin gra-

BLOKI V k–SV˚ZNYH GRAFAH 61

fa na qasti, praktiqeski sovpada¸wie s blokami. Svoæstva blokov, opredelennyh kak rezul~tat posledovatel~nogo razreza grafa razdelØ¸wimi blokami [9], budut vypolnØt~sØ i dlØ naxih blokov. Mnogie svoæstva blokov, dokazannye v [9], pri takom podhode dokazyva¸tsØ znaqitel~no prowe.

My opredelim dlØ k-svØznogo grafa bloki bol~xeæ (qem

k + 1) svØznosti i izuqim nekotorye ih svoæstva.

V rabote opredelØetsØ i issleduetsØ razbienie grafa naborom iz neskol~kimi razdelØ¸wih mnoßestv i ego svoæstva. Qastnym sluqaem takogo razbieniØ ØvlØetsØ razbienie na bloki – ffto razbienie naborom, sostoØwim iz vseh k-razdelØ¸wih mnoßestv. Esli v nabore razdelØ¸wih mnoßestv est~ pary zavisimyh razdelØ¸wih mnoßestv, to est~, razbiva¸wih drug druga, to struktura takogo razbieniØ dostatoqno sloßna, i dlØ nabora iz n razdelØ¸wih mnoßestv koliqestvo qasteæ moßet dostigat~ 2^n. Odnako, my dokaßem, qto pri razbienii slabo neraswepimogo k-svØznogo grafa naborom iz n k-razdelØ¸wih mnoßestv verxiny grafa, ne vhodØwie v razdelØ¸wie mnoßestva fftogo nabora, budut razbity ne bolee qem na 2n qasteæ. (Krome nih mogut byt~ i drugie qasti razbieniØ, no v nih budut lix~ verxiny iz razdelØ¸wih mnoßestv naxego nabora.)

2. Osnovnye ponØtiØ

2.1. OboznaqeniØ. DlØ proizvol~nogo grafa G qerez V (G) my, kak obyqno, budem oboznaqat~ mnoßestvo vseh verxin fftogo grafa a qerez E(G) – mnoßestvo vseh reber grafa G. DlØ W ⊂ V (G) qerez G − W my budem oboznaqat~ graf, kotoryæ poluqaetsØ pri udalenii iz G vseh verxin mnoßestva W i vseh vyhodØwih iz nih reber. DlØ F ⊆ E(G) qerez G − F my budem oboznaqat~ graf, kotoryæ poluqaetsØ pri udalenii iz G vseh reber mnoßestva F (to est~, G − F = (V (G), E(G) \ F )).

Opredelenie 1. DlØ l¸byh dvuh verxin x, y ∈ V (G) qerez κG(x, y)

my budem oboznaqat~ svØznost~ verxin x i y, to est~, naimen~- xee koliqestvo verxin, kotorye nußno udalit~ iz grafa G dlØ razdeleniØ verxin x i y. Esli verxiny x i y smeßny, poloßim κ_G(x, y) = ∞.

62 D. V. KARPOV

2.2. RazdelØ¸wie mnoßestva.

Opredelenie 2. Nazovem mnoßestvo R verxin grafa G razde-

lØ¸wim, esli pri udalenii fftih verxin iz grafa terØetsØ svØznost~. V sluqaØh, kogda neobhodimo ukazat~ koliqestvo fflementov razdelØ¸wego mnoßestva, my budem nazyvat~ razdelØ¸wee mnoßestvo iz x verxin x-razdelØ¸wim. Operaci¸ udaleniØ iz grafa razdelØ¸wego mnoßestva R (v rezul~tate kotoroæ poluqaetsØ neskol~ko komponent svØznosti) my budem nazyvat~ razrezom po mnoßestvu R.

Budem govorit~, qto razdelØ¸wee mnoßestvo R grafa G razdelØet nabor verxin X, esli pri udalenii mnoßestva R ne vse neudalennye verxiny nabora X okaßutsØ v odnoæ komponente svØznosti.

Opredelenie 3. Nazovem razdelØ¸wie mnoßestva R i T nezavi-

simymi, esli R ne razdelØet T , i T ne razdelØet R. V protivnom sluqae my budem nazyvat~ ffti mnoßestva zavisimymi.

Sledu¸waØ lemma opisyvaet prosteæxie svoæstva nezavisimyh razdelØ¸wih mnoßestv.

Lemma 1. Pust~ R i T – k-razdelØ¸wie mnoßestva v k-cvØznom

grafe G takie, qto mnoßestvo R ne razdelØet mnoßestvo T . Togda mnoßestvo T ne razdelØet mnoßestvo R (to est~ ffti mnoßestva nezavisimy).

Dokazatel~stvo fftogo svoæstva nesloßno, ono soderßitsØ v rabotah [8, 9].

2.3. Razbienie grafa neskol~kimi razdelØ¸wimi mnoßestvami.

Pust~ S – nabor iz neskol~kih razdelØ¸wih mnoßestv grafa G. Qasti grafa, kotorye poluqa¸tsØ pri razbienii grafa G mnoßestvami nabora S, moßno opredelit~ sledu¸wim obrazom. Opredelenie 4. Mnoßestvo A ⊂ V (G) nazovem qast~¸ S-

razbieniØ, esli nikakie dve verxiny iz A nel~zØ razdelit~ mnoßestvom iz S, no l¸baØ drugaØ verxina grafa G moßet byt~ otdelena ot mnoßestva A razrezom po odnomu iz mnoßestv nabora S.

Vnutrennost~¸, ili vnutrennimi verxinami takoæ qasti A nazovem ee verxiny, ne vhodØwie ni v odno iz mnoßestv nabora

BLOKI V k–SV˚ZNYH GRAFAH 63

S. Budem oboznaqat~ vnutrennost~ qasti A qerez I(A). Qast~ A

nazovem pustoæ, esli I(A) = ?. Verxiny, vhodØwie v kakie-libo mnoßestva iz S my budem nazyvat~ graniqnymi, a vse ih mnoßestvo – graniceæ i oboznaqat~ qerez R(A).

Zameqanie. 1) Granica R(A) qasti S-razbieniØ A otdelØet ee vnutrennost~ I(A) ot ostal~nyh verxin grafa.

2) PustaØ qast~ razbieniØ ne obØzatel~no ØvlØetsØ pustym mnoßestvom.

Vaßnyæ qastnyæ sluqaæ fftogo ponØtiØ – ffto sluqaæ razbieniØ grafa odnim razdelØ¸wim mnoßestvom iz k verxin. Pust~ F_1, . . . , F_n – qasti, poluqennye pri razbienii grafa G krazdelØ¸wim mnoßestvom S. Togda ih vnutrennosti I(F_1), . . . ,

I(F_n) budut verxinami komponent svØznosti, poluqennymi pri

udalenii iz grafa verxin mnoßestva S. Takim obrazom, inducirovannye podgrafy grafa G na fftih mnoßestvah verxin svØzny. Opredelenie 5. Pust~ S – k-razdelØ¸wee mnoßestvo, a F – od-

na iz qasteæ, poluqennyh pri razbienii grafa G mnoßestvom S. Togda ee vnutrennost~ I(F ) nazovem komponentoæ.

Zameqanie. Pust~ C – komponenta, otdelennaØ k-razdelØ¸wim mnoßestvom S. Togda kaßdaØ iz verxin mnoßestva S smeßna hotØ by s odnoæ iz verxin C, tak kak v protivnom sluqae pri udalenii S bez fftoæ verxiny graf poterØet svØznost~. Lemma 2. 1) DlØ l¸byh dvuh pereseka¸wihsØ qasteæ S-razbieniØ

A_1 i A_2 k-svØznogo grafa G suwestvuet razdelØ¸wee mnoßestvo

S ∈ S, celikom soderßawee A1 ∩ A2.

2) Esli S_1 ⊂ S_2, to l¸baØ qast~ S_2-razbieniØ celikom soderßitsØ vnutri odnoæ iz qasteæ S_1-razbieniØ, a l¸baØ qast~ S_1- razbieniØ soderßit vnutri sebØ hotØ by odnu qast~ S_2-razbieniØ.

Dokazatel~stvo. 1) Tak kak A1 i A2 – dve razliqnyh qasti SrazbieniØ, to suwestvu¸t verxiny x ∈ A_1 i y ∈ A_2, kotorye razdelØ¸tsØ razrezom po nekotoromu mnoßestvu S ∈ S. V silu opredeleniØ qasti S-razbieniØ, razdelØ¸wee mnoßestvo S dolßno soderßat~ vse verxiny iz A_1 ∩ A_2.

Utverßdenie punkta 2) oqevidno. �

Takim obrazom, my deæstvitel~no poluqili razbienie grafa naborom razdelØ¸wih mnoßestv S. Pri fftom, raznye qasti razbieniØ pereseka¸tsØ po qastØm razdelØ¸wih mnoßestv iz S.

64 D. V. KARPOV

Lemma 3. Esli razdelØ¸wee mnoßestvo T nezavisimo so vsemi

mnoßestvami nabora S, to ono celikom soderßitsØ v odnoæ iz qasteæ S-razbieniØ.

Dokazatel~stvo. Esli razdelØ¸wee mnoßestvo T nezavisimo so vsemi mnoßestvami nabora S, to ono ne delitsØ ni odnim iz mnoßestv nabora S. Sledovatel~no, ono celikom soderßitsØ v odnoæ iz qasteæ S-razbieniØ. � Pust~ A – odna iz qasteæ, na kotorye razdelØ¸wie mnoßestva nabora S razbiva¸t graf. Pust~ S ∈ S razbivaet graf na qasti G_1, . . ., G_n. Esli S ⊅ A, to netrudno ubedit~sØ, qto rovno odna iz fftih qasteæ soderßit mnoßestvo A.

Teorema 1. Pust~ A – qast~ S-razbieniØ grafa G; S1, . . . , Sm – vse

razdelØ¸wie mnoßestva nabora S, ne soderßawie A. Oboznaqim qerez G_i qast~, poluqennu¸ pri razreze po S_i, kotoraØ soderßit verxiny qasti A. Togda A = m“_{i=1 Gi, I(A) =}^m“_{i=1 I(Gi).} Dokazatel~stvo. Pust~ A = ∩^m_{i=1}Gi. Vkl¸qenie A ⊂ A oqevidno iz opredeleniØ qasti S-razbieniØ.

Dokaßem obratnoe vkl¸qenie. Predpoloßim, qto A soderßit ne vhodØwu¸ v A verxinu b, togda suwestvuet razdelØ¸wee mnoßestvo T ∈ S, otdelØ¸wee b ot A. Oqevidno, T ⊅ A, tak kak v protivnom sluqae razdelØ¸wee mnoßestvo T ne moßet otdelit~ A ot b. Sledovatel~no, b ∉ A. Protivoreqie. V tom, qto

I(A) = I(A) = T^m_{i=1} I(G_i), netrudno ubedit~sØ. �

2.4. Neraswepimye i slabo neraswepimye grafy. Opredelenie 6. 1) Budem nazyvat~ k-svØznyæ graf G neraswepi-

mym, esli kaßdaØ ego komponenta sostoit ne menee, qem iz^{k+1}_2 verxin.

2) Budem nazyvat~ k-svØznyæ graf G slabo neraswepimym, esli u grafa G ne suwestvuet komponenty H i k-razdelØ¸wego mnoßestva S takih, qto H ⊂ S.

V [9] dokazano, qto l¸boæ neraswepimyæ k-svØznyæ graf ØvlØetsØ slabo neraswepimym. L¸boæ k-svØznyæ graf, stepeni verxin kotorogo ne menee^{3k−1}_2 , ØvlØetsØ neraswepimym (i, sledovatel~no, slabo neraswepimym).

BLOKI V k–SV˚ZNYH GRAFAH 65

2.5. Svoæstva komponent.

Opredelenie 7. Nazovem komponentu minimal~noæ, esli ona ne

soderßit nikakoæ drugoæ komponenty (obrazovannoæ v rezul~tate razreza po kakomu-libo k-razdelØ¸wemu mnoßestvu).

Oqevidno, qto v l¸bom k-svØznom grafe suwestvu¸t minimal~nye komponenty i, bolee togo, vnutri kaßdoæ komponenty est~ minimal~naØ.

Opredelenie 8. Pust~ S – k-razdelØ¸wee mnoßestvo k-svØznogo

grafa G, a F – odna iz qasteæ, na kotorye S razbivaet G. Provedem meßdu verxinami mnoßestva F vse rebra grafa G, a takße vse rebra meßdu verxinami mnoßestva S (daße esli takih reber net v grafe G). Oboznaqim poluqennyæ graf qerez F^∗.

Sledu¸waØ lemma opisyvaet prosteæxie svoæstva komponent. Lemma 4. Pust~ F – odna iz qasteæ, na kotorye nekotoroe k-

razdelØ¸wee mnoßestvo razbivaet k-svØznyæ graf G. Togda vypolnØ¸tsØ sledu¸wie utverßdeniØ.

1) Graf F^∗ ØvlØetsØ k-svØznym.

2) Esli T – razdelØ¸wee mnoßestvo v grafe F^∗, to T ØvlØetsØ razdelØ¸wim mnoßestvom v grafe G.

Dokazatel~stva fftih svoæstv nesloßny. Oni privedeny v rabote [9].

3. Bloki v k-svØznom grafe 3.1. Opredelenie i prosteæxie svoæstva bloka.

DlØ proizvol~nogo k-svØznogo grafa G my rassmotrim vaßnyæ sluqaæ razbieniØ grafa naborom razdelØ¸wih mnoßestv. Opredelenie 9. Pust~ B ⊂ V (G) – maksimal~noe po vkl¸qeni¸

mnoßestvo verxin takoe, qto dlØ razdeleniØ l¸byh dvuh verxin x, y ∈ B neobhodimo udalit~ hotØ by k + 1 verxinu (to est~, κ_G(x, y) ≥ k + 1). Togda B – blok.

Oqevidno, bloki – qasti, kotorye poluqa¸tsØ pri razbienii k-svØznogo grafa naborom iz vseh ego k-razdelØ¸wih mnoßestv. Takim obrazom, u bloka kak u qasti takogo razbieniØ opredelØetsØ granica i vnutrennost~. OpredelØ¸tsØ ponØtiØ pustogo i nepustogo bloka. Krome togo, na bloki rasprostranØ¸tsØ vse

66 D. V. KARPOV

dokazannye v predyduwem razdele svoæstva qasteæ razbieniØ grafa, v qastnosti, blok moßno opisat~ kak pereseqenie qasteæ, na kotorye k-razdelØ¸wie mnoßestva razbiva¸t graf.

Opredelenie 10. Esli dlØ bloka B suwestvuet k-razdelØ¸wee

mnoßestvo S takoe, qto B ⊂ S, to nazovem blok B malym.

Zameqanie. Malyæ blok obØzatel~no ØvlØetsØ pustym.

Niße my dokaßem rØd prosteæxih svoæstv opredelennyh takim obrazom blokov, rodstvennyh svoæstvam klassiqeskih dvusvØznyh blokov svØznogo grafa.

Lemma 5. 1) DlØ l¸byh dvuh pereseka¸wihsØ blokov B1 i B2 k-

svØznogo grafa G suwestvuet k-razdelØ¸wee mnoßestvo S grafa G, celikom soderßawee B_1 ∩ B_2.

2) DlØ l¸byh dvuh smeßnyh verxin x i y suwestvuet blok B, soderßawiæ obe ffti verxiny.

3) Pust~ x ∈ R(B) – graniqnaØ verxina bloka B. Togda suwestvuet drugoæ blok B_1 takoæ, qto x ∈ R(B_1).

Dokazatel~stvo. Punkt 1 nastoØweæ lemmy sleduet iz lemmy 2, dokazatel~stvo punkta 2 oqevidno.

3) Pust~ graniqnaØ verxina x ∈ R(B) prinadleßit krazdelØ¸wemu mnoßestvu S. Pust~ S delit verxiny grafa G na qasti F_1, . . . , F_n. Togda v odnoæ iz fftih qasteæ soderßitsØ blok B, ne umalØØ obwnosti, pust~ B ⊂ F_1. Netrudno dokazat~, qto vnutri kaßdoæ iz qasteæ F_2, . . . , F_n moßno vydelit~ po bloku, soderßawemu graniqnu¸ verxinu x. (Dostatoqno vzØt~ vnutri qasti F_i verxinu y_i ∉ S, smeßnu¸ s x i rassmotret~ soderßawiæ ih blok.) �

ProsleßivaetsØ analogiØ s klassiqeskimi blokami (sm. [1, 2]) – pereseqenie l¸byh dvuh blokov libo pusto, libo ØvlØetsØ toqkoæ soqleneniØ.

Ewe odno svoæstvo pokazyvaet, qto opredelennyæ takim obrazom blok obobwaet ponØtie klassiqeskogo bloka na k-svØznye grafy. Kak izvestno, udalenie vnutrenneæ verxiny klassiqeskogo dvusvØznogo bloka ne naruxaet svØznosti grafa.

Teorema 2. Pust~ B – nepustoæ blok grafa G. Togda dlØ l¸boæ

verxiny x ∈ I(B) graf G − x ØvlØetsØ k-svØznym.

BLOKI V k–SV˚ZNYH GRAFAH 67

Dokazatel~stvo. Utverßdenie neposredstvenno sleduet iz opredeleniØ bloka, tak kak vnutrennØØ verxina bloka ne vhodit ni v odno k-razdelØ¸wee mnoßestva grafa G. �

3.2. Bloki bol~xeæ svØznosti.

V rabote [8] delaetsØ popytka dat~ opredeleniØ blokov bol~- xeæ svØznosti putem dal~neæxego razbieniØ poluqennyh blokov razdelØ¸wimi mnoßestvami bol~xeæ mownosti. S pomow~¸ naxego podhoda dat~ opredelenie blokov bol~xeæ svØznosti nesloßno: ffto ewe odin qastnyæ sluqaæ ponØtiØ razbieniØ grafa naborom razdelØ¸wih mnoßestv.

Opredelenie 11. Pust~ G – k-svØznyæ graf, n ≥ k + 1. Pust~

B ⊂ V (G) – maksimal~noe po vkl¸qeni¸ mnoßestvo verxin takoe, qto dlØ razdeleniØ l¸byh dvuh verxin x, y ∈ B neobhodimo udalit~ hotØ by n verxin (to est~, κ_G(x, y) ≥ n). My nazovem mnoßestvo B blokom svØznosti n (ili prosto n-blokom).

Oqevidno, n-bloki – qasti, kotorye poluqa¸tsØ pri razbienii k-svØznogo grafa naborom iz vseh ego razdelØ¸wih mnoßestv mownosti ne bolee n − 1. Qastnym sluqaem pri n = k + 1 ØvlØ¸tsØ opredelennye vyxe obyqnye bloki.

Teorema 3. Pust~ B1 – n-blok, a B2 – m-blok grafa G (gde m ≥ n),

pereseqenie kotoryh nepusto. Togda libo B_2 ⊂ B_1, libo suwestvuet takoe razdelØ¸wee mnoßestvo S grafa G, qto S ⊃ (B_1 ∩ B_2) i |S| < n. Dokazatel~stvo. Pust~ B2 ⊄ B1. Togda suwestvu¸t verxiny

x ∈ B_1 i y ∈ B_2, kotorye razdelØ¸tsØ razrezom po nekotoro-

mu razdelØ¸wemu mnoßestvu S, v kotorom ne bolee n fflementov (inaqe vse verxiny m-bloka B_2 leßat v n-bloke B_1). Poskol~- ku dlØ l¸boæ verxiny z ∈ B_1 ∩ B_2 vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ

κ_G(x, z) ≥ n i κ_G(y, z) ≥ m ≥ n, to razdelØ¸wee mnoßestvo S

dolßno soderßat~ vse verxiny iz B_1 ∩ B_2. �

Takim obrazom, vse verxiny k-svØznogo grafa G razbiva¸tsØ na bloki, kotorye pereseka¸tsØ po qastØm k-razdelØ¸wih mnoßestv. V svo¸ oqered~, verxiny blokov moßno razbit~ na (k+2)- bloki, kotorye pereseka¸tsØ po qastØm razdelØ¸wih mnoßestv porØdka ne bolee k + 1 i tak dalee. Verxiny l¸bogo n-bloka odnoznaqno razbiva¸tsØ na (n + 1)-bloki. S pomow~¸ opisannoæ

68 D. V. KARPOV

konstrukcii my moßem postroit~ razbienie l¸bogo grafa do poluqeniØ blokov “nußnoæ svØznosti”, qto moßet byt~ polezno.

4. Bloki v slabo neraswepimyh grafah

OsnovnaØ sloßnost~ processa razbieniØ k-svØznogo grafa na bloki k-razdelØ¸wimi mnoßestvami sostoit v tom, qto ffti razdelØ¸wie mnoßestva mogut byt~ zavisimy, to est~ razbivat~ drug druga na qasti. Pri razbienii svØznogo grafa na klassiqeskie dvusvØznye bloki toqkami soqleneniØ takoæ trudnosti net, tak kak dva odnofflementnyh razdelØ¸wih mnoßestva vsegda nezavisimy. Pofftomu dlØ dal~neæxih issledovaniæ nas interesu¸t svoæstva par zavisimyh k-razdelØ¸wih mnoßestv. 4.1. Zavisimye i nezavisimye razdelØ¸wie mnoßestva v slabo neraswepimom k-svØznom grafe.

Opixem svoæstva par zavisimyh k-razdelØ¸wih mnoßestv. Pust~ R i T – dva zavisimyh k-razdelØ¸wih mnoßestva v slabo neraswepimom k-svØznom grafe G. Pust~ P = R ∩ T . Predpoloßim, qto T razbivaet graf G na qasti F_1, F_2, . . .F_n. Pust~ R_i = I(F_i) ∩ R, togda R = (∪^n_{i=1}R_i) ∪ P. Predpoloßim, qto R razbivaet graf G na qasti H_1, H_2, . . ., H_m, pust~ T_j = I(H_j) ∩ T . Togda T = (∪^m_{j=1}T_j) ∪ P.

Vvedem oboznaqenie G_{ij} = F_i ∩ H_j. V silu teoremy 1, mnoßestva R i T razbiva¸t graf G na qasti G_{11}, . . . , G_{mn}. Togda mnoßestvo S_{ij} = R(G_{ij}) = R_i ∪ T_j ∪ P otdelØet ot ostal~nyh verxin grafa G mnoßestvo I(G_{ij}) (otmetim, qto koliqestvo verxin v S_{ij} ne obØzatel~no ravno k).

Lemma 6.^1 Pust~ R i T – dva zavisimyh k-razdelØ¸wih mnoße-

stva v slabo neraswepimom k-svØznom grafe G.

1) Kaßdoe iz mnoßestv R i T razbivaet graf G rovno na dve komponenty i pri fftom libo |S_{12}| = |S_{21}| = k, libo |S_{11}| = |S_{22}| = k. 2) Esli |S_{12}| = |S_{21}| = k, no ne vse qetyre qasti razdelØ¸wih mnoßestv R_1, R_2, T_1, T_2 soderßat porovnu fflementov, to hotØ by odna iz qasteæ G_{11} ili G_{22} pusta.

Dokazatel~stvo. 1) Dokaßem, qto Ri ≠ ? ni dlØ kakogo i. Predpoloßim protivnoe, pust~ R_i = ?. Togda pri razreze grafa G

1Dokazatel~stvo punkta 1 nastoØweæ lemmy soderßitsØ v [9] i privedeno zdes~ dlØ udobstva qitatelØ vvidu svØzi so sledu¸wimi lemmami.

BLOKI V k–SV˚ZNYH GRAFAH 69

po R vse verxiny mnoßestva I(F_i) okaßutsØ v odnoæ qasti. No ffti verxiny obrazu¸t svØznyæ podgraf grafa G, a kaßdaØ iz verxin mnoßestva T smeßna hotØ by s odnoæ verxinoæ iz I(F_i), to est~ R ne razdelØet T , qto protivoreqit lemme 1. Analogiqno, T_j ≠ ? ni dlØ kakogo j.

Predpoloßim, qto n > 2 ili m > 2. Rassmotrim proizvol~- nu¸ paru mnoßestv S_{ij} i S_{xy} takih, qto i ≠ x i j ≠ y. Zametim, qto koliqestvo fflementov v mnoßestvah S_{ij} i S_{xy} v summe men~xe, qem 2k. Sledovatel~no, odno iz fftih mnoßestv soderßit menee, qem k fflementov. Pust~ ffto mnoßestvo S_{ij} , kotoroe otdelØet ot ostal~nyh verxin grafa G mnoßestvo I(G_{ij}). Togda, iz k-svØznosti grafa G sleduet, qto I(G_{ij} ) = ?.

Takim obrazom, my dokazali, qto v sluqae n > 2 ili m > 2 pri i ≠ x i j ≠ y odna iz qasteæ G_{ij} ili G_{xy} pusta. Raspoloßim vse qasti G_{ij} (gde 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m) v vide tablicy n × m. Iz dokazannogo vyxe sleduet, qto vse nepustye qasti raspoloßeny v odnoæ stroke ili v odnom stolbce naxeæ tablicy, to est~, leßat v odnoæ iz qasteæ F_i ili H_j.

Ne umalØØ obwnosti predpoloßim, qto vse nepustye qasti leßat vnutri F_1, otkuda sleduet, qto I(F_2) = R_2, . . . , I(F_n) =

R_n. No togda razdelØ¸wee mnoßestvo R soderßit komponenty I(F_2), I(F_3), . . ., I(F_n), qto protivoreqit slaboæ neraswepimosti

grafa G. Takim obrazom my poluqili, qto m = n = 2, priqem vne kaßdoæ iz qasteæ F_1, F_2, H_1, H_2 dolßno byt~ hotØ by odna nepustaØ qast~ G_{ij}.

Ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto obe qasti G_{12} i G_{21} nepusty. Poskol~ku mnoßestvo S_{ij} otdelØet mnoßestvo verxin I(G_{ij}) v rassmatrivaemom sluqae v kaßdom iz mnoßestv S_{12} i S_{21} dolßno byt~ ne menee, qem k verxin. Poskol~ku |S_{12}| + |S21| = 2k, to |S12| = |S21| = k. 2) Poskol~ku analogiqno |S_{11}| + |S_{22}| = 2k, to libo |S_{11}| =

|S22| = k, libo odna iz qasteæ G11 i G22 dolßna byt~ pustoæ. V

pervom iz fftih dvuh sluqaev, oqevidno, vse qetyre qasti razdelØ¸wih mnoßestv R_1, R_2, T_1, T_2 soderßat porovnu fflementov. �

Lemma 7. Pust~ R i T – dva zavisimyh k-razdelØ¸wih mnoße-

stva v slabo neraswepimom k-svØznom grafe G, kotorye razbiva¸t graf na qasti G_{11}, G_{12}, G_{21} i G_{22}. RazdelØ¸wie mnoßestva S_{12} = R(G_{12}) i S_{21} = R(G_{21}) soderßat po k verxin. Esli krazdelØ¸wee mnoßestvo S zavisimo s odnim mnoßestvom iz S_{12}

70 D. V. KARPOV

i S_{21}, to ono zavisimo hotØ by s odnim mnoßestvom iz R i T . Esli S zavisimo i s S_{12}, i s S_{21} to ono zavisimo i s R, i s T .

Dokazatel~stvo. Zavisimye mnoßestva R i T razbiva¸t graf na qasti G_{11}, G_{12}, G_{21} i G_{22}. Esli S nezavisimo s R i T , to ono celikom soderßitsØ v odnoæ iz fftih qasteæ, sledovatel~no, nezavisimo i s S_{12}, i s S_{21}.

Esli mnoßestvo S nezavisimo s T , no zavisimo s R, to ono celikom leßit v odnoæ iz qasteæ otnositel~no T , sledovatel~no, ne moßet byt~ zavisimo i s S_{12}, i s S_{21}, tak kak oni leßat v raznyh qastØh otnositel~no T . �

Sledu¸waØ lemma pokaßet nam prosteæxiæ primer bloka v slabo neraswepimom k-svØznom grafe.

Lemma 8. Pust~ F – qast~ razbieniØ slabo neraswepimogo k-svØz-

nogo grafa G k-razdelØ¸wim mnoßestvom S takaØ, qto I(F ) – minimal~naØ komponenta. Togda F – blok, priqem R(F ) = S. Graf F^∗ v fftom sluqae ØvlØetsØ (k + 1)-svØznym.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim protivnoe. Togda suwestvuet krazdelØ¸wee mnoßestvo T v grafe G, kotoroe razdelØet mnoßestvo verxin F . Pust~ T ∩ I(F ) = ?. Tak kak T ≠ S, to T i F razdeleny mnoßestvom S. Otmetim, qto graf G poroßdaet svØznyæ podgraf na verxinah I(F ), a kaßdaØ verxina mnoßestva S = R(F ) smeßna hotØ by s odnoæ verxinoæ I(F ). Sledovatel~no, T ne moßet razdelØt~ F .

OstaetsØ rassmotret~ sluqaæ, kogda T ∩ I(F ) ≠ ?. Esli S i T nezavisimy, to T ⊂ F , a v sluqae, kogda S i T zavisimy, iz opisaniØ, dannogo v lemme 6 sleduet, qto suwestvuet nezavisimoe s S razdelØ¸wee mnoßestvo T_1, razdelØ¸wee qast~ F . V fftom sluqae T_1 ⊂ F .

Udalim iz grafa G vse verxiny mnoßestva T_1. Oqevidno, ostanetsØ neudalennoæ hotØ by odna verxina mnoßestva S, i vse vnutrennie verxiny otliqnyh ot F qasteæ, vydelØemyh mnoßestvom S. Tak kak kaßdaØ verxina mnoßestva S smeßna hotØ by s odnoæ verxinoæ kaßdoæ takoæ qasti, to vse ostavxiesØ verxiny S i vse vnutrennie verxiny otliqnyh ot F qasteæ, vydelØemyh mnoßestvom S, okaßutsØ v odnoæ qasti otnositel~- no T_1. Sledovatel~no, mnoßestvo T_1 vydelØet v grafe G komponentu, celikom soderßawu¸sØ v I(F ). Protivoreqie s minimal~nost~¸ I(F ). �

BLOKI V k–SV˚ZNYH GRAFAH 71

Lemma 9. Pust~ T – maksimal~nyæ po vkl¸qeni¸ nabor popar-

no nezavisimyh k-razdelØ¸wih mnoßestv slabo neraswepimogo ksvØznogo grafa G. Pust~ S^′ – podmnoßestvo k-razdelØ¸wego mnoßestva S takoe, qto nikakie dve verxiny iz S^′ nevozmoßno razdelit~ nikakim k-razdelØ¸wim mnoßestvom iz nabora T. Togda suwestvuet k-razdelØ¸wee mnoßestvo T ∈ T, udovletvorØ¸wee sledu¸wim usloviØm.

1) Mnoßestvo T celikom soderßit S^′.

2) Esli dva bloka B_1 i B_2 razdeleny mnoßestvom S i B_1 ∩ B_2 = S^′, to libo T razdelØet B_1 i B_2, libo soderßit odin iz fftih blokov.

Dokazatel~stvo. Esli S^′ = B1 ∩ B2, i T ∈ T razdelØet bloki B1 i B_2, to ffto mnoßestvo, oqevidno, soderßit S^′, i podhodit nam v kaqestve iskomogo. Pofftomu v dokazatel~stve punkta 2 lemmy moßno sqitat~, qto ni odno iz mnoßestv nabora T ne razdelØet bloki B_1 i B_2.

Pust~ S i T_1 ∈ T. zavisimy. S pomow~¸ dannogo v lemme 6 opisaniØ par zavisimyh k-razdelØ¸wih mnoßestv netrudno zametit~, qto suwestvu¸t dva k-razdelØ¸wee mnoßestva S_1 i S_2, nezavisimyh s T_1 i takih, qto S ⊂ S_1 ∪S_2, priqem l¸bye dve verxiny a, b ∈ S, ne razdelennye mnoßestvom T_1, vmeste soderßatsØ v odnom iz mnoßestv S_1 ili S_2. Sledovatel~no, hotØ by odno iz mnoßestv S_1 ili S_2 dolßno celikom soderßat~ S^′, pust~ ffto S_1. (V sluqae, kogda S^′ ⊂ S ∩ T , oba mnoßestva S_1 ili S_2 soderßat

S^′, inaqe – rovno odno iz nih.)

Pust~ S^′ = B_1 ∩ B_2 i mnoßestvo S razdelØet B_1 i B_2. Oqevidno, kaßdyæ iz blokov B_1 i B_2 celikom leßit v odnoæ iz qasteæ, na kotorye S i T_1 delØt graf. Esli S^′ ⊄ S ∩ T , to, tak kak T_1 ne razdelØet B_1 i B_2, iz opisaniØ, dannogo v lemme 6, takße sleduet, qto mnoßestvo S_1 libo razdelØet B_1 i B_2, libo soderßit odin iz nih. V sluqae S^′ ⊂ S ∩ T oba mnoßestva S_1 ili S_2 soderßat S^′, a iz lemmy 6 netrudno videt~, qto odno iz fftih mnoßestv libo razdelØet bloki B_1 i B_2, libo soderßit odin iz nih. Pust~ ffto S_1. Po lemme 7, mnoßestvo S_1 nezavisimo s T_1 i S, a takße so vsemi k-razdelØ¸wimi mnoßestvami nabora T, nezavisimymi s S.

Esli dlØ mnoßestva S_1 suwestvuet zavisimoe T_2 ∈ T, to povtorim rassußdenie. Poluqim k-razdelØ¸wee mnoßestvo S_2 ⊃ S^′, po postroeni¸ nezavisimoe s T_2, a takße so vsemi k-razdelØ¸wimi

72 D. V. KARPOV

mnoßestvami, nezavisimymi s S_1 (to est~, s T_1 i so vsemi mnoßestvami nabora T, nezavisimymi s S). Esli mnoßestvo S_1 soderßalo odin iz blokov B_1 i B_2, ili razdelØlo ffti bloki, to, uqityvaØ, qto mnoßestvo T_2 ne razdelØlo bloki B_1 i B_2 netrudno proverit~, qto S_2 libo soderßit odin iz blokov B_1 i B_2, libo razdelØet ffti bloki.

V itoge my posle neskol~kih takih operaciæ poluqim krazdelØ¸wee mnoßestvo S_m ⊃ S^′, nezavisimoe so vsemi k-raz-delØ¸wimi mnoßestvami iz T. Togda, oqevidno, S_m ∈ T, i udovletvorØet trebuemym usloviØm. �

4.2. Process razbieniØ na bloki.

Razbienie grafa na klassiqeskie bloki moßet byt~ poluqeno posledovatel~nym razrezaniem grafa po toqkam soqleneniØ. V rabotah [8, 9] bloki v k-svØznom grafe opredelØlis~, kak rezul~tat processa posledovatel~nogo razbieniØ grafa po k-razdelØ¸wim mnoßestvam. (Otmetim, qto v [8] razbienie na bloki bylo neodnoznaqno, a v [9] odnoznaqnoe razbienie prohodilo lix~ dlØ slabo neraswepimogo k-svØznogo grafa.) Niße my pokaßem, qto koneqnym rezul~tatom razrezov slabo neraswepimogo k-svØznogo grafa po k-razdelØ¸wim mnoßestvam budet razbienie na bloki.

Teorema 4. Pust~ S – maksimal~nyæ po vkl¸qeni¸ nabor popar-

no nezavisimyh k-razdelØ¸wih mnoßestv slabo neraswepimogo ksvØznogo grafa G.

1) Pust~ A – odna iz qasteæ S-razbieniØ grafa G. Togda suwestvuet blok B takoæ, qto I(B) = I(A) i R(B) ⊂ R(A). Esli krome bloka B mnoßestvo A soderßit drugie bloki, to ffti bloki ØvlØ¸tsØ malymi i, bolee togo, podmnoßestvami k-razdelØ¸wih mnoßestv iz nabora S.

2) DlØ l¸bogo nepustogo bloka suwestvuet qast~ S-razbieniØ s takoæ ße vnutrennost~¸.

Dokazatel~stvo. 1) Netrudno zametit~, qto suwestvuet hotØ by odin blok, leßawiæ vnutri A. (Tak kak bloki poluqa¸tsØ dal~- neæxim podrazbieniem S-razbieniØ grafa G.) Esli vse bloki, kotorye soderßit A, ØvlØ¸tsØ malymi, to l¸boæ takoæ blok v silu lemmy 9 ØvlØetsØ podmnoßestvom nekotorogo razdelØ¸- wego mnoßestva S ∈ S, sledovatel~no, qast~ A v fftom sluqae

BLOKI V k–SV˚ZNYH GRAFAH 73

ØvlØetsØ pustoæ, qto delaet dal~neæxee dokazatel~stvo teoremy oqevidnym.

Pust~ blok B ⊂ A ne ØvlØetsØ malym i krome nego est~ drugie bloki. Rassmotrim drugoæ blok B_1 i l¸boe k-razdelØ¸wee mnoßestvo T , otdelØ¸wee B ot B_1. Pust~ T ∩ A = T_0. Oqevidno, nikakie dve verxiny iz T_0 nevozmoßno razdelit~ nikakim k-razdelØ¸wim mnoßestvom iz S. Po lemme 9, suwestvuet krazdelØ¸wee mnoßestvo S ∈ S, soderßawee T_0 i libo otdelØ¸- wee B ot B_1, libo soderßawee odin iz fftih dvuh blokov. Sledovatel~no, S ⊃ B_1.

2) Pust~ B – nepustoæ blok. Oqevidno, suwestvuet qast~ A

S-razbieniØ, soderßawaØ blok B. Primeniv punkt 1 nastoØweæ

teoremy k qasti A i uqityvaØ, qto blok B ne pust, my poluqaem

I(A) = I(B). �

Takim obrazom, uße razbienie slabo neraswepimogo grafa proizvol~nym maksimal~nym po vkl¸qeni¸ naborom krazdelØ¸wih mnoßestv S daet qasti, poqti ravnye blokam. DlØ l¸bogo nepustogo bloka suwestvuet qast~ S-razbieniØ s takoæ ße vnutrennost~¸.

Vspomnim konstrukci¸ posledovatel~nogo razbieniØ grafa, opisannu¸ v [9]. V slabo neraswepimom k-cvØznom grafe G vyberem proizvol~noe razdelØ¸wee mnoßestvo S_1, pust~ ono razbivaet graf G na qasti F_1, . . . , F_m, togda vse grafy F^∗_i budut ksvØznymi. Esli hotØ by odin iz fftih grafov ne ØvlØetsØ (k + 1)- svØznym, to vyberem v nem k-razdelØ¸wee mnoßestvo S_2 (po lemme 4, ffto mnoßestvo budet razdelØ¸wim i v grafe G) i sdelaem razrez po S_2. I tak dalee, poka vse qasti ne budut (k + 1)- svØznymi. Pust~ my posledovatel~no proveli razrezy po mnoßestvam S_1, S_2, . . . , S_n. Togda ffti mnoßestva poparno nezavisimy, priqem nabor S = {S_1, S_2, . . . S_n} ØvlØetsØ maksimal~nym po vkl¸qeni¸ naborom poparno nezavisimyh k-razdelØ¸wih mnoßestv grafa G. Kak dokazano v [9], porØdok razrezov ne imeet znaqeniØ. Netrudno dokazat~, qto poluqennye v rezul~tate provedennyh posledovatel~nyh razrezov mnoßestva verxin budut kak raz S-razbieniem slabo neraswepimogo grafa G. Takim obrazom, v slabo neraswepimom k-svØznom grafe razbit~ vse ne vhodØwie v k-razdelØ¸wie mnoßestva verxiny na bloki moßno s pomow~¸ posledovatel~nyh razrezov po k-razdelØ¸wim mnoßestvam.

74 D. V. KARPOV

4.3. Razbienie slabo neraswepimogo grafa zavisimymi razdelØ¸wimi mnoßestvami.

Pust~ S – nekotoryæ nabor k-razdelØ¸wih mnoßestv slabo neraswepimogo k-svØznogo grafa G. V nastoØwem razdele my izuqim svoæstva razbieniØ grafa mnoßestvami takogo nabora. Oqevidno, pri dobavlenii v S novogo k-razdelØ¸wego mnoßestva T , razbienie grafa izmel~qitsØ. V sluqae, kogda T nezavisimo so vsemi mnoßestvami iz S, budet podrazbita lix~ edinstvennaØ qast~ S-razbieniØ, soderßawaØ T (ona budet razbita na koliqestvo qasteæ, na kotoroe T razbivaet graf).

Esli ße T zavisimo s nekotorymi mnoßestvami iz S, izmeneniØ budut bolee znaqitel~nymi. Voobwe govorØ, moßet byt~ razbita kaßdaØ iz qasteæ S-razbieniØ.

My izuqim razbienie grafa naborami, vkl¸qa¸wimi v sebØ pary zavisimyh razdelØ¸wih mnoßestv i ocenim koliqestvo nepustyh qasteæ v takom razbienii (to est~, qasteæ s nepustoæ vnutrennost~¸). Pust~ S = {S_1, S_2, . . . , S_n} – takoæ nabor k-razdelØ¸wih mnoßestv, v kotorom kaßdoe mnoßestvo zavisimo hotØ by s odnim iz ostal~nyh. Napomnim, qto togda po lemme 6 kaßdoe iz mnoßestv fftogo nabora delit graf G rovno na dve qasti. V fftom razdele dalee my budem rassmatrivat~ tol~ko takie razdelØ¸wie mnoßestva. My dokaßem, qto v S-razbienii ne bolee 2n nepustyh qasteæ, i izuqim strukturu takogo razbieniØ. Opredelenie 12. Pust~ S – nabor k-razdelØ¸wih mnoßestv gra-

fa G. Graf zavisimosti fftogo nabora D(S) – ffto graf, verxiny kotorogo sootvetstvu¸t mnoßestvam nabora, a dve verxiny smeßny togda i tol~ko togda, kogda sootvetstvu¸wie im razdelØ¸wie mnoßestva zavisimy.

Opredelenie 13. Pust~ P , Q1, . . . , Q2n – poparno nepereseka¸wi-

esØ mnoßestva verxin grafa G takie, qto |Q_i| =^{k−|P |}_2 dlØ vseh i, priqem ni odno iz k-fflementnyh mnoßestv Q_{i,j} = Q_i ∪ Q_j ∪ P ne razdelØet nikakoe mnoßestvo Q_ℓ.

Budem govorit~, qto k-razdelØ¸wie mnoßestva nabora S =

{S1, . . . , S_n} obrazu¸t romaxku, esli kaßdoe iz nih ØvlØetsØ ob¨-

edineniem mnoßestva P i kakih-to dvuh mnoßestv Q_i i Q_j, priqem kaßdoe iz mnoßestv Q_1, . . . Q_{2n} soderßitsØ rovno v odnom iz mnoßestv nabora S i graf zavisimosti fftogo nabora

D(S) svØzen. Mnoßestvo P nazovem centrom romaxki, a mno-

ßestva Q_1, . . . Q_{2n} – lepestkami romaxki.

BLOKI V k–SV˚ZNYH GRAFAH 75

Zameqanie. Esli k-razdelØ¸wie mnoßestva nabora S = {S1, . . . ,

S_n} obrazu¸t romaxku, to P = ∩^n_{i=1}S_i sovpadaet s poparnym pe-

reseqeniem l¸byh dvuh mnoßestv iz S, a l¸bye dva zavisimyh mnoßestva S_i,S_j ∈ S razbiva¸t drug druga na qetyre lepestka romaxki.

Izuqenie razbieniØ grafa romaxkoæ okazyvaetsØ oqen~ vaßnym dlØ izuqeniØ razbieniæ drugimi naborami razdelØ¸wih mnoßestv. V sledu¸weæ lemme my detal~no opixem razbienie grafa mnoßestvami, obrazu¸wimi romaxku.

Lemma 10. Pust~ k-razdelØ¸wie mnoßestva nabora S = {S1, S2,

. . . , S_n} obrazu¸t romaxku s centrom P i lepestkami Q_1, . . . , Q_{2n}. Togda lepestki romaxki moßno pronumerovat~ takim obrazom, qto kaßdoe mnoßestvo Q_{i,j} = Q_i ∪ Q_j ∪ P (pri i ∉ {j − 1, j, j + 1}) delit graf na dve qasti, v odnoæ iz kotoryh leßat mnoßestva Q_{i+1}, . . . , Q_{j−1}, a v drugoæ – Q_{j+1}, . . ., Q_{i−1} (numeraciØ cikliqeskaØ), a otnositel~no mnoßestva Q_{i,i+1} vse lepestki romaxki leßat v odnoæ qasti. RazdelØ¸wie mnoßestva romaxki S delØt graf na 2n qasteæ s granicami Q_{i,i+1} (sostoØwimi iz dvuh sosednih v cikliqeskom porØdke lepestkov i centra romaxki).

Dokazatel~stvo. IndukciØ po koliqestvu razdelØ¸wih mnoßestv romaxki. Poskol~ku v grafe D(S) cuwestvuet verxina, udalenie kotoroæ ne naruxaet svØznost~, suwestvuet razdelØ- ¸wee mnoßestvo S_n ∈ S takoe, qto dlØ nabora S_0 = S \ {S_n} graf D(S_0) svØzen. Togda mnoßestva nabora S_0 obrazu¸t romaxku, k kotoroæ moßno primenit~ indukcionnoe predpoloßenie. Pust~ lepestki fftoæ romaxki cikliqeski uporØdoqeny sledu¸wim obrazom: Q_1, . . . , Q_{2n−2}, a razdelØ¸wee mnoßestvo S_n imeet lepestki Q^′_1 i Q^′_2. Poskol~ku ffti lepestki ne razdelØ¸tsØ nikakimi razdelØ¸wimi mnoßestvami Q_{i,j} = Q_i ∪ Q_j ∪ P romax-

ki S0, to kaßdyæ iz nih popadaet v odnu iz qasteæ, ograniqen-

nyh mnoßestvom vida Q_{m,m+1}, priqem ffti dve qasti – raznye (inaqe S_n = Q^′_1 ∪ Q^′_2 ∪ P ne zavisimo ni s odnim iz razdelØ¸- wih mnoßestv romaxki S_0, qto protivoreqit predpoloßeni¸ o svØznosti grafa zavisimosti D(S)). Pust~ Q^′_1 popadaet v qast~, otdelØemu¸ Q_{i,i+1}, a Q^′_2 popadaet v qast~, otdelØemu¸ Q_{j,j+1}. Poskol~ku razdelØ¸wee mnoßestvo S_n = Q^′_1 ∪ Q^′_2 ∪ P ne razbivaet ni odin iz lepestkov romaxki S_0, to S_n delit lepestki romaxki na dve gruppy (lepestki iz raznyh grupp leßat v raznyh qastØh

76 D. V. KARPOV

otnositel~no S_n, a lepestki iz odnoæ gruppy – v odnoæ qasti). Iz cikliqeskoæ uporØdoqennosti lepestkov romaxki S_0 sleduet, qto zavisimye razdelØ¸wie mnoßestva Q_{i,j} i Q_{i+1,j+1} delØt graf G na qetyre qasti s granicami Q_{i,i+1}, Q_{i+1,j}, Q_{j,j+1} i Q_{j+1,i} sootvetstvenno. Tak kak lepestki Q^′_1 i Q^′_2 leßat v qastØh s granicami Q_{i,i+1} i Q_{j,j+1}, to mnoßestva Q_{i,i+1} i Q_{j,j+1} zavisimy s S_n. Togda, po lemme 7, mnoßestva Q_{i,j} i Q_{i+1,j+1} takße zavisimy s S_n. Sledovatel~no, pary lepestkov Q_i i Q_{i+1}, Q_j i Q_{j+1},

Q_i i Q_j , a takße Q_{i+1} i Q_{j+1} dolßny byt~ razdeleny po raznym

gruppam. Togda lepestki Q_j i Q_{i+1} popada¸t v odnu qast~ otnositel~no S_n, to est~, razdelØ¸wee mnoßestvo Q_{i+1,j} nezavisimo s S_n i vsØ qast~ razbieniØ grafa zavisimymi razdelØ¸wimi mnoßestvami Q_{i,j} i Q_{i+1,j+1}, vydelØemaØ Q_{i+1,j}, leßit v odnoæ qasti otnositel~no S_n, sledovatel~no, vse lepestki Q_{i+1}, . . . , Q_j (porØdok cikliqeskiæ) popada¸t v odnu gruppu. Analogiqno dokazyvaetsØ, qto drugu¸ gruppu obrazu¸t lepestki Q_{j+1}, . . . , Q_i.

Rassmotrim lepestki iz raznyh grupp Q_x i Q_y. Poskol~ku razdelØ¸wee mnoßestvo S_n razdelØet Q_{xy} = Q_x ∪ Q_y ∪ P , to v silu lemmy 1 mnoßestvo Q_{xy} razdelØet S_n. UqityvaØ, qto Q_{xy} ne delit lepestkov Q^′_1 i Q^′_2, ono dolßno delit~ S_n imenno na qastilepestki Q^′_1 i Q^′_2. Togda k fftim razdelØ¸wim mnoßestvam moßno primenit~ opisanie par zavisimyh razdelØ¸wih mnoßestv iz lemmy 6. V qastnosti, iz fftogo opisaniØ sleduet, qto pri x ≠ i i x ≠ i + 1 razdelØ¸wee mnoßestvo Q^′_1 ∪ Q_x ∪ P delit graf na dve qasti, v odnoæ iz kotoryh soderßatsØ lepestki Q_{i+1}, . . . , Q_{x−1}, a v drugoæ gruppe – Q_{x+1}, . . . , Q_i (porØdok cikliqeskiæ), a pri x = i ili x = i + 1 otnositel~no mnoßnstva Q^′_1 ∪ Q_x ∪ P vse ostal~nye lepestki leßat v odnoæ qasti. Togda lepestok Q^′_1 moßno vstavit~ v cikliqeskom porØdke meßdu Q_i i Q_{i+1}. Analogiqno, lepestok

Q^′_2 moßno vstavit~ v cikliqeskom porØdke meßdu Q_j i Q_{j+1}.

Romaxka S_0 razbivala graf na qasti s granicami, sostoØwimi iz dvuh sosednih v cikliqeskom porØdke lepestkov i centra romaxki. (Pravda, nekotorye iz fftih qasteæ mogli byt~ pustymi.) Iz dokazannogo sleduet, qto pri dobavlenii mnoßestva S_n qasti s granicami Q_{i,i+1} i Q_{j,j+1} okazalis~ razdeleny na dve men~xie qasti s granicami iz sosednih lepestkov romaxki S i centra. �

Sledstvie 1. Dve romaxki S i T s odinakovym centrom i odi-

nakovym naborom lepestkov delØt graf na odni i te ße qasti.

BLOKI V k–SV˚ZNYH GRAFAH 77

Utverßdenie sledstviØ 1 neposredstvenno vytekaet iz utverßdeniØ lemmy 10.

Opredelenie 14. Nazovem romaxku pravil~noæ, esli v neæ l¸bye

dva razdelØ¸wih mnoßestva zavisimy.

Zameqanie. Netrudno ponØt~, qto s dannymi lepestkami i centrom suwestvuet edinstvennaØ pravil~naØ romaxka – ffto romaxka, razdelØ¸wie mnoßestva kotoroæ sostoØt iz “protivopoloßnyh” (v opredelennom lemmoæ 10 cikliqeskom porØdke) lepestkov.

Sledstvie 2. Pust~ nabor k-razdelØ¸wih mnoßestv S = {S1, S2,

. . . , S_n} obrazuet romaxku. Togda suwestvuet nabor k-razdelØ¸wih mnoßestv T = {T_1, T_2, . . . , T_n}, obrazu¸wih pravil~nu¸ romaxku i delØwih graf na te ße qasti, qto i nabor S.

Dokazatel~stvo. Pust~ P = ∩^n_{i=1}Si – centr romaxki, a Q1,

. . . , Q_{2n} – cikliqeski uporØdoqennye lepestki romaxki. DlØ

vseh i ot 1 do n opredelim mnoßestva nabora T sledu¸wim obrazom: T_i = Q_i ∪ Q_{n+i} ∪ P (ob¨edineniØ par protivopoloßnyh lepestkov). Oqevidno, vse takie mnoßestva poparno zavisimy. Sledovatel~no, graf zavisimosti D(T) svØzen, to est~, fftot nabor predstavlØet iz sebØ romaxku s temi ße lepestkami i centrom, qto u romaxki S. Po sledstvi¸ 1, ffti romaxki razbiva¸t graf na odni i te ße qasti. � Lemma 11. Pust~ nabory k-razdelØ¸wih mnoßestv S, T i Q

obrazu¸t pravil~nye romaxki, l¸bye dva iz fftih naborov pokryva¸t ob¨edinenie R = S ∪ T ∪ Q i ime¸t hotØ by dva obwih mnoßestva. Togda vse mnoßestva iz R obrazu¸t pravil~nu¸ romax- ku. Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez PS pereseqenie vseh mnoßestv nabora S, qerez PT pereseqenie vseh mnoßestv nabora T, a qerez PQ pereseqenie vseh mnoßestv nabora Q. Rassmotrim proizvol~noe razdelØ¸wee mnoßestvo W . Iz usloviØ sleduet, qto ono dolßno vhodit~ hotØ by v dva nabora, ne umalØØ obwnosti, pust~ W ∈ S ∩ T. V fftom pereseqenii hotØ by dva mnoßestva, pust~ takße V ∈ S ∩ T. Rassmotrim l¸boe mnoßestvo U iz naxih naborov. Ono vhodit v odin iz naborov S ili T, sledovatel~no, mnoßestva W , V i U vhodØt v odnu romaxku, to est~, oni obrazu¸t romaxku. Togda ih poparnye pereseqeniØ sovpada¸t s ih

78 D. V. KARPOV

obwim pereseqeniem, krome togo, mnoßestva V i U delØt W odinakovo – na dva ravnyh po koliqestvu verxin lepestka W_1 i W_2. Sledovatel~no, l¸boe mnoßestvo iz R delit W tak ße, kak V – na dve ravnye po koliqestvu verxin qasti W_1 i W_2. Takim obrazom, l¸boe mnoßestvo X ∈ R, delit drugoe mnoßestvo Y ∈ R na dva odinakovyh lepestka Y_1 i Y_2. Ots¸da sleduet, qto poparnye pereseqeniØ l¸byh dvuh mnoßestv iz R sovpada¸t. Krome togo, l¸bye dva mnoßestva iz R vhodØt v odnu pravil~nu¸ romaxku, i sledovatel~no, zavisimy.

Pust~ R = S_1, . . . , S_n, P = ∩^n_{i=1}S_i, a kaßdoe mnoßestvo S_i ∈ R delitsØ ostal~nymi na dve qasti Q_i i Q_{n+i}. DlØ dokazatel~stva togo, qto mnoßestva nabora R obrazu¸t pravil~nu¸ romaxku s centrom P i lepestkami Q_1, Q_2, . . . , Q_{2n} ostaetsØ dokazat~, qto nikakoe mnoßestvo Q_{i,j} = Q_i ∪Q_j ∪P ne razdelØet ni odno iz mnoßestv Q_x. Pust~ Q_{i,j} sostoit iz qasteæ dvuh mnoßestv S_i, S_j ∈ R. Togda ffti dva mnoßestva zavisimy, priqem S_i delit S_j na qasti Q_j i Q_{n+j} , a S_j delit S_i na qasti Q_i i Q_{n+i} (numeraciØ cikliqeskaØ). Vospol~zuemsØ dannym v lemme 6 opisaniem qasteæ, na kotorye dva zavisimyh k-razdelØ¸wih mnoßestva delØt graf. V sootvetstvii s fftim opisaniem, mnoßestva S_j i S_i delØt graf na qetyre qasti, odna iz kotoryh otdelØetsØ kak raz mnoßestvom Q_{i,j}. Tak kak l¸boe mnoßestvo Q_x celikom leßit v odnoæ iz qasteæ otnositel~no S_i i otnositel~no S_j , mnoßestvo Q_x dolßno celikom leßat~ v odnoæ iz qetyreh qasteæ, na kotorye ffti mnoßestva delØt graf. �to oznaqaet, qto Q_{i,j} ne razbivaet Q_x, qto i trebovalos~ dokazat~. SvØznost~ grafa zavisimosti D(R) oqevidna.

Takim obrazom, nabor R obrazuet pravil~nu¸ romaxku. �

Opredelenie 15. Nazovem nabor razdelØ¸wih mnoßestv T vpol-

ne zavisimym, esli l¸bye neskol~ko mnoßestv iz T, obrazu¸wie romaxku, obrazu¸t pravil~nu¸ romaxku (i, sledovatel~no, poparno zavisimy).

Lemma 12. DlØ l¸bogo nabora k-razdelØ¸wih mnoßestv T suwe-

stvuet vpolne zavisimyæ nabor T_0 iz takogo ße koliqestva krazdelØ¸wih mnoßestv, delØwiæ graf na te ße qasti, qto i T. Pri fftom, mnoßestva nabora T_0 obrazu¸t romaxku togda i tol~- ko togda, kogda mnoßestva nabora T obrazu¸t romaxku.

Dokazatel~stvo. Pust~ nabor k-razdelØ¸wih mnoßestv S ⊂ T

BLOKI V k–SV˚ZNYH GRAFAH 79

obrazuet romaxku, v kotoroæ est~ para nezavisimyh mnoßestv. Vvedem oboznaqenie Q = T \ S.

Naædem v romaxke S paru nezavisimyh razdelØ¸wih mnoßestv S_1 i S_2. My moßem zamenit~ ih na paru zavisimyh mnoßestv S^′_1 i S^′_2 s temi ße qetyr~mØ lepestkami i tem ße pereseqeniem – poluqitsØ novaØ romaxka S_1 s temi ße lepestkami i centrom, qto i u romaxki S. Po sledstvi¸ 1, oni delØt graf na odni i te ße qasti. Pust~ T_1 = Q ∪ S_1. Esli mnoßestva odnogo iz naborov T ili T_1 obrazu¸t romaxku, to mnoßestva drugogo sostavleny iz teh ße lepestkov. Togda dlØ proverki usloviæ iz opredeleniØ romaxki dostatoqno proverit~ svØznost~ grafa zavisimosti. RazdelØ¸wee mnoßestvo Q ∈ Q zavisimo s odnim iz mnoßestv romaxki S togda i tol~ko togda, kogda ego lepestki popada¸t v raznye qasti razbieniØ grafa romaxkoæ S, qto verno togda i tol~ko togda, kogda Q zavisimo s odnim iz mnoßestv romaxki S_1 (tak kak romaxki S i S_1 delØt graf na odni i te ße qasti). �to oznaqaet, qto svØznost~ grafa zavisimosti D(T) ffkvivalentna svØznosti grafa D(T_1). Takim obrazom, mnoßestva nabora T_1 obrazu¸t romaxku togda i tol~ko togda, kogda mnoßestva nabora T obrazu¸t romaxku.

Po lemme 7, koliqestvo par zavisimyh mnoßestv v S_1 bol~- xe, qem v S, a v Q ∪ S_1 takih par bol~xe, qem v Q ∪ S. Esli v romaxke S_1 est~ para nezavisimyh razdelØ¸wih mnoßestv, prodolßim process. Poskol~ku koliqestvo par zavisimyh mnoßestv vse vremØ vozrastaet, v rezul~tate my poluqim romaxku s temi ße lepestkami i centrom, qto i S, mnoßestva v kotoroæ poparno zavisimy – a ffto pravil~naØ romaxka. Oqevidno, pri fftom qasti, na kotorye mnoßestva iz T delØt graf, ne izmenØtsØ.

Budem prodolßat~ process do teh por, poka v naxem nabore suwestvu¸t mnoßestva, obrazu¸wie romaxku, v kotoroæ ne vse mnoßestva poparno zavisimy. S kaßdym xagom uveliqivaetsØ koliqestvo par zavisimyh mnoßestv, sledovatel~no, fftot process dolßen zakonqit~sØ. V rezul~tate l¸bye m mnoßestv iz S, obrazu¸wih romaxku, okaßutsØ poparno zavisimymi (to est~, budut obrazovyvat~ pravil~nu¸ romaxku). �

Lemma 13. Pust~ S = {S1, S2, S3} – nabor k-razdelØ¸wih mno-

ßestv slabo neraswepimogo k-svØznogo grafa G. Togda vypolnØ- ¸tsØ sledu¸wie utverßdeniØ.

1) Sredi qasteæ, na kotorye razdelØ¸wie mnoßestva nabora S

80 D. V. KARPOV

razbiva¸t graf G ne bolee, qem 6 nepustyh.

2) Esli nepustyh qasteæ rovno 6, to nabor S obrazuet romaxku. 3) Esli nabor S vpolne zavisimyæ, to pri udalenii iz nego odnogo razdelØ¸wego mnoßestva koliqestvo nepustyh qasteæ razbieniØ umen~xitsØ ne bolee, qem na dve.

Dokazatel~stvo. Pust~ P = ∩^3_{i=1}Si, |P | = p. Pust~ mnoßestvo

S_i delit graf na qasti G^0_i i G^1_i . Vvedem oboznaqenie G_{i1i2i3} = G^{i1}_1 ∩G^{i2}_2 ∩G^{i3}_3 . Togda v silu teoremy 1 mnoßestva nabora S razbi-

va¸t graf G na 8 qasteæ {G_{i1i2i3} }^1_{i1,i2,i3=0} (vproqem, nekotorye iz fftih qasteæ mogut soderßat~sØ vnutri drugih, i daße byt~ pustymi mnoßestvami). Udobno predstavit~ sebe razbienie grafa G mnoßestvami nabora S v vide kuba 2×2×2, v kotorom razdelØ- ¸wie mnoßestva budut izobraßeny seredinnymi ploskostØmi, a ediniqnye kubiki izobraßa¸t qasti S-razbieniØ.

Vnutrennost~ kaßdoæ iz fftih qasteæ I(G_{i1i2i3} ) otdelØetsØ ot ostal~nogo grafa ee graniceæ R(G_{i1i2i3} ), sledovatel~no, libo v takoæ granice dolßno byt~ hotØ by k verxin, libo I(G_{i1i2i3} ) =

?. Predpoloßim, qto hotØ by 7 iz fftih qasteæ nepusty. To-

gda, prosummirovav razmery granic dlØ fftih semi qasteæ, my poluqim summu A_1, kotoraØ ne menee 7k. S drugoæ storony, rassmotrim summu A_2 = 2(|S_1| + |S_2| + |S_3|). V summe A_2 verxiny, vhodØwie v pereseqenie rovno m razdelØ¸wih mnoßestv iz nabora S, podsqitany rovno 2m raz. Sledovatel~no,

6k + p = A_2 + p ≥ A_1 ≥ 7k,

qto protivoreqit oqevidnomu neravenstvu p < k. Takim obrazom, ne bolee xesti qasteæ nepusty.

Esli est~ 6 nepustyh qasteæ, to prosummirovav razmery ih granic, my poluqim summu, v kotoroæ kaßdaØ qast~ razdelØ¸- wih mnoßestv nabora S uqityvaetsØ ne bolee, qem v A_2 = 6k. Sledovatel~no, v fftom sluqae granicy pustyh qasteæ ne dolßny soderßat~ verxin, krome verxin iz P (tak kak imenno ffti verxiny byli by posqitany v summe razmerov xesti granic men~xee qislo raz, qem v summe A_2).

S toqnost~¸ do simmetrii, vozmoßno 3 varianta raspoloßeniØ dvuh pustyh qasteæ S-razbieniØ. Rassmotrim ffti varianty.

1) I(G_{000}) = I(G_{111}) = ? (sm. ris 1a). Granicy fftih qasteæ ne dolßny soderßat~ verxin, krome verxin mnoßestva P . Vvedem

BLOKI V k–SV˚ZNYH GRAFAH 81

oboznaqeniØ G_{ab0}∩G_{ab1}\P = S_{ab∗}, G_{a0b}∩G_{a1b}\P = S_{a∗b}, G_{0ab}∩G_{1ab} \P = S_{∗ab}. Togda

S_{00∗} = S_{0∗0} = S_{∗00} = S_{11∗} = S_{1∗1} = S_{∗11} = ?.

V fftom sluqae poparnye pereseqeniØ treh razdelØ¸wih mnoßestv S_1, S_2 i S_3 dolßny sovpadat~ s ih obwim pereseqeniem P . Pri fftom l¸bye dva mnoßestva iz S delØt graf na qetyre nepustyh qasti, sledovatel~no, l¸boe mnoßestvo iz S delit l¸boe drugoe na dve ravnye qasti. Mnoßestvo S_1 delitsØ i mnoßestvom S_2, i mnoßestvom S_3 na ravnye qasti S_{∗01} i S_{∗10}, mnoßestvo S_2 delitsØ i mnoßestvom S_1, i mnoßestvom S_3 na ravnye qasti S_{0∗1} i S_{1∗0}, a mnoßestvo S_3 delitsØ i mnoßestvom S_1, i mnoßestvom S_2 na ravnye qasti S_{01∗} i S_{10∗}. PoluqaetsØ romaxka s centrom P i lepestkami S_{∗01}, S_{∗10}, S_{0∗1}, S_{1∗0}, S_{01∗}, S_{10∗}. (Netrudno proverit~, qto l¸bye dva iz fftih lepestkov vmeste s centrom P obrazu¸t razdelØ¸wee mnoßestvo, kotoroe ne razdelØet ni odin drugoæ lepestok. SvØznost~ grafa zavisimosti D(S) oqevidna.) V fftom sluqae nabor S ØvlØetsØ pravil~noæ romaxkoæ i, oqevidno, udovletvorØet utverßdeni¸ punkta 3 lemmy (pri udalenii l¸bogo mnoßestva poluqaetsØ razbienie grafa na qetyre nepustyh qasti).

Ris. 1.

2) I(G_{000}) = I(G_{100}) = ? (sm. ris 1b). V fftom sluqae S_2 ∩ G^0_3 =

S_3 ∩G^0_2 = ?, to est~, razdelØ¸wie mnoßestva S_2 i S_3 nezavisimy,

bolee togo, S_2 ∩ S_3 = P . Vvedem oboznaqeniØ

P_{12} = (S_1 ∩ S_2) \ P, P_{13} = (S_1 ∩ S_3) \ P,

S^2_1 = S_1 ∩ I(G^0_2), S^3_1 = S_1 ∩ I(G^0_3).

82 D. V. KARPOV

Netrudno ubedit~sØ, qto mnoßestva S_1 i S_2 delØt graf na qetyre nepustyh qasti, qto po lemme 6 vozmoßno lix~ v sluqae, kogda ffti razdelØ¸wie mnoßestva delØtsØ drug drugom na ravnye qasti. �ti mnoßestva pereseka¸tsØ po P ∪ P_{12}, mnoßestvo S_1 delitsØ mnoßestvom S_2 na qasti, odna iz kotoryh ravna S^2_1 , a drugaØ soderßit S^3_1 ∪ P_{13}. Analogiqno dokazyvaetsØ, qto mnoßestvo S_1 delitsØ mnoßestvom S_3 na dve ravnye qasti, priqem odna iz fftih qasteæ ravna S^3_1 , a drugaØ soderßit S^2_1 ∪ P_{12}. Takim obrazom, |S21 | ≥ |S31 | + |P13| i |S31 | ≥ |S21 | + |P12|. �to vozmoßno lix~ pri

P_{12} = P_{13} = ?, |S^2_1 | = |S^3_1 | i S_1 = S^2_1 ∪ S^3_1 ∪ P.

Sledovatel~no, S_1 ∩ S_2 = S_1 ∩ S_3 = S_2 ∩ S_3 = P . V fftom sluqae mnoßestva S_2 i S_3 delØt S_1 odinakovo: na qasti S^3_1 i S^3_2 . Takim obrazom, mnoßestvo P budet centrom romaxki, kotoru¸ obrazu- ¸t S_1, S_2 i S_3 a ee lepestkami budut mnoßestva, na kotorye S_1 delit nezavisimye mnoßestva S_2 i S_3, a takße mnoßestva S^3_1 i S^3_2 (Netrudno proverit~, qto l¸bye dva iz fftih lepestkov vmeste s centrom P obrazu¸t razdelØ¸wee mnoßestvo, kotoroe ne razdelØet ni odin drugoæ lepestok. SvØznost~ grafa zavisimosti

D(S) oqevidna.) V fftom sluqae nabor S ne ØvlØetsØ vpolne za-

visimym.

3) I(G_{000}) = I(G_{110}) = ? (sm. ris 1v). V fftom sluqae S_1∩I(G^0_3) =

?, tak kak vse qasti, sostavlØ¸wie ffto pereseqenie vhodØt v

granicy pustyh qasteæ G_{000} i G_{110}. Odnako netrudno ubedit~sØ, qto mnoßestva S_1 i S_3 delØt graf na qetyre nepustyh qasti, qto po lemme 6 vozmoßno lix~ v sluqae, kogda ffti razdelØ¸wie mnoßestva delØtsØ drug drugom na ravnye qasti. Protivoreqie, dokazyva¸wee nevozmoßnost~ fftogo sluqaØ, i zaverxa¸wee dokazatel~stvo punktov 1 i 2 lemmy.

Dokazatel~stvo punkta 3 v sluqae, kogda est~ ne bolee qetyreh nepustyh qasteæ S-razbieniØ, oqevidno (pri udalenii l¸- bogo mnoßestva poluqitsØ ne menee dvuh qasteæ). OstaetsØ rassmotret~ sluqaæ, kogda nepustyh qasteæ razbieniØ rovno 5. Odnako, esli pri razbienii grafa G kakimi-to dvumØ mnoßestvami S_i, S_j ∈ S nepustyh qasteæ ne bolee dvuh, to v S-razbienii takih qasteæ ne bolee qetyreh. Lemma dokazana. �

BLOKI V k–SV˚ZNYH GRAFAH 83

Opixem ewe odnu vspomogatel~nu¸ konstrukci¸. Pust~ M – mnoßestvo posledovatel~nosteæ iz n nuleæ i edinic takoe, qto dlØ l¸bogo t ≤ n i l¸byh t razrØdov suwestvuet ne bolee, qem 2t variantov podposledovatel~nosteæ posledovatel~nosteæ iz M . Postroim graf sovpadeniæ G_M , verxiny kotorogo sootvetstvu¸t posledovatel~nostØm iz M . Soedinim dve posledovatel~nosti rebrom i razrØda, esli oni skleiva¸tsØ pri udalenii i razrØda (to est~, razliqa¸tsØ tol~ko v i razrØde).

Rassmotrim cikl v takom grafe. Oqevidno, v cikle koliqestvo reber kaßdogo razrØda dolßno byt~ qetnym, sledovatel~- no, esli v cikle est~ rebra t razrØdov, to v sootvetstvu¸wih t razrØdah suwestvuet hotØ by 2t razliqnyh variantov podposledovatel~nosteæ posledovatel~nosteæ iz M . Poskol~ku bolee qem 2t razliqnyh variantov byt~ ne moßet, to v l¸bom cikle rovno po dva rebra kaßdogo iz razrØdov, po kotorym prohodit fftot cikl. DlØ kaßdogo cikla C naxego grafa mnoßestvo takih razrØdov oboznaqim qerez r(C).

Izuqim nekotorye svoæstva ciklov v grafe G_M . Opredelenie 16. Nazovem razrØd i cikla C iz 2t posledova-

tel~nosteæ normal~nym, esli koliqestvo razliqnyh podposledovatel~nosteæ, poluqennyh iz posledovatel~nosteæ cikla C udaleniem fftogo razrØda, ravnØetsØ 2t − 2.

Zameqanie. Tak kak v kaßdom razrØde, po kotoromu prohodit cikl, on soderßit dva rebra, to pri udalenii fftogo razrØda skleØtsØ hotØ by dve pary posledovatel~nosteæ cikla. Sledovatel~no, pri udalenii razrØda iz 2t posledovatel~nosteæ cikla poluqitsØ ne bolee 2t − 2 razliqnyh podposledovatel~nosteæ. Normal~nost~ razrØda oznaqaet, qto ne proizoædet drugih sovpadeniæ, to est~, nikakie dve nesosednie v cikle posledovatel~nosti ne soedineny rebrom, sootvetstvu¸wim razrØdu i. Esli ße razrØd ne ØvlØetsØ normal~nym, to v cikle est~ dopolnitel~naØ “horda” razrØda i, v fftom sluqae netrudno zametit~, qto cikl moßno razdelit~ na dva men~xih, ime¸wih dve obwie posledovatel~nosti (v ishodnom cikle imenno ffti dve posledovatel~nosti byli soedineny hordoæ razrØda i). Lemma 14. V l¸bom cikle est~ hotØ by dva normal~nyh razrØda. Dokazatel~stvo. Pust~ cikl C soderßit 2t posledovatel~nosteæ. Togda on soderßit rebra t razrØdov (po dva rebra v ka-

84 D. V. KARPOV

ßdom). Rassmotrim okrußnost~, razdelennu¸ 2t toqkami na 2t dug. Vypixem posledovatel~nosti cikla na 2t dugah v porØdke sledovaniØ po ciklu, a kaßdu¸ toqku meßdu dugami pokrasim v cvet i, esli posledovatel~nosti na sosednih dugah, kotorye razgraniqivaet ffta toqka, otliqa¸tsØ v i razrØde. Tak kak v cikle dolßno byt~ po dva rebra kaßdogo iz ego razrØdov, u nas budet po 2 toqki kaßdogo cveta. Soedinim kaßdu¸ paru toqek odnogo cveta hordoæ.

Postroim graf hord X(C) verxiny kotorogo sootvetstvu¸t hordam, a dve verxiny smeßny togda i tol~ko togda, kogda hordy pereseka¸tsØ.

Tot fakt, qto vse posledovatel~nosti razliqny, ravnosilen tomu, qto dlØ l¸byh dvuh “ediniqnyh” dug (t. e. dug meßdu sosednimi toqkami) suwestvuet takaØ horda, qto ffti dugi nahodØtsØ po raznye storony ot nee (l¸bomu iz razrØdov, v kotorom posledovatel~nosti razliqa¸tsØ, sootvetstvuet takaØ horda).

Esli graf hord X(C) ne svØzen, to hordy moßno razbit~ na dve gruppy tak, qto hordy pervoæ gruppy ne ime¸t pereseqeniæ s hordami vtoroæ gruppy. Sootvetstvenno razob~em na dve gruppy i koncy hord. Togda suwestvu¸t hotØ by dve ediniqnye dugi s koncami iz raznyh grupp. Netrudno proverit~, qto ffti ediniqnye dugi ne razdeleny. Protivoreqie, dokazyva¸wee svØznost~ grafa hord X(C).

Pust~ horda i takova, qto graf X(C) − i svØzen. Udalim s naxeæ okrußnosti hordu i, na okrußnosti ostanutsØ 2t − 2 ediniqnye dugi. Pust~ kakie-to dve iz fftih dug AB i CD (porØdok toqek ukazan po qasovoæ strelke) ne razdeleny nikakoæ hordoæ. Togda l¸baØ horda soedinØet dve toqki na duge BC ili dve toqki na duge DA, to est~, hordy razbiva¸tsØ hotØ by na dve komponenty svØznosti, qto protivoreqit svØznosti grafa X(C) − i. Sledovatel~no, l¸bye dve iz 2t−2 ediniqnyh dug razdeleny hotØ by odnoæ hordoæ, to est~, sootvetstvu¸wie fftim dugam 2t − 2 podposledovatel~nosti (poluqennye iz posledovatel~nosteæ cikla C udaleniem razrØda i) razliqny. Takim obrazom, razrØd i ØvlØetsØ normal~nym razrØdom cikla C. Poskol~ku u svØznogo grafa X(C) est~ hotØ by dve verxiny, udalenie kotoryh ne naruxaet svØznost~, u cikla C est~ hotØ by dva normal~nyh razrØda. �

Lemma 15. Pust~ mnoßestva razrØdov dvuh ciklov C1 i C2 pere-

BLOKI V k–SV˚ZNYH GRAFAH 85

seka¸tsØ rovno po odnomu razrØdu i, kotoryæ ØvlØetsØ normal~- nym v oboih ciklah. Togda razrØdy iz r(C_1)∪r(C_2) takße obrazu¸t cikl, priqem v fftom cikle razrØd i ne budet normal~nym.

Dokazatel~stvo. Pust~ |r(C1)| = p, |r(C2)| = q, togda |r(C1) ∪

r(C_2)| = p + q − 1. Vne razrØdov iz r(C_1) ∪ r(C_2) vse posledo-

vatel~nosti, vhodØwie v cikl C_1, sovpada¸t (pust~ oni ravny podposledovatel~nosti a) i vse posledovatel~nosti, vhodØwie v cikl C_2, sovpada¸t (pust~ oni ravny podposledovatel~nosti b). Esli a ≠ b, to my poluqaem hotØ by 2p + 2q razliqnyh podposledovatel~nosteæ dliny p + q − 1, a ih dolßno byt~ ne bolee, qem 2p + 2q − 2. Protivoreqie.

OstaetsØ rassmotret~ sluqaæ, kogda vse posledovatel~nosti oboih ciklov sovpada¸t vne r(C_1) ∪ r(C_2). Bolee togo, cikly C_1 i C_2 dolßny imet~ hotØ by dve obwih posledovatel~nosti. Zametim, qto v i razrØde i v posledovatel~nostØh cikla C_1, i v posledovatel~nostØh cikla C_2 vstreqaetsØ i 0, i 1. Vse posledovatel~nosti cikla C_1 sovpada¸t na razrØdah iz r(C_2)\{i}, pust~ oni ravny podposledovatel~nosti c. Vse posledovatel~nosti cikla C_2 sovpada¸t na razrØdah iz r(C_1) \ {i}, pust~ oni ravny podposledovatel~nosti d. Togda dve obwie posledovatel~nosti ciklov x_1 i x_2 dolßny sovpadat~ s c na r(C_2) \ {i}, sovpadat~ s d na r(C_1) \ {i}, a v razrØde i odna iz nih imeet 0, a drugaØ 1. Tak kak razrØd i normalen v oboih ciklah, to i v C_1, i v C_2 posledovatel~nosti x_1 i x_2 ØvlØ¸tsØ sosednimi.

Togda meßdu fftimi posledovatel~nostØmi s odnoæ storony moßno vypisat~ ostal~nye posledovatel~nosti cikla C_1, a s drugoæ storony – ostal~nye posledovatel~nosti cikla C_2, v rezul~tate qego poluqitsØ cikl na razrØdah r(C_1)∪r(C_2). Otmetim, qto v fftom cikle razrØd i ne budet normal~nym, tak kak dve nesosednie po fftomu ciklu posledovatel~nosti x_1 i x_2 soedineny rebrom razrØda i. �

Udalim v posledovatel~nostØh mnoßestva M razrØd i. Pust~ poluqennye podposledovatel~nosti obrazu¸t mnoßestvo M_i. L¸boe rebro, sootvetstvu¸wee razrØdu j v grafe G_M , oznaqaet edinstvennoe razliqie kakih-to dvuh posledovatel~nosteæ v fftom razrØde. Odnako, nekotorye posledovatel~nosti pri perehode ot M k M_i skleiva¸tsØ. Rassmotrim sluqaæ, kogda pri fftom skleiva¸tsØ rebra grafa G_M v nekotorom razrØde j ∈ H.

86 D. V. KARPOV

Lemma 16. Esli v mnoßestve M suwestvu¸t dve razliqnyh pa-

ry soedinennyh rebrom razrØda j posledovatel~nosteæ (x_1, x_2) i (y_1, y_2) takih, qto pri udalenii razrØda i posledovatel~nost~ x_1 skleivaetsØ s y_1, a posledovatel~nost~ x_2 skleivaetsØ s y_2, to suwestvuet cikl dliny qetyre, prohodØwiæ po razrØdam i i j.

Dokazatel~stvo. Oqevidno, posledovatel~nost~ x1 soedinena v G_M s y_1 reberom razrØda i, a x_2 soedinena takim ße rebrom s y_2. �to oznaqaet, qto suwestvuet cikl iz qetyreh posledovatel~nosteæ s rebrami razrØdov i i j. � Teorema 5. Pust~ S = {S1, S2, . . . , Sn} – vpolne zavisimyæ nabor

k-razdelØ¸wih mnoßestv slabo neraswepimogo k-svØznogo grafa G takoæ, qto kaßdoe iz ego mnoßestv zavisimo s kakim-to drugim k-razdelØ¸wim mnoßestvom grafa G. Togda vypolnØ¸tsØ sledu¸- wie utverßdeniØ.

1) Sredi qasteæ, na kotorye razdelØ¸wie mnoßestva nabora S razbiva¸t graf G, ne bolee, qem 2n nepustyh.

2) Esli nepustyh qasteæ rovno 2n, to razdelØ¸wie mnoßestva nabora S obrazu¸t romaxku.

3) Sredi qasteæ, na kotorye razdelØ¸wie mnoßestva nabora S delØt graf, koliqestvo nepustyh qasteæ ne bolee, qem na dve prevoshodit koliqestvo nepustyh qasteæ sredi qasteæ, na kotorye mnoßestva nabora S_i = S \ S_i delØt graf.

Dokazatel~stvo. Dokaßem utverßdenie indukcieæ po n – koliqestvu mnoßestv v nabore S. DlØ n = 2 utverßdenie punktov 1 i 2 sleduet iz lemmy 6, utverßdenie punkta 3 v fftom sluqae oqevidno. DlØ n = 3 utverßdenie teoremy sleduet iz lemmy 13.

Pust~ mnoßestvo S_i delit graf na qasti G^0_i i G^1_i . DlØ l¸- byh i_1, i_2, . . . , i_n, prinima¸wih znaqeniØ 0 i 1, vvedem oboznaqenie G_{i1i2...in} = G^{i1}_1 ∩ · · · ∩ G^{in}_n . (DlØ udobstva posledovatel~nost~

i_1i_2 . . . i_n iz 0 i 1 budem oboznaqat~ sootvetstvu¸wim takoæ dvo-

iqnoæ zapisi qislom.) Togda mnoßestva nabora S razbiva¸t graf G na 2^n qasteæ {G_i}^{2n−1}_{i=0} .

Pust~ n ≥ 4. Naqnem s dokazatel~stva punktov 1 i 2 teoremy. Otmetim, qto l¸boæ podnabor nabora S takße ØvlØetsØ vpolne zavisimym, to est~, dlØ nego po indukcionnomu predpoloßeni¸ vypolnØ¸tsØ vse utverßdeniØ teoremy. Rassmotrim nabory razdelØ¸wih mnoßestv S_i = S \ {S_i} dlØ vseh i ot 1 do n. DlØ takih naborov teorema uße dokazana, to est~, sredi qasteæ, na kotorye

BLOKI V k–SV˚ZNYH GRAFAH 87

mnoßestva l¸bogo takogo nabora delØt graf, ne bolee, qem 2n−2 nepustyh. Esli hotØ by dlØ treh takih naborov koliqestvo nepustyh qasteæ ravno 2n − 2, to primeniv utverßdenie teoremy my poluqaem, qto tri podnabora S iz n − 1 mnoßestv obrazu¸t romaxki. Poskol~ku nabor S ØvlØetsØ vpolne zavisimym, ffti romaxki – pravil~nye. Tak kak n ≥ 4, ffti tri nabora pokryva¸t kaßdoe mnoßestvo nabora S hotØ by dva raza, l¸bye dva iz fftih naborov pereseka¸tsØ hotØ by po dvum mnoßestvam. Togda po lemme 11 vse razdelØ¸wie mnoßestva nabora S obrazu¸t romaxku i razbiva¸t graf ne bolee, qem na 2n qasteæ. Tak kak nabor S ØvlØetsØ vpolne zavisimym, to ego mnoßestva obrazu¸t pravil~nu¸ romaxku, v kotoroæ udalenie l¸bogo razdelØ¸wego mnoßestva daet romaxku iz n − 1 mnoßestva i, oqevidno, delit graf rovno na 2n − 2 qasti (kaßdaØ iz nih nepusta, tak kak soderßit nepustu¸ qast~ S-razbieniØ). Takim obrazom, v fftom sluqae vse utverßdeniØ teoremy dokazany.

Pust~ ne bolee qem dlØ dvuh iz naborov S_i koliqestvo nepustyh qasteæ ravno 2n − 2 (ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto ffto nabory S_1 i S_2), a dlØ ostal~nyh naborov ne prevoshodit 2n − 3. Predpoloßim, qto sredi qasteæ, na kotorye mnoßestva nabora S delØt graf, hotØ by 2n + x nepustyh (gde x ≥ 0). Oboznaqim qerez M_0 mnoßestvo posledovatel~nosteæ iz n nuleæ i edinic, kotorye sootvetstvu¸t indeksam nepustyh qasteæ. Rassmotrim podmnoßestvo M ⊂ M_0, sostoØwee rovno iz 2n posledovatel~nosteæ (vyberem ffti posledovatel~nosti v mnoßestve M_0 proizvol~no). Pust~ T ⊂ S. L¸boæ nepustoæ qa-

sti S-razbieniØ A sootvetstvuet soderßawaØ ee nepustaØ qast~ T-razbieniØ, indeks kotoroæ poluqaetsØ iz indeksa qasti A vy-

borom podposledovatel~nosti, sostoØweæ iz razrØdov, sootvetstvu¸wih razdelØ¸wim mnoßestvam nabora T. Takim obrazom, dlØ l¸byh r razrØdov sredi podposledovatel~nosteæ posledovatel~nosteæ mnoßestva M na fftih r razrØdah budet ne bolee 2r razliqnyh (tak kak sootvetstvu¸wie fftim razrØdam r razdelØ- ¸wih mnoßestv delØt graf ne bolee, qem na 2r nepustyh qasteæ).

Sledovatel~no, vse indeksy, poluqennye iz posledovatel~nosteæ mnoßestva M udaleniem i razrØda (pri fftom, nekotorye posledovatel~nosti mogut skleit~sØ) sootvetstvu¸t nepustym qastØm S_i-razbieniØ. (V S_i-razbienii pri fftom mogut byt~ i drugie nepustye qasti.) Takim obrazom, esli v posledovatel~-

88 D. V. KARPOV

nostØh mnoßestva M udalit~ pervyæ ili vtoroæ znak, poluqitsØ ne bolee 2n − 2 razliqnyh posledovatel~nosteæ, a esli l¸boæ drugoæ znak – to ne bolee 2n − 3 razliqnyh posledovatel~nosteæ. Postroim graf sovpadeniæ G_M dlØ fftogo nabora posledovatel~- nosteæ.

V grafe G_M ne menee, qem po dva rebra pervogo i vtorogo razrØdov i ne menee, qem po tri rebra kaßdogo iz ostal~nyh razrØdov – vsego hotØ by 3n − 2 rebra na 2n verxinah. V takom grafe obØzatel~no est~ cikly. Iz dokazanogo vyxe sleduet, qto cikly fftogo grafa udovletvorØ¸t lemmam 14, 15 i 16. Cikly grafa sovpadeniæ G_M posledovatel~nosteæ, sootvetstvu¸wih nepustym qastØm v razbienii grafa mnoßestvami vpolne zavisimogo nabora, krome togo, oblada¸t sledu¸wim svoæstvom.

Lemma 17. Dva cikla dliny qetyre ne mogut imet~ rovno odin

obwiæ razrØd.

Dokazatel~stvo. Pust~ C1 i C2 – dva takih cikla, priqem r(C_1) = {i, ℓ}, a r(C_2) = {j, ℓ}. Togda po lemme 15 suwestvuet cikl iz xesti posledovatel~nosteæ na razrØdah i, j, ℓ, v kotorom razrØd ℓ ne ØvlØetsØ normal~nym. �to oznaqaet, qto sredi qasteæ, na kotorye mnoßestva S_i, S_j , S_ℓ razbiva¸t graf, hotØ by xest~ nepustyh. Po lemme 13, ffti tri mnoßestva obrazu¸t romaxku (oboznaqim fftu romaxku qerez Q). Tak kak ffti mnoßestva vhodØt vo vpolne zavisimyæ nabor razdelØ¸wih mnoßestv, romaxka Q – pravil~naØ. Togda xest~ nepustyh qasteæ ØvlØ¸tsØ podmnoßestvami xesti raznyh qasteæ razbieniØ grafa G pravil~noæ romaxkoæ. Poskol~ku l¸bye dve ne sosednie (v opredelennom v lemme 10 cikliqeskom porØdke) qasti razbieniØ pravil~noæ romaxkoæ razdeleny hotØ by dvumØ razdelØ¸wimi mnoßestvami, kaßdaØ iz xesti posledovatel~nosteæ cikla moßet byt~ soedinena rebrom razrØda i, j ili ℓ lix~ s dvumØ drugimi (leßawimi vnutri sosednih qasteæ razbieniØ grafa romaxkoæ Q). �to oznaqaet, qto vse tri razrØda cikla normal~ny. Protivoreqie s dokazannym vyxe. �

Dokaßem, qto v grafe G_M ne moßet byt~ bolee odnogo razrØda, v kotorom provedeno ne menee treh reber. Pust~ est~ hotØ by dva takih razrØda i, j ≠ 1.

Udalim v posledovatel~nostØh mnoßestva M razrØd 1. Pust~ poluqennye podposledovatel~nosti obrazu¸t mnoßestvo M_1.

BLOKI V k–SV˚ZNYH GRAFAH 89

Po indukcionnomu predpoloßeni¸, dlØ vpolne zavisimogo nabora k-razdelØ¸wih mnoßestv S_1 vypolnØetsØ utverßdenie punkta 3 teoremy. Sledovatel~no, v grafe sovpadeniæ G_{M1} provedeno ne bolee, qem po dva rebra kaßdogo razrØda.

V grafe G_M provedeno hotØ by tri rebra v razrØdah i i j, a v grafe G_{M1} – ne bolee, qem po dva rebra. Sledovatel~no, pri udalenii razrØda 1 dolßny byli skleit~sØ rebra i v razrØde i, i v razrØde j. Po lemme 16, v grafe G_M dolßen suwestvovat~ cikl dliny qetyre C_1, prohodØwiæ po rebram razrØdov 1 i i i cikl dliny qetyre C_2, prohodØwiæ po rebram razrØdov 1 i j. �to protivoreqit lemme 17.

Tak kak n ≥ 4, v grafe G_M suwestvu¸t dva razrØda i, j ∉ {1, 2}, v kotoryh provedeno hotØ by po tri rebra, qto protivoreqit dokazannomu vyxe. Poluqennoe protivoreqie zaverxaet razbor sluqaØ, kogda est~ hotØ by 2n nepustyh qasteæ S-razbieniØ, no mnoßestva nabora S ne obrazu¸t romaxku. Sledovatel~no, punkty 1 i 2 teoremy dokazany.

OstaetsØ zaverxit~ dokazatel~stvo punkta 3. Iz dokazannogo punkta 1 teoremy sleduet, qto nepustyh qasteæ S-razbieniØ ne bolee 2n, otkuda |M_0| ≤ 2n. V fftom sluqae mnoßestvo M =

M_0 ØvlØetsØ mnoßestvom vseh indeksov nepustyh qasteæ S-

razbieniØ grafa G. V grafe G_M , kak my dokazali vyxe, suwestvuet ne bolee odnogo razrØda, v kotorom provedeno tri rebra. Predpoloßim, qto takoæ razrØd est~ – pust~ ffto razrØd 1. DlØ l¸bogo i ≠ 1 pust~ M_i – mnoßestvo posledovatel~nosteæ, poluqennyh iz M udaleniem razrØda i. Vse ffti posledovatel~nosti sootvetstvu¸t nepustym qastØm S_i-razbieniØ. Po indukcionnomu predpoloßeni¸, k fftomu naboru my moßem primenit~ punkt 3 teoremy. Iz nego sleduet, qto v grafe sovpadeniæ G_{Mi} provedeno ne bolee, qem po dva rebra v kaßdom iz razrØdov, v qastnosti, v razrØde 1. Po lemme 16 ffto oznaqaet suwestvovanie v grafe G_M cikla dliny qetyre, prohodØwego po rebram razrØdov 1 i i. No v fftom sluqae suwestvu¸t cikly dliny qetyre s rebrami razrØdov 1 i 2, a takße s rebrami razrØdov 1 i 3, qto protivoreqit lemme 17. Takim obrazom, punkt 3 teoremy dokazan. �

Sledstvie 3. Pust~ T = {T1, . . . , Tn} – vpolne zavisimyæ nabor k-

razdelØ¸wih mnoßestv slabo neraswepimogo k-svØznogo grafa G takoæ, qto kaßdoe iz ego mnoßestv zavisimo s kakim-to drugim mnoßestvom, pust~ T_m = {T_1, . . . , T_m}. Togda sredi qasteæ,

90 D. V. KARPOV na kotorye razdelØ¸wie mnoßestva nabora T_{m+1} delØt graf, koliqestvo nepustyh qasteæ ne bolee, qem na dve prevoshodit koliqestvo nepustyh qasteæ sredi qasteæ, na kotorye mnoßestva nabora T_m delØt graf.

Dokazatel~stvo. Netrudno zametit~, qto vse nabory k-razdelØ- ¸wih mnoßestv T_1, T_2, . . . , T_{n−1} takße ØvlØ¸tsØ vpolne zavisimymi. Togda dostatoqno dokazat~, qto sredi qasteæ, na kotorye razdelØ¸wie mnoßestva nabora T = T_n delØt graf, koliqestvo nepustyh qasteæ ne bolee, qem na dve prevoshodit koliqestvo nepustyh qasteæ sredi qasteæ, na kotorye mnoßestva nabora T_{n−1} delØt graf, qto sleduet iz punkta 3 teoremy 5.

Teorema 6. Pust~ T = {T1, . . . , Tn} – nabor k-razdelØ¸wih mno-

ßestv slabo neraswepimogo k-svØznogo grafa G takoæ, qto kaßdoe iz ego mnoßestv zavisimo s kakim-to drugim k-razdelØ¸- wim mnoßestvom grafa G. Togda vypolnØ¸tsØ sledu¸wie utverßdeniØ.

1) Sredi qasteæ, na kotorye razdelØ¸wie mnoßestva nabora T razbiva¸t graf G ne bolee, qem 2n nepustyh.

2) Esli nepustyh qasteæ rovno 2n, to razdelØ¸wie mnoßestva nabora T obrazu¸t romaxku.

3) Pust~ T_m = {T_1, . . ., T_m}. Togda razdelØ¸wie mnoßestva fftogo nabora moßno uporØdoqit~ takim obrazom, qtoby sredi qasteæ, na kotorye razdelØ¸wie mnoßestva nabora T_{m+1} delØt graf, koliqestvo nepustyh qasteæ ne bolee, qem na dve prevoshodilo koliqestvo nepustyh qasteæ sredi qasteæ, na kotorye mnoßestva nabora T_m delØt graf.

Dokazatel~stvo.

V silu lemmy 12 suwestvuet vpolne zavisimyæ nabor razdelØ¸wih mnoßestv S, delØwiæ graf na te ße qasti, qto i T, priqem |T| = |S| i mnoßestva nabora S obrazu¸t romaxku togda i tol~ko togda, kogda mnoßestva nabora T obrazu¸t romaxku. Takim obrazom, iz utverßdeniæ punktov 1 i 2 teoremy 5 dlØ nabora S, sledu¸t utverßdeniØ punktov 1 i 2 nastoØweæ teoremy dlØ nabora T.

Pust~ T^i = T \ {T_i}. Dokaßem indukcieæ po koliqestvu razdelØ¸wih mnoßestv suwestvovanie v nabore dvuh mnoßestv T_i i T_j takih, qto pri udalenii iz T odnogo iz fftih mnoßestv koliqestvo nepustyh qasteæ v razbienii grafa umen~xaetsØ ne bolee,

BLOKI V k–SV˚ZNYH GRAFAH 91

qem na dve. Iz fftogo utverßdeniØ legko vyvesti utverßdenie punkta 3 teoremy. (Esli dlØ kakogo-to i koliqestvo nepustyh qasteæ v razbienii grafa mnoßestvami nabora T ne bolee qem na dva bol~xe, qem v razbienii grafa mnoßestvami nabora T^i, to umen~xim koliqestvo razdelØ¸wih mnoßestv, pereædØ k naboru T^i.) V protivnom sluqae dlØ vseh i ot 1 do n, krome, moßet byt~, kakogo-to odnogo, koliqestvo nepustyh qasteæ v razbienii grafa mnoßestvami nabora T^i hotØ by na tri men~xe, qem v razbienii grafa mnoßestvami nabora T.

Kak i v teoreme 5, oboznaqim qerez M mnoßestvo posledovatel~nosteæ iz n nuleæ i edinic, kotorye sootvetstvu¸t indeksam nepustyh qasteæ v razbienii (v takom mnoßestve, po dokazannomu vyxe punktu 1 nastoØweæ teoremy, ne bolee 2n posledovatel~nosteæ) i postroim graf sovpadeniæ G_M . Odnako, v naxem sluqae nabor razdelØ¸wih mnoßestv T ne obØzatel~no ØvlØetsØ vpolne zavisimym.

Iz sdelannogo predpoloßeniØ sleduet, qto v grafe G_M provedeno hotØ by po tri rebra kaßdogo razrØda, krome, moßet byt~, odnogo. Takim obrazom, v G_M ne bolee 2n verxin i hotØ by 3n−3 rebra. Tak kak n ≥ 4, v takom grafe obØzatel~no est~ cikly. Iz dokazannogo vyxe punkta 1 nastoØweæ teoremy sleduet, qto v l¸bom cikle rovno po dva vhodØwih v cikl rebra v kaßdom iz razrØdov, po kotorym on prohodit.

Esli v grafe G_M est~ (edinstvennyæ) razrØd, v kotorom provedeno ne bolee dvuh reber, to pust~ ffto razrØd ℓ. V sluqae, kogda takih razrØdov net, rassmotrim maksimal~nyæ cikl Z, pust~ togda ℓ – ego normal~nyæ razrØd (on suwestvuet po lemme 14).

Pust~ pri udalenii razrØda ℓ iz posledovatel~nosteæ mnoßestva M poluqaetsØ mnoßestvo posledovatel~nosteæ M_ℓ. KaßdaØ takaØ posledovatel~nost~ sootvetstvuet nepustoæ qasti v razbienii grafa naborom k-razdelØ¸wih mnoßestv T^ℓ = T \ T_ℓ, dlØ kotorogo vypolnØetsØ indukcionnoe predpoloßeni¸. Sledovatel~no, v grafe sovpadeniæ G_{Mℓ} suwestvu¸t razrØdy i i j, v kotoryh provedeno ne bolee dvuh reber, priqem po postroeni¸ v fftih razrØdah ne menee, qem po tri rebra v grafe G_M . Po lemme 16 ffto oznaqaet suwestvovanie v grafe G_M cikla dliny qetyre C_1, prohodØwego po rebram razrØdov ℓ i i, a takße cikla dliny qetyre C_2, prohodØwego po rebram razrØdov ℓ i j. Po lemme 15, suwestvuet cikl iz xesti posledovatel~nosteæ C na

92 D. V. KARPOV

razrØdah i, j, ℓ, v kotorom razrØd ℓ ne ØvlØetsØ normal~nym. �to srazu ße oznaqaet, qto v grafe G_M provedeno hotØ by tri rebra razrØda ℓ.

Sledovatel~no, ostaetsØ rassmotret~ sluqaæ, kogda ℓ – normal~nyæ razrØd maksimal~nogo cikla Z. Esli i ∉ r(Z), to v silu lemmy 15 suwestvuet cikl na razrØdah iz r(Z) ∪ {i}, qto protivoreqit maksimal~nosti cikla Z. Takim obrazom, ostaetsØ sluqaæ, kogda i, j ∈ r(Z). Rassmotrim mnoßestvo M_{r(Z)}, sostoØwee iz podposledovatel~nosteæ posledovatel~nosteæ mnoßestva M v razrØdah cikla Z. V fftom mnoßestve ne moßet byt~ bolee 2|r(Z)| posledovatel~nosteæ. Znaqit, vse posledovatel~- nosti mnoßestva M_{r(Z)} ØvlØ¸tsØ podposledovatel~nostØmi posledovatel~nosteæ cikla Z. Poskol~ku {i, j, ℓ} = r(C) ⊂ r(Z), to v mnoßestvo M_{r(Z)} dolßny vhodit~ xest~ podposledovatel~nosteæ, poluqennyh iz posledovatel~nosteæ cikla C, a sredi nih est~ tri pary posledovatel~nosteæ, razliqa¸wihsØ lix~ v razrØde ℓ. UqityvaØ, qto posledovatel~nosti cikla Z sovpada¸t vne r(Z), poluqaem, qto v cikle Z est~ tri pary posledovatel~- nosteæ, razliqa¸wihsØ lix~ v razrØde ℓ, qto protivoreqit normal~nosti fftogo razrØda. Sledovatel~no, v grafe G_M est~ hotØ by dva razrØda, v kotoryh provedeno ne bolee, qem po dva rebra, qto zaverxaet dokazatel~stvo teoremy. �

Pust~ nabor k-razdelØ¸wih mnoßestv slabo neraswepimogo k-svØznogo grafa G, v kotorom kaßdoe mnoßestvo zavisimo hotØ by s odnim drugim, delit graf na nekotorye qasti. My dokazali, qto koliqestvo nepustyh qasteæ v fftom razbienii ne bol~xe udvoennogo koliqestva mnoßestv v nabore, i bolee togo, moßno tak uporØdoqit~ razdelØ¸wie mnoßestva nabora, qto esli v fftom porØdke razbivat~ graf po razdelØ¸wim mnoßestvam nabora, dobavlØØ na kaßdom xage po odnomu mnoßestvu, to koliqestvo nepustyh qasteæ na takom xage budet uveliqivat~sØ ne bolee, qem na dve. (�to ne oznaqaet, qto novoe razdelØ¸wee mnoßestvo razbivaet rovno dve nepustye qasti: ono moßet peresekat~ znaqitel~no bol~xee koliqestvo qasteæ, no ne bolee, qem dve iz fftih qasteæ delØtsØ naxim mnoßestvom na dve nepustyh.) Esli ße nabor k-razdelØ¸wih mnoßestv ØvlØetsØ vpolne zavisimym, ffto utverßdenie verno pri l¸bom porØdke razbieniØ. Zameqanie. Otmetim, qto v razdele 4.3 slabaØ neraswepimost~ grafa ispol~zovalas~ lix~ dlØ primeneniØ lemmy 6 (toqnee,

BLOKI V k–SV˚ZNYH GRAFAH 93

ee punkta 2, v kotorom dokazyvaetsØ, qto esli dva razdelØ¸wih mnoßestva delØt graf na qetyre nepustyh qasti, oni delØt drug druga na ravnye qasti, to est~, obrazu¸t romaxku). V dokazatel~stve fftoæ lemmy slabaØ neraswepimost~ ispol~zuetsØ lix~ dlØ dokazatel~stva togo, qto kaßdoe k-razdelØ¸wee mnoßestvo, zavisimoe hotØ by s odnim iz ostal~nyh, delit graf rovno na dve qasti. Pofftomu vse dokazannye v nastoØwem razdele fakty verny ne tol~ko dlØ naborov k-razdelØ¸wih mnoßestv slabo neraswepimogo grafa, no i dlØ naborov k-razdelØ¸wih mnoßestv proizvol~nogo k-svØznogo grafa takih, qto kaßdoe mnoßestvo v fftih naborah delit graf rovno na dve qasti.

Avtor vyraßaet priznatel~nost~ ı. M. Lifxicu i A. V. Pastoru za pomow~ v rabote nad stat~eæ.

Literatura

1. F. Harari, TeoriØ grafov. Mir, M. (1973). 2. O. Ore, TeoriØ grafov. Mir, M. (1968).

3. D. W. Matula, k-Blocks and ultrablocks in graphs. — J. Comb. Theory, Ser. B 24 (1978), 1–13.

4. F. Harary, Y. Kodama, On the genus of an n-connected graph. — Fund. Math.

54 (1964), 7–13.

5. S. MacLane, A structural characterization of planar graph. — Duke Math. J. 3 (1937), 460–472.

6. W. T. Tutte, Connectivity in graphs. — Univ. Toronto Press, Toronto (1966). 7. J. E. Hopcroft, R. E. Tarjan, Dividing a graph into triconnected components. — SIAM J. Comput. 2 (1973), 135–158.

8. W. Hohberg, The decomposition of graphs into k-connected components. — Discr.

Math. 109 (1992), 133–145.

9. D. V. Karpov, A. V. Pastor, O strukture k-svØznogo grafa. Zap. nauqn.

semin. POMI 266 (2000), 76–106.

Karpov D. V. Blocks in k-connected graphs.

For a k-connected graph with the help of local vertex connectivity we determine a notion of block and prove some properties of blocks, which generalize the properties of classic biconnected blocks. We investigate the structure of division of a k-connected graph by several cutting sets.

Postupilo 15 dekabrØ 2002 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN

E-mail:dvk@pdmi.ras.ru