Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 292, 2002 g.

A. L. Qistov

MONODROMI˚ I KRITERII NEPRIVODIMOSTI S ALGORITMIQESKIMI PRILOȷENI˚MI V NULEVO` HARAKTERISTIKE

Vvedenie

Pust~ k – pole nulevoæ harakteristiki s algebraiqeskim zamykaniem k. Oboznaqim qerez P^n(k), n ¿ 0, proektivnoe prostranstvo nad polem k s koordinatami X_0, . . . , X_n. My budem predpolagat~, qto P^n(k) opredeleno nad k. DlØ proizvol~nyh odnorodnyh mnogoqlenov g_1, . . . , g_m ∈ k[X_0, . . . , X_n] my budem oboznaqat~ qerez Z(g_1, . . . , g_m) mnoßestvo vseh obwih nuleæ mnogoqlenov g_1, . . . , g_m v P^n(k). Analogiqnye oboznaqeniØ budut ispol~zovat~sØ dlØ mnoßestv nuleæ idealov i mnogoqlenov s drugimi polØmi kofffficientov v affinnyh i proektivnyh prostranstvah (ffto budet vidno iz konteksta).

V algoritmiqeskoæ qasti stat~i my budem predpolagat~, qto pole k ØvlØetsØ koneqnoporoßdennym nad polem racional~nyh qisel Q. Pust~ V – proektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie, kotoroe ØvlØetsØ mnoßestvom vseh obwih nuleæ semeæstva odnorodnyh mnogoqlenov ot n + 1 peremennyh stepeneæ men~xe d s kofffficientami iz k. Pust~ teper~ z_1, . . . , z_u ∈ V – proizvol~nye toqki. My postroim algoritm, kotoryæ vyØsnØet, prinadleßat li z_1, . . . , z_u odnoæ i toæ ße neprivodimoæ komponente, opredelennoæ nad k (sootvetstvenno k), mnogoobraziØ V , so vremenem raboty, polinomial~nym ot d^n i dliny zapisi vhodnyh dannyh (sootvetstvenno s tem ße samym vremenem raboty dlØ fiksirovannogo u), sm. teoremu 2. Krome togo, my stroim lineænye formy L_1, . . . , L_{n−1} ot X_0, . . . , X_n s celymi kofffficientami s dlinami zapisi O(n log d), takie, qto dlØ vsØkogo 0 6 s 6 n i dlØ vsØkoæ neprivodimoæ nad k komponenty W mnogoobraziØ V razmernosti dim W = n − s pereseqenie W ∩ Z(L_{s+1}, . . . , L_{n−1}) transversal~no i ØvlØetsØ neprivodimoæ nad k proektivnoæ krivoæ, sm. teoremu 1. 130

MONODROMI˚ I KRITERII NEPRIVODIMOSTI 131

Otmetim, qto daße suwestvovanie trebuemyh lineænyh form

L_1, . . . , L_{n−1} s dlinami zapiseæ celyh kofffficientov O(n log d)

netrivial~no. V algoritmah fftoæ stat~i my suwestvenno ispol~zuem rezul~taty raboty [4]. My primenØem takße pervu¸ teoremu Bertini, sm. [1]. S drugoæ storony, dlØ obosnovaniØ algoritma nam potrebovalos~, kak i v [5]), privleq~ metody teorii analitiqeskih funkciæ, a imenno, gruppu monodromii algebraiqeskoæ funkcii (v [5] my ispol~zovali ffti metody ne tol~ko dlØ dokazatel~stva korrektnosti algoritma, no i v samom algoritme), sm. teoremu 3 razdela 1. Iz sledstviØ 2 fftoæ teoremy my poluqaem sledu¸wiæ krasivyæ rezul~tat (osnovnoæ sluqaæ zdes~ n ¿ 3).

Kriteriæ neprivodimosti. Pust~ Φ ∈ k[X0, . . . , Xn], n ¿ 1 –

separabel~nyæ odnorodnyæ mnogoqlen nad polem nulevoæ harakteristiki. Pust~ degΦ = deg_{X0} Φ ¿ 1. Pust~ R – diskriminant mnogoqlena Φ otnositel~no X_0, a R_0 – beskvadratnaØ qast~ mnogoqlena R (to est~ R_0 – separabel~nyæ mnogoqlen naibol~xeæ stepeni, delØwiæ R). Pust~ L – nenulevaØ lineænaØ forma ot X_1, . . . , X_n s kofffficientami iz k i A = k[X_0, . . . , X_n]/(L) (takim obrazom, A izomorfno kol~cu mnogoqlenov ot n peremennyh). Predpoloßim, qto mnogoqlen R_0 mod L ∈ A separabelen. Togda neprivodimye nad k mnoßiteli mnogoqlenov Φ i Φ mod L ∈ A nahodØtsØ vo vzaimno odnoznaqnom sootvetstvii po pravilu Ψ → Ψ mod L. V qastnosti, esli Φ neprivodim nad k, to i Φ mod L neprivodim nad k. Krome togo, dlØ vsØkogo lineænogo podprostranstva L lineænyh form ot X_1, . . . , X_n razmernosti dim L ¿ 3 suwestvuet forma L ∈ L, udovletvorØ¸waØ sformulirovannym usloviØm.

�tot kriteriæ i sledstvie 2 proØsnØ¸t vaßnyæ sluqaæ teoremy Bertini. V odnoæ iz sledu¸wih stateæ my vernemsØ k obwemu sluqa¸ pervoæ teoremy Bertini s algoritmiqeskoæ toqki zreniØ. Rezul~taty nastoØweæ stat~i, a imenno teorema 1, budut pri fftom ispol~zovat~sØ suwestvennym obrazom. V sledu¸- weæ stat~e nam potrebuetsØ dokazat~ bolee obwu¸ versi¸ teoremy 3. HotØ ona moßet byt~ privedena uße seæqas, my rexili sdelat~ izloßenie bolee prozraqnym i opustit~ podrobnosti, otnosØwiesØ k sluqa¸ nekoneqnyh morfizmov.

My ostavlØem qitatel¸ vyvesti sledstviØ dannogo kriteriØ dlØ neodnorodnyh mnogoqlenov. Interesno dokazat~ takße analogi fftogo kriteriØ dlØ nenulevoæ harakteristiki s proizvol~-

132 A. L. QISTOV

nym n i dlØ neodnorodnyh mnogoqlenov s celymi kofffficientami s malymi n.

V rabote [6] my predloßili novyæ metod predstavleniØ algebraiqeskih mnogoobraziæ, osnovannyæ na sistemah predstaviteleæ toqek neprivodimyh komponent. NastoØwaØ stat~Ø ØvlØetsØ vaßnym xagom na puti postroeniØ algoritmov dlØ fftogo metoda v nulevoæ harakteristike.

Pereædem k toqnym formulirovkam. Pust~ dany odnorodnye mnogoqleny f_1, . . . , f_m ∈ k[X_0, . . . , X_n], n ¿ 1, m ¿ 1. Rassmotrim zamknutoe algebraiqeskoe mnoßestvo ili algebraiqeskoe mnogoobrazie (v dannoæ stat~e my ne razliqaem ffti ponØtiØ)

V = {(x_0 : . . . : x_n) ∈ P^n(k) : f_i(x_0, . . . , x_n) = 0, x_i ∈ k, ∀1 6 i 6 m}.

�to mnoßestvo vseh obwih nuleæ mnogoqlenov f_1, . . . , f_m v P^n(k). Sledovatel~no, V = Z(f_1, . . . , f_m).

Pust~ teper~ k = Q(t_1, . . . , t_l, θ), gde t_1, . . . , t_l algebraiqeski nezavisimy nad Q i θ – algebraiqeskiæ nad Q(t_1, . . . , t_l) fflement s minimal~nym mnogoqlenom F ∈ Q[t_1, . . . , t_l, Z]. Starxiæ kofffficient lc_ZF mnogoqlena F raven 1. Kaßdyæ mnogoqlen f = f_i budem predstavlØt~ v vide f = 1 a_0 ∑ i_0,... ,i_n ∑ 0≤j<deg_Z F a_{i0,... ,in,j} θ^j X^{i0}_0 · · · X^{in}_n , gde a_0, a_{i0,... ,in,j} ∈ Z[t_1, . . . , t_l], gcd_{i0,... ,in,j} (a_0, a_{i0,... ,in,j}) = 1. Opre- delim dlinu zapisi l(a) celogo qisla a formuloæ l(a) = min{s ∈

Z: : |a| < 2^{s−1}}. Dlina zapisi kofffficientov l(f) mnogoqlena f

opredelØetsØ kak maksimum dlin zapisi celyh kofffficientov mnogoqlenov a_0, a_{i0,... ,in,j}, a ego stepen~ deg_{tγ} (f) – kak deg_{tγ} (f) = max_{i0,... ,in,j}{deg_{tγ} (a_0), deg_{tγ} (a_{i0,... ,in,j})} , gde 1 ≤ γ ≤ l. Analogiqnym obrazom opredelØ¸tsØ deg_{tγ} F i l(F ). My budem predpolagat~, qto ime¸tsØ sledu¸wie ocenki: deg_{X0 ,... ,Xn} (f_i) < d, deg_{tγ} (f_i) < d_2, l(f_i) < M, deg_Z (F ) < d_1, deg_{tγ} (F ) < d_1, l(F ) < M_1 .

Razmer (ili dlina zapisi) L(f) mnogoqlena f opredelØetsØ kak proizvedenie dliny zapisi kofffficientov l(f) na qislo vseh ce-

MONODROMI˚ I KRITERII NEPRIVODIMOSTI 133

lyh kofffficientov mnogoqlena f v plotnom predstavlenii. Ime- em L(f_i) < ( ( d + n n ) d_1 + 1)d^l_2M.

Analogiqno L(F ) < d^{l+1}_1 M_1. V dal~neæxem, esli ne ogovoreno protivnoe, my budem sqitat~, qto l fiksirovano.

My budem predstavlØt~ toqku z ∈ V s koordinatami iz koneqnogo rasxireniØ polØ k sledu¸wim obrazom. Izvesten indeks

0 6 i0 6 n, takoæ, qto Xi_0 (z) ≠ 0, i zadan izomorfizm poleæ

k(z) = k((X_1 /X_{i0} )(z), . . . , (X_n/X_{i0} )(z)) ≃ k[η] = k[Z]/(F_z), (1)

priqem ∑ 06i6n^{ci(Xi/Xi}0^{)(z) → η} pod deæstviem izomorfizma (1), kofffficienty c_i ∈ Z zadany i F_z ∈ k[Z] – minimal~nyæ mnogoqlen fflementa η nad polem k so starxim kofffficientom

lc_Z F_z = 1. Takim obrazom, toqka z opredelena s toqnost~¸ do

soprØßeniØ nad k. Bolee toqno, predstavlenie (1) zadaet opredelennoe nad k i neprivodimoe nad k algebraiqeskoe mnogoobrazie razmernosti 0.

Pust~ a ∈ k[η] – proizvol~nyæ fflement. Togda a = A(η) dlØ odnoznaqno opredelennogo mnogoqlena A ∈ k[Z], takogo, qto

deg_Z A < deg_Z F_z. Dlina zapisi celyh kofffficientov l(a), dlina

zapisi L(a) i stepeni deg_{tα} a, 1 6 α 6 l, fflementa a opredeleny formulami

l(a) = l(A), L(a) = L(A), deg_{tα} a = deg_{tα} A.

Opredelim dlinu zapisi L(z) toqki z kak L(F_z)+ ∑ 06i6n^{L(Xi/Xi0 )} . Ispol~zuØ algoritm iz raboty [3], moßno postroit~ sistemu odnorodnyh polinomial~nyh uravneniiæ s kofffficientami iz k, zada¸wu¸ naimen~xee opredelennoe nad k i neprivodimoe nad k algebraiqeskoe mnogoobrazie razmernosti 0, soderßawee z, za vremØ, polinomial~noe ot L(z).

Pust~ W_1, W_2 ⊂ P^n(k) (sootvetstvenno W_1, W_2 ⊂ A^n (k)) – dva proektivnyh (sootvetstvenno affinnyh) algebraiqeskih mnogoobraziØ. Predpoloßim, qto vse neprivodimye komponenty mnogoobraziØ W_i ime¸t odnu i tu ße razmernost~ n − s_i, i = 1, 2. Pust~ W_3 – neprivodimaØ komponenta mnogoobraziØ W_1 ∩ W_2. My budem govorit~, qto pereseqenie W_1 ∩ W_2 transversal~no v

W_3 togda i tol~ko togda, kogda dim W_3 = n − s_1 − s_2 i suwestvuet

134 A. L. QISTOV

toqka x ∈ W_3, takaØ, qto x – gladkaØ toqka kaßdogo W_i, i = 1, 2, i pereseqenie kasatel~nyh prostranstv T_{x,W1} ∩T_{x,W2} mnogoobraziæ

W_1 i W_2 v toqke x transversal~no, to est~ dim(T_{x,W1} ∩ T_{x,W2} ) = n − s_1 − s_2. My budem govorit~, qto pereseqenie W_1 ∩ W_2 trans-

versal~no togda i tol~ko togda, kogda ono transversal~no v kaßdoæ svoeæ komponente. Analogiqnym obrazom opredelØetsØ transversal~nost~ dlØ pereseqeniØ koneqnogo qisla ravnorazmernostnyh algebraiqeskih mnogoobraziæ.

Teorema 1. Pust~ zadany, kak i vyxe, pole k, algebraiqeskoe mno-

goobrazie V i mnogoqleny F , f_1, . . . , f_m. Togda moßno postroit~ lineænye formy L_0, L_1, . . . , L_{n+1} ot X_0, . . . , X_n s celymi kofffficientami s dlinami zapisi O(n log d) i koneqnye opredelennye nad k mnoßestva A_s, V_{s,0}, 0 6 s 6 n, toqek mnogoobraziØ V , udovletvorØ¸wie sledu¸wim svoæstvam. DlØ vsØkogo 0 6 s 6 n oboznaqim qerez V_s ob¨edinenie vseh neprivodimyh komponent razmernosti n − s mnogoobraziØ V .

(a) Togda dlØ vsØkogo 0 6 s 6 n mnoßestvo A_s = V_s ∩

Z(L_{s+1} , . . . , L_n) koneqno (ili pusto, esli V_s = ∅), sostoit iz gladkih toqek mnogoobraziØ V i pereseqeniØ kasatel~nyh prostranstv V_s i Z(L_{s+1} , . . . , L_n) vo vseh fftih toqkah transversal~ny. LineænaØ forma L_0 ne obrawaetsØ v nul~ ni v kakoæ toqke iz A_s, to est~ 0 ∉ L_0(A_s), i #L_{n+1}(A_s) = #A_s = degV_s.

(b) DlØ vsØkogo 0 6 s 6 n − 1 (sluqaæ s = n − 1 trivialen) neprivodimye nad k (sootvetstvenno nad k) komponenty algebraiqeskih mnogoobraziæ V_s i V_s ∩ Z(L_{s+1}, . . . , L_{n−1}) nahodØtsØ vo vzaimno odnoznaqnom sootvetstvii po pravilu W → W ∩Z(L_{s+1} , . . . , L_{n−1}). Poslednee pereseqenie ØvlØetsØ neprivodimoæ nad k (sootvetstvenno nad k) krivoæ. Krome togo, esli W neprivodimo nad k, to minimal~nye polØ opredeleniØ mnogoobraziæ W i W ∩ Z(L_{s+1}, . . . , L_{n−1}), soderßawie k, sovpada¸t.

(c) DlØ vsØkogo 0 6 s 6 n − 1 oboznaqim qerez Φ_s ∈

k[L_0, L_{s+1}, L_{s+2}, . . . , L_{n+1}] = B_s (zdes~ vse L_j rassmatriva¸tsØ kak peremennye) nenulevoæ separabel~nyæ mnogoqlen minimal~noæ stepeni, takoæ, qto Φ_s obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na V_s. Oboznaqim qerez R_s diskriminant mnogoqlena Φ_s otnositel~no L_{n+1} i qerez R_{s,0} – beskvadratnu¸ qast~ mnogoqlena R_s (to est~ R_{s,0} – separa-

MONODROMI˚ I KRITERII NEPRIVODIMOSTI 135 bel~nyæ mnogoqlen naibol~xeæ stepeni, delØwiæ R_s). Togda deg_{Ln+1} Φ_s = degΦ_s = degV_s i mnogoqlen R_{s,0} mod (L_{s+1} , . . . , L_{n−1}) ∈ B_s/(L_{s+1}, . . . , L_{n−1}) ØvlØetsØ nenulevym separabel~nym. My vybiraem i fiksiruem Φ_s takim obrazom, qto starxiæ kofffficient Φ_s otnositel~no L_{n+1} raven 1.

(d) DlØ vsØkogo 0 6 s 6 n neprivodimye nad k komponenty algebraiqeskih mnogoobraziæ V_s i V_{s,0} nahodØtsØ vo vzaimno odnoznaqnom sootvetstvii po pravilu W → W ∩ V_{s,0}. Krome togo, V_{s,0} ⊂ A_s i V_{n,0} = A_n = V_n.

(e) DlØ vsØkogo 0 6 s 6 n − 1 i dlØ vsØkoæ toqki z ∈ V_{s,0} stroitsØ predstavlenie (1). Oboznaqim qerez W_z odnoznaqno opredelennu¸ neprivodimu¸ nad k komponentu V , taku¸, qto z ∈ W_z, i oboznaqim qerez k_z ⊃ k minimal~noe pole opredeleniØ komponenty W_z. Togda k(z) ⊃ k_z i pole k_z stroitsØ algoritmom. Ono zadano svoim bazisom i tabliceæ umnoßeniØ. Dve toqki iz V_{s,0} prinadleßat W_z togda i tol~ko togda, kogda oni soprØßeny fflementu z nad k_z. Sledovatel~no, moßno legko opredelit~ sistemu predstaviteleæ (my ne stroim ee) V^′_{s,0} ⊂ V_{s,0} toqek neprivodimyh nad k komponent mnogoobraziØ V_s. Esli a ⊂ V_{s,0} – proizvol~naØ opredelennaØ nad k i neprivodimaØ nad k komponenta i z ∈ a, to V^′_{s,0} ∩ a sostoit iz [k_z : k] toqek.

Algoritm dlØ postroeniØ lineænyh form L_0, L_1, . . . , L_{n+1}, koneqnyh mnoßestv A_s, V_{s,0}, 0 6 s 6 n, i vseh poleæ k_z ⊂ k(z), z ∈ V_{s,0}, ØvlØetsØ polinomial~nym ot d^n, d_1, d_2, M , M_1 i m. Otmetim, qto dlØ vsØkoæ toqki z ∈ A_s v predstavlenii (1), poluqennom algoritmom, deg_Z F_z 6 degV_n 6 d^n soglasno teoreme Bezu.

V sledu¸weæ teoreme zadany u toqek z_1, . . . , z_u ∈ V . Imenno, my zamenØem v predstavlenii (1) z, η, F_z na z_i, η_i, F_{zi} i poluqaem predstavlenie dlØ z_i, 1 6 i 6 u. Krome togo, v utverßdenii (b) fftoæ teoremy my budem predpolagat~, qto kompozit poleæ k[η_1, . . . , η_u] zadan Øvno (bazisom i tabliceæ umnoßeniØ nad k). Zdes~ sleduet zafiksirovat~ u toqek i, sledovatel~no, zadat~ ne tol~ko toqki z_1, . . . , z_u, no takße i nabory iz u toqek (z_1 , . . . , z_u), odnoznaqno s toqnost~¸ do soprØßeniØ nad k. Zametim, qto moßno postroit~ vse vozmoßnye kompozity poleæ k[η_i], 1 6 i 6 u, nad polem k za vremØ, polinomial~noe ot

136 A. L. QISTOV

L(z_1), . . . , L(z_2) i ∏ 16i6u^{degF}zi , sm. [3]. Pri fftom dlina zapisi bazisa i tablicy umnoßeniØ l¸bogo postroennogo kompozita polinomial~na ot summ dlin zapisi bazisov i tablic umnoßeniØ poleæ k[η_i], 1 6 i 6 u, i stepeni rasxireniØ fftogo kompozita nad k. V dal~neæxem my budem sqitat~, qto ffta ocenka vsegda spravedliva dlØ dannogo nam predstavleniØ kompozita k[η_1, . . . , η_u].

Teorema 2. Pust~, kak i vyxe, zadany pole k, algebraiqeskoe mno-

goobrazie V i mnogoqleny F , f_1, . . . , f_m. Pust~ dany u ¿ 2 toqek z_1, . . . , z_u ∈ V . (a) Togda dlØ vsØkogo 0 6 s 6 n − 1 moßno vyqislit~ koliqestvo neprivodimyh nad k komponent W mnogoobraziØ V s razmernost~¸ dim W = n − s, takih, qto z_i ∈ W dlØ vseh

1 6 i 6 u. VremØ raboty fftogo algoritma polinomial~no

ot d^n, d_1, d_2, M , M_1, m i summy dlin zapisi ∑ 16i6u^{L(zi)} toqek z_i, 1 6 i 6 u.

(b) Predpoloßim, qto zadan kompozit poleæ k[η_1, . . . , η_u]. Togda dlØ vsØkogo 0 6 s 6 n − 1 moßno vyqislit~ koliqestvo neprivodimyh nad k komponent W mnogoobraziØ V s razmernost~¸ dim W = n − s, takih, qto z_i ∈ W dlØ vseh

1 6 i 6 u. VremØ raboty fftogo algoritma polinomial~no

ot d^n, d_1, d_2, M , M_1, m, summy dlin zapisi ∑ 16i6u^{L(z}i^),

toqek z_i, 1 6 i 6 u, i stepeni [k[η_1, . . . , η_u] : k] rasxireniØ polØ.

Zameqanie 1. Teoremy 1 i 2 trivial~ny pri s = 0: moßno vzØt~

L_i = X_i, 0 6 i 6 n, i L_{n+1} = X_n dlØ s = 0. Tak qto v dal~-

neæxem my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto mnogoqleny f_1, . . . , f_m lineæno nezavisimy nad k. Takim obrazom, dim V 6 n − 1, i my budem sqitat~, ne umalØØ obwnosti, qto

1 6 s v usloviØh Teorem 1 i 2.

1. MonodromiØ i neprivodimost~

Pust~ n ¿ 1 i 1 6 s 6 n – celye qisla. Pust~ k – proizvol~noe pole nulevoæ harakteristiki, V_s – opredelennoe nad k proektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie v P^n(k) i vse neprivodimye komponenty V_s ime¸t odnu i tu ße razmernost~ n − s. Predpoloßim, qto degV_s = D ¿ 1 (zdes~ i dalee D zavisit ot s). Pust~ T_0, T_{s+1}, T_{s+2}, . . . , T_{n+1} – lineænye formy ot X_0, . . . , X_n s

MONODROMI˚ I KRITERII NEPRIVODIMOSTI 137

kofffficientami iz k. Pust~

A^{(s)} = V_s ∩ Z(T_{s+1} , . . . , T_n) & 0 ∉ T_0(A^{(s)})

& #(T_{n+1}/T_0)(A^{(s)}) = degV_s, (2)

gde pereseqenie rassmatrivaetsØ v P^n(k) i # oboznaqaet qislo fflementov mnoßestva. V qastnosti, #A^{(s)} = D, i pereseqenie

V_s ∩ Z(T_{s+1}, . . . , T_n) transversal~no v kaßdoæ toqke po teoreme

Bezu.

Rassmotrim morfizmy

p : V_s → P^{n−s}(k), (X_0 : . . . : X_n) → (T_0 : T_{s+1} : T_{s+2} : . . . : T_n), (3) V_s → P^{n−s+1}(k), (X_0 : . . . : X_n) → (T_0 : T_{s+1} : T_{s+2} : . . . : T_{n+1}). (4) My budem predpolagat~, qto T_0, T_{s+1}, T_{s+2}, . . . , T_n (sootvetstvenno T_0, T_{s+1}, T_{s+2}, . . . , T_{n+1}) ØvlØ¸tsØ koordinatnymi funkciØmi

na P^{n−s}(k) (sootvetstvenno P^{n−s+1}(k)). Togda (sr., napr., [4]) mor-

fizm p ØvlØetsØ dominantnym, obraz morfizma (4) est~ Z(Φ), gde

Φ ∈ k[T_0, T_{s+1}, T_{s+2}, . . . , T_{n+1}] – odnorodnyæ separabel~nyæ mnogo-

qlen, deg_{Tn+1} Φ = D i starxiæ kofffficient lc_{Tn+1} Φ mnogoqlena Φ otnositel~no T_{n+1} raven 1. Oboznaqim qerez q : V_s → Z(Φ) morfizm, inducirovannyæ morfizmom (4). Togda q(V_s) = Z(Φ) i

degq(V_s) = D. Oboznaqim qerez k(V_s) i k(q(V_s)) algebry oprede-

lennyh nad k racional~nyh funkciæ na V_s i q(V_s) sootvetstvenno (po opredeleni¸ ffti algebry izomorfny prØmym proizvedeni- Øm poleæ racional~nyh funkciæ vseh opredelennyh nad k komponent V_s i q(V_s) sootvetstvenno). Morfizm q ØvlØetsØ koneqnym dominantnym i opredelennym nad k. Krome togo, q ØvlØetsØ biracional~nym v tom smysle, qto on induciruet izomorfizm

k(q(V_s)) ≃ k(V_s). Pust~ r : q(V_s) → P^{n−s} – morfizm lineænoæ

proekcii na koordinaty T_0, T_{s+1}, T_{s+2}, . . . , T_n. Togda p = r ∘ q. Morfizm r opredelen nad k i ØvlØetsØ koneqnym dominantnym, poskol~ku lc_{Tn+1} Φ = 1.

Oboznaqim qerez

R = Res_{Tn+1} (Φ, ∂Φ/∂T_{n+1}) ∈ k[T_0, T_{s+1}, T_{s+2}, . . . , T_n]

diskriminant mnogoqlena Φ otnositel~no T_{n+1}. Togda 0 ≠ R – odnorodnyæ mnogoqlen stepeni D(D − 1) otnositel~no

138 A. L. QISTOV

T_0, T_{s+1}, T_{s+2}, . . . , T_n. Pust~ R_0 – beskvadratnaØ qast~ R, to est~ R_0 – separabel~nyæ mnogoqlen i Z(R) = Z(R_0). Mnogoqlen R_0

opredelen odnoznaqno s toqnost~¸ do nenulevogo mnoßitelØ iz k. My vybiraem i fiksiruem R_0.

Otoßdestvim Z(T_{s+1} , . . . , T_n) ⊂ P^n(k) (sootvetstvenno v

P^{n−s+1}(k), P^{n−s}(k)) s P^{s+1}(k) (sootvetstvenno P^2(k), P^1(k)). Ras-

smotrim proektivnu¸ algebraiqesku¸ krivu¸ V_{s,∗} = V_s ∩

Z(T_{s+1} , . . . , T_{n−1}) ⊂ P^{s+1}(k). Povtorim opisannu¸ konstrukci¸

dlØ V_{s,∗} ⊂ P^{s+1}(k) vmesto V_s ⊂ P^n(k). Teper~ n i s zamenØ¸tsØ na

s + 1 i s sootvetstvenno. Lineænye formy T_0, T_{s+1}, T_{s+2}, . . . , T_{n+1}

zamenØ¸tsØ na T_0, T_n, T_{n+1}. Novoe mnoßestvo A^{(s)} ØvlØetsØ tem ße samym, qto i pervonaqal~noe. My poluqaem ob¨ekty p_∗, q_∗, r_∗,

Φ_∗, R_∗, R_{0,∗}, kotorye analogiqny p, q, r, Φ, R, R_0 i udovletvorØ-

¸t podobnym ße svoæstvam po analogiqnym priqinam. Otmetim, qto Φ_∗ = Φ(T_0, 0, . . . , 0, T_n, T_{n+1}), R_∗ = R(T_0, 0, . . . , 0, T_n).

Sledu¸waØ lemma izvestna.

Lemma 1. Pust~ Z – novaØ peremennaØ. Pust~ g = Z^ν +gν−1Z^{ν−1} +

. . . + g_0 ∈ C [Z] – mnogoqlen stepeni ν ¿ 1 s kompleksnymi kofffficientami g_i ∈ C , 0 6 i 6 ν − 1. Pust~ z_1, . . . , z_ν ∈ C – vse korni mnogoqlena g s uqetom kratnosti. Togda dlØ vsØkogo 0 < ε ∈ R suwestvuet 0 < δ ∈ R, udovletvorØ¸wee sledu¸wemu uslovi¸. Pust~ ~g_0, . . . , ~g_{ν−1} ∈ C . Predpoloßim, qto |~g_i − g_i| < δ dlØ vseh 0 6 i 6 ν − 1. Pust~ ~z_1, . . . , ~z_ν ∈ C – vse korni mnogoqlena ~g = Z^ν + ~g_{ν−1}Z^{ν−1} + . . . + ~g_0 ∈ C [Z] s uqetom kratnosti. Togda suwestvuet perestanovka σ indeksov 1, . . . , ν, takaØ, qto |~z_{σ(i)} − z_i| < ε. V dal~neæxem, primenØØ fftu lemmu my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto σ ØvlØetsØ toßdestvennoæ perestanovkoæ: σ = 1. Teper~ my moßem sformulirovat~ nax kriteriæ neprivodimosti.

Teorema 3. Pust~ n ¿ 3 i 1 6 s 6 n − 2 – celye qisla. Pust~

V_s – ravnorazmernostnoe proektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie v P^n(k), priqem dim V_s = n − s. Pust~ T_0, T_{s+1}, T_{s+2}, . . . , T_{n+1} – lineænye formy iz k[X_0, . . . , X_n], udovletvorØ¸wie uslovi¸ (2). Pust~ mnogoqlen Φ i ego diskriminant R – takie ße, kak vyxe. Predpoloßim, qto pereseqenie Z(R) ∩ Z(T_{s+1}, . . . , T_{n−1}) (rassmatrivaemoe v P^{n−s}(k)) transversal~no, to est~ mnogoqlen R_0(T_0, 0, . . . , 0, T_n) separabelen. Togda neprivodimye nad k (so-

MONODROMI˚ I KRITERII NEPRIVODIMOSTI 139

otvetstvenno k) komponenty algebraiqeskih mnogoobraziæ V_s i V_{s,∗} nahodØtsØ vo vzaimno odnoznaqnom sootvetstvii po pravilu W → W ∩ Z(T_{s+1}, . . . , T_{n−1}). Dokazatel~stvo. Poskol~ku Vs i Vs,∗ opredeleny nad k, dosta-

toqno dokazat~ tol~ko utverßdenie, otnosØweesØ k komponentam, neprivodimym nad k. Oboznaqim qerez N (sootvetstvenno

N_∗) qislo vseh neprivodimyh nad k komponent mnogoobraziØ V_s

(sootvetstvenno V_{s,∗}). Iz usloviØ (2) sleduet, qto pereseqenie

V_s ∩ Z(T_{s+1}, . . . , T_{n−1}) transversal~no v kaßdoæ ego neprivodi-

moæ komponente. Sledovatel~no, po teoreme Bezu spravedlivo neravenstvo N_∗ ¿ N , i esli N_∗ = N , to imeet mesto trebuemoe vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie. Takim obrazom, dostatoqno dokazat~, qto N = N_∗. Zametim, qto N (sootvetstvenno N_∗) est~ qislo neprivodimyh nad k komponent Z(Φ) (sootvetstvenno Z(Φ_∗)), poskol~ku q (sootvetstvenno q_∗) ØvlØetsØ koneqnym biracional~nym izomorfizmom.

My budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto k – podpole polØ kompleksnyh qisel C . Napomnim,qto R_∗ ∈ k[T_0, T_n] – nenulevoæ odnorodnyæ mnogoqlen. My budem predpolagat~, ne umalØØ obwnosti, qto T_0 ne delit R_∗, zamenØØ pri neobhodimosti T_0 na T_0 + λT_n s podhodØwim celym qislom λ. Pust~

y_1, . . . , y_u – vse poparno razliqnye korni mnogoqlena R_∗(1, T_n).

Togda u = degR_{0,∗} = degR_0 po uslovi¸ lemmy. Vyberem toqku

y ∈ C , taku¸, qto R∗(y) ≠ 0 i dlØ vseh 1 6 i1 ≠ i2 6 u toqki

y, y_{i1} , y_{i2} ne prinadleßat odnoæ i toæ ße prØmoæ v C (rassmatri-

vaemoæ kak R^2). Pust~ 0 < m_1 ∈ R. Oboznaqim qerez b_i zamknutyæ krug s radiusom m_1 i centrom y_i, 1 6 i 6 u. Vyberem m_1 takim malym, qto vsØkaØ prØmaØ v C , prohodØwaØ qerez toqku y, peresekaet samoe bol~xee odin krug b_i, 1 6 i 6 u, i |y_i − y_j | > 3m_1,

|y − y_i| > m_1 dlØ vseh 1 6 i ≠ j 6 u. Oboznaqim qerez c_i, 1 6 i 6 u,

okrußnost~ s radiusom m_1 i centrom y_i. Oboznaqim qerez z_i pereseqenie intervala [y, y_i] s c_i. Oboznaqim qerez e_i ob¨edinenie intervala [y, z_i] s c_i. Oboznaqim qerez γ_i, 1 6 i 6 u, put~ iz y v

z_i vdol~ [y, z_i], zatem po c_i vokrug y_i protiv qasovoæ strelki i

obratno iz z_i v y vdol~ intervala [z_i, y]. Poloßim e = ∪_16_i6_ue_i i E_z = (T_{n+1}/T_0)(r^{−1}_∗ (1 : z)) dlØ vsØkogo z ∈ C . Zametim, qto dlØ vsØkogo z ∈ C \ Z(R) vypolneno ravenstvo #E_z = D.

Poloßim E = E_y. Togda #E = D. Pust~ a ∈ E. Oboznaqim qerez ξ_a analitiqesku¸ funkci¸ ot Z, opredelennu¸ v okrest-

140 A. L. QISTOV

nosti y, taku¸, qto Φ_∗(1, Z, ξ_a) = 0 i ξ_a(y) = a. Rezul~tat analitiqeskogo prodolßeniØ funkcii ξ_a vdol~ γ_i est~ ξ_{σi (a)}, gde σ_i – odnoznaqno opredelennaØ perestanovka mnoßestva E. Oboznaqim qerez S_D gruppu perestanovok mnoßestva E i qerez G – podgruppu v S_D , poroßdennu¸ vsemi σ_i, 1 6 i 6 u. Togda izvestno (sm., napr., [2], [9]), qto qislo N_∗ neprivodimyh nad k komponent V_{s,∗} sovpadaet s qislom klassov tranzitivnosti gruppy G na E.

Pust~ μ_i, ν_i ∈ k, s + 1 6 i 6 n − 1 i 0 < δ ∈ R. Oboznaqim qerez A_δ uslovie ∑ s+16i6n−1^{(|μi|2 + |νi|2) < δ}. Poloßim^{~Ti = Ti}, i = 0, n, n + 1, i ~T_i = T_i − μ_iT_0 − ν_iT_n dlØ vseh s + 1 6 i 6 n − 1.

Suwestvuet takoe 0 < δ_0 ∈ R, qto pri uslovii A_{δ0} lineænye formy ~T_i udovletvorØ¸t tem ße samym svoæstvam (rassmotrennym vyxe), qto i T_i, i ∈ {0, s + 1, s + 2, . . . , n + 1}. V dal~neæxem my budem predpolagat~, qto uslovie A_{δ0} vypolneno. Togda dlØ ~T_i opredeleny ob¨ekty ~A^{(s)}, ~Φ, ~R i t. d. Oni sootvetstvu¸t ob¨ektam A^{(s)}, Φ, R i t. d. Otmetim, qto Φ = ~Φ, R = ~R (kak mnogoqleny ot X_0, . . . , X_n), N = ~N , u = ~u = degR_0 i

~Φ_∗ = Φ(T_0, μ_{s+1}T_0 + ν_{s+1}T_n, . . . , μ_{n−1}T_0 + ν_{n−1}T_n, T_n, T_{n+1}), (5)

~R_∗ = R(T_0, μ_{s+1}T_0 + ν_{s+1}T_n, . . . , μ_{n−1}T_0 + ν_{n−1}T_n, T_n). (6)

Sledovatel~no, po lemme 1, primenennoæ k mnogoqlenu

R_∗(1, Z)/lc_Z (R_∗(1, Z)), suwestvuet 0 < δ_1 < δ_0, takoe, qto A_{δ1} vle-

qet |~y_i − y_i| < m_1/2 dlØ vseh 1 6 i 6 u. V dal~neæxem my budem predpolagat~, qto uslovie A_{δ1} vypolneno. Teper~ my vybiraem

~y = y i ~m_1 = m_1/2.

Pust~ m_2 = inf{|a_1 − a_2| : a_1, a_2 ∈ E_z & a_1 ≠ a_2 & z ∈ e}. Togda

m_2 > 0 v silu kompaktnosti mnoßestva e. Vvidu lemmy 1, pri-

menennoæ k mnogoqlenu Φ_∗(1, z, Z), z ∈ e, formuly (5) i kompaktnosti mnoßestva e, suwestvuet 0 < δ_2 6 δ_1, takoe, qto iz usloviØ

A_{δ2} sleduet, qto dlØ vsØkogo z ∈ e i dlØ vsØkogo a ∈ E_z suwestvu-

et edinstvennoe ~a ∈ ~E_z, takoe, qto |a − ~a| < m_2/3. V dal~neæxem my budem predpolagat~, qto uslovie A_{δ2} vypolneno.

Teper~ suwestvuet biekciØ τ : E → ~E, a → ~a, |a − ~a| < m_2/3. Sledovatel~no, τ induciruet izomorfizm S_D → ~S_D . Soglasno naxeæ konstrukcii put~ γ_i gomotopen puti ~γ_i v C \ Z( ~R_∗) dlØ vsØkogo 1 6 i 6 u. Sledovatel~no, ~σ_i = τ ∘ σ_i ∘ τ^{−1} dlØ vsØkogo

1 6 i 6 u. Takim obrazom, G ≃^~G i N∗ =^~N∗.

MONODROMI˚ I KRITERII NEPRIVODIMOSTI 141

Oboznaqim qerez L_{n−s+1} (sootvetstvenno L_{n−s−1}) vektornoe prostranstvo lineænyh form s kofffficientami iz k s bazisom T_0, T_{s+1}, . . . , T_n (sootvetstvenno T_{s+1}, , . . . , T_{n−1}). Soglasno pervoæ teoreme Bertini (sm. [1]), primenennoæ posledovatel~- no n − s − 1 raz, v kaßdoæ okrestnosti vektornogo podprostranstva L_{n−s−1} ⊂ L_{n−s+1} (okrestnost~ podprostranstva L_{n−s−1} rassmatrivaetsØ v sootvetstvu¸wem grassmanovom mnogoobrazii s klassiqeskoæ topologieæ) suwestvuet (n − s − 1)-mernoe vektornoe podprostranstvo L ⊂ L_{n−s+1}, takoe, qto dim q(V_s) ∩ Z(L) = 1,

degq(V_s) ∩ Z(L) = D i dlØ vsØkoæ neprivodimoæ nad k kom-

ponenty W mnogoobraziØ q(V_s) algebraiqeskoe mnogoobrazie

W ∩ Z(L) ØvlØetsØ neprivodimym nad k. Sledovatel~no, moßno

vybrat~ v kaqestve L lineænoe podprostranstvo, poroßdennoe

~T_{s+1}, . . . , ~T_{n−1} dlØ nekotoryh μ_i, ν_i, s + 1 6 i 6 n − 1, udovletvo-

rØ¸wih uslovi¸ A_{δ2} . V fftom sluqae ~N_∗ = ~N . Takim obrazom,

N = ~N = ~N_∗ = N_∗. Teorema dokazana.

Sledstvie 1. Pust~ 1 6 s 6 n − 1. Otoßdestvim mnoßestvo

vseh naborov (L_0, L_{s+1}, . . . , L_n) iz n − s + 1 lineænyh form L_j ∈ k[X_0, . . . , X_n] s affinnym prostranstvom A^{(n−s+1)(n+1)} (k). Togda mnoßestvo vseh (L_0, L_{s+1}, . . . , L_n), takih, qto dlØ rassmatrivaemogo fiksirovanogo s vypolnØ¸tsØ utverßdeniØ (a) i (b) teoremy 1, ØvlØetsØ nepustym opredelennym nad k otkrytym v topologii Zarisskogo podmnoßestvom prostranstva A^{(n−s+1)(n+1)} (k).

Dokazatel~stvo. Sluqaæ s = n − 1 ØvlØetsØ legkim. Tak qto my

budem predlagat~, qto s 6 n−2. Rassmotrim affinnoe prostranstvo odnorodnyh mnogoqlenov zadannoæ stepeni ot n − s + 2 ¿ 3 peremennyh s kofffficientami iz k. Izvestno (sm., napr., [1]), qto mnoßestvo vseh neprivodimyh nad k odnorodnyh mnogoqlenov iz fftogo affinnogo prostranstva ØvlØetsØ nepustym otkrytym v topologii Zarisskogo podmnoßestvom rassmatrivaemogo affinnogo prostranstva. Teper~ sledstvie vytekaet iz pervogo abzaca dokazatel~stva (podrobnosti my ostavlØem qitatel¸).

Sledstvie 2. Pust~ n ¿ 2 i 1 6 s 6 n − 1 – celye qisla. Pust~

V_s – ravnorazmernostnoe proektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie v P^n(k) i dim V_s = n − s. Pust~ T_0, T_{s+1}, T_{s+2}, . . . , T_{n+1} – lineænye formy iz k[X_0, . . . , X_n], udovletvorØ¸wie uslovi¸ (2). Pust~ mnogoqlen Φ i ego diskriminant R – takie ße, kak vyxe. Pust~ L ∈ k[T_0, T_{s+1}, T_{s+2}, . . . , T_n] – nenulevaØ lineænaØ forma. Predpo-

142 A. L. QISTOV

loßim, qto pereseqenie Z(R) ∩ Z(L) transversal~no v P^{n−s}(k) (ili, qto ffkvivalentno, degZ(R) = deg(Z(R) ∩ Z(L)) v P^{n−s}(k)). Togda pereseqenie V_s ∩ Z(L) transversal~no, degV_s = degV_s ∩ Z(L)

v P^n(k) i neprivodimye nad k (sootvetstvenno nad k) komponen-

ty mnogoobraziæ V_s i V_s ∩Z(L) nahodØtsØ vo vzaimno odnoznaqnom sootvetstvii po pravilu W → W ∩ Z(L)

Dokazatel~stvo. Pust~ P^{n+1}(k) imeet odnorodnye koordinaty

X_0, . . . , X_{n+1}. Otoßdestvim P^n(k) = Z(X_{n+1} ) ⊂ P^{n+1}(k). To-

gda V_s ⊂ P^{n+1}(k). ZamenØØ pri neobhodimosti n na n + 1 i T_0, T_{s+1}, . . . , T_n na T_0, T_{s+1}, . . . , T_n, X_{n+1}, my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto n ¿ 3 i 1 6 s 6

n − 2. Poloßim ~T_{s+1} = L (ne sleduet putat~ volnu zdes~

i dalee s volnoæ iz dokazatel~stva teoremy). My imeem

R mod L ≠ 0. Sledovatel~no, suwestvu¸t lineænye formy ~T_0, ~T_{s+2}, . . . , ~T_n ot T_0, T_{s+1}, T_{s+2}, . . . , T_n s kofffficientami iz k,

takie, qto ~T_0, ~T_{s+1}, . . . , ~T_n lineæno nezavisimy, #r^{−1}(Z( ~T_{s+1},

. . . , ~T_n)) = degΦ, 0 ∉ ~T_0(#r^{−1}(Z( ~T_{s+1} , . . . , ~T_n))) i pereseqenie Z(R) ∩ Z( ~T_{s+1} , . . . , ~T_{n−1}) transversal~no. Zamenim v uslovii (2) T_0, T_{s+1}, . . . , T_n i T_{n+1} na ~T_0, ~T_{s+1}, . . . , ~T_n i T_{n+1} sootvetstvenno.

Togda poluqennoe uslovie vypolneno. Dalee my poluqaem mnogoqleny ~Φ, ~R, sootvetstvu¸wie novym lineænym formam soglasno konstrukcii, opisannoæ pered teoremoæ 3. Teper~, primenØØ teoremu 3 v rassmatrivaemoæ situacii, my ustanavlivaem vse utverßdeniØ sledstviØ. Sledstvie dokazano.

2. Dokazatel~stvo teoremy 1

Snaqala naxa cel~ – postroit~ dlØ vsØkogo 1 6 s 6 n nekotorye lineænye formy Y_{s,0}, . . . , Y_{s,n+1} ot X_0, . . . , X_n. Pust~ s – proizvol~noe, no fiksirovannoe na nekotoroe vremØ qislo,

1 6 s 6 n. Soglasno [4], razdel 2, moßno postroit~ lineæ-

nye formy L_{s,0}, L_{s,s+1}, L_{s,s+2}, . . . , L_{s,n} s celymi kofffficientami s dlinami zapisi O(n log d) i koneqnoe mnoßestvo A^{′′′}_s , takie, qto A^{′′′}_s = V_s ∩ Z(L_{s,s+1}, . . . , L_{s,n}), poslednee pereseqenie ØvlØetsØ transversal~nym, sostoit iz D = degV_s gladkih toqek algebraiqeskogo mnogoobraziØ V i 0 ∉ L_{s,0}(A^{′′′}_s ). Postroim lineænu¸ formu L_{s,n+1} s celymi kofffficientami s dlinami zapisi

O(n log d), taku¸, qto #(L_{s,n+1}/L_{s,0})(A^{′′′}_s ) = D. Postroim lineæ-

nye formy L_{s,i}, 1 6 i 6 s, s celymi kofffficientami s dlinami

MONODROMI˚ I KRITERII NEPRIVODIMOSTI 143

zapisi O(n log d), takie, qto formy L_{s,0}, . . . , L_{s,n} lineæno nezavisimy. DlØ kratkosti poloßim Z_j = L_{s,j} dlØ vseh j. Pust~ T_j = Z_j dlØ vseh 0 6 j 6 n + 1.

Poloßim dlØ kratkosti T = (T_0, . . . , T_{n+1}). Pust~ B^′_s(T ) oznaqaet, qto dlØ T vypolneno uslovie (2) i vse toqki iz A^{(s)} ØvlØ- ¸tsØ gladkimi toqkami mnogoobraziØ V , priqem B^′_s rassmatrivaetsØ kak funkciØ ot T i vse T_j mogut imet~ kofffficienty iz rasxireniØ polØ k.

Predpoloßim na nekotoroe vremØ, qto s 6 n − 2 i V_s ≠ ∅. V fftom sluqae lineænye formy T_j budut preobrazovyvat~sØ algoritmom rekursivnym obrazom. Naxa cel~ – postroit~ v konce rekursii lineænye formy T_j s celymi kofffficientami s dlinami zapisi O(n log d), takie, qto T_0, T_{s+1}, . . . , T_{n+1} udovletvorØ- ¸t usloviØm teoremy 3. Na vseh xagah opisyvaemoæ rekursii

T_0, T_{s+1}, . . . , T_n ØvlØ¸tsØ lineænymi formami s celymi koffffi-

cientami ot Z_0, Z_{s+1}, . . . , Z_n, i T_j = Z_j dlØ 1 6 j 6 s, j = n, n + 1.

Pust~ Φ, R, q, r – takie ße, kak v razdele 1. Ispol~zuØ algoritm iz raboty [3], postroim krivu¸ V_{s,∗} i mnogoqleny Φ_∗, R_∗, sm. razdel 1. Oboznaqim qerez R_{∗,0} beskvadratnu¸ qast~ mnogoqlena R_∗. Poloßim

v_s(T ) = degR_0, u_s(T ) = degR_{∗,0}.

Togda v_s(T ) ¿ u_s(T ). Kak i v dokazatel~stve teoremy 3, my moßem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto T_0 ne delit R_∗, zamenØØ pri neobhodimosti T_0 na T_0 + λT_n, gde λ – celoe qislo s dlinoæ zapisi O(n log d). Teper~ lc_{Tn} R_∗ ∈ k, degR_∗ = degR i R ØvlØetsØ odnorodnym mnogoqlenom. Sledovatel~no, lc_{Tn} R ∈ k. Vyqislim vse poparno razliqnye korni y_1, . . . , y_u mnogoqlena

R_∗(1, Z) (to est~ vse polØ k[y_i]; zdes~ sleduet razloßit~ R_∗(1, Z)

na neprivodimye mnoßiteli nad k, ispol~zuØ [3]). Togda u_s(T ) = u. Teper~ Z(R_∗, T_0) = ∅ v P^1(k). Dalee, lc_{Tn} R_∗ ∈ k, degR_∗ = degR i R ØvlØetsØ odnorodnym mnogoqlenom. Sledovatel~no, lc_{Tn} R ∈ k. Znaqit, morfizm r_0 : Z(R) → P^{n−s−1}(k) lineænoæ proekcii na koordinaty T_0, T_{s+1}, . . . , T_{n−1} ØvlØetsØ koneqnym dominantnym. Sledovatel~no, degr_0 = degR_0.

Pust~ ε_i > 0 – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ k_{i−1} = k(ε_1, . . . , ε_{i−1}), 1 6 i 6 5. My budem predpolagat~, qto algebraiqeskoe zamykanie polØ k_4 = k(ε_1, . . . , ε_4) snabßeno vewestvennoæ strukturoæ, sm. [8]. Sledovatel~no, moßno rassma-

144 A. L. QISTOV

trivat~ polinomial~nye uravneniØ i neravenstva s kvadratami absol¸tnyh veliqin nad k_4. Pust~ X_{i,0}, . . . , X_{i,n}, 1 6 i 6 4, – novye peremennye. Poloßim dlØ kratkosti X^{(i)} = (X_{i,0}, . . . , X_{i,n}) dlØ 1 6 i 6 4 i b(X^{(i)} ) = b(X_{i,0}, . . . , X_{i,n}) dlØ proizvol~nogo mnogoqlena b ot n + 1 peremennyh. Rassmotrim sistemu uravneniæ i neravenstv ∑ s+16i6n−1^{|Ti(X (1))|2 < ε1,} ε_3 < |T_n(X^{(1)}) − T_n(X^{(3)})|^2 < ε_2,

|T_{n+1}(X^{(i)} ) − T_{n+1}(X^{(i+1)})|^2 = ε_4, i = 1, 3,

T_j (X^{(i1)}) = T_j (X^{(i2)}), 1 6 i_1 < i_2 6 4, s+ 1 6 j 6 n − 1,

T_n(X^{(i)}) = T_n(X^{(i+1)}), i = 1, 3,

T_0(X^{(i)}) = 1, 1 6 i 6 4,

f_j (X^{(i)}) = 0, 1 6 j 6 m, 1 6 i 6 4. (7) Lemma 2. Sistema (7) imeet rexenie v A^{4n+4} (k4) togda i tol~ko

togda, kogda u_s(T ) < degr_0.

Dokazatel~stvo. Pust~ us(T ) < degr0. Togda po lemme 1 i prin-

cipu perenosa (sm. [7]), primenennym k mnogoqlenu R_∗(1, Z)/

lc_Z R_∗(1, Z), suwestvu¸t z_{s+1}, . . . , z_{n−1}, z_{1,n}, z_{3,n} ∈ k_3, takie, qto ∑ s+16i6n−1^{|zi|2 < ε1},^{ε3 < |z1,n − z3,n|2 < ε2} i^{R(1, zs+1, . . . ,zn−1, zn,α) =} 0, α = 1, 3. My imeem R(1, z_{s+1}, . . . , z_{n−1}, T_n) ≠ 0, poskol~ku

lc_{Tn} R ∈ k. Napomnim, qto lc_{Tn+1} Φ = 1. Sledovatel~no, po lem-

me 1 i principu perenosa, primenennym k dvum mnogoqlenam

Φ(1, z_{s+1}, . . . , z_{n−1}, z_{n,α}, Z), α = 1, 3, suwestvu¸t ~z_{α,n}, ~z_{β,n+1} ∈ k_4, α = 1, 3, β = 1, 2, 3, 4, takie, qto ~z_{α,n} − z_{α,n}, α = 1, 3, – beskoneq-

no malye veliqiny otnositel~no polØ k_3, |~z_{β,n+1} − ~z_{β+1,n+1}|^2 =

ε_4, β = 1, 3, i Φ(1, z_{s+1}, . . . , z_{n−1}, ~z_{α,n}, ~z_{β,n+1}) = 0 dlØ α = 1, 3, β = α, α + 1. Poloßim ~z_{β,n} = ~z_{α,n} dlØ α = 1, 3, β = α, α + 1.

Morfizm q ØvlØetsØ koneqnym dominantnym. Sledovatel~no, suwestvuet rexenie sistemy (7) s dopolnitel~nymi uravneniØmi

T_j (X^{(β)} ) = z_j, s + 1 6 j 6 n − 1, T_j (X^{(β)} ) = ~z_{β,j} , j = n, n + 1, β = 1, 2, 3, 4.

Obratno, esli sistema (7) imeet rexenie, to, kak ffto vidno iz opisaniØ algoritma (sm. niße), u_s(T ) < degr_0. Lemma dokazana.

VyØsnim (sm. [8]) verno li, qto sistema (7) imeet rexenie. Predpoloßim, qto sistema (7) ne imeet rexeniØ. Togda

MONODROMI˚ I KRITERII NEPRIVODIMOSTI 145

u_s(T ) = degr_0 = degR_0 po lemme 2, i lineænye formy T_i, udovle-

tvorØ¸wie uslovi¸ teoremy 3, postroeny. Predpoloßim, qto sistema (7) imeet rexenie. V fftom sluqae my stroim, sm. [8], takoe rexenie X_{i,j} = x_{i,j} ∈ k_4, 1 6 i 6 4, 0 6 j 6 n. DlØ vsØkogo a ∈ k_4, kotoroe ne ØvlØetsØ beskoneqno bol~xim otnositel~no polØ k_3, oboznaqim (sm. [8], razdel 1), qerez st_{ε4} a ∈ k_3 takoæ fflement, qto (a − st_{ε4} a) – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no k_3. Vyqislim, sm. [8], x_j = st_{ε4} x_{1,j}, 0 6 j 6 n. Poloßim T^′_j = T_j − T_j (x_0, . . . , x_n)T_0, s + 1 6 j 6 n − 1, i T^′_j = T_j ,

j = 0, . . . , s, n, n + 1. Pust~ T^′ oboznaqaet dlØ T^′_j to ße, qto T

oboznaqaet dlØ T_j . Togda svoæstvo B^′_s(T^′) istinno. Pust~ qislo

u(T^′) opredelØetsØ dlØ T^′, kak u(T ) – dlØ T . Iz (7) my poluqaem,

qto u^′ = u_s(T^′) > u_s(T ) = u.

Pust~ T^{′′}_0 , T^{′′}_{s+1},. . . ,T^{′′}_{n+1} – lineænye formy ot Z_0,Z_{s+1},. . . ,Z_{n+1}. Poloßim v_s = v_s(T ). Pust~ 0 6 a – celoe qislo. Svoæstvo

B^′_s(T^{′′})&(u_s(T^{′′}) ¿ a) ØvlØetsØ horoxim svoæstvom argumenta T^{′′}

v smysle, analogiqnom [8] (sm. takße [4]). DlØ kratkosti oboznaqim rassmatrivaemoe svoæstvo qerez B_s(T^{′′}, a) i poloßim

B_s(T^{′′}) = B_s(T^{′′}, v_s). Togda (qitatel~ moßet uvidet~ ffto i nepo-

sredstvenno), moßno posledovatel~no zamenit~ nenulevye kofffficienty lineænyh form T^′_{s+1}, . . . , T^′_{n−1} pri Z_j celymi qislami s dlinoæ zapisi O(n log d) i poluqit~ novye lineænye formy

T^{′′}, dlØ kotoryh vypolneno svoæstvo B_s(T^{′′}, u^′) i T^{′′}_j = T_j dlØ j = 0, . . . , s, n, n + 1. Teper~ my zamenØem T na T^{′′} i perehodim k

sledu¸wemu xagu rekursii. Qislo takih xagov s zamenoæ T na

T^{′′} v konce ograniqeno sverhu veliqinoæ d^{n−s} po teoreme Bezu.

Novyæ morfizm r_0 otliqaetsØ ot starogo tol~ko na avtomorfizm prostranstva P^{n−s−1}(k). Morfizm r_0 – koneqnyæ dominantnyæ. Sledovatel~no, T_0 moßet delit~ R_∗ tol~ko na pervom xage rekursii. Tak qto posle pervogo xaga formy T_j, j = 0, . . . , s,

n, n + 1, ne izmenØ¸tsØ.

Takim obrazom, v zaverxenie my poluqim lineænye formy T , takie, qto T_0, T_{s+1}, . . . , T_{n+1} udovletvorØ¸t usloviØm teoremy 3. V dal~neæxem my ne budem predpolagat~, qto s 6 n − 2 i V_s ≠ ∅. Pust~ B_{n−1} = B^′_{n−1}. Poloßim Y_{s,j} = T_j dlØ vseh 0 6 j 6 n + 1. V dal~neæxem my ne budem predpolagat~, qto s fiksirovano. Poloßim Y_s = (Y_{s,0}, . . . , Y_{s,n+1}), 1 6 s 6 n. Togda B_s(Y_s) istinno dlØ vsØkogo 1 6 s 6 n − 1. Pust~ 0 6 j 6 n − 1. Rassmotrim svoæstvo

C_j = B_1& . . . &B_j lineænyh form ot X_0, . . . , X_n (takim obrazom,

146 A. L. QISTOV

C_0 toßdestvenno istinno). Pust~ L^′ = (L^′_0, . . . , L^′_{n+1}), gde vse L^′_i

ØvlØ¸tsØ lineænymi formami ot X_0, . . . , X_n. Po opredeleni¸

C_n(L^′) istinno togda i tol~ko togda, kogda C_{n−1}(L^′) istinno i

spravedlivo utverßdenie (a) teoremy 1 dlØ L^′_0, . . . , L^′_{n+1} vmesto

L_0, . . . , L_{n+1}. Zametim, qto C_j – horoxee svoæstvo (sm. [8], [4])

dlØ vsØkogo 0 6 j 6 n.

Poloßim Y^{(0)}_i = X_i, 0 6 i 6 n, i Y^{(0)}_{n+1} = X_n. Pust~ 0 6

j 6 n − 1 – celoe qislo. Predpoloßim, qto my rekursiv-

no postroili Y^{(j)} = (Y^{(j)}_0 , . . . , Y^{(j)}_{n+1}), gde vse Y^{(j)}_i – lineænye formy ot X_0, . . . , X_n s celymi kofffficientami s dlinoæ zapisi O(n log d), takie, qto vypolneno svoæstvo C_j (Y^{(j)}). Pust~ ε – transcendentnyæ fflement nad polem k. Poloßim Y^{(j)} + εY_{j+1} =

(Y^{(j)}_0 + εY_{j+1,0}, . . . , Y^{(j)}_{n+1} + εY_{j+1,n+1}) (my rasxirØem zdes~ k do k(ε)). Togda vypolneno svoæstvo C_{j+1}(Y^{(j)} + εY_{j+1}) . Poskol~ku C_{j+1} ØvlØetsØ horoxim svoæstvom, moßno posledovatel~no zame-

nit~ nenulevye kofffficienty pri X_i, 0 6 i 6 n, lineænyh form iz Y^{(j)} + εY_{j+1} celymi qislami s dlinami zapisi O(n log d) i poluqit~ novye lineænye formy Y^{(j+1)}, dlØ kotoryh vypolneno

C_{j+1}(Y^{(j+1)}).

V konce my proverØem, verno li, qto v_s(Y^{(n)}) = v_s dlØ vsØkogo

1 6 s 6 n−2, takogo, qto Vs ≠ ∅. Esli ffto ne verno, to vs(Y^{(n)}) > vs

dlØ nekotorogo s. V fftom sluqae my polagaem L_{s,i} = Y^{(n)}_i dlØ vsØkogo 1 6 s 6 n, 0 6 i 6 n + 1, i vozvrawaemsØ k naqalu opisannoæ konstrukcii.

Poskol~ku v_s 6 d^s(d^s − 1) dlØ vseh s, to v zakl¸qenie my pridem k sluqa¸, kogda v_s(Y^{(n)}) = v_s dlØ vseh 1 6 s 6 n−2, takih, qto

V_s ≠ ∅. Poskol~ku u_s(Y^{(n)}) ¿ v_s soglasno opisannoæ konstrukcii,

to u_s(Y^{(n)}) = v_s(Y^{(n)}) dlØ vseh rassmotrennyh s i moßno primenit~ teoremu 3 s Y^{(n)} vmesto T . V zaverxenie my polagaem

L = Y^{(n)}. Teper~ vypolnØ¸tsØ utverßdeniØ (a), (b) i (c) teore-

my 1.

Dokaßem utverßdeniØ (d) i (e). Pust~ s = n. Togda my poloßim V_{n,0} = A_n. DlØ vsØkogo 1 6 s < n − 1 my stroim, ispol~zuØ algoritm iz raboty [3], vse opredelennye nad k i neprivodimye nad k komponenty razmernosti 1 pereseqeniØ

V ∩ Z(L_{s+1} , . . . , L_{n−1}). Oboznaqim poluqennye krivye qerez W_j , j ∈ J_s. OpØt~ pol~zuØs~ algoritmom iz [3], my vybiraem dlØ

vsØkogo j ∈ J_s opredelennu¸ nad k i neprivodimu¸ nad k kom-

MONODROMI˚ I KRITERII NEPRIVODIMOSTI 147

ponentu a_j ⊂ A_s ∩ W_j . Poloßim V_{s,0} = ∪_{j∈Js} a_j. Teper~ vypolneno utverßdenie (d).

Pust~ z ∈ A_s i σ ØvlØetsØ k–avtomorfizmom polØ k. Togda

σ(z) = z vleqet, qto σ(W_z ) = W_z soglasno naxeæ konstrukcii.

Sledovatel~no, k_z ⊂ k(z). Krome togo, σ(W_z) = W_z togda i tol~ko togda, kogda σ(W_z ∩ Z(L_1 , . . . , L_{n−1})) = W_z ∩ Z(L_1, . . . , L_{n−1}), soglasno (b). Sledovatel~no, minimal~nye polØ opredeleniØ mnogoobraziæ W_z i W_z ∩ Z(L_1 , . . . , L_{n−1}), soderßawie k, sovpada¸t.

Ispol~zuØ algoritm iz raboty [3], my stroim vse opredelennye nad k i neprivodimye nad k komponenty algebraiqeskih mnogoobraziæ W_j , j ∈ J_s, i ih minimal~nye polØ opredeleniæ. Bolee toqno, ffti minimal~nye polØ opredeleniæ soprØßeny nad k pol¸ k_j, kotoroe stroitsØ algoritmom. Algoritm stroit takße koneqnoe semeæstvo mnogoqlenov ψ_{j,i} ∈ k_j[X_0, . . . , X_n], i ∈ I_j , takoe, qto Z(ψ_{j,i}, i ∈ I_j ) soprØßeno nad k kaßdoæ neprivodimoæ nad k komponente mnogoobraziØ W_j. Pust~ z ∈ a_j ⊂ W_j . DlØ vsØkogo j ∈ J_s, snova ispol~zuØ algoritm iz [3], my stroim vse vloßeniØ τ : k_j → k(z) nad k (suwestvuet samoe bol~xee

[k_j : k] takih vloßeniæ). Prodolßim τ na kol~co mnogoqlenov ot X_0, . . . , X_n trivial~no, to est~ po pravilu τ (X_i) = X_i dlØ vsØ-

kogo i. Togda suwestvuet tol~ko odno τ , takoe, qto τ (ψ_{j,i})(z) = 0 dlØ vsØkogo i ∈ I_j. My vyqislØem ffto τ i polagaem k_z = τ (k_j). Teper~ vypolnØetsØ utverßdenie (e). TrebuemaØ ocenka vremeni raboty opisannogo algoritma nemedlenno sleduet iz ocenok na vremØ raboty ispol~zovannyh algoritmov. Teorema 1 dokazana.

Zameqanie 2. Pust~ L – takoe ße, kak v dokazatel~stve teore-

my 1, i ε – transcendentnyæ fflement nad k. Pust~ L^′_0, . . . , L^′_n ∈

k[X_0, . . . , X_n] – proizvol~nye lineænye formy. Poloßim ~L_j = L_j + εL^′_j dlØ 0 6 j 6 n i ~L_{n+1} = L_{n+1}, ~L = (~L_0, . . . , ~L_{n+1}). Zamenim

pole k na k(ε) i L na ~L. Togda (sm. formulirovku teoremy 1) opredeleny mnogoqleny ~Φ_s, ~R_s, ~R_{s,0}, sootvetstvu¸wie forme ~L. Oni analogiqny mnogoqlenam Φ_s, R_s, R_{s,0}. Rassmotrim ~Φ_s, ~R_s,

~R_{s,0} kak mnogoqleny ot X_0, . . . , X_n s kofffficientami iz k(ε). To-

gda naimen~xiæ obwiæ znamenatel~ iz k[ε] kofffficientov mnogoqlena ~Φ_s ne obrawaetsØ v nul~ pri ε = 0. PodstavlØØ ε = 0, my poluqaem ~Φ_s|_{ε=0} = Φ_s i ~R_s|_{ε=0} = R_s. Dalee,

v_s(~L) ¿ v_s(L) (8)

148 A. L. QISTOV

dlØ vsØkogo 1 6 s 6 n − 2, takogo, qto V_s ≠ ∅. Esli po kraæneæ mere odno iz neravenstv (8) – strogoe, to, rasxirØØ pole k do k(ε) i primenØØ konstrukci¸ iz dokazatel~stva teoremy k L_{s,i} = ~L_i,

1 6 s 6 n, 0 6 i 6 n + 1, my poluqaem novye lineænye formy L,

analogiqnye L, takie, qto v_s(L) ¿ v_s(L) dlØ vseh rassmatrivaemyh s, i po kraæneæ mere odno iz poslednih neravenstv ØvlØetsØ strogim. Sledovatel~no, zamenØØ L na L, moßno iterirovat~ ukazannu¸ proceduru do teh por, poka vse neravenstva v (8) ne prevratØtsØ v ravenstva.

Predpoloßim, qto (8) – ravenstva. Togda soglasno naxim opredeleniØm ~R_{s,0}|_{ε=0} = R_{s,0}. Sledovatel~no, usloviØ teoremy 3 (sootvetstvenno teoremy 1) vypolneny dlØ lineænyh form ~L_j vmesto T_j (sootvetstvenno L_j ), 0 6 j 6 n + 1, i k(ε) vmesto k.

Zameqanie 3. My ne stroim lineænye formy L v obwem polo-

ßenii s maksimal~no vozmoßnymi v_s(L). Tak qto nam trebuetsØ formulirovat~ i ispol~zovat~ predyduwee zameqanie kak nekotoroe slaboe privedenie k obwemu poloßeni¸. Faktiqeski, niße moßno takße ispol~zovat~ sledstvie 1 vmesto zameqaniØ 2.

3. Dokazatel~stvo teoremy 2

Dokaßem utverßdenie (b) teoremy 2. RasxirØØ pole k do

k[η_1, . . . , η_u], my budem predpolagat~ v dal~neæxem, qto k = k[η_1, . . . , η_u]. Otmetim, qto esli z_1, . . . , z_u prinadleßat neprivo-

dimoæ nad k komponente W mnogoobraziØ V , to oni prinadleßat kaßdoæ komponente, soprØßennoæ komponente W nad k. Pust~ ε – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ k. Togda (sm. [8], razdel 1) opredeleno otobraßenie st_ε : P^n(k(ε)) → P^n(k), takoe, qto st_ε(z) – beskoneqno blizkiæ fflement k z.

Postroim lineænye formy L_0, . . . , L_{n+1} iz teoremy 1. Pust~

1 6 s 6 n − 1. Postroim dlØ vsØkogo 2 6 i 6 u lineæno nezavisi-

mye lineænye formy L_{i,0}, . . . , L_{i,n} ot L_0, . . . , L_n s kofffficientami iz k s dlinami zapisi, polinomial~nymi ot n, L(z_1 ), L(z_i), takie, qto L_{i,j}(z_α) = 0 dlØ 1 6 j 6 n − 1, α = 1, i, i L_{i,0}(z_α) ≠ 0 dlØ α = 1, i. DlØ α = 1, i poloßim λ_{i,α} = (L_{i,n}/L_{i,0})(z_α) ∈ k. Pust~

L^′_{i,j} = L_{i,j} + εL_j , 0 6 j 6 n. Soglasno zameqani¸ 2, primenen-

nomu k ε^{−1} vmesto ε, my moßem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto v_s(L) = v_s(L^′_{i,0}, . . . , L^′_{i,n}, L_{n+1}) dlØ vseh 2 6 i 6 u

i 1 6 s 6 n − 2, takih, qto Vs ≠ ∅. Togda, soglasno teoremam 3

MONODROMI˚ I KRITERII NEPRIVODIMOSTI 149

i 1, dlØ vsØkogo 1 6 s 6 n − 1 neprivodimye nad k (sootvetstvenno nad k) komponenty mnogoobraziØ V_s i neprivodimye nad k(ε) (sootvetstvenno nad k(ε)) komponenty razmernosti 1 mnogoobraziØ V ∩ Z(L^′_{i,s+1}, . . . , L^′_{i,n−1}) nahodØtsØ vo vzaimno odnoznaqnom sootvetstvii po pravilu W → W ∩ Z(L^′_{i,s+1} , . . . , L^′_{i,n−1}) = W_{s,i}, (9) i, krome togo, degW = degW_{s,i} v formule (9) dlØ vsØkoæ neprivodimoæ nad k komponenty W mnogoobraziØ V_s. Krome togo, po teoreme 1 dlØ vsØkogo 1 6 s_1 6 n pereseqenie V_{s1} ∩ Z(L_{s+1}, . . . , L_{n−1}) nepusto togda i tol~ko togda, kogda s_1 6 s+1 i V_{s1} ≠ ∅. V poslednem sluqae dim(V_{s1} ∩Z(L_{s+1} , . . . , L_{n−1})) = s−s_1 +1. Sledovatel~no (sm., napr., [3]),

(*) dlØ vsØkogo 1 6 s_1 6 n pereseqenie V_{s1} ∩ Z(L^′_{i,s+1}, . . . ,

L^′_{i,n−1}) nepusto togda i tol~ko togda, kogda s_1 6 s + 1 i V_{s1} ≠ ∅. V poslednem sluqae dim(V_{s1} ∩ Z(L^′_{i,s+1} , . . . , L^′_{i,n−1})) = s − s_1 + 1.

Predpoloßim, qto z_α ∈ W . Togda (sm., napr., [8], predloßenie 6), mnoßestvo W_{s,i} ∩ Z(L_{i,n} − λ_{i,α}L_{i,0}) koneqno i z_α ∈

st_ε(W_{s,i}∩Z(L_{i,n}−λ_{i,α}L_{i,0})). Obratno, esli z_α ∈ st_ε(W_{s,i}), to z_α ∈ W .

Teper~ my sobiraemsØ vyqislit~ vse W_{s,i} i vybrat~ sredi nih takie, qto z_α ∈ st_ε(W_{s,i}) dlØ α = 1, i. Rassmotrim ε kak peremennu¸. Pust~ A^{n+2} (k) opredeleno nad k i imeet koordinaty

X_0, . . . , X_{n+1}, ε. Ispol~zuØ algoritm iz raboty [3], my stroim

vse opredelennye nad k i neprivodimye nad k komponenty W^{′′} razmernosti 3 pereseqeniØ Z(f_1, . . . , f_m) ∩ Z(L^′_{i,s+1}, . . . , L^′_{i,n−1}) v

A^{n+2} (k). DlØ vsØkoæ W^{′′} postroim toqku iz fftoæ komponenty i

λ_0 ∈ k (zavisØwee ot W^{′′}), takoe, qto W^{′′} ∩ Z(ε − λ_0) ≠ ∅. Da-

lee, ispol~zuØ rezul~taty raboty [3], my stroim W^{′′} ∩ Z(ε − λ_0) i vyØsnØem, verno li, qto dim W^{′′} ∩ Z(ε − λ_0) = dim W^{′′}. Takim obrazom my vyberem sredi komponent W^{′′} vse komponenty, ne soderßawiesØ ni v kakom koneqnom ob¨edinenii giperploskosteæ

Z(ε − λ), λ ∈ k. Oboznaqim qerez ~W_j , j ∈ J_{s,i}, semeæstvo po-

luqennyh algebraiqeskih mnogoobraziæ. Bolee toqno, dlØ vsØkogo j ∈ J_{s,i} algoritm stroit koneqnoe semeæstvo mnogoqlenov φ_{j,v} ∈ k[X_0, . . . , X_n, ε], v ∈ I_j, takoe, qto ~W_j = Z(φ_{j,v}, v ∈ I_j) v A^{n+2} (k). Algoritm nahodit takße qislo μj vseh neprivodimyh

nad k komponent mnogoobraziØ ~W_j dlØ vsØkogo j ∈ J_{s,i}.

150 A. L. QISTOV

Poloßim W_j = Z(φ_{j,v}, v ∈ I_j) v P^n(k(ε)). Togda (sr., napr., [3]) W_j, j ∈ J_{s,i}, – semeæstvo opredelennyh nad k(ε) i neprivodimyh nad k(ε) komponent razmernosti 1 mnogoobraziØ

V_s ∩ Z(L^′_{i,s+1}, . . . , L^′_{i,n−1}). Dalee μ_j – qislo opredelennyh nad k(ε)

i neprivodimyh nad k(ε) komponent mnogoobraziØ W_j , j ∈ J_{s,i}. Zametim, qto esli W_{s,i} = W_j v (9), to μ_j – qislo neprivodimyh nad k komponent mnogoobraziØ W . Spravedlivo ravenstvo st_ε(W_j ) = Z(φ_{j,v}|_{ε=0}, v ∈ I_j ), j ∈ J_{s,i}. Postroim dlØ vsØkogo 2 6 i 6 u podmnoßestvo J^{′′}_{s,i} ⊂ J_{s,i} vseh takih j, qto

(φ_{j,v}|_{ε=0})(z_α) = 0 dlØ vseh v ∈ I_j , α = 1, i.

Oboznaqim qerez W_j , j ∈ J_s, semeæstvo opredelennyh nad k komponent razmernosti n − s mnogoobraziØ V . Pust~ W = W_j v (9). Togda W_{s,i} = W_{j1} dlØ odnoznaqno opredelennogo indeksa j_1 ∈

J_{s,i}. Poloßim j_1 = γ_{s,i}(j). Togda γ_{s,i} : J_s → J_{s,i} – biekcii dlØ vseh

2 6 i 6 u. Otoßdestvim Js i Js,2, to est~ budem predpolagat~,

qto γ_{s,2} – toßdestvennoe otobraßenie. Teper~ my sobiraemsØ postroit~ vse γ_{s,i}, 2 6 i 6 u. Esli s = n − 1, to J_s = J_{s,i} i γ_{s,i} – toßdestvennoe otobraßenie dlØ vsØkogo 2 6 i 6 u.

Pust~ s 6 n − 2. Poloßim i_2 = 2. DlØ vseh 3 6 i_1 6 u i ν = 1, 2 my stroim lineæno nezavisimye lineænye formy L^{′′}_{i1,i}, s + 1 6

i 6 n − 2, i L^{′′′}_{i1,ν} s kofffficientami iz k(ε) s dlinami zapisi,

polinomial~nymi ot n i L(z_1 ), L(z_2), L(z_{i1} ), takie, qto Z(L^{′′}_{i1,i}, s + 1 6 i 6 n − 2) ⊃ Z(L^′_{iν ,i}, s + 1 6 i 6 n − 1), ν = 1, 2 Z(L^{′′}_{i1,i}, s + 1 6 i 6 n − 2) ∩ Z(L^{′′′}_{i1 ,ν}) = Z(L^′_{iν ,i}, s + 1 6 i 6 n − 1), ν = 1, 2. (10)

Oboznaqim qerez V^′_{s,i1} ob¨edinenie vseh neprivodimyh nad k(ε) komponent W^′ razmernosti 2 mnogoobraziØ V ∩ Z(L^{′′}_{i1 ,i}, s + 1 6

i 6 n − 2). Soglasno (*) i (10) algebraiqeskoe mnogoobrazie

V^′_{s,i1} ØvlØetsØ ob¨edineniem neprivodimyh nad k(ε) komponent W^′ razmernosti 2 mnogoobraziØ V_s ∩ Z(L^{′′}_{i1 ,i}, s + 1 6 i 6 n − 2).

Pereseqenie V ∩ Z(L^′_{2,s+1}, . . . , L^′_{2,n−1}) transversal~no v kaßdoæ krivoæ, i (9) – biekciØ dlØ i = 2. Sledovatel~no, vkl¸qenie iz formuly (10) s ν = 2 vleqet, qto neprivodimye nad k komponenty mnogoobraziØ V_s i neprivodimye nad k(ε) komponenty mnogoobraziØ V^′_{s,i1} nahodØtsØ vo vzaimno odnoznaqnom sootvetstvii po pravilu W → W ∩ Z(L^{′′}_{i1 ,i}, s + 1 6 i 6 n − 2) = W^′_{s,i1} , (11)

MONODROMI˚ I KRITERII NEPRIVODIMOSTI 151

i W^′_{s,i1} ∩ Z(L^{′′′}_{i1,ν} ) = W_{s,iν} , ν = 1, 2. Ispol~zuØ algoritm iz raboty [3], my stroim vse opredelennye nad k(ε) i neprivodimye nad k(ε) komponenty mnogoobraziØ V^′_{s,i1} . Oboznaqim qerez

W^′_j , j ∈ J^′_{s,i1} , semeæstvo poluqennyh komponent. Bolee toqno, dlØ

vsØkogo j ∈ J^′_{s,i1} algoritm stroit semeæstvo mnogoqlenov φ_{j,v} ∈

k(ε)[X_0, . . . , X_n], v ∈ I_j , takih, qto W^′_j = Z(φ_{j,v}, v ∈ I_j ). DlØ vsØ- kogo j ∈ J^′_{s,i1} imeem Z(φ_{j,v}, v ∈ I_j ) ∩ Z(L^{′′′}_{i1 ,ν} ) = Z(φ_{jν ,i}, i ∈ I_{jν} ) dlØ odnoznaqno opredelennogo indeksa j_ν ∈ J_{s,iν} , ν = 1, 2. Ispol~zuØ algoritm iz [3], my stroim ffti j_1, j_2. Teper~ (γ_{s,i1} ∘ γ^{−1}_{s,2} )(j_2) = j_1. Takim obrazom my moßem postroit~ vse γ_{s,i}, 2 6 i 6 u.

V zakl¸qenie dlØ vsØkogo 1 6 s 6 n − 1 my vyqislØem pereseqenie ⋂ 26i6u^{γ−1}s,i^{(J ′′}s,i^{) = J ′′}s . Soglasno naxeæ konstrukcii qislo neprivodimyh nad k komponent mnogoobraziØ V razmernosti n − s, soderßawih z_1, . . . , z_u, est~ ∑ j∈J^{00}_s μj (napomnim, qto

J^{′′}_s ⊂ J_s = J_{2,s}) dlØ vsØkogo 1 6 s 6 n − 1. Algoritm dlØ utver-

ßdeniØ (b) opisan. TrebuemaØ ocenka dlØ vremeni raboty fftogo algoritma nemedlenno sleduet iz ocenok na vremØ raboty ispol~zovannyh algoritmov. Utverßdenie (b) teoremy 2 dokazano.

DlØ dokazatel~stva utverßdeniØ (a) my stroim koneqnye mnoßestva V_{s,0} iz teoremy 1 i vse ih opredelennye nad k i neprivodimye nad k komponenty a_j , j ∈ J_s. Togda opredelennye nad k i neprivodimye nad k komponenty mnogoobraziæ V_s i

V_{s,0} nahodØtsØ vo vzaimno odnoznaqnom sootvetstvii po pravilu W → W ∩ V_{s,0}. Pust~ z^{(j)} ∈ a_j i W ∩ V_{s,0} = a_j . Poloßim W_j = W .

My vvodim predstavleniØ dlØ z^{(j)}, j ∈ J_s, zamenØØ v (1) z, η, F_z na

z^{(j)}, η^{(j)}, F_z(j) . Togda k(z^{(j)}) ≃ k[η^{(j)}]. Ispol~zuØ algoritm iz [3],

my stroim dlØ vsØkogo 1 6 i 6 u, j ∈ J_s, vse poparno neizomorfnye kompozity k_{j,w}, w ∈ I_{j,i}, poleæ k[η_i] i k[η^{(j)}] nad k. Teper~

z_i ∈ W_j togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet w ∈ I_{j,i}, takoe,

qto toqki z_i i z^{(j)} s polem k[η_i, η^{(j)}] ≃ k_{j,w} prinadleßat odnoæ i toæ ße neprivodimoæ nad k komponente mnogoobraziØ V_s (kotoraØ soderßitsØ v W_j). Pol~zuØs~ opisannym algoritmom dlØ utverßdeniØ (b), moßno vyØsnit~, suwestvuet li w ∈ I_{j,i}, udovletvorØ¸wee sformulirovannomu uslovi¸, i, sledovatel~no, postroit~ algoritm dlØ utverßdeniØ (a). TrebuemaØ ocenka dlØ vremeni raboty fftogo algoritma nemedlenno sleduet iz ocenok na vremØ raboty ispol~zovannyh algoritmov. Teorema dokazana.

152 A. L. QISTOV

Literatura

1. M. Bal~dassarri, Algebraiqeskie mnogoobraziØ. M., Izdatel~stvo inostrannoæ literatury, 1961.

2. N. G. Qebotarev, TeoriØ algebraiqeskih funkciæ. M.–L., OGIZ, 1948. 3. A. L. Qistov, Algoritm polinomial~noæ sloßnosti dlØ razloßeniØ mnogoqlenov na neprivodimye mnoßiteli i nahoßdenie komponent mnogoobraziØ v subffksponencial~noe vremØ. — Zap. nauqn. semin. LO- MI 137 (1984), 124–188.

4. A. L. Qistov, Vyqislenie stepeneæ algebraiqeskih mnogoobraziæ nad polem nulevoæ harakteristiki za polinomial~noe vremØ i ego priloßeniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 258 (1999), 7–59.

5. A. L. Qistov, Vyqislenie gruppy Galua nad funkcional~nym polem harakteristiki nul~ s algebraiqeski zamknutym polem konstant za polinomial~noe vremØ. — V kn.: Matematiqeskie metody postroeniØ i analiza algoritmov. L., Nauka, 1990, s. 200–232.

6. A. L. Qistov, �ffektivnaØ gladkaØ stratifikaciØ algebraiqeskogo mnogoobraziØ v nulevoæ harakteristike i eë priloßeniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 266 (2000), 254–311.

7. J. Bochnak, M. Coste, M.–F. Roy, Géométrie algébrique réelle. Berlin–Heidelberg –New York, Springer–Verlag, 1987.

8. A. L. Chistov, Polynomial–time computation of the dimensions of components of algebraic varieties in zero–characteristic. — J. Pure Appl. Algebra 117 & 118 (1997), 145–175.

9. C. Jordan, Traité des substitutions et des équations algébriques. Paris, 1870.

Chistov A. L. Monodromy and irreducibility criteria with algorithmic applications in zero characteristic.

Consider a projective algebraic variety V which is the set of all common zeroes of homogeneous polynomials of degrees less than d in n+1 variables in zero-characteristic. We suggest an algorithm to decide whether two (or more) given points of V belong to the same irreducible component of V . Besides that we show how to construct for each s < n an (s + 1)- dimensional plane in the projective space such that the intersection of every irreducible component of dimension n−s of V with the constructed plane is transversal and is an irreducible curve. These algorithms are deterministic and polynomial in d^n and the size of input.

Postupilo 30 maØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ institut informatiki i avtomatizacii Rossiæskoæ akademii nauk E-mail: labta@iias.spb.su or sliss@iias.spb.su